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Introduzione

Questa tesi nasce dall’intento di comprendere meglio un operatore a derivate parziali
usato per formulare e risolvere un problema fisico quale la propagazione del calore, 1’o-
peratore del calore.

Prima di inoltrarci nell’ elaborato vero e proprio stabiliamo le notazioni.

Nel capitolo 1 richiamiamo utili teoremi come quello di Integrazione per parti e quello
della Divergenza.

Nel capitolo 2 introduciamo 1'operatore del calore e le funzioni caloriche mostrandone
alcuni esempi.

Di seguito, deduciamo la soluzione fondamentale dell’operatore H evidenziandone alcune
importanti proprieta.

Procediamo, poi, con I'introduzione dell’Identita di Green per 'operatore del calore e da
questa ricaviamo la formula di media per le funzioni caloriche.

Grazie a tale formula di media evidenziamo una cruciale proprieta delle funzioni calori-
che: la loro regolarita C°.

Alla fine del capitolo 2 deduciamo un’espressione migliorata per la formula di media
calorica avente come vantaggio quello di avere un nucleo limitato.

Nel capitolo 3 ci dedichiamo interamente ad alcune conseguenza dell’espressione miglio-
rata appena dimostrata: ricaviamo in modo diretto la disuguaglianza di Harnack e il
principio di massimo forte.

Nel capitolo 4 studiamo il problema di Cauchy relativo all’operatore del calore sot-
tolineandone la buona posizione: mostriamo, infatti, esistenza, unicita e dipendenza
continua dai dati iniziali della soluzione.

Nell’ultimo capitolo analizziamo i teoremi di Liouville per le funzioni caloriche.






Notazioni

Nel seguito stabiliamo le notazioni che useremo nei prossimi capitoli.
Sia N € N, RY denota Iinsieme delle n-uple ordinate

x=(x1,....,TN)

dove z; € Rper j =1,...,N.
Dati = (x1,...,2x5) e ¥y = (y1, ..., yn) due vettori di RY e A € R allora definiamo

r+y=(r14+y1,... TN +YN)

Az = (Ax1, ..., A\zN).

Dati, inoltre, z e y come sopra & possibile definire un prodotto interno di z e y in RY

come
N

<zT,Yy>= Za:jyj.
J=1

N

La norma Euclidea di x = (1, ...,zn) €
N 1
2
|z| = <Z$j2> =<z, x>
j=1

Definiamo, ora, tre operatori importanti, il gradiente, la divergenza e l'operatore di
Laplace.
Il gradiente Euclideo & definito come

V= (0gys s Ozy)

dove 0, = %,j =1,...,N.

J
La divergenza Euclidea, invece, € un operatore che agisce su una funzione F' = (f1, ..., fn)
di classe almeno C' nel seguente modo:

N
divF = 0y, f;.

J=1
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L’operatore di Laplace in RN ¢ definito come

N
A=) 07,
j=1

Sia Q un aperto di RY, denotiamo con C*(2,R), k € N, lo spazio delle funzioni f : Q@ — R
con la derivata continua fino all’ordine k.
Sia a = (a1, ..., ay) un multi-indice poniamo

olel

(5] QN )
oL 9oN

D =

con |a| =ag + ... + ay.



Capitolo 1

Preliminari

1.1 Integrazione per parti e Teorema della Divergenza

Definizione 1.1. Sia Q C RY si dice che © & un aperto regolare di RN con N > 2 se
i) © & un aperto limitato,
ii) la frontiera 9 & una (N-1)-varieta di classe almeno C*,
iii) in ogni punto xy € I esiste la normale esterna.

Definizione 1.2. Dato Q C RY e zy € 99 si dice che esiste la normale esterna in zg se
esiste v 1O in zp con |v| =1 tale che

i) zg+tv ¢ Q Vt €]0,0]
ii) zg —tr € Q Vt €]0,4]

per un opportuno § > 0.



Teorema 1.1. Sia Q un aperto regolare di RN e sia f € C1(Q,R). AlloraVj =1,...,N

/(%jfd;r:/ frjdo
Q o0

dove v; indica la j-esima componente della normale esterna.
Un teorema analogo al Teorema 1.1 & il Teorema sulla Divergenza.

Teorema 1.2 (Teorema della Divergenza). Sia  un aperto regolare di RN e sia

F e CYQ,RYN). Allora
/didex:/ < F,v>do.
Q o0

Dimostrazione.

N OF j N
divFdx = / —dx = / Fivido =
/Q ; Q 0z; ; oo
portando la sommatoria all’interno del segno d’integrale si ottiene il prodotto interno

Euclideo quindi
= / < F,v>do.
o0

O]

Esempio (Area della superficie sferica). Definiamo con B(a, r)=palla euclidea di centro
a eraggio r = {x € RY||z — a| < r}.

|B(a,7‘)|:/ da::(:c:a+ry,d:c:rNdy):/ T‘Ndy:’l“N/ dy =
B(a,r) B(0,1) B(0,1)

= rN]B(O, 1] = N,

Quindi |B(a,r)| = rNw, dove w, = |B(0,1)|.
D’altra parte, considerando la funzione F(z) = %22 con = € R si ottiene

Utilizzando, quindi, il Teorema 1.2 si ottiene:

|B(a,r)| = / dz :/ divF(x)dx = / div(
B(a,r) B(a,r) B(a,r)

r—
:/ T s o=
dB(ayr) N




dato che per ogni punto z € 9B(«,r) la normale esterna a B(a,r) risulta data da
r—o
[z—af

r—a T —« T T r
= <,>da—/ —do = — do = —|0B(a,1)|.
/GB(a,r) N |:I: - a‘ 0B(ay,r) N N 0B(ay,r) N‘ ( )’

Dalle due formule sopra ottenute si ha:

UV =

Quindi
0B(a,r)| = Nr¥Lw,.

Si osserva, inoltre, che
d
0B(a,1)] = 2 |Bla,r)].

1.2 Formula di Coarea

Sia  un aperto di RV e sia F' € C'(Q,R). Per ogni ¢t € R poniamo
My :={x € Q|F(z) =t}.
Dato t € R si dice che t € un livello critico per F se esiste x € €) tale che
F(z)=te VF(z)=0.

Allora, se t € R non & un livello critico di F, M; & una (N-1)-varieta di RY di classe C?.
Il Lemma di Sard ci assicura che I'insieme

{t e R|t ¢ un livello critico di F'}
ha misura nulla; di conseguenza per quasi ogni t € R
M; = () oppure M; = (N-1)-varieta di classeC.

Teorema 1.3 (Teorema di Federer della Coarea). Sia 2 aperto di RV sia F € C1(,R)
e sia f : Q = R misurabile nel senso di Lebesgue allora

| raaa= [ ( /{F_t} f(x)%)dt.

Esempio (di applicazione). Consideriamo la funzione F : RVM\{0} = R, F(z) = |z|.
Si osserva che F' € C®°(RV\{0},R) e [VF(x)| = ‘é’ =1.
Nel seguente caso M; = {x € RN¥\{0}||z| =t} = 0B(0,1).

Dal Teorema 1.3 si ha:

[ S = /R o f(z)dx = /R ( /8 pon f(q:)da(x))dt.
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In conclusione si ottiene,

[ f@yie - /0 b ( /a o f(:v)da(x))dp.

Da questa formula si deduce direttamente

/B o) fz)de = /0 ' < /a o f(a:)da(x))dp,

Inoltre, se la funzione f ¢ una funzione radiale, cioe f(z) = f(|x|) si ha

—/OO f(p)anpN_ldp—an/ P f(p)dp.
0 0



Capitolo 2

L’operatore del calore

2.1 Operatore del calore e funzioni caloriche
L’operatore differenziale del secondo ordine
N
H=A-0, dove A=A, ::ZQ%J_
j=1

& chiamato operatore del calore in RVt = RN x R. In questo capitolo denoteremo i
punti di RV*! con z = (2,t),2 = (21,...,2n5) ERN et € R.
Dato Q aperto di RN*1 la funzione

u: ) — R,
¢ detta calorica in € se

i) u € C*Y(Q,R) cioe le funzioni Oz ;Uy Or;2;u, Opu esistono in ogni punto di {2 e sono
continue in €2, per ogni 4,5 = 1, ..., V.

i)
Hu(z) = Au(z) — du(z) =0 Vz € Q.

L’insieme delle funzioni caloriche in {2 &€ denotato con
Q).
Ovviamente, C(£2) & un sottospazio lineare di C%! (2, R), cioe dati u,v € C(Q) e \,u € R
allora Au + pv € C(92).
Osserviamo inoltre che l'operatore del calore ¢ invariante per traslazioni, cioe, dato
u€ CP(QR) e B RN siha
H(u(z+f)) = (Hu)(z+ ) Vze —f+Q.

9



Inoltre, H & un operatore omogeneo di grado due rispetto alle dilatazioni caloriche, cioe
date le dilatazioni anisotropiche

Oy RVNFL S RNVFL 65, (2) = 6x(2,t) = Az, A%t), A > 0. (2.1)
si ha
H(u(dx(2))) = N*(Hu)(6x(2))

per ogni A > 0 e z € RVT! tale che d)(2) € Q.
Vediamo, ora, alcuni esempi di funzioni caloriche.

Esempio. Consideriamo la funzione polinomiale
uw: RN SR
u(z,t) =< Az,x > +bt  con A matrice N x N reale e simmetrica e b € R.

Un calcolo diretto mostra che
Hu = 2tr(A) —b.
Quindi u & calorica in RV*! se e solo se b = 2tr(A).

Osservazione 1. Ogni funzione polinomiale v : RN+t — R omogenea di grado due
rispetto alla dilatazione (2.1) puo essere scritta nel seguente modo

u(z,t) =< Az, z > +bt.
Esempio. Consideriamo la funzione esponenziale
w: RNt S R
u(z,t) = exp(< o,z > +bt) cona € RN ebeR.
Un calcolo diretto mostra che
Hu = (Jaf* - b)u.
Quindi u & calorica in RV*! se e solo se b = |al?.
Esempio. Consideriamo la funzione esponenziale
u(x,t) = exp(i < a,z > +bt) = e’ (cos < a,z > +isin < a,z>) conacRY ebecR.
Un calcolo diretto mostra che
Hu = (—|af* - b)u.
Quindi u & calorica se e solo se b = —|al?.
Osservazione 2. La funzione complessa
u(x,t) = exp(i < a,z > —|af’t)
e calorica, e la sua parte reale
v(x,t) = e~loPt cos(< a,x >)
e la sua parte immaginaria
w(z,t) = e~ lalt sin(< a, & >)

sono funzioni reali caloriche in RN,
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2.2 Soluzione fondamentale di H
Abbiamo osservato che la funzione complessa
u(z,t) = exp(i < a,z > —|al?t)

e calorica.
Consideriamo, ora,

y(z,t) = /N ei<Ea>—tEl® ge.
R

Se t < 0 l'integrale diverge, quindi occorre prendere t > 0, € RV.

Nel caso t > 0, applicare 'operatore H a ~ equivale ad applicare H all’integrale, inoltre,
poiché e possibile portare le derivate sotto al segno d’integrale si ottiene Hy = 0, cioe
la funzione & anch’essa calorica.

In definitiva,

Aoty = [ eisertelge

¢ una soluzione dell’operatore del calore in RY x]0, oo[.
Facciamo il cambiamento di variabile v =7, £ = %n, d¢ = (%)N dn quindi si ottiene

t
1\ 2 1
2 ;M 2
P wﬁﬁw>—M|d _ (2
v(z,t) (t> /RNe =13
Ora,

/eiﬂ%_nﬂ?d%
R

i ~— 4?4 4 [ -y

eV Mdp= [ e\ 2) e Tdn=¢e" 1 e 172 dn =
R R R

2 % 2
=cambiamento di variabile (n — g —z)=¢ 1 e dy = e T/1.

In definitiva,

12 & _1(Ziy2 1\2 ~ -2 T\ 2 =l
'y(x’t) = <t> H\/?re AN A — (t> T2e 4 — (t) e 4t

J=1

z
z

Per ogni fissato ¢ si ha una gaussiana. Vogliamo normalizzare la nostra funzione,
consideriamo allora

N 9 N 5

2 = 2 —lz|
/ ~v(x, t)dx :/ <7T> e 4 dx = <7T> / e 4 dr = cambiamento di variabile
RN RN \ T t RN

=<2xﬁ =y, v =2Vt do = (M)Ndy) = (:) (v /]R ey =

:C) eVONTE = (2m)V.

[z

w2

11



Dividiamo, quindi, vy per (27)" per normalizzarla,

(271)]\[7(3:,15) - <41m) e—iE

Definiamo, in conclusione,
0 t<0
[:RVHT R, F(m,t):{ N e
()2e 4 t>0

I" cosi fatta e chiamata soluzione fondamentale dell’operatore H.
Proposizione 2.1. La funzione I' ha le sequenti proprieta:

i) Per ognit >0

/ [(z,t)dx = 1;
RN
i) T € L} (RN,

loc
iii) T € C°(RNT1\{0});
w) T ¢ calorica in RNTN\{0};
v) HT' = —0 nel senso debole delle distribuzioni.
Dimostrazione. i) Deriva direttamente da come ci siamo costruiti I'.

ii) Sia K C RN+ compatto.
Allora, esistono Ty, Ty € R, T1 < T3 tali che K C RY x|T1, T[. Si ha, quindi,

T(2)dz < rydz< [ (] T )dt < per i)
K RNX]Tl,TQ[ T RN

Ts
S/ dt =Ty, — T < 0.
T

iii) Osserviamo che
N
2

T(0,t) = (dnt)~ 2 — +oc.

t—0
Quindi limsupI'(z) = +00 ma lim i[I)lf I'(z) = 0. Quindi si ha una singolarita in 0.
z—0 z—¥
Abbiamo che I' € C®{(z,t) € RN+ |t #£0}.
Set <0I' =0, quindi & zero una sua qualsiasi derivata.
Per dimostrare che I' € C*°(RY*1\{0}) occorre far vedere che per ogni multi-indice
B=(B1,...., Bn41) e per ogni zg € RV\{0}, si ha

lim DPD(z,t) =0. 2.2
(z,t)—(z0,0) ( ) ( )

Per provare (2.2) premettiamo il seguente lemma.
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Lemma 2.2. Sia = (B1, ..., BN+1) un multi-indice definiamo l'altezza calorica di
B come

N
1Ble = Zﬁj + 28N+1-
7=1

Allora per ogni muti-indice § in RNTL e per ogni x € RN e t > 0 risulta

DPT(z,t) = 3 pg <\2>1‘(m,t}

dove pg <\2> ¢ una funzione polinomiale in RY.

Dimostrazione del lemma. Ricordiamo che per t > 0

—|z|?

D(x,t) = (4nt) " e i

Allora

Z; _1 € .
0z, T(w,t) = T'(w,1) <2i> =t 2I(x,t)p; (ﬁ) = < in questo caso

B =(0,..,1;,...,0,0) quindi |8]. = 1) = 3T (2, t)pg ("’”)

Vit
Siv qems - Siv s _
Oz, T'(z,t) = ['(z,1) ( - % + 42t2j> = t71T(x,t) < - g + zlt]> = < in questo
[Ble
caso = (0,...,1;,0,...,1;,0...,0,0) quindi |5|. = 2) — 5 I'(z,t)ps <\2>
N 2 N 2
Ol (z,t) =T'(x,t) < 5 + Z‘Q) = t71(x, 1) < —5 + |Z7|§> = < in questo caso

B =(0,...,0,1) quindi ||, = 2) = =3 (2, t)ps <\2>

Dal lemma 5.1 si ha che per ogni (x,t) con ¢ > 0

z|2 c
DPT(x,t) = t—'@C—§p5<x> (4m)Fe i = o<t—@—]§—q+m>

13



iv) Sappiamo da i) che I' € C°°(RN*1\{0}), inoltre utilizzando il lemma precedente
possiamo calcolare AT'(x,t); infatti

2 3 71 22 N
AL(@,t) = ) 9 T(a,t) = ) T(a.1) <4t - 2t> e <4t - zt)
j=1

Sempre dal lemma precedente abbiamo che

ol'(x,t) =T(x,t) < - —+ >
In conclusione, abbiamo che

lz? N |z|> N
HT =(A-0,)T =T — Za ) =
(x,t) = ( 0T (z,t) (x,t)<4t2 50 " a2 + 5 0

Abbiamo quindi dimostrato che I'(x,t) & calorica in RV 1\ {0}.
v) Consideriamo ¢ funzione test.

Vogliamo provare che HI' = —§ con § =delta di Dirac.

Osserviamo che

HI' = -0 ©< HTl, ¢ >= — < 4,9 >= —¢(0) &< ', H ¢ >= —¢(0)

con H* aggiuno dell’operatore del calore=A + 0;.
Dobbiamo quindi dimostrare che

/ T(2)H*p(2)dz = —p(0) Vo € CRNTL R).

/ L(z)H*p(z)dz = / Dz, t)H o(x, t)dxdt =
RN x]0,400[

poiché I' & localmente sommabile

+oo
= lim </ F(m,t)H*@(:r,t)d:c)dt
RN

e—=0 /.

D’altra parte

/:00 </}RN F(:z,t)H*go(x,t)dx> dt :/:‘X’ </RN F(x,t)Acp(x,t)dgg> dt
+/RN </£+mr($,t)8tcp(x,t)dt)dx

14



Integrando per parti rispetto a x nel primo integrale e rispetto a ¢ nel secondo

/:00 ( . AF(x,t)cp(x,t)dx> dt — /RN [(z,¢)p(z,e)dx
+

. (/ 8t1“(a:,t)cp(x,t)dt> der = /:OO - HT(x,t)p(x, t)dwdt

)
—/ I (z,
_ (z

z

R

/ I'(x, x,€)dx.
RN

g)p(x,e)dx = (T & calorica in ]Rf“) _
£)e(

Allora

+oo
lim (/ F(x,t)H*gp(x,t)da:) dt = lim — [(z,e)p(x,e)dx.
RN

e—=0 /. e—0 RN

Osserviamo che

/RN [(z,e)p(z,e)dx — ¢(0,0) = /RN (F(x,s)) <¢(x,5) — (0, 0)) dr —

( cambiamento di variabile x = 2/,

da = (2\/5)Ndy>

—E [ (p(zvEe) - p(0.0) )
RN

Possiamo passare il limite sotto al segno d’integrale, quindi otteniamo

N
. N [ .
lim | L@ &) e)dz = (0,0) = <W> /RN lim ¢~ (@(%ﬁy, e) — (0, 0)>dy

=0
O

2.3 Identita di Green per H

In questo paragrafo vogliamo introdurre la formula di reciprocita per 'operatore del
calore H, dalla quale, poi, ricaveremo 1’ identita di Green.
Per ottenere la formula di reciprocita € cruciale usare H*, I'operatore aggiunto di H:

H* = A+ 0.

Risulta fondamentale, inoltre, ricordare la formula di reciprocita per 'operatore di
Laplace.
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Proposizione 2.3 (Formula di reciprocita per 'operatore di Laplace.). Dato Q aperto
regolare di RN di classe C* k> 1 e u,v € C*(Q,R), si ha:

div(vVu — uVv) = vAu — uAwv. (2.3)
Dimostrazione. Iniziamo calcolando div(vVu).

N N
div(vVu) = Zﬁxj(vamju) = Zvagju + 0z;v0;,u = vAu+ < Vo, Vu > .
j=1 j=1
Quindi si ha
div(vVu) = vAu+ < Vo, Vu > .

Analogamente, invertendo il ruolo di u e v, si ottiene
div(uVv) = uAv+ < Vu, Vv > .
Sottraendo membro a membro otteniamo
div(vVu — uVv) = vAu+ < Vo, Vu > —ulAv— < Vu, Vo >= vAu — uAwv.
O

Ora siamo pronti per ricavare la formula di reciprocita per 'operatore del calore H.
Siano u,v € C%1 (€, R) con Q aperto di RN, si ha:
uH* v —vHu = u(Ay + 0)v — v(Ay — O)u = ul v — vALzu + udiw + voyu =
utilizzando la formula di reciprocita per I'operatore di Laplace 2.3
= divg (uV v — vV u) + Or(uv).

Abbiamo cosi ottenuto la formula di reciprocita per l’operatore del calore
uH*v —vHu = divg(uV v — vVzu) + 0y (uv). (2.4)

Dato che nel membro di destra dell’equazione (2.4) compare una divergenza & possi-
bile integrare usando il Teorema della Divergenza, ricordato nel capitolo precedente.
Consideriamo a tal proposito Q aperto regolare di RN*1,

Denotiamo, poi, con
v=(vs,), ve€RN 1 €R,

la normale esterna a {2, e con

0
87% =< v$,yz >

la derivata normale rispetto a v,.
Allora, date u,v € C*'(Q,R), dalla formula di reciprocita (2.4) integrando su € e usando
il Teorema sulla Divergenza otteniamo

/(uH*v —vHu)dz = / <(u8v - U@u) + uvw) do. (2.5)
Q 89 8’/1 81’1

16



La formula (2.5) appena trovata ¢ chiamata identita di Green per 'operatore H.
Se prendiamo v = 1 in (2.5) abbiamo

/Hudz —/ <8u —uw)da. (2.6)
Q Jq 8V:t

In particolare, se u € C%1(2,R) e u & calorica in € allora

/ (8u - uut>da =0.
85) aV;c

2.4 Formula di media per le funzioni caloriche

L’obiettivo si questo paragrafo & quello di mostrare che le funzioni caloriche soddisfano
una formula di media.
A tal proposito ¢ bene introdurre alcuni concetti nuovi.

Definizione 2.1 (Palla del calore). Per ogni z € R¥*! e r > 0 possiamo definire

N

Q(20) == {z e RN (29 — 2) > (471rr> i }.

Q,(z0) € chiamata palla del calore di centro zy e raggio r.

Osservazione 3. zy € 02, (z0).

Osservazione 4. Sia zg = (xq,to) allora abbiamo

Q(20) = {(z,t) e RNTL |0 < tg —t <7, |zg — 2|® < 2N (tg — t) log <t ! t>}
0 —
Osservazione 5. 08(z0)\z0 ¢ una varietd di classe C* e di dimensione N, mentre
99, (20) & una varieta di classe C1.

Definizione 2.2. Dato z = (z,t) con t # 0 possiamo definire

W(2) = W(wt) = i('?’y

Ora siamo pronti per introdurre la formula di Poisson-Jensen calorica.
Da questa ne dedurremo, poi, la formula di media per le funzioni caloriche.

Teorema 2.4 (Formula di Poisson-Jensen calorica). Sia 2 C RNT! aperto e sia
u € C*YH(Q,R). Allora, per ogni zo € Q e r > 0 tale che Q,.(20) C Q, si ha

u(z0) = My (u)(z0) — Nr(Hu)(20), (2.7)
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dove

N

/ u(2)W(zp — 2)dz
Q- (20)

M) = [ o8 (/ - (o=~ (4,

Dimostrazione. Per prima cosa per ogni € > 0 definiamo

S

)11z ).

A = QT(ZO) N {t <ty — 5}.

Consideriamo, quindi, I'identita di Green per H in A. per la coppia di funzioni u e v
dove
v:=TI"(20 — 2).

ov ou
_/5 vHudz = /6A5 <<u61/m - U@%) +uvl/t> do (2.8)

Osserviamo che 0A: = 0:Q,(20) U X dove

Quindi si ha

&;QT(Z()) = 8QT(Z()) N {t <ty— 6}

Y. = QT(Z()) N {t =19 — 8}.
Quindi (2.8) diventa

—/ vHudz :/ <<u v _U8u> +uvl/t>da
. 9:Qr(0) ov, Oy
+/ u v _ v Ou + woy |do = (2:9)
2 OVy vy

=JI+J2

Iniziamo analizzando il termine di sinistra dell’equazione (2.9); dato che v € L} (RN T1)

abbiamo
lim — vHudz = — / vHudz.
A Qr(20)

e—0

Consideriamo, ora , il termine .J2.
Osserviamo preliminarmente, pero, che

Y =Qr(20) N {t =tg — e} = per 'osservazione 4 =

={z € RV ||z — x0|® < 2Nelog (7’)}
5

18



Grazie a quanto appena sottolineato e possibile riscrivere Jf nel seguente modo:

J? = / u(z,to —e)l(xg — z,€)dx

g

. ={r eRY ||z — x| <r(e)} con r(s):\/m.

Consideriamo, ora, il cambiamento di variabile x = xg — 2y/zy, dz = (2,/2)Ndy allora

otteniamo
1\2 2
2 [z—xq]
Jr = — u(x,tg —e)e” 4 dxr =
¢ <47T€> /E (%o )
r(e)

(1
- \dre
2ve

1\ 2 :
:() / u(xo — 2v/2, to — €)e"dy.
lyl<

dove

vl

(4e)2 /| u(zo — 2v/z, to — )el’dy =
yI<

T r(e)
2.z

o )

N

1\ 2

lim J2 = lim (> / u(xg — 2v/e,to — 5)@|y\2dy =

e—0 e=0 \ T r(e)
lyl< 2ve

_ (i) ' /RN w(zo, to)e dy = u(zo, to) <717> f ) =

=u(zo,t0) = u(z0).

Adesso, poiché

— OO
e—0

abbiamo

Consideriamo, ora, il termine J7.
Osserviamo innanzitutto che su 0:£,(2p)

()

/ <u1/ — Ou )da =
-9, (20) " ow (2.10)

N
2

quindi otteniamo

1
JQ:/ uavda+<>
asﬂr(zo) 61/2; 47T7“

=1+ 12

w|z
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Adesso,

:<417“> - <uyt — ;Z)da + O(1)do = dall’equazione (2.6)

V.I'(z — 2)
= — Q
YO = TR 7€ %)
Di conseguenza
ov VacF(ZO - Z)
= < Val'(20 = 2), ~ S >=
g, ) = < Vel oo =2 G m L T 2

-~ e () (e f>>26N<£ozﬂ> N
(2 € 0.0,(z)) = _’vp(;_z)<471ﬂ"> E(y(g;g:f)’) ] -

= W(Q«)NW‘”

Quindi

1\" 1
im 7Y = lim — [ — Wi —2)— —
igl(l) Is ig)% <47T7‘> /8597"(20) U(Z) (ZO Z) | QIF(ZO — Z)|d0(z)

In conclusione, dall’equazione (2.9) facendo il limite per € — 0 si ottiene

1AW
—/ vHudz =u(zp) — ( ) / Hudz
Qr(20) dmr Qr(20)
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quindi

N 1
) 4
ul (47”“> /am Wia =2) VoI (20 — 2)| 7(2)
1 A\N
<F 20 — 2) ( ) )Hudz.
dmr
Si osserva, inoltre, che I'identita appena trovata ¢ valida per ogni p €]0, r[ quindi

1\ 1
U(ZO) :<47TP) /BQP(ZO) U(Z)W(ZQ — Z)mdg(z)

. (v - (Mlpf)m.

Moltiplicando entrambi i membri per p® con a = % — 1 e integrando rispetto a p tra 0
e r abbiamo

N
DALt o

Consideriamo il membro di sinistra di (2.11)

N
s T N 2 5 r
[ oruteorto =uteo) [ 0% ldpzuczO){ H _
0 0 0

2
:NT‘%U(Z()).

Valutiamo, ora, il membro di destra di (2.11)

(@N/or ”Q‘N</mp<zo) W oo = 2) o) )

- N
—/ po‘</ <F(zo—z)— <1> )Hudz)deW—I—Vg.
0 Qp(zo) 47Tp
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417T>N/0 p—ﬁ—l(/mp(zo)u(z)W(zo - z)wlo_z)'da(z))dp -

. . C 1 1 2 21 _2_ 4
cambiamento di variabile [ — =s,p=-—8 N,dp=——-—s" N "ds| =
4dmp us

= (;):jﬂé/oiélﬂr)g <417T>];1(/1":3 w(z)W (2o — z)Wda(z)) ds
2/1\2 [ 1
SONE
4

m)% </F:s u(2)W (2o — z)wo_z”da(z)> ds =
2 N

:N(zm)*? /QT(ZO) u(2)W(zp — 2)dz.

In definitiva, dopo le dovute osservazioni da (2.11) otteniamo

Il
N 7/ N N
»Jk‘}_‘
3
~__
=
h
bI
w2
L
N
— \
N
"
SH
=
N
=
N
=)
&
<
8
3
g —
|
N
2
&
~_
IS
he)
|

%r%u(zo) :3(477)*% / u(z2)W(zp — z)dz

_ /0 w(/gp(zo) (F(zo - (471T/)>N>Hudz>dp

. .. . N : .
Dividendo entrambi i membri per %r 2 si ottiene in conclusione

u(2o) :(47r7’)_];]/Q ( )u(z)W(zo — z)dz

3 [ (f g (om0 - (55) )
— —7r 2 p2 T'(zg—2)— [ — Hudz |dp =
2 0 2 (20) Fo=2)~ \im,y

— M, (u)(20) — Ny (Hu)(20).
Siamo cosi giunti alla formula di Poisson-Jensen calorica. O

Corollario 2.5 (Teorema di Pini-Watson, formula di media per le funzioni caloriche).
Sia Q C RNH aperto e siau € C(). Allora, per ogni zg € Q er > 0 tale che Q,.(z) C €,
st ha

N
1\ 2
u(z0) = My (u)(z0) = () / u(2)W(zp — z)dz (2.12)
471'7“ QT(ZO)
Dimostrazione. Poiché per ipotesi u e calorica si ha che Hu = 0 e di conseguenza

Ny (Hu)(z) = 0.
Allora la formula di Poisson-Jensen (2.7) diventa

u(20) = Mr(u)(z0) = <471W> : /m(zo) u(2)W(zo — 2z)dz.
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Il teorema e quindi dimostrato. ]

Partendo dal Teorema di Pini-Watson (Corollario 2.5) € possibile osservare che 1'o-
peratore W che compare nella formula (2.12) ¢ chiamato nucleo e risulta essere non
negativo.

Inoltre prendendo u = 1 nella formula (2.12) otteniamo

1\>
( ) / Wi(zp —2)dz =1
47y QT(ZO)

per ogni zg € R¥*! e per ogni r > 0. Allora, M,(u)(z) definito nella formula di
Poisson-Jensen ¢ ben definito ed e finito per ogni funzione continua u definita in un
aperto contenente €2,(zp).

2.5 Caratterizzazione delle funzioni caloriche mediante la
proprieta di media

L’obiettivo di questo paragrafo e quello di provare che la proprieta di media caratterizza
le funzioni caloriche. A tal fine, iniziamo con il fissare alcune definizioni.
Definizione 2.3. Diciamo che u soddisfa la proprieta di media calorica in £ se

u(z0) = My (u)(20) V2o € Q, Vr > 0 tale che Q,(20) C Q.

Dato, inoltre, zg € 2 indichiamo con
R(zp) :=sup{r >0 : Q.(20) C Q}.

Teorema 2.6. Sia Q C RNt aperto e sia u € C(,R). Allora sono equivalenti le
sequenti affermazioni:

i) u soddisfa la proprieta di media calorica in €,
i1) 1 — M,(u)(zo) € costante in |0, R(zp)[ Vzp € Q,
i11) u € C®(Q,R) e Hu=0 in Q.

Dimostrazione. (i) = (ii) Se u soddisfa la proprieta di media calorica in  allora per
definizione per ogni r €]0, R(zp)] e per ogni 2o € Q si ha M,(u)(z0) = u(zp) quindi
effettivamente 1’applicazione r — M, (u)(zp) ¢ costante.

(7it) = (7) Risulta essere verificata per il Teorema di Pini-Watson (Corollario 2.5).

(1) = (i) Per 0 < r < R(zp), dalla continuita di u si ha

|u(z0) = My (u)(20)| = |Mr(u(z0) — u)(20)]

< sup |u—u(z)] —= 0
Qr(zo) r—0
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Quindi per ogni 2y € €2 abbiamo

lim M, (u)(z0) = u(20).

r—0

Allora, poiché r — M, (u)(z0) € costante in |0, R(2o)[ per ipotesi si ha
u(z0) = My (u)(z0) Vr €0, R(zo)

quindi (7) € soddisfatta.

(1) = (i) Questa & la parte difficile della dimostrazione. Tale prova & basata sui
seguenti lemmi.

Lemma 2.7. Sia u € C(Q,R) con @ C RN*! aperto. Se u soddisfa la proprieta di
media calorica in 2 allora ue, il mollificatore di Friedrichs di u, soddisfa la proprieta di
media calorica in Q. = {z € Q : dist(z,00) > e}.

Dimostrazione. Sia J € C§°(RVN*T1 R) con suppJ C B(0,1). Assumiamo, inoltre, J > 0
e fannn J(O)dC = 1.

Poniamo poi

Jo(z) = a—N—U(Z)

3

e definiamo
et — R u(z) = /Q w(O)Je(z — O)dC = / u(z — €)J(O)dC.

Se u soddisfa la proprieta di media calorica in €2 allora

u(z) = ( 4;)]; /Q W - = <471W>

per ogni z € Q e r €]0, R(2)|.
Consideriamo ora z € Q. e r > 0 tale che Q,(z) C Q..
Abbiamo

N
2

(4rr) ¥ M, (u) (=) = / IRECOICIS

= / </ u(z — ¢ — n)JS(n)dn> W (¢)d¢ = invertendo gli
~(0) B(0,e)

mtegrali = [ . )Jg(n)< / . = €= W Q)C ) dn =

poiché u soddisfa la proprieta di media calorica

= (471'7“)% / u(z —n)J=(n)dn = (4777’)%%(2).
B(0,¢)
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N
2

In definitiva, dividendo entrambi i membri per (47r)2 si ha

M, (ue)(z) = ue(2)
per ogni z € Q. e r > 0 tale che Q,(z) C Q; ovvero u. verifica la proprieta di media
calorica in €).. O

Lemma 2.8. Sia Q aperto di RNT! e sia u € C*1(Q,R). Se u soddisfa la proprieta di
media calorica allora Hu = 0 in €.

Dimostrazione. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo quindi che esista zg € €2 tale che
Hu(zp) # 0. Possiamo assumere Hu(zg) > 0, e per continuita esistera r > 0 tale che
0 (20) € Qe Hu(z) > 0 per ogni z € Q- (20).

2
Inoltre dato che I'(zg — 2) — <471rp> > 0 se z € Q,(2) si ha che N,.(Hu)(z) > 0 di

conseguenza dalla formula di Poisson-Jensen calorica otteniamo

u(z0) > M, (u)(20).

E questo contraddice la nostra ipotesi.
In definitiva necessariamente Hu(z) =0 Vz € Q. O

Utilizzando i lemmi appena introdotti possiamo concludere la dimostrazione del teo-
rema provando effettivamente che (i) = (i77).
Se u soddisfa la proprieta di media calorica allora per il Lemma (2.7) si ha che esiste
ue il mollificatore di Friedrichs di u, che soddisfa la proprieta di media calorica in €)..
D’altra parte u. € C*°(€2,R) quindi per il Lemma (2.8) si ha che Hu, = 0 in (..
Sappiamo inoltre che

Uge ? upere—0, VK CQ,K compatto.

Possiamo, allora, utilizzare il seguente teorema che enunciamo senza dimostrazione.

Teorema 2.9. Sia Q un aperto di RVNT! e sia (uj)jen una successione di funzioni
caloriche in . Supponiamo, inoltre, che esista u :  — R tale che

uj 2 u VK CQ,K compatto.
Allora uw € C*(,R) e Hu =0 in Q.

Dal teorema appena enunciato si evince che u € C*°(Q,R) e Hu = 0 in £ e questo
conclude la dimostrazione. O
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2.6 Espressione migliorata per la formula di media calorica

In questo paragrafo vogliamo generalizzare la formula di media calorica per ottenere una
nuova formula in cui il nucleo risulti essere limitato.
Consideriamo u € C*'(RN*1) e definiamo una nuova funzione in RV*"+1 con m € N

U (2,7, 1) = u(z,t) cony € R™ e (z,t) € RNFTL
Definiamo, poi, un nuovo operatore
Hyp=H+Ay=A, +Ay — 0.
Poiché uy, (z,y,t) = u(z,t), quindi ¢ indipendente dalla variabile y, & facile osservare che
H,u,, = Hu.

Ricordiamo, inoltre, che I'(x, t) = (47rt)]2vexp{— Zf] indica la soluzione fondamen-

tale dell’operatore del calore H, e definiamo

Ton(z,y,t) = T(x,t) [(4wt)?exp( - E:)]

come la soluzione fondamentale del nuovo operatore introdotto H,, in RY+Tm+1,
Dimostriamo che, effettivamente, H,,,I';;,, = 0.
Per semplicita introduciamo la seguente notazione

Li(z,y,t) = D(z, t) K (y, ).

H, Uy = (H+Ay) (F(m,t)K(y,t)) = poiché HT'(z,t) =0 e I'(x,t)
¢ indipendente da y = T'(x, t) (HK(y, t)> +I'(x,t) (AyK(y, t)) =

= (1) ((Am + A, — 0K (y, t)) = I(z, 1) ((Ay — 9K (y, t)) ~0.

Prima di procedere occorre introdurre alcune notazioni.
Per m € N fissato definiamo

m

N+4+m
1 2 1 2 7\zofz|2
¢(20 — Z) = <47T(t0—t)> F(Zo — Z) = (471—(t0—t)> e 4ltp—1t) ,

R2(z0 — 2) = 4(tg — t)In {(471’7“)]\[;771(;5(20 - z)] ,

N+m

O(eo) = {= € BV o) > () © |-

26



Inoltre ricordiamo che data u € C*!(2, R) con 2 aperto di RN+ e zy € Q vale la formula
di Poisson-Jensen calorica introdotta nei precedenti capitoli; quindi si ha

u(z0) = My (u)(20) — Np(Hu)(z0).

Abbiamo anche visto che nel caso in cui u sia calorica ¢ verificato il Teorema di Pini-
Watson, quindi

u(z0) = My (u)(z0) = <471W> : /QT(ZO) u(2)W (20 — z)dz.

Consideriamo, ora, la versione (N +m+1)— dimensionale della formula appena ricordata
applicata alla funzione wu,,. Denotiamo, a tal fine, con zZ = (z,y,t) i punti di RN+7m+1,
con z = (z,t) i punti di RV*! e ricordiamo che u,,(2) = u(z).
In definitiva si ha

w

1 P
u(zp) = (4777") /Fm(z“oz)>( . )MT"’ u(2)W(zy — 2)dz. (2.13)

4mr

Osserviamo innanzitutto che

xw@azicm‘”f+i(m‘“>lﬂm%@+1C%‘MY.

to — ¢ to —t 4\ tg—t

Vogliamo valutare (2.13), per farlo iniziamo analizzando meglio il dominio di integrazio-
ne.

(% —2) > (4mr) 2"
T (20 — 2)K(yo — y,to — t) > (47rr)*¥
N+m
(dmr)~ 2
—K —y,tog—t B e ——
(Yo —y,to —t) > (o0 —2)
El _lyg—ul? (4777')71\”2“”
= (dn(to—t - > 0
(st —0)) "ot > (R
lyo—ul? E) (47rr)—N¥m
e Y Am(to — ¢ -
©cTr s < (o )> I'(20 — 2)
m N+m
lyo — y? 2 (4mr)” 2
= - "> Am(tg — t —_—
stg—n > P\ A=t ) T =
Bl (47r7“)_NJ5m

= —|yo —y* > 4(to — t)in [<47T(t0 B t)> F(Zo—Z)}

= yo —y|* < 4(to — t)in [(47“”) z (20 — z)}
=lyo —y* < R:(20 — 2)

—lyo — y| < Rr(20 — 2).
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Se

N+4+m

(47r) 2 (20 — 2) > 1 cioe ¢(zg — 2) > (4777“)_% e quindi z € " (zp).

Grazie a questa osservazione possiamo riscrivere (2.13) nel seguente modo

N+m
1\ =z / </ ( Iyo—y2> >
u(zg) = — w(z)| Wiz —2)+ —5 |dy |dz =
(z0) (47”“> r(20) \lyo—yl<Ru(z0—2) AR T
1 N«gm
=l — u(2)W (2o —z)(/ dy>dz
<47TT> /Q;”(zo) lyo—y|<Rr(20—2)
N+m
1\ 2 / </ lyo — y|? >
I ul(z ———2—=dy |dz =
<47”“> 1 (20) ) lyo—yl <R (z0—2) 4(to — 1)?
1 N«gm
= — u(2)W(zo — 2) R} (20 — 2)wmdz
(47Tr> /ssz) (0 = 20 =)

(- N / (Dm0 = 2) .
o Ul 2 )JWm =
4rr QM (20) m 4+ 2 4(t0 — t)2

:wm(47rr)_w / u(2)R" (20 — 2) [W(zo —z)+
Q1 (20)

dove w,, denota la misura della palla unitaria in R™.
In conclusione siamo giunti al seguente risultato:

Proposizione 2.10. Data u € C>*(RNTY) e calorica, dato zg € RN*L. Per ognir >0
st ha

m  R2(z — 2)
m+2 4ty — t)2

N+m

u(z0) = wm (4mr)” 2 /Qm( )u(z)R;”(zo—z) [W(zo—z)—i-

]dz. (2.14)

Osservazione 6. Se m = 0 ponendo wy = 1 si ottiene
u(z0) = (47r7")_% / u(2)W(zo — 2)dz
Q(20)
quindi ci riconduciamo al Teorema di Pini-Watson (2.5).

Consideriamo, ora, m € N, z, zg € RV*! ¢ introduciamo le seguenti notazioni

m 1
Wz — 2) = (4777“)_NJ2r wm R (20 — 2) <W(zo —2z)+ mL—G—ZRz(ZO — 2)4(150—15)2>’

u(z0) = um(20) = u,"(20)-

Grazie alle notazioni appena introdotte possiamo riscrivere la formula (2.14) nel seguente
modo

u(z0) = /an(zo) u(z2)W" (29 — z)dz. (2.15)

In definitiva, abbiamo ottenuto il risultato che segue.
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Proposizione 2.11. Sia u € C*'(RN*1) soluzione di Hu = 0 in RN allora per ogni
z € RN*L ¢ per ogni v > 0 si ha

u(zp) = /Q:ﬂ(zo) u(2)W, (20 — 2)dz (2.16)

dove m € N e fissato arbitrariamente. Il vantaggio della formula (2.16) rispetto a
(2.12) che compare nel Teorema di Pini-Watson (2.5) consiste nel fatto che il nuovo
nucleo W™ (zp — z) ¢ limitato da sopra sulla palla parabolica Q"(zp) a patto che m sia
sufficientemente grande.

Si osserva, infatti, che se m = 0 ci riconduciamo alla formula del Teorema di Pini-Watson
il cui nucleo & W2(z9 — z) = W(zp — z) non @& limitato sulla palla calorica €,(20).
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Capitolo 3

La disuguaglianza di Harnack e il
principio di massimo forte

3.1 Disuguaglianza di Harnack

In questo paragrafo presentiamo una prova elementare della disuguaglianza di Harnack
utilizzando un approccio diretto.

Osserviamo preliminarmente che per ogni 6 > 1 esiste rg = r9(¢, H) > 0 tale che per
ogni 7 < rg, 20 € RV*l e 2 € Q™(2), m € N si ha

071G (20 — 2) <T(20 — 2) < OG(20 — 2) (3.1)

dove G(zp — z) & una Gaussiana generalizzata.
Usando 'equazione (3.1) ¢ facile osservare che per ogni € > 0 e m € N fissato esiste
§ = 0(H,m,e) > 0 tale che dato 29 = (zg,t9) € RNTL r < % e 2 = (z,t) € Q7 (2) se
tog —t > er allora
() C O (z0).

Questo risultato ¢ fondamentale per dimostrare il seguente Teorema.

Teorema 3.1 (Disuguaglianza di Harnack). Sia Q@ C RY*L un aperto e sia v > 0 una
funzione calorica in Q. Siano zg € Q e r < 7 tali che Q) (20) C 2. Dato poie >0 e
z € (20) tale che to —t > er allora esiste una costante C = C(H, m,e) > 0 tale che

u(z) < Cu(zop). (3.2)
Osservazione 7. Fissiamo in questo caso m numero intero > 2.

Dimostrazione. Dalla formula introdotta nel capitolo precedente si ha

u(z) = /Qm( )u(Z)Wgﬁ(zo —7)dz.
3r 20
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Poiché per ipotesi u > 0 e QF’ (2) C Q5.(20) si ha
u(z0) = / W(E W (20 — 3)dZ > / W(E W (20 — 3)dz
Q3. (20) 031.(2)

_ Win(z — %) _
= uz’ﬂifﬂ/’zﬂI z—z)dz.

Per concludere la dimostrazione dobbiamo mostrare che esistono due numeri
Ci = Cl(H, m, 8) >0e(y = CQ(H,TTL,S) > 0 tali che

inf  WI(z—%) > Cyr(2HD (3.4)

zeQy (2)
sup Wil(z—72%) < Cor—(2+1) (3.5)
zeQP ()

Iniziamo con il dimostrare che ¢ verificata la prima disuguaglianza (3.4).
Ricordiamo che per z € Q' (z)

m = —N4m m = = m R%r(Z() - z)
Wilt(z0 —2z) =(1277) "2 wyREL(20 — 2) | W (20 — Z) + T2 Aty — )2

_
(to —7)?

>Chr™ 2 R (20 — 7)
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per una certa costante C,, > 0.
Adesso

N+m

R2 (20 — Z) = 4(tg — 7)In [(12#7“)2(,0(20 - z)]

ma su Q5 (z0 — Z) .
+m

w(z0 —Z) > (87r)” 2

quindi su tale insieme

12 N+m 3 N+m
N+m r 2 2
12 2 -Z)> ==
(127r) 2" p(z0 — ) <8W) (2)

Allora si ha che per Z € Qf(2)

RIF2 >0 (tg — )2 1

e di conseguenza
+m m_q
2

Wit(zg—%) > Clor~ 2" (tg — 7)
Ma ricordiamo che, per ipotesi, per zZ € Q! (2)
(to—T) > (to—t) 26’/“,

quindi si ottiene che per Z € Qf(2)

Wi (20 —2) > Coor™ = (er)z ! = Cyr— (2D,

In definitiva, abbiamo provato che esiste una costante Cy(H, m,e) > 0 tale che

inf W3l(z0— %) > Clr*(%ﬂ),
zeQy (2)

cioe abbiamo dimostrato la disuguaglianza (3.4).
Vogliamo, ora, far vedere che anche la seconda disuguaglianza (3.5) ¢ verificata.
Ricordiamo che per Z € Q5" (z)

Ntm m 2(z—%
Wi (2 = %) = (4mdr) " " wn RY, (2 — 2) [W@ At i‘z’f_ T>2>]

Adesso per ogni z € RNt 2 € Q™ (2), r <rg

W(s—7) = i(’f:f’)z < c('{tc__f; +1>.

Ora per I'equazione (3.1) si ha che per un opportuna costante C' > 0 vale
Cr ]

-7

N+4+m

R2(z—%) =4(t — 7)ln [(47Tr)290(z — z)} < C(t—T1)in [t
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uniformemente per z € RNt e 2 € Q™ (2) e r < ry.
Se consideriamo ora 07 anziche r otteniamo che per zZ € Q5 (z)

R2(2—%) <C(t— T)ln[ Cro }
t—1T7
Quindi,
_ _N+4m _ _
Wi(z —Z) =(4mwor)” 2 wpRs (2 —Z2)W(z — 2)
m Nvim  RTT2(z —3%)
4 2w, or
+m+2(7r<57") 7w 1= 1)
_Nim m Cr \12 [|z—¢?
< — 1
<ot [ (; )| (=5
LC _Nim (t )M 1 I Cr =N
2 — 2
" T (t—71)2 "\r =7
., _Nim m cr \12 |z — &2 1 Cr
=Cr~ "z (t—r71)2 [ln(t_T)] [(t—T)Z +1+t_7_ln -
ma quest’ultima parte della disuguaglianza e < 027“7(%“).

Abbiamo quindi provato che per ogni z € RNt 7 ¢ O (2)
Wsi(z—%) < Cor— (2D

quindi e verificata la disuguaglianza (3.5).

Possiamo, ora, concludere la dimostrazione del teorema applicando (3.4) e (3.5) all’e-
quazione (3.3).

In definitiva,

Wi(z0 — 2z
u(zp) Z/SZE(Z)u(z)V[;’;:((;_Z))Wg?(z —Zz)dz
> / @S E (3.6)
o) Cor~ (2t
=C’ wWZ)WE(z — 2)dz = C'u(z).
QF,.(2)
In conclusione abbiamo verificato che esiste una costante C' = é = % > ( tale che
u(z) < Cu(zo).
Il teorema sulla disuguaglianza di Harnack ¢ quindi provato. O
Osservazione 8. Sia zy = (x0,tp) € RV fissato. Indichiamo con P(z) la regione

“parabolica”, P(z9) = {(x,t) € RN*! ||z — 20| < to — t}.
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Vogliamo far vedere che la disuguaglianza di Harnack risulta verificata anche nel caso in
cui z € P(z). Precisamente, dimostriamo che per ogni funzione calorica u > 0 in RV *!
risulta

u(z) < Cu(zp) Vz € P(20)

dove C' ¢ la costante positiva in (3.2).
Per fare cio, occorre dimostrare che per ogni z € P(zp) esistono r > 0 e € €]0, 1] tali che
z = (z,t) € Q"(20).

Dimostrazione. Consideriamo z = (z,t). Dallipotesi sappiamo che |z — z0|? < to — ¢
poiche z € P(zp).
Dobbiamo, anzitutto, dimostrare che esiste » > 0 tale che

N+4+m

2}‘

2 € QM (20) = {z € RN (20 — 2) > (4nr)~

Allora,

1 N;—m o 7z|2 1 N;—m
olzo—2) = —7—— e o0 > ——= e 1,
A7 (ty — t) A7 (ty —t)

1 m
Preso r > (tg — t)e2@+m) si ha, effettivamente, che p(z9 — z) > (47rr)_N§

Resta da dimostrare che esiste ¢ €]0, 1] tale che

PN

t<tg—er.

Fissiamo ¢ €]0, 1] tale che

1
€ <e 2Ntm),
Dopo di cio scegliamo r > 0 tale che

to —t

1
e < < e 2(N+m),

Abbiamo, cosi, contemporaneamente

t<tg+er

1
r > (tg —t)e2(N+m],

Abbiamo quindi fatto vedere che, effettivamente, esistono sempre r > 0 come sopra e
e €]0, 1] tali per cui z € Q" (2). O
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3.2 Principio di massimo forte

In questo paragrafo analizzeremo una particolarita delle funzioni caloriche: le funzioni
caloriche in un dominio connesso assumono il loro massimo nei punti interni senza essere
costanti.

Consideriamo, ad esempio, la funzione

0 t<0
—|x|?

—(Yze o t>0

u(z,t) = {

sull’aperto connesso di R? € =]0, co[xR.
La funzione u e calorica, assume il suo massimo (mgz%xu = 0) nei punti (x,t) € Q con

t <0 ma non ¢ costante in €.
In ogni modo le funzioni caloriche verificano una sorta di Principio del massimo forte: il
massimo interno delle funzioni caloriche si propaga lungo una H-traiettoria.

Definizione 3.1. Si chiama H-traiettoria di classe C' una mappa di classe C*
7y : [a,b] — RV*! con —00 < a < b < oo tale che se y(s) = (x(s),t(s)) allora

t'(s) < 0Vs € [a,b].

Definizione 3.2. Una H-traiettoria continua € una traiettoria costituita dalla somma
di H-traiettorie di classe C1.

Definizione 3.3. Dato Q aperto di RV*! e un punto zy € € si definisce Iinsieme di
propagazione di zo in Q P(zp,2) nel seguente modo:

P(2,Q) := {z € Q | esiste una H-traiettoria 7 : [a,b] — Q tale che y(a) = 2y, ¥(b) = z}.

Osservazione 9. E facile osservare che P(zp,{2) € un sottoinsieme aperto di €2.

/ —~ | \
s”’ N - 20 > \

20 “ v
Vo ’ P(%,0) ~ )

Figura 3.1: Esempi di insieme di propagazione.
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Teorema 3.2 (Principio di massimo forte). Sia 2 aperto di RNt e sia u una funzione
calorica in §). Se esiste un punto zy € Q tale che u(zy) = maxu. Allora u e costante

sullinsieme di propagazione di zy in 2, cioé
u = u(zg) in P(z,Q).
Per dimostrare questo teorema occorre enunciare un lemma.
Lemma 3.3. Sia A C Q tale che
i) z0 € A,
ii) Yz € A er >0 tale che Q.(z) C Q esiste un r tale per cui Q,.(z) C A.

Allora
P(Zo, Q) - A.

Dimostrazione. Per dimostrare il lemma occorre far vedere che Vz € P(z,(2) allora
z € A.

Consideriamo, quindi, ad arbitrio z € P(zg,2). Dalla definizione di insieme di propa-
gazione di zp in 2 si ha che esiste una H-traiettoria «y tale che y(a) = zg e y(b) = z. 1l
lemma sara quindi provato se riuscissimo a far vedere che z = y(b) € A.

2
Osserviamo preliminarmente che €2,.(z9) C D(z0, a+/7) con a = /1 + <2év> e che per

ragioni di compattezza esiste > 0 tale che Q,(v(s)) C Q Vs € [a, b].
Possiamo inoltre afferamare che esiste § > 0 tale che

v(o) € Q(y(s))pera<s<o<s+dJeo<b. (3.7)

Dando per buona tale affermazione, che poi dimostreremo, ¢ possibile completare la
dimostrazione del lemma.

Definiamo, quindi,
Y ={s€lab]|(s) € A}

Dall’ipotesi 7) si ha che zg = vy(a) € A, quindi a € X.

Dall’ipotesi 1) si osserva che se s € ¥ (y(s) € A) allora Q,(y(s)) € A per un certo valore
di r.

Da (3.7) si ha che v(0) € Q-(7(s)) C A cioe y(0) € A (0 € ¥) Yo € [s,s + ] N a,b].

In definitiva, abbiamo fatto vedere che se s € ¥ allora [s,s + d] N [a,b] C ¥ ovvero
[a,b] = X. In particolare, quindi, b € ¥ cioe v(b) = z € A.

Ora, per concludere la dimostrazione del lemma, occorre verificare la validita dell’affer-
magzione fatta precedentemente.

Vogliamo quindi provare che 3 § > 0 tale che y(c) € Q,(v(s)) pera<s<o<s+de
o <b.

Ma dire che y(o) € Q,(7(s)) equivale a dire che I'(y(s) — y(o)) > (4777“)7%
Proviamo quindi che
L(y(s) — (o)) > (47rr)*% pera<s<o<s+deo<h. (3.8)
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Denotiamo innanzitutto v(s) = (z(s),t(s)). Osserviamo, poi, che poiche v & una H-
traiettoria, v & C' a tratti e I'applicazione s — t(s) & strettamente decrescente.
Inoltre esistono due costanti positive M e m tale che su un sottoinsieme finito di [a, ]
si ha

|7’ (s)| < M e t'(s) < —m.
Di conseguenza
|z(s) — 2(0)]? ?
< —(b-— < <b.
) —to) = (b—a) pera<s<o<

Ora, sia € > 0 tale che

M2
(47r5)_12vexp< ——(b- a)) > (4777‘)_%
m
scegliamo ¢ > 0 tale per cui
t(s) —tlo)<e pera<s<o<s+deo<b.

Di conseguenza, con la scelta di un § siffatto, abbiamo

|z(s) = fv(o)l2>
A(t(s) — t(o))

_N
2

I'(v(s) =(0)) = (47 (t(s) — t(U)))_gefﬂp< -
2

> (47T€)_g]e:cp< _ iim(b _ a)) > (4rr)

Abbiamo cioe provato che esiste § > 0 tale che (3.8) sia verificata; e siamo giunti al
termine della dimostrazione del lemma. O

Ora siamo pronti per dimostrare il Teorema del Principio di massimo forte calorico.
Dimostrazione. Definiamo

A={z€Qlu(z) = mgxu}.

Per ipotesi zp € A. Consideriamo ora z € A e r > 0 tale che Q,(z) C Q.

Allora per p €]0,r[ si ha che Q,(z) C Q e per la formula di media (Teorema di Pini-
Watson) si ha

u(z) = <471rp)N / PRIGLERNLE

Nel capitolo precedente avevamo fatto vedere che vale la seguente equazione

1\2
— Wiz —()d¢ = 1.
<47TP> Q,(2) (z = Ot
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Da questa segue che

(4;/)) H /Qp(z) (u(g) - u(z)> W(z—¢)d¢ =0 (3.9)

Dato che z € A, u(z) > u(¢) quindi u(¢) —u(z) < 0 in Q,(2).
D’altra parte W (z—() > 0in Q,(z) su un insieme di misura nulla. Quindi, poiche u & con-
tinua, da (3.9) si deduce che necessariamente u(¢) — u(z) = 0; cioe u(¢) = u(z) = max u

per ¢ € £,(z). Ne viene che €,(z) C A per ogni p €]0,7[ e quindi che €,(z) C A.
In definitiva abbiamo appena mostrato che sono valide le due ipotesi del lemma prece-
dente (3.3); di conseguenza si ha che P(z,) C A cioe

Vz € P(z0,9) u(z) = max u.

Il teorema del Principio di massimo forte calorico ¢ quindi provato. O
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Capitolo 4

Il problema di Cauchy

4.1 Problema di Cauchy

In questo capitolo vogliamo trattare il problema di Cauchy per 'operatore del calore.
Ricordiamo che nei capitoli precedenti abbiamo introdotto la soluzione fondamentale di

H come
0 t<0

2
(i)%e @ t>0

r:R¥" R, I'(z,t)= {
A7t

Con tale funzione I' & possibile risolvere il problema di Cauchy

{ O = Au  in RV x]0, oo

4.1
Ut=0 = ¥ ( )

Teorema 4.1. Se ¢ ¢ continua e limitata (p € C(RY ,R)NL>(RY,R)) allora il problema
di Cauchy (4.1) ha una soluzione u data da

u(et) = [ Tl = .00

Precisamente:
i) u € O (RN x]0, [, R);
i) Hu =0 in RN x]0, oo[;

) lim  u(z,t) =@z Vo € RV,
) dim @)= pla) Voo

Inoltre,

sup  |u| < sup|p| per ogni x € RN et € R.
RN x]0,00[ RN

Dimostrazione. 1)

1 _la—yl?

o) = [ Nr<x—y,t>¢<y>dy=<m)g e et
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Poiche si puo derivare rispetto a x e rispetto a t sotto il segno d’integrale si ottiene
che u € C*®° (RN x]0, 0o, R).

ii) Dato che I" & calorica

Huwt) = [ (800 (T~ .000) )y =0

quindi anche u & calorica.

iii) Dato xg € RY fissato; si ha

u(w.t) — o) = [

RN

:/RN I(z—y,t) <80(y) - so(xo)>dy,

[(z -y, t)p(y)dy — ¢(x0) /RN [z —y,t)dy =

Ora,

) = plan)| < [ D= 5 )llo(w) — plan)ldy =

i N/ T oly) — pleo)ld
At o PYy) — pXo)|ay

consideriamo il cambiamento di variabile z =

|z — |
2/t

z—y=2/tz, dy = (2vVt)Ndz

= (4;) %)% /R dFlp(e —2vE2) - p(o)ld=.

uindi, dato che & possibile passare il limite sotto al segno d’integrale, si ottiene
) p p g g )

1 2
lim u(zx,t) — p(xg)| = lim 7 el?l 2 — 2E2) — o(zo)ldz = 0.

Infine, per completare la dimostrazione del teorema, osserviamo che per ¢ > 0
ue.t) < [ T -y 0lewldy <suwlel [ Tl - y.0)dy =suplol.
RN RN RN RN
Quindi, si ha

sup  |uf < sup o],
RN x]0,00[ RN

e questo conclude la dimostrazione del teorema. ]
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4.2 Unicita del problema di Cauchy

In questo paragrafo vogliamo mostrare per prima cosa che I'assunzione fatta nel Teorema
(4.1) sui dati iniziali puo essere fortemente migliorata.

Teorema 4.2. Sia o € C(RN,R) tale che
lp(z)| < e vz e RN (4.2)

per due opportune costanti positive c e a.
Allora

uplant) = [ T =p.0¢()dy

e ben definita e calorica sulla striscia

1
ST:RNX]O,T[ con0<T<8—.
a

Inoltre

lim up(x,t) = oz Vao € RY
St3(z,t)—(x0,0) 90( ) CP( 0) 0

e per una opportuna costante M > 0 vale
lug(z,t)| < M2 v(z,1) € Sy (4.3)

Dimostrazione. Assumiamo per ora ¢ > 0.

Sia (¢n)nen una successione di funzioni reali e regolari in RY tale che 0 < 4, < 1,
Yn(z) =1 se |z| <n, Y,(x) =0se |x] >n+ 1.

Definiamo ¢, = ¢,. Allora per il Teorema (4.1) u,, € ben definita e calorica in
RY x]0, 0o. Inoltre ¢, < @ni1, Uy, < Uy, ,, per ognin € N.

Dal teorema di Beppo Levi sulla convergenza monotona si ha

lim wug,(z,t) = lim Iz —y,t)en(y)dy = / [(z—y,t) liﬁ\m on(y)dy =

n—0o0 n—oo RN RN (44)
=/ [(x —y,t)p(y)dy € [0, 0]
RN

per ogni z € RN et > 0.

Vogliamo provare che 1'ultimo integrale ¢ < oo per ogni € RV e 0 < t < T. Ne verra
che u, & ben definito, finito e calorico in RY x]0, 7.

Osserviamo quindi che

1 B _Je—yl?
Uy, (T,1) = Tt RN@’ it on(y)dy

cambiamento di variabile £ = L_ty, dy = 2V/td¢

2Vt
- <471Tt> (4t)2 /RN e P o, (x — 2V/1€)de.

vz
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Utilizzando (4.2) e ponendo d = max{c, 1} si ottiene
e P, (2 — 2VEE) < de|EPFalz—2VIEP < go2alel* €[ (1-8aT) (4.5)
perogniz,é cRN e <t <T.
Allora da (4.5) e (4.4) se ne deduce che
N

wpult) =n ¥ [P o —2vRede

<13 de2alzl? e—|§\2(1—8aT)d£ _
< o
cambiamento di variabile u? = [£*(1 — 8aT)

de?ale / 7u2d d€2a|z\2
N
2 JRN

72 (1 — 8aT) (1 - 8aT)?
perogniz e RN e0 <t <T.
Quindi,
|u¢(ac,t)] < (d)NeQa|;p2 _ ]\462a|;c‘27
1—8aT)2
cioe (4.3) ¢ verificata ponendo M = d(1 — 8aT)_%.
Infine, per ogni g € RY
N 2
li )= i —z Koz — 2vt€)d
o e =i w2V

o) [ s = pla).

Qui, abbiamo utilizzato il teorema della convergenza dominata di Lesbegue grazie alla
stima (4.5) rimpiazzando ¢, con ¢.
Questo prova il teorema nel caso ¢ > 0.
Il caso generale segue applicando i risultati precedenti a

p" = maz{p,0} ¢~ =maz{0, —¢}
e osservando che ¢ = o7 — @~ e u, = Ugpt — Up—.
D’ora in poi indicheremo con S7, 0 < T < oo la striscia

Sp = RN x]0, T7.

Teorema 4.3. Sia 0 < T < oo e u una funzione calorica sulla striscia ST, continua
fino at =0 e tale che
u(z,0) =0 vz e RY. (4.6)

Supponiamo che ,
lu(z, t)| < cele! V(x,t) € St (4.7)

per due opportune costanti positive c e A.
Allora uw=0 in St.
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Dimostrazione. Consideriamo la funzione

z

@)= (g ) (A
= T gar ) P\ A

calorica in RY x] — oo, ﬁ[.
Poniamo Ty = min{T, g5} e sulla striscia S7, consideriamo la funzione

Ue = U — EW, e > 0 fissato ad arbitrio.
Sicuramente u. € calorica in St,, e u. € continua fino a ¢ = 0, inoltre

us(z,0) = u(z,0) — ew(z,0) = 0 — cexp(Alz|?) <0 Vo e RY

limsup wu.(z) = —oc0.
STO Sz—00

Infatti dall’ipotesi (4.7) del teorema e dalla definizione di w si ottiene che
2 2 ¥
us(z,t) < exp(24|z| )(ceacp(—A:n\ ) —e22 >

Allora possiamo applicare la seguente proposizione che enunceremo senza dimostrazione.

Proposizione 4.4. Sia u una funzione calorica in St e continua fin sulla chiusura. Se
u(z,0) <0 per ogni x € RY e
limsup u(z) <0

ST3z—00

allora v < 0 in St.

Dalla proposizione (4.4) segue che u. < 0 in Sp,. Mandando ¢ a zero otteniamo
quindi che v < 0 in S7,. Possiamo giungere alla stessa conclusione considerando —u
quindi —u < 0 in St;.

Ne segue che, necessariamente, v = 0 in St,. Se Ty = T' la dimostrazione e conclusa.
Altrimenti si puo terminare la prova del teorema iterando il precedente risultato. O

Corollario 4.5. Consideriamo o € C(RN R) tale che
lo(z)| < cel*l’ Ve e RY

per due opportune costanti positive c e a.
Dal Teorema (4.2) abbiamo wvisto che la funzione

up(w,t) := /RN [(z —y,t)p(y)dy

e ben definita e calorica sulla striscia

1
S = RN x]0, T con0<T<§
a
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e verifica
lim up(z,t) = p(x0) Vzo € RY.

St3(x,t)—(x0,0)
Affermiamo ora che la funzione u, é l'unica soluzione del problema di Cauchy
{ du=Au inSp, 0<T< g
Ujt=0 = ¢
che soddisfa la condizione
lug(z,t)] < M2 Y(z,t) € Sp (4.8)
per una opportuna costante M > 0.

Il nostro prossimo teorema di unicita e legato alla temperatura e quindi alle funzioni
caloriche non negative. Per dimostrare, pero, il prossimo risultato di unicita abbiamo
bisogno di due lemmi e di alcune osservazioni.

Lemma 4.6. Sia ¢ : RY —— R una funzione continua e a supporto compatto e sia

uplant) = [ Tlo =y 0pt)ds

Allora per ogni fissato T > 0
li = 0.
LS
Dimostrazione. Sia M > 0 tale che p(z) =0 se |z| > M.
Allora se |z| > M e 0 < t < T abbiamo

> / e-'f'%(x—madg‘
RN

|up (2, t)] =m~

=12 / e_|§|2gp(:p - Zﬁﬁ)dg'
|e—2v/TE| <M
<% sup gl e dg.
RV s

Poiche, sulla striscia St, z — oo se e solo se |z| — oo, dalla disuguaglianza precedente
segue che

li = 0.
S, o Uel2)

Il lemma (4.6) & cosi dimostrato. O

Lemma 4.7. Sia v una funzione calorica non negativa sulla striscia S, con 0 < T < co.
Allora, per ogni 6 €]0, T

/ Iz —y, t)u(y,0)dy < u(z,t+9) (4.9)
RN
per ogni x € RN e 0 <t <T — 6.
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Dimostrazione. Sia (¢p)nen una successione di funzioni continue in RY tale che
0<wn<1,pn(x)=1se|x|<neqp,(zr)=0se|z| >n+1.
Per (z,t) € Sr_s definiamo

un(@,t) = /RN I'(z =y, t)u(y, 6)en(y)dy — u(z,t + ).
Allora v,, € calorica in S7_s e continua fino a t = 0,
Up(2,0) = u(z, 0)pn(x) — u(z,d) <0 per ogni z € RV,
Inotre, dato che u > 0, dal lemma (4.6) segue che

i <0.
s 0, 0n(2) <

Allora per la proposizione (4.4) segue che v, <0 in Sp_s.
Quindi,

[ T = 0u. Oy < ulot+8) (@) € Srs.

Mandando n a infinito si ottieni I’equazione (4.9)

/RN Dz —y,t)u(y,d)dy < u(x,t+9).

Il lemma (4.7) &, quindi, provato. O
Osservazione 10. Sia O un aperto di RN e sia
Q' =0x]0,T7; 0<T < o0.

Sia w una funzione calorica su €2 e continua fino a t = 0 e tale che u(x,0) = 0 per ogni
x e 0.
Allora la funzione

u(x,t) set>0

Ulz,1) ::{ 0 set<0

¢ calorica in Ox] — oo, T.

Osservazione 11. Sia € e u come nell’osservazione precedente. Definiamo

v(z,t) := /0 u(x, s)ds, (x,t) € Q.

Allora v ¢ calorica in .

Per dimostrare il teorema di unicita seguente abbiamo, inoltre, bisogno di enunciare
alcuni preliminari riguardanti le funzioni armoniche.
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Proposizione 4.8. L’operatore di Laplace in RN ¢ definito come

N
A= Z 8§j
j=1

Dato Q aperto di RN eu: Q — R funzione di classe C? si dice che u & armonica in

se
Au(x) =0 VreQ.

Anche per le funzioni armoniche vale una formula di Poisson-Jensen. In particolare, se

supponiamo u € C2(Q,R) e B(zo,r) C Q allora vale

u(zg) = My(u)(xo) — Nyp(Au)(zg) u(z)dr — N, (Au)(xp).

_ 1 /
‘B(aﬁo, 7’)’ B(zo,r)

Senza entrare nei particolari diciamo che nel caso in cui Au > 0 in Q dalla formula di
Poisson-Jensen seque che

i,
uw(zg) < ——+ u(z)dx.
( 0) ‘B(x(],’l”” B(zo,r) ( )

Ora, siamo pronti per enunciare e dimostrare il nostro teorema di unicita.

Teorema 4.9. Sia u una temperatura, e quindi una funzione calorica non negativa, sulla
striscia Sp, con 0 < T < co. Supponiamo che u sia continua fino at =0 e u(x,0) =0
per ogni x € RN. Allora

u=0 in St.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione
t
v:RVX]0,T[— R  wv(z,t) = / u(z, s)ds.
0

Ovviamente v & continua su RY x [0,7 e dall’osservazione 11 sappiamo che & anche
calorica in R x]0, T[= S7. Abbiamo inoltre che v > 0 e v(x,0) = 0 per ogni = € RY.
Poiche v e calorica in St si ha

Hu(z,t) = Av(x,t) — Ow(x,t) =0

e quindi
Av(z,t) = Ow(z,t) = u(z,t) >0 V(z,t) € St.

Vogliamo dimostrare che v = 0 in S7, ne verra che u = 0 in St che & la tesi del nostro
teorema.

Sia ¢ €]0, T fissato, scegliamo ¢y > 0 tale che to + 9 < T.

Dal lemma (4.7) applicato alla funzione v calorica e non negativa su St segue che

/RN Iz —y,to)v(y,0)dy < v(x,tog+9) (4.10)
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per ogniz € RN e 0 < tg < T — 6.
Considerando 2 = 0 (4.10) puo essere riscritta nel seguente modo

/ I(y, to)v(y, 6)dy < v(0,t0 +6),
RN

cioe Ny
1 \2 i
< ) / e %o u(y,0)dy < v(0,ty + 9).
RN

41ty

Questo implica, moltiplicando entrambi i membri per (47rt0)%, che

y|? N
2

/ e o u(y,0)dy < (4mtg) 2 v(0,t0 + 9).
RN

D’altra parte, per ogni € RY, |z| > 1 abbiamo

y|?

/ e *ou(y,d)dy Z/ e Tou(y,d)dy
RN B(0,2]z])

_l=l?

>e o / v(y,6)dy
B(0,2]z])

_le?
>e ‘o / v(y,d)dy
B(,|=])

Ora, per ipotesi sappiamo che Av > 0 quindi per la proposizione (4.8) vale che
Ly P09y 2 1B i)

Osserviamo, inoltre, che
|B(z, |2])] = |2|Nwy  conwy =|B(0,1)]

come ricordato nel Capitolo 1 dei Preliminari.
Dalle osservazioni fatte applicate a (4.12) segue che

|y

- =2
/ e o v(y,8)dy >e o |z|Nwyv(z, o)
RN

z|2

>e o wyvu(z,d).

Mettendo insieme (4.13) e (4.11) otteniamo

|2

_ =1
e o wyv(z,8) < (4rte) 2 v(0, 1o + 0)
quindi
l=12
v(z,d) < (47Tt0)%1)(0,t0 + §)wpte
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per ogni € RY con |z| > 1.

Questo implica che
||

v(z,6) < Ce to Vo € RY (4.14)

con C = (47rt0)%w;,11)(0,t0 +9) + sup v(z,9).
lz[<1
D’altra parte abbiamo visto che

O (z,t) = u(z,t) >0,

da questo segue
v(z,t) <wv(z,0) vz e RY, vt €]0,4].

Si ottiene, quindi,

v(z,t) <v(z,0) <eo

|22
¢ Y(x,t) € Ss.
In definitiva abbiamo fatto vedere che v € una funzione calorica in S7 con 0 < T < o0,
continua fino a ¢ = 0 e tale che v(x,0) = 0Vz € RV,
Vale inoltre che ,
|o(x, )] < Cel Vo € Ss

con 4 €]0, T fissato e con A = & > 0.

Possiamo, allora, applicare a v il Teorema (4.3) ottenendo che v = 0 in Sy.
Ma questo vale per ogni ¢ €]0,T[; quindi v = 0 in Sp.

La dimostrazione del nostro teorema di unicita € cosi conclusa.
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Capitolo 5

I teoremi di Liouville per le
funzioni caloriche

Per le funzioni caloriche e non negative in R™V*! non vale il Teorema di Liouville, cioe
una funzione calorica e non negativa in RV*! non & necessariamente costante.
A conferma di quanto appena detto possiamo esporre il seguente esempio.

Esempio. Consideriamo la funzione
u(z,t) = exp(r1 + z2 + ... + oy + Nt)

con & = (x1,29,...,xy) € RVt et € R,

N
Huzzagju—&gu:Nu—Nu:O.
j=1

La funzione u € quindi calorica e strettamente positiva ma non e costante.

Le funzioni caloriche non negative, pero, soddisfano alcune speciali forme del teorema
di Liouville.
In particolare, vale il seguente teorema.

Teorema 5.1. Se u ¢ una funzione calorica e limitata in RN1L allora u é costante.

Il Teorema (5.1) deriva dal teorema che segue, il quale afferma che “ le temperature

sono costanti a —oo 7.

Teorema 5.2. Sia u una funzione calorica e non negativa in RN, Allora

Jim,_ vtz
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esiste ed € indipendente da x. In particolare,

lim w(z,t) = inf w.

t——o00 RN+1
Dimostrazione. Sia m := inf w, definiamo
RN+1
vi=u—m.

ra v ¢ an una funzion rica non n iva in inf v=0.
Allora v ¢ anch’essa una f one calorica non negativa in R¥*1 ¢ inf 0
RN-H

Di conseguenza, per ogni € > 0 esiste z. = (z,t.) € RV*! tale che
v(ze) < e. (5.1)

D’altra parte dal teorema sulla disuguaglianza di Harnack dimostrato nei capitoli pre-
cedenti si ha
v(z) < Cv(ze) Vz € P(z) (5.2)

dove P(z.) indica la regione “parabolica”, P(z.) = {(z,t) € RN*! ||z — z.|> < t. — t}.
Ora, fissiamo = € RN ad arbitrio e consideriamo i punti (x,t) cont € R.

Esiste tZ € R tale che (z,t) € P(z.) per ognit € R, ¢t < t}.

Allora da (5.1) e (5.2) si ottiene

v(x,t) < Cu(z) < Ce.

* € R tale che

In definitiva, per ogni z € RY e per ogni £ > 0 esiste ¢

v(z,t) < Ce Vit < 1.
Poiche v > 0, questo prova che

lim v(x,t) =0 Vo € RY,

t——o0
cioe
lim wu(z,t) =m:= inf u vz € RY.
t——o0 RN+1
Ora siamo pronti per dimostrare il Teorema (5.1).

Dimostrazione. Dalle ipotesi del teorema sappiamo che Hu = 0 e che

m<u<M m:= inf u, M := sup u.
RN+1 RN+1

Consideriamo la funzione



sicuramente v > 0, inoltre v € anch’essa una funzione calorica; applicando, quindi, il
Teorema (5.2) alla nuova funzione v si ottiene

lim v(x,t) =0
i (1) = 0,
cioe
lim wu(z,t) =m:= inf u Ve € RY.
t——o00 RN+1
Consideriamo ora la funzione
w:= M — u;

anche w & una funzione calorica non negativa quindi possiamo applicare di nuovo il
Teorema (5.2) ottenendo cosi che

lim w(z,t) =0,

t——o0
cioe
lim wu(x,t) =M := sup u vz € RY.
t——o0 RN+1
Per I'unicita del limite si ha che necessariamente m = M e quindi u € costante. O
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