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Introduzione

Il calcolo integrale costituisce uno degli argomenti pu importarit del-
I'analisi matematica ed e altrettanto importante per le sue applicazini in
campo sico e meccanico. Le sue origini vanno ricercate nell'antica €gia,
dove Eudosso e Archimede elaborarononietodo di esaustionger determi-
nare l'area del cerchio, approssimandola a quella di poligoni in esscciitsi,
dal numero di lati sempre maggiore. Poi all'inizio del XVII secolo qualo
Cavalieri svilupp il metodo degli indivisibili mentre Cartesio e Fermat, at-
traverso operazioni che equivalgono alla nostra integrazione e islazione,
determinarono le aree e de nirono le tangenti a curve assegnate.

Newton e Leibniz sono considerati i fondatori del calcolo in nitesiale:
oltre al grande sviluppo che operarono nell'uso dei simboli, dimostaaro il
teorema fondamentale del calcolo integralda cui si dedusse che di erenzia-
zione e integrazione sono operazioni inverse.

Nel XIX secolo, Cauchy e Riemann diedero in modo rigoroso la de nizien
di integrale, per poi essere successivamente precisata da Lgheshe amplo
notevolmente il campo delle funzioni integrabili e la potenza dello stmento.

Dell'aspetto storico della nascita del calcolo integrale si parlea n@kimo
capitolo di questa tesi; lo studio della storia serve infatti per sottmeare
che la conoscenza della matematica none chiusa in ®, ma pw assatile
a chi la studia per attuare quello che la didattica chiamaransfer cognitivo.
Inoltre, i richiami storici sono fondamentali per mostrare comeidtro a un
teorema o ad una propriet ci sono persone che nel corso deginasi sono
poste domande e problemi a cui hanno cercato soluzioni e spiegaizio



Introduzione

Nel secondo capitolo di questo elaborato vengono accennate a&yro-
poste didattiche riguardo l'insegnamento degli integrali a ragazzietl quinto
anno dei licei scienti ci.

Il terzo capitoloe la parte centrale della tesi, contiene infatti un‘aalisi
dettagliata di un questionario sugli integrali somministrato a ragaz dell'ul-
timo anno del liceo, proprio per poteiindagare sull'apprendimento di questo
argomento cos importante in matematica. Sono stati propostsette quesiti
riguardanti aspetti diversi del calcolo integrale, con lo scopo dioger davvero
capire il livello di conoscenza dell'argomento tra gli studenti: su cosanno
fatto pu fatica, quali errori sono stati commessi pu frequentemente e a qua-
li misconcezioni possono essere legati, quali sono stati gli aspefte hanno
compreso meglio e con cui hanno acquisito maggiore familiarig.
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Capitolo 1

Storia del Calcolo Integrale

Il concetto di integrale nasce da due problemi apparentementeoito di-
versi tra loro.
Il primo riguarda il calcolo delle aree racchiuse da curve piane, il codet-
to problema delle quadrature. Il secondo riguarda l'operazione imga della
derivazione, ovvero quell'operazione che, data una funzione, neva un‘al-
tra detta primitiva, la cui derivatae la funzione di partenza. La rigposta al
primo problemae quello che oggi chiamiamo integrale de nito, chiamiam
invece integrale inde nito quell'operazione che data la derivata, ci osente
di trovare la sua primitiva. Il teorema fondamentale del calcolo intgrale, che
a ronteremo nel capitolo successivo, ci consente di legare I'areattesa ad
un gra co all'incremento della primitiva tra due estremi di integraziore.

In questo capitolo ci occuperemo di presentare le tappe fondamtedi della
storia del calcolo integrale, che si sviluppa soprattutto durante 1800 con
Bernhard Riemann, ma alcune idee e metodi derivano da matematigssuti
circa duemila anni prima come Eudosso di Cnido ed Archimede, per poi
passare da Leibniz e Newton che hanno avuto un ruolo fondamentalello
sviluppo della teoria dell'integrazione.

1



1. Storia del Calcolo Integrale

1.1 Il periodo greco

Nella storia della matematica i Greci hanno avuto un ruolo molto rile-
vante, si pw dire indispensabile. Infatti la loro civila e la loro cultura sono
state le pu in uenti nello sviluppo del nostro sapere occidentale wderno e
guelle decisive per la fondazione della matematica come la intendiamo iogg
Quando si parla di Grecia si intende tutto il bacino del Mar Egeo e hio,
che comprende le coste dell'Asia Minore, quelle della Sicilia e dell'ltalia Me-
ridionale. Tra i centri di cultura pu importanti per lo sviluppo di q uesta
civila bisogna ricordare le cita di Mileto ed Efeso, le isole Samo e Chio
qui la cultura e la societa greca sono state fortemente in uenzatda quella
babilonese ed egizia.

Nonostante la civila greca antica sia durata no al 600 d.C., dal puto di
vista della storia della matematica distinguiamo due periodi: quello classic
(o arcaico), dal 600 al 300 a.C., e quello alessandrino o ellenistico, 8a0
a.C. al 600 d.C. circa.

La matematica del periodo arcaico risulta essere molto pu modeardi quel-
la delle civila precedenti, principalmente perche superava il ragioamento
empirico dando largo spazio a un ragionamento di tipo deduttivo. Ci sc-
cupava principalmente di geometria con l'uso di due strumenti: la riga |l
compasso.

Il primo nome che si ricorda di questo periodoe Talete di Mileto (62 -
546 a.C.), considerato il primo dei Sette Sapienti, viene rappresatd dalla
tradizione come uno scienziato distaccato dalla vita quotidiana e arelcome
un abile politico e uomo pratico. Fond una delle prime scuole, quella ioric
e aveva come allievi Anassimadro, Anassimene e Anassagora.

Un altro grande matematico e losofo di questo periodo fu Pitagordi Samo
(570 - 495 a.C.). A lui e alla scuola Pitagorica, da lui fondata, si devon
importati risultati soprattutto in geometria, oltre al noto teorema che porta

il suo nome.

Nel periodo ellenistico, dal 300 a.C. al 600 d.C., in seguito alla conquista
macedone, si fornb un nuovo ambiente che favor in particolar wdo lo svi-



luppo delle scienze. Nacquero nuovi centri ad Alessandria, Pergam Rodi.
In particolare ad Alessandria vennero fondate I8iblioteca, che raccoglieva
tutto il sapere dell'epoca attraverso testi scritti sul papiro, e iMuseq luogo
d'incontro tra dotti e anche di insegnamento, annesso alla bibliotac E in
questo periodo che la scienza diventa una vera e propria disciplina feo-
lare.

Un esempioe dato dalla geometria: diventa infatti una scienza raziale che
studia le propriet delle gure del piano e dello spazio, di curve divee dalla
circonferenza e dalla linea retta, e super ci diverse dalla sfera el géano.

| due nomi pu importanti di questo periodo sono Euclide e Archimde.

Gli Elementi sono l'opera pu importante di Euclide, in cui raccolse tutti
i teoremi fondamentali dell'aritmetica e della geometria. Si tratta dl primo
esempio di trattato scienti co, per il metodo rigorosamente dedtivo che
fa discendere ogni proposizione da proposizioni precedentemsesiabilite, a
partire da cinque assiomi fondamentali che riguardano la geometria
Il primo vero precursore del calcolo integrale e pen Archimede287-212
a.C.). Sie infatti occupato del volume della sfera e del cilindro, dgroblema
della quadratura del cerchio e della parabola, oltre a porsi il problemndi
determinare il baricentro di queste gure.

Ad Archimede si deve anche l'uso sistematico del metodo di esausép ga
introdotto da Eudosso di Cnido (408 - 355 a.C.).

Nonostante la grandezza di questa civila in questo periodo, alcertappe
fondamentali come la morte di Alessandro Magno e la distruzione dies-
sandria, portano al termine lo sviluppo della storia greca.

Con l'avvento dell'lmpero Romano inizia un periodo sterile per lo sviluppo
scienti co. Attraverso l'opera di alcuni saggi del VI secolo d.C., qllo che
resta della scienza antica viene raccolto dalla Chiesa e chiuso nei nstea,
dove pota sopravvivere ai secoli che seguiranno.



1. Storia del Calcolo Integrale

1.1.1 Il metodo di esaustione

Il metodo di esaustione nasce dalle dimostrazioni fornite da Eudosri-
guardo le proposizioni sui volumi di piramidi e coni a ermate, ma no dimo-
strate da Demaocrito.

Il metodo aveva come idea di base la possibilia di inscrivere e circosere
gure rettilinee attorno ad una gura curva e di continuare a moltiplicare

il numero dei lati del poligono in modo inde nito no ad approssimare gl
miglior modo possibile la linea curva.

Il principio su cui si basa questo metodo viene de nittemma o postulato di
Archimede anche se lo stesso matematico siracusano lo attribu proprio ad
Eudosso e none anche improbabile che sia stato formulato anconanpa da
Ippocrate di Chio, il quale a erma che:

Date due grandezze aventi un certo rapporto (cice nessunalkd
guali sia zero)e possibile trovare un multiplo dell'una an superi
l'altra grandezza.

Da questo Eudosso ricaw la proposizione che costituisce la basé metodo
di esaustione:

Se da una qualsiasi grandezza si sottrae una parte non infee
alla sua me#, e se dal resto si sottrae ancora non meno defiaa
meh, e se questo processo di sottrazione viene continuatla
ne rimara una grandezza inferiore a qualsiasi grandezzalello
stesso genere precedentemente assegnata.

Il fatto che continuando la procedura indicata nell'assioma di Archiede,
Si possa ottenere una grandezza piccola a piacere, porb a cham il pro-
cedimento di Eudosso (ma solo molto pu tardi) con il termine \metalo di
esaustione”, anche se \esaustione" venne introdotto nel XVllesolo.

| matematici greci non hanno mai considerato il processo destwitome una
sequenza in nita di passaggi. Nella teoria greca c'era sempre unaagtia
(che poteva essere resa piccola a piacere) lasciata oltre una cedglia, in mo-
do da consentire una comprensione intuitivamente chiara del pratmento



adottato. Il risultato venne dimostrato quindi solo indirettamente, provando
- caso per caso con ragionamenti diversi - che dalla negazione di sarebbe
seguito un assurdo.

Con questo teorema si riusc a stabilire un metodo che permeti@vquindi
di calcolare la misura dell'area di gure curvilinee con un'approssimazie
sempre migliore.

Il metodo di esaustione si applica procedendo per assurdo. MHtfaper di-
mostrare che un'area o un volumdé e uguale aB, si suppone chA<B e
si considera un'> O tale cheB A =".

Se si riescono a costruire delle gure geometriche di area o volug < A
(che sono quindi contenute irmA) taliche B A, <", allora si ava che

A>A,>B "= A, cie una contraddizione.

In modo analogo si procede supponendo> B .

Il metodo di esaustione rappresenta quindi una tipologia di dimastzione che
none peo mai stata formulata in modo preciso e sintetico dai mamatici
greci, infatti essi non formularono mai il principio del metodo comena
proposizione generale a cui ci si sarebbe potuti riferire.

1.1.2 Archimede da Siracusa

Archimede e considerato uno dei pu grandi scienziati dell'anticta. Le
traduzioni italiane delle sue opere sono a cura di Attilio Frajese, csiderato
uno dei massimi esperti italiani di storia matematica dell'antica Grea, che
ha tradotto le opere di Archimede con la stessa precisione con caithadotto
Euclide.

Archimede nacque a Siracusa nel 287 a.C., la cith di Siracusa eraelitata in
guegli anni una grande potenza militare. | siracusani avevano itfiescon tto

gli ateniesi, sotto la guida di Alcibiade, in una spedizione indetta pror da
quest'ultimi. Gli ateniesi, appena scon tti, diventarono dei veri e popri
schiavi del popolo di Siracusa; venivano infatti fatti lavorare ke miniere
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in condizioni disumane. Morirono molti ateniesi e questa vicenda segina

tappa importante nel declino della potenza di Atene.

A Siracusa poi inizd un periodo in cui si alternarono molti dittatori; in

particolare Gerone Il, uomo politico di grande in uenza, comandsSiracusa

in un momento molto delicato percle trovandosi al centro del Materraneo
era contesa tra Greci e Carteginesi, ma soprattutto Roma stavaendo in

guel periodo una grande espansione. Ci 1 uno scontro tra RomeaSiracusa,

in cui i siracusani vennero scon tti e Archimede venne ucciso dasoldato
romano. Archimede pas® molto tempo ad Alessandria D'Egitto, devcomp
i suoi studi, probabilmente presso la scuola euclidea. Scrisse tditiri molti

dei quali sono stati persi, alcuni sono scritti in greco, altri ci sw arrivati

dagli arabi.

Uno dei suoi lavori pu incredibilie Sull'equilibrio dei piani ovvero:
sui centri di gravia dei piani in cui dimosto il principio della leva. E
famoso il racconto in cui Archimede fece legare, attraverso untsiwia di
pulegge, una nave pesantissima in costruzione all'arsenale di Siracas
tirando un capo di una corda riusc a sollevare la nave per esseressa
in acqua.

Sui corpi galleggiante un'opera divisa in due libri, nel primo dei quali

viene enunciato il Principio di Archimede:ogni corpo immerso, parzial-
mente o completamente in un uido (liquido o gas), riceve unapinta

verticale dal basso verso l'alto, uguale per intensit alego del volume
del uido spostatg; il secondo tratta I'equilibrio dei paraboloidi immersi
in uido (studia ciee I'equilibrio delle navi sull'acqua).

Ne Il metodo, si rivolse ad Eratostene (allora direttore della biblioteca
di Alessandria) spiegandogli il suo metodo di lavoro. Infatti unaoita
che aveva individuato il risultato, usava il metodo di esaustione per
dimostrarlo, anche se questo metodo non permetteva di individuar
i risultati, ma solo di veri carne l'esattezza successivamente alla lor



scoperta. Viene citato come esempio il calcolo dell'area del segmento
parabolico che tratteremo nel prossimo paragrafo.

Ne La misura del cerchioArchimede dimostio che un cerchio equivale
a un triangolo con base di lunghezza uguale a quella della circonferen-
za e altezza uguale alla lunghezza del raggio. Questo risultato e tsta
ottenuto attraverso il metodo di esaustione, approssimando ierchio
tra due successioni, quella delle aree dei poligoni regolari inscrittcie-
coscritti ad esso.
Nello stesso modo, Archimede approssino il rapporto tra la lunghea
della circonferenza e il suo diametro. Partendo da un triangolo equi-
latero, e raddoppiando ad ogni passo il numero dei lati dei poligoni
regolari inscritti e circoscritti, arrivando no a poligoni regolari d 96
lati, trono che la misura dell'area del cerchio di raggia era compresa
tra

10 , 10 ,

+ — + —
371r e 370r

ovvero il risultatoe molto simile a quello che otterremmo oggi calco-
lando I'area del cerchio con il valore approssimato di  3;14%.

Sulla sfera e il cilindro Archimede presenb il risultato che il volume
della sferae quattro volte il volume del cono che ha base uguale al
cerchio massimo della sfera e altezza uguale al raggio.

Ne Sulle spirali una delle sue opere pu importanti, Archimede cal-
cob l'area del primo giro di spirale. Il metodo da lui utilizzato saa
un‘anticipazione del metodo di integrazione Riemann.

11l numero che Archimede cercava era naturalmente numero irrazionale trascendente.
viene indicato con la lettera greca per la prima volta dal matematico William Jones
ed e diventato di uso comune con Eulero nelXV Il secolo. La sua trascendenza viene

dimostrata solo nel 1882 da Ferdinand Lindemann e solo negli ultimi tenpi, grazie all'uso

di potenti calcolatori, e stato possibile approssimare il suo valore no alla milionesima
cifra e forse molto di pu.
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Un analisi di come determinare I'area di un segmento parabolico venn
fatta da Archimede nelMetodg ma in un altro trattato, la Quadratura
della parabola egli presenb tutte le dimostrazioni formali mediante il
metodo di esaustione.

Con i notevoli risultati che riusc ad ottenere, Archimede viene @nsiderato |l

precursore del calcolo integrale. Anche se non fece mai ricorsa@icetto di

limite, nel metodosi trovano molte considerazioni in nitesimali che probabil-
mente hanno dato il contributo decisivo per lo sviluppo delle idee di deata

ed integrale, anche se questi concetti non facevano parte delemetria gre-
ca.

Dopo Archimede i matematici greci si interessarono di pu alle apgicazio-

ni geometriche che alla ricerca di nuove teorie. Ipparco, Eronepldmeo, i

Suoi successori, si concentrarono maggiormente nello studio cieeze come
l'astronomia, l'ottica e la meccanica.

1.1.3 L'area del segmento parabolico

Si vuole determinare l'area di un segmento parabolico delimitato dal
segmentoAB (Figura 1.1).

Figura 1.1: Segmento parabolico



Figura 1.2: Triangoli inscritti in un segmento parabolico

Si costruisce il triangoloABC inscritto nel segmento parabolico, avente
lo stesso verticeC e la stessa bas@&B del segmento parabolico. Poi, allo
stesso modo, si costruiscono i triangohEC e CDB inscritti in ciascuno dei
due segmenti parabolici pu piccoli aventi come basi i latAC e CB (Figura
1.2).

Richiamiamo alcuni lemmi utili per il calcolo dell'area del segmento para-
bolico (le dimostrazioni - che non sono riportate - derivano dalle prapa
geometriche della parabola).

Lemma 1.1.1. L'area di un triangolo inscritto in un segmento parabolicae
maggiore della met dell'area di quest'ultimo.

Lemma 1.1.2. La somma delle aree dei triangolAREC e CDB e un quarto
dell'area del triangoloABC .

ChiamiamoA l'area del segmento parabolico che stiamo cercando (ovvero
quella della Figura 1.1), com, I'area del triangoloABC , A; la somma delle
aree dei triangoliAEC e CDB, con A, la somma delle aree dei triangoli
costruiti sui lati AE, EC, CD, DB, e cos perAs; Ay, ::: A,. Abbiamo che

1 1 1
A= ZAO; Ay = ZAl; A = ZAnI
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Lemma 1.1.3. Data una successione di grandez2g); A;; A,; ::;; Ay ognuna
guadrupla della successiva, allora si ha:
An
A=Ag+ Ai+ A+ i+ A+ ?: :—))Ao

. 4
Teorema 1.1.4. L'area A del segmento parabolico e |§ di Ao, area del
triangolo ABC.

Ovviamente, la teoria attuale consente di calcolare immediatamenka som-
ma della serie, ma Archimede prow, attraverso il metodo di esatisne, che
I'arga del segmento parabolico non poteva essere re pu granaepu piccola
di = Ao.

3 0

: : . . 4 :
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che s> 3 Ao. Poniamo
4 . .

E=A 3 ApedE, = A (Ag+ A+ A+ 2+ A,). Sihaperognin> 0

A= ng+ E=Ag+A+A+ 1+ A+ E,:

Per il lemma 1.1.2, ad ogni passo l'area d&, si riduce di pu della mef,
iuindi per n abbastanza grande si ava ch&,, < E, e co implica che

3 Ag<Ao+ A+ A+ i+ A, chee assurdo per il lemma 1.1.3.

. 4
In modo analogo si dimostra chee assurdo supporée< 3 Ao. O

1.2 Il XVII secolo

Al ricco periodo ellenistico, segu il lungo periodo del Medioevo (dallea-

duta di Roma 476 d.C. alla caduta di Costantinopoli nel 1453 d.C.) dante
il quale non ci furono numerosi sviluppi per la matematica.
Molto importante in questo periodo fu I'in uenza degli Arabi in Europa
che contribuirono in modo determinante nello sviluppo dell'algebra. latti
nella scuola di Bagdad tra il VII e I'VIII secolo vennero tradotte in aabo
numerose opere di autori greci come Euclide, Archimede, Apolloni&ro-
ne, Tolomeo, Diofanto (nonche opere indiane e persiane), le cuiattuzioni
dall'arabo iniziarono poi a circolare in Europa.
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Il sistema di numerazione decimale e lo zero vennero introdotti in Eapa
con il Liber Abaci di Leonardo Pisano, detto Fibonacci (1175 - 1235 ca.),
forse uno dei pu grandi matematici di questo periodo. Furonali grande
importanza anche i matematici persiani che nel XII secolo trovano metodi
per generalizzare I'estrazione di radici quadrate, cubiche e andaalici di
indici superiori; risolsero alcuni problemi di ottica tramite la teoria @lle
coniche; iniziarono a sviluppare la trigonometria sferica e piana.

Nel tardo medioevo, Nicole Oresme (1323 - 1382) inizo ad occupads

gra ci delle funzioni e del concetto di in nito, anche se una delle sperte pu
importanti di questo periodo in occidente fu quella pubblicata da Caano
(1501 - 1576) nel suo trattatoArs Magna (1545) in cui presenb una formula
algebrica per la risoluzione delle equazioni di terzo e quarto grado.
Ma solo nel XVII secolo si avranno degli importanti sviluppi per quao
riguarda il calcolo di erenziale ed integrale. Questi importanti svilupi av-
vengono grazie ai contributi di Keplero e di Bonaventura Cavaligrallievo di
Galielo Galilei.

Giovanni Keplero (1571 - 1630), noto soprattutto per le leggi chregolano
il moto dei pianeti, fu un astronomo e matematico di questo periodoll
suo trattato Nova stereometria pubblicato nel 1615, nasce dal problema di
determinare le proporzioni migliori per una botte da vino.
Keplero si pose il problema di determinare I'area del cerchio, ablionando
le procedure di Archimede. Consideo infatti il cerchio come un pigono
regolare composto da un numero in nito di lati, in modo che la sua area
potesse essere considerata composta da triangoli in nitesimi dh@no come
basi i lati del poligono e come vertici il centro del cerchio. Trovquindi,
che la totalia di questi era data dalla met del prodotto del petimetro e del
raggio (I'apotema). Keplero appli® questo metodo a numerosi pboemi: ad
esempio, considerando la sfera come un numero in nito di coni in résimi,
dimosto che il volume era dato da un terzo del prodotto del ragg per
I'area della super cie. Estese il suo metodo anche a cono e cilindro elaa
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a solidi non trattati dagli antichi, ad esempio quelli generati dalla razione
di circonferenze, parabole, ellissi, iperboli. Si ritiene che Keplero gjainto
a conclusioni fondamentali per gli sviluppi successivi del calcolo egfrale,
anche se il suo metodo e linguaggio non era privo di errori.

1.2.1 1l principio di Cavalieri

Francesco Cavalieri (1598 - 1647)e stato un matematico italiande ha
preso il nome di Bonaventura Cavalieri quando ento nell'ordine deGesuati
a soli quindici anni. Studb matematica all'universitn di Pisa dove fu dlievo
di Benedetto Castelli e dove incontio Galileo Galilei, con cui intratt@ne per
tanti anni una tta corrispondenza epistolare per confrontarssui suoi studi
geometrici.

L'opera pu famosa di Cavalieri fu laGeometria indivisibilibus pubblicata

nel 1635, ritenuta da molti una svolta fondamentale per I'analisi. Sicamen-
te Cavalieri fu in uenzato da Galileo, dalla conoscenza delle teorie dalério
e di Stevind@ anche se non porb avanti l'idea di limite che questi avevano
anticipato, ma tramite la nozione di indivisibile costru un metodo gemetri-
co di dimostrazione per cui divenne molto famoso.
In nessuna delle sue pubblicazioni Cavalieri descrisse in modo rigorespre-
ciso che cosa intendesse piadivisibile, termine da lui utilizzato per indicare
elementi in nitesimi utilizzati nel suo metodo. Consideo un numeo inde -
nito di rette parallele equidistanti come gli indivisibili delle super ci e un nu-
mero inde nito di piani paralleli equidistanti come gli indivisibili dei volumi.
Anche Galileo aveva pu 0 meno la stessa idea di indivisibile, anche se éaa
maggiormente utilizzata in ambito sico. Cavalieri concento il suo tudio
soprattutto sulla relazione tra gli indivisibili di due diverse con guraioni e
non sul numero di indivisibili di una data area o volume.

2Luca Valerio (1553 - 1618) matematico italiano, de nito da Galileoil nuovo Archimede.
Simon Stevin (1548 - 1620) matematico ammingo.
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Il metodo degli indivisibili puo essere enunciato nel seguengerincipio
di Cavalieri :

se due solidi hanno altezze uguali e le sezioni tagliate danpi
paralleli alle basi e ugualmente distanti da questa stannengpre
in un dato rapporto, anche i volumi dei solidi staranno in queo
stesso rapporto

Cavalieri aveva enunciato in termini geometrici quello che pw essecon-
siderato uno dei primi teoremi generali del calcolo, per tutti i Vari interi
positivi di n

Consideriamo il casan = 1.

Proposizione 1.2.1. Se un parallelogrammae diviso dalla sua diagonale in
due triangoli, allora il parallelogrammae il doppio di ciacun triangolo.

Dimostrazione. Dato un parallelogrammaAFCD, se tracciamo la sua dia-
gonaleCF, esso viene diviso in due triangohCF e CDF , dimostriamo che
il parallelogrammace il doppio di uno di questi due triangoli (Figura 13).

Figura 1.3: parallelogramma tagliato dalla diagonale
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Si considerino i segmenti congruenteF = CB, dai punti E e B si
traccino EH e BM paralleli a CD.
Consideriamo i triangoliBCM e FEH , essi hanno:

i lati FE = BC per costruzione;

gli angoli BOM = EBH perche angoli alterni interni delle parallele
FD e CA tagliate dalla trasversaleCF;

FEH = MBC poicte: M BC corrispondente diF RC (rispetto alle due
parallele AF e BM tagliate dalla trasversaleCA), CAF congruente a
FBC poicke angoli opposti in un parallelogramma e in neF BC =

F BH perche angoli corrispondenti delle paralleldHE e CD tagliate

dalla trasversaleFD. Per la proprietn transitiva si ha che FBH =

M BC.

Per il secondo criterio di congruenza dei triangoli si ha quindi chiedue
triangoli sono congruenti e in particolareBM = HE. Nello stesso modo
si pw dimostrare che GH = MI . Procedendo in questo modo, tutte le
linee (ovvero gli indivisibili) del triangolo ACF saranno uguali a quelle del
triangolo FDC, quindi ACF = FDC e il parallelogramma sasm il doppio di
uno dei due triangoli. O

Il parallelogrammae quindi la somma degli indivisibili contenuti nei de
triangoli,e chiaro che la somma delle prime potenze dei segmenti ¢enuti
in uno dei due triangoli componentie uguale alla met della somma de
prime potenze dei segmenti contenuti nel parallelogramma:

Za a2

xdx = —:
0 2

Cavalieri riusc, con un ragionamento simile, a dimostrare che la sonardei
guadrati dei lati di un parallelogrammae uguale a un terzo della soma dei
guadrati dei segmenti contenuti nel parallelogramma. Da questrisultato,
dimostio anche che il volume del conoe 1/3 di quello del cilindro cimscritto



e che l'area del segmento parabolicoe 2/3 dell'area del rettangoloaoscritto.

Contributi molto importanti alla teoria degli indivisibili furono dati da
Torricelli (1608 - 1647), ricordato in particolar modo pewo, per i suoi cont
buti all'analisi. Infatti intu il legame esistente tra i processi di derivazione
e di integrazione. Infatti, Torricelli attraverso considerazioni mematiche, e
Barrow attraverso considerazioni geometriche, introdussero il conttdi
integrale inde nito e la relazione tra il problema delle tangenti e quelload
calcolo di aree e volumi (problemi che prima di allora erano sempreast
considerati come separati).

Il legame tra lI'operazione di derivazione e quella di integrazione pin
proprio il nome di teorema fondamentale del calcolo integrale teorema di
Torricelli - Barrow ; ma soltanto con le regole di calcolo di Leibniz e Newton
queste nuove teorie assumeranno un signi cato completo.

1.2.2 Newton e Leibniz

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716) e Isaac Newton (1642 -
1727) sono considerati i fondatori del calcolo di erenziale ed irgeale. Anche
se esistono numerose discussioni su chi dei due sia davvero sthfmadre
fondatore del calcolo, i contributi di entrambi hanno portato do sviluppo
dell'analisi come la conosciamo oggi.

Entrambi furono debitori ai loro predecessori, infatti i loro risitati e le
loro formulazioni, sono il risultato di un background culturale comua da cui
derivano. Negli anni precedenti ai due matematici, il problema dell&an-
gente aveva ottenuto una grande importanza in campo matematictnfatti,
numerosi metodi per trovare la tangente a una curva, furono pposti: Ro-
berval aveva generalizzato un metodo che Archimede aveva usp#y trovare
la tangente in ciascun punto della spirale, Fermat ne parb nel suodttato
Methodus ad disquirendam maximam et minimanCartesio presenb un me-
todo puramente algebrico, applicabile solo a curve la cui equazionetgya
essere espressa da un polinomio. Dopo Fermat il problema della tarige
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rimase un problema aperto; acquisb sempre pu importanza pdme in quegli
anni lo sviluppo della sica e della meccanica richiedevano uno studio sam@
pu approfondito delle curve.

Isaac Newton fu uno studente a Cambridge di Isaac Barrow. Barrow
conosceva il metodo degli indivisibili di Cavalieri e considerava la taegte a
una curva come il prolungamento degli elementi in niti lineari dai gali era
composta e anche come la direzione del movimento di un punto cheay
generato la curva stessa con il suo moto. Sicuramente Newton Siainti
in uenze da Barrow.

L'idea di calcolo in nitesimale fu trattata in un primo momento nella pub-
blicazionePhilosophiae naturalis principia mathematicanel 1687, ma solo nel
1671 (rimasto inedito no al 1736) con ilMethodus uxionum et serieum in-
nitarum presenb la sua teoria sulle ussioni. Newton consideo le quantét
variabili non come aggregati di parti in nitamente piccole, ma comgenerate
da un moto continuo: ovvero le linee come il risultato del moto contirudi un
punto, le super ci come generate dal moto continuo di una lineace.. Quin-
di, secondo Newton, le quantiee matematiche andavano consideéeacome un
moto continuo e non come composte da momenti o parti molto piccole

Newton de n con il termine ussione la velocit con la quale le grandezze
venivano generate (indicandole con una lettera con un punto sopra con
uente la quantia generata. Ad esempio, sex e y sono uenti allora x
e y saranno le loro ussioni. Osseno che, se si consideravano intaliv di
tempo uguali e piccoli a piacere, le ussioni diventavano proporziah agli
accrescimenti delle corrispondenti uenti.

Nel 1676 venne a conoscenza del fatto che Leibniz stava lavorarsii
problemi simili, allora invdb una lettera al losofo, datata 24 Ottobre 1676,
in cui esponeva il problema fondamentale del suo calcolo:

dati, in un'equazione, i uenti di qualsiasi numero di quant,
trovare le ussioni e viceversa.

Questoe quello che corrisponde al nostro calcolo di erenziale.
Newton aveva introdotto il problema della determinazione di una fuzrione
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F tale cheF°= f, conf funzione assegnata, ovvero aveva posto il problema
del calcolo dell'operazione inversa alla derivazione. Un altro element@lto
importante che contribu a rendere e cace il metodo delle ussiom furono

i risultati di Newton sulle serie in nite e la scoperta dello sviluppo di un
binomio.

Gottfried Wilhelm von Leibniz e stato insieme a Newton il padre
fondatore del calcolo in nitesimale. Appassionato soprattutto dlogica e di-
ritto, durante un viaggio a Parigi nel 1672 aveva incontrato Huyges e dopo
guesto incontro inizo ad approfondire i suoi studi in matematica.Durante
un altro viaggio a Londra, nel 1673, aveva incontrato molti matemei di
cui inizo a studiare le opere, probabilmente venne anche a conosea, at-
traverso Collins, della teoria di Newton sulle ussioni.

Leibniz si occup di due grandi problemi: il problema delle quadrate (ov-

vero del calcolo delle aree racchiuse tra I'asse delle ascisse e da uaésiqi
funzioney = f (x)) e il problema delle tangenti. Per quanto riguarda il pro-
blema delle aree, Leibniz immagiro di poter suddividere l'area sottesda

una curvay = f (x) in tanti rettangoli, poi sommare l'area di questi. Natu-
ralmente un numero maggiore di rettangoli porta a una maggiore @risione
nel calcolo dell'area. Per ottenere l'area esatta, Leibniz ipotizo diover
suddividere la gura in in niti rettan%)li e calcolare la somma delle areen-

nitesime. Da qui nasce il simbolo x, e pu tardi  x dx, per indicare la
somma di tutte le x, dove il simbolo dell'integrale rappresenta un& allun-

gata che sta persomma

L'idea di Leibniz per trovare I'equazione della retta tangente ad unauc-
va in un punto fu quella di pensare alla tangente come la retta che [s@sper
due punti, diciamoP e P%in nitamente vicini , 0 meglio, che la distanza tra
0 - - . - - - - - - . X
P e P”siain nitesima. Quindi dalla funzioney si ricava una fun2|one0|—y
doved indica il di erenziale ovvero lincremento in nitesimo delle variabili.
Questa funzione esprime il coe ciente angolare della retta tangeatnel pun-

to x della funzione.
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Questo nuovo metodo presentato da Leibniz era molto pu vanta@goso ri-
spetto alle ussioni di Newton, a questo ha contribuito fortemente 'uso dei
simboli a cui Leibniz diede grande importanza. Il metodo di Newtorra ot-
timo per descrivere i fenomeni sici e per le tecniche straordinar@i calcolo
che presentava, ma risultava inferiore rispetto al grande formati® presen-
tato da Leibniz, tuttora in uso, praticamente invariato.

Leibniz intrattenne una tta corrispondenza con i fratelli Bernodli che per-

fezionarono il calcolo e il simbolismo da lui introdotto. Poi con Euleroanne

introdotto il calcolo delle variazioni, il calcolo di erenziale alle curve e al-
le superci. Per tutto il Settecento poi, lo studio delle funzioni divene la

principale attivia dei matematici.

1.3 |l XIX secolo e gli sviluppi pu recenti del
calcolo integrale

Dopo gli studi sul legame tra derivata e integrale di grandi matentiai
come Bernoulli, Eulero, D'Alembert, Lagrange che occuparono tudtil XVIII
secolo, cresceva sempre pu I'esigenza di una risistemazione caititel calcolo
integrale. Questa fase della storia del calcolo inizia c@auchy (1789 - 1857)
che nelCours d'analyse de Ecole Polytechniqug(1821) diede una de nizio-
ne di integrale che non dipende dalla sua derivata. Per de nire l'integle di
una funzionef (x) continua nell'intervallo [a;d consideo la partizione del-
l'intervallo [a; ] comea = Xo <X <::<X,= be poiden lasomma alla
Cauchy come

X
S= )X X 1)
i=1
Cauchy dimostio che, prendendo una partizione sempre pu picta, il valore
della sommaS avrebbe raggiunto un certo limite chee quello che si chiama
integrale de nito  che dipende solo dalla funzionk(x) e dagli estremi del-
l'intervallo [a; .
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Cauchy si pose il problema di come determinare l'integrale di funzionon
continue, percte guardando al suo risultato, se una funzione maera con-
tinua, risultava di cile calcolarne la primitiva. Introdusse allora l'idea di
integrale improprio  (con signi cato diverso da quello attuale) per calco-
lare la primitiva di funzioni che avevano un punto di discontinuif, per poi
estendere la nozione a funzioni con un numero nito di punti di dismtinuit.

1.3.1 Bernhard Riemann

Bernhard Riemann (1826 - 1866) nacque in Germania, era glio di un
pastore protestante. Studo ad Hannover, per poi trasferitrsall'universia di
Gettingen e poi Berlino. A Berlino incontio alcuni dei pu grandi matematici
di quel periodo come Dirichlet e Jacobi. Torro poi a Gettingen dog lavoo,
con l'aiuto di Gauss, alla sua prima tesi che pubbli® nel 1851.

E nella seconda tesi del 1854, necessaria per essere abilitati allgnsenento
all'Universit di Gettingen, dal titolo Uber die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zu Grunde liegen (Sulle ipotesi che stanno alla baselld geometria)
che troviamo la de nizione di integrale e i primi risultati fondamentdi della
teoria di Riemann. Nel 1859, Riemann ottenne la cattedra all'Univeis di
Gettingen (succedendo a Dirichlet), ma successivamente le suendzioni di
salute si aggravarono, essendo malato di tubercolosi. Mor damte un viag-
gio in Italia nel 1866.

E solo dopo la sua morte, che la tesi del 1854 venne pubblicata e ingmn
ad essere divulgata e studiata dati i fondamentali contenuti rigardo la teoria
dell'integrazione.

La de nizione di integrale secondo Riemanne pu generele di quelldata
da Cauchy, poicte non si limitava a considerare solo funzioni contie o con
un numero nito di punti di discontinuig.
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L'integrale di Riemann

De nizione 1.1. Data una funzionef limitata nell'intervallo [ a;  si consi-
deri una partizioneP = ( Xo; X1; ;X)) di [a; J e la somma
S= f(i)(X; X 1) dove ;e un punto arbitrario di [ Xi;Xj+1]-

i=0
Per Riemann, una funzione (limitata) e integrabile su §;d quando S am-

mette limite nito per n! +1 per ogni partizione dell'intervallo p; 4 e
per ogni scelta dei punti ;.
Questo limite, quango esiste nito, corrisponde al valore deilitegrale
b

de nito su [a; 4, ovwvero  f (x) dx.
a

La de nizione di integrale secondo Riemann che si insegnha solitament
nei corsi di analisi, che riporteremo di seguito, deriva dal materneo france-
se Darboux. Infatti era impegnato nell'insegnamento delle idee di Rirann
e per riuscire nell'intento aveva tradotto nel 1873 in francese tuttsuoi lavori.

De nizione 1.2. Dato un intervallo [a;J chiuso e limitato. Si chiama par-
tizione di [a;d un sottoinsieme nito P = Xo; X1; :33; X, di punti di [a; b tale
chea= Xg<X1<X,<::<Xp,=h

Indichiamo conP[a; { I'insieme (in nito) di tutte le possibili partizioni di
[a; b
De nizione 1.3. Sia data una funziond :[a;f ! R conf limitata.

Ad ogni partizione P = Xg; X1; i Xp di [@; ] possiamo associare lsomma
inferiore s(P) de nita come:
X
s(P) = mi(X; X; 1) dove m= inf ]f (X)

X2[Xi 1; Xj
i=1 [I 1 i

e lasomma superiore :

X
S(P) = Mi(X; X; 1) dove M= sup f(x):

i=1 X2[Xi 15 Xi]
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De nizione 1.4. SiaP 2 PJa;l, si de nisce integrale inferiore di f in

[a; la quantia ~
b

f(x)dx = sup s(P)

a P 2 Plab]

e analogamente si de niscéntegrale superioredi f in [a; 4 la quantit

Z5
f(x)dx = inf S(P):

a P 2 Pla;b]

Da qui si ha la de nizione di funzione integrabile secondo Riemann:

De nizione 1.5. Una funzionef si diceintegrabile secondo Riemann
se l'integrale inferiore e superiore di coincidono, cie se vale:
z b Z_b
f(x)dx = f (x) dx

a a

e indicheremo il loro valore comune con
Z b
f (x) dx

a

che viene spesso chiamaiategrale de nito.

La nuova de nizione di Riemann coinvolge funzioni qualsiasi (limitateg
quindi none detto che il loro integrale de nito esista sempre.

Esempio 1.3.1. La funzione di Diricheletf : [0;1]! R de nita come

none integrabile secondo Riemann. Infatti per le propriatdei reali e razio-
nali, si pw provare che per ogni partizioneP di [0; 1] si ha che
Zy Z%
f(x)dx = f (x) dx

a a

poicte si ha ches(P)=0 eS(P)=1.
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La novita nella teoria di Riemann consiste nell'aver introdotto una cadi-
zione necessaria e su ciente per stabilire quando la condizione di igi@bilia
e soddisfatta:

Teorema 1.3.1. Data una funzione limitataf : [a;d ! R. Condizione
necessaria e su ciente ancte f sia integrabile secondo Riemanne che
8" > 0 esista una partizioneP 2 P[a; tale che

S(f;,P) s(f;P)<™

Vi sono condizioni su cienti (ma non necessarie) per l'integrabiliti se-
condo Riemann di una funzione, la cui veri cae pu semplice di qué del
Teorema 1.3.1 o della de nizione stessa:

Teorema 1.3.2. La funzionef :[a;d ! Re integrabile secondo Riemann
se vale una delle seguenti condizioni:

1. f e continua in [a,b];
2. f e monotona in [a,b];
3. f e limitata e ha un numero nito di punti di discontinuit in [a,b].

Nonostante la teoria di Riemann fosse innovativa, fu soggetta adcane
obiezioni: i teoremi del passaggio al limite richiedevano ipotesi moltestrit-
tive e molte funzioni non erano integrabili. Nel 1907 Giuseppe Vitali eéthri
Lebesgue, indipendentemente I'uno dall'altro, svilupparono una tearche
permise di caratterizzare le funzioni integrabili secondo Riemann tarmini
della misura di Lebesgue, quindi per una classe di funzioni pu ana Si ge-
neralizo la teoria di Riemann, in particolare il teorema di LebesgueVitali
sempli ca molto il Teorema 1.3.2:

Teorema 1.3.3. Siaf : [a;Q ! R una funzione limitata. Si ha che
f e integrabile secondo Riemann se e solo se linsieme dei symnti di
discontinuibe un insieme di misura nulla secondo Lebesg.
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1.3.2 Henri Lebesgue

Henri Lebesgue, nato nel 1878, fu uno dei matematici pu imptanti del
Novecento. Studo allEcole Normale Superieuredi Parigi dove, nel 1897,
ottenne il diploma di insegnante di Matematica; poi negli anni suessivi
insegro alLyee Centrale di Nancy dal 1899 al 1902. In questi anni, Lebesgue
inizd a formulare la sua teoria della misura, e nel 1901 all'interno di ureggio
Sur une generalizzazione de l'inegrale & niediede la de nizione di integrale
di Lebesgue.

Nel 1903 a Parigi discusse la tesi di laurdaegrale, longueur, aire (In-
tegrale, lunghezza, aréa pubblicata poi negli Annali di matematica; nel
primo capitolo veniva presentata la teoria della misura e nel secondenwa
de nito l'integrale dal punto di vista geometrico e analitico. Nel tratato
Lecons sur l'inegration et la recherche des fonctions pgmitives vennero rac-
colte le sue lezioni dal 1902 al 1903 dove il problema dell'integraziorma e
inquadrato rispetto al suo contesto storico. Nel 1903 pubbli®ur les sries
trigononetriques in cui presentava alcuni risultati riguardo le serie di Fourier.
Nel 1910 in un articolo dal titolo Representation trigonomnetrique approctee
des fonctions satisfaisant a une condition de Lipschjtt.ebesgue si occum
delle serie di Fourier di funzioni che soddisfano la condizione di Lip#z.

Venne nominato professore associato alla Sorbona nel 1910 e ©a11
divenb professore al Colege de France. Mor a Parigi nel 191.

L'integrale di Lebesgue

La teoria dell'integrale di Lebesgue si basa sulla teoria della misura for
mulata da Emile Borel (1871-1956) nel 1898. Il concetto di misuseecondo
Borel era basato sul fatto che ogni insieme aperto & si pw scrivere come
unione numerabile di intervalli aperti a due a due disgiunti.
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Allora, se E R e un insieme aperto e limitato e sel(;),2n € UNA
successione di intervalli aperti a due a due disgiunti tali ché = = 2 1, si
ha che %t

m(E)= I
n=0
Questa e la misura secondo Borel di insiemi aperti, questa misurae nita
guandoE e limitato.
La misura introdotta da Lebesgue gode della propriet di essereimerabil-

mente additiva:

De nizione 1.6. SiaE R uninsieme aperto e limitato, se,),>n€ una

successione di insiemi aperti a due a due disgiunti tali ctie = ~ 1 E,,
allora
X1
m(E) = m(E,) :
n=0

Gli insiemi, per cui si pw de nire una misura, si diconomisurabili.
Risultano misurabili gli insiemi che si possono ottenere dagli aperi dai
chiusi ripetendo (anche in nite volte) operazioni di unione e inteezione,
guesti insiemi si chiamanansiemi boreliani. La teoria di Lebesgue si sviluppa
come un proseguimento di questa teoria di Borel.

De nizione 1.7. SiaE 2 R.
La misura esterna diE viene de nita come:

me(E) = inf L M(A)

A insieme aperto; E

De nizione 1.8. SiaE 2 R.
La misura interna di E viene de nita come:

m;(E) = sup m(F)

F insieme chiuso; F E

De nizione 1.9. SiaE 2 R. E si dice misurabile sam,(E) = m;(E) .

Lebesgue, partendo dalla teoria della misura, svilupp un metodo alir
tico per de nire l'integrale, e questo metodo mise in evidenza le di erae
con Riemann. De n infatti le funzioni misurabili:
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De nizione 1.10. Una funzionef si dice misurabile quando, scelti due
numeri reali qualsiasia e b, risulta misurabile I'insieme

E=fx:a<f(x)<bg.

Quindi, per Lebesgue, le varie suddivisioni in sotto intervalli riguard#o
I'insieme delle immagini della funzione e non il suo dominio.

De nizione 1.11. Siaf :[a;g ! R misurabile e siam;M] l'intervallo
delle immagini, dovem e M sono l'estremo inferiore e superiore di.

SiaP = f o;:::; hg una partizione dell'intervallo [m; M ] e, per ogni

i =0;1:;n 1siponga

Ei=fx2[aldj i f(X) inag

Si costruiscono le somme
X1 X1
s= im(E;)) e S= i1 M(E;)
i=0 i=0
che corrispondono alle somme inferiori e superiori considerate nelégrale
di Riemann.
Quando la norma della suddivisione dinfi; M ] tende a zero, alloras e S

convergono ad uno stesso limite chee il valore detitegrale di Lebesgue
Z b
f (x)dx:

a

L'elemento di novita si questo integrale sta nella suddivisione dell'inteallo
[m; M ] anzicke di [a; . Riportiamo alcune osservazioni:

Osservazionel. Ogni funzione integrabile secondo Riemann e integrabile
anche secondo Lebesgue, ma non viceversa.

Esistono infatti funzioni integrabili secondo Lebesgue che nonrgointegrabili
secondo Riemann, ad esempio la funzione di Dirichelet i {0.
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Osservazione2. La misura di Lebesgue verica la propriea di completa
additivig.

Osservazione3. Vale il teorema della convergenza dominata di Lebe-
sgue:

Teorema 1.3.4. Sef, ! f quasi ovunque, cice puntualmente tranne al pu
in un insieme di misura nulla, e se esiste una funziorgintegrabile secondo
Lebesgue tale chéf,j g quasi ovunque, alloraf e integrabile secondo
Lebesgue e si ha 7 Z

f = nI!In:rl1 fn

Questo teoremae basato sulla propriet della convergenza mawona in-
trodotta da Beppo Levi (1875 - 1961).

Conclusa questa parte di cenni storici sulla storia del calcolo intege, nel
secondo e terzo capitolo si parlera di integrali da un punto di vist didattico
rivolto a studenti del liceo scienti co.



Capitolo 2

Insegnamento e apprendimento
del concetto di integrale

L'integralee uno dei concetti fondamentali dell'analisi matematica il suo
sviluppo, come abbiamo visto nel capitolo precedente, ha occupatta buona
parte della storia e della ricerca matematica. Gli studenti liceali giurano
allo studio di questo argomento alla ne della loro carriera scolasticafatti
secondo le vigenti direttive del Ministero della Pubblica Istruzione, wgsto
argomento pw essere introdotto nel corso del quinto anno diggei scienti ci
di ordinamento e di solito viene a rontato nei mesi di Aprile e Maggio Gl
integrali occupano un grande spazio nello studio del primo anno duskenti
universitari iscritti a discipline scienti che (in particolar modo alla scwla di
scienze e ingegneria), non troppo distanti quindi dai loro colleghi duinta
superiore.

In questo capitolo ci occuperemo di presentare $lapere da insegnare
seguendo le Indicazioni Nazionali per i licei scienti ci, analizzeremampal-
cune proposte didattiche di Bramanti relative alla de nizione di integrale e
al teorema fondamentale del calcolo integrale per poi capire conons pre-

lIn G.Bolondi e M.l.Fandino Pinilla, Metodi e Strumenti per IInsegnamento e

I'Apprendimento della Matematica, pag 55, EdIiSES, 2013.
2Marco Bramanti, professore di analisi presso il Politecnico di Milano
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sentati e organizzati questi due argomenti nei libri di testo die superiori e
dell'universis.

2.1 Le Indicazioni Nazionali riguardo
il sapere da insegnare

Nell'insegnamento della matematica (e in generale in tutte le materie) la
piani cazione e gestione dei fenomeni didattici non pw avvenireasualmente
0 essere dettato solo dallo scopo di \ nire di programma”. La ricea in
Didattica della Matematica ha come scopo quello di aiutarci a comprdare
le dinamiche che si instaurano tra insegnante, allievo e sapere, tteneenti
fondamentali che caratterizzano l'insegnamento in aula.

Quando si parla di didattica della matematica, distinguiamo due tipolag:

didattica A;

didattica B.

La didattica A ha come obiettivo quello di creare situazioni migliori petin-
segnamento avendo come limite la mancanza delnsfer cognitivo di quanto
sie appreso alla conoscenza generalizzata; la didattica B si comica sul
processo di apprendimento della materia.

Guy Brousseau, padre della Didattica della Matematica, considera @rio-
meno dell'insegnamento - apprendimento come l'interazione dei tre ralenti
principali in gioco che sono l'insegnante, l'allievo e il sapere e non come il
contributo singolo di ciascuno di essi. Per mettere in evidenza l'impganza
del legame che questi hanno in didattica della matematica, riportiamon
modello didattico ovvero il Triangolo di Yves Chevallard® (Figura 2.1), che
pone questi tre soggetti ai vertici di un triangolo, i cui lati ragpresentano i
rapporti che si instaurano tra di loro.

3In G.Bolondi e M.l.Fandino Pinilla, Metodi e Strumenti per I'Insegnamento e
I'Apprendimento della Matematica, pag 55, EdISES, 2013.
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insegnante ﬁ allievo

i

L 4

\/

Sapere (savoir savant)

Figura 2.1: triangolo della didattica

Concentriamoci sul latoinsegnante - sapere .
L'insegnante assume un ruolo di mediatore tra lo studente eshpere chia-
mato da Chevallard* savoir savant(tradotto nel nostro caso speci cosapere
matematico).

Il sapere da insegnareleve essere contestualizzato dall'insegnante rispet-
to all'ambito in cui si trova; deve infatti rielaborare il sapere, traformarlo e
adattarlo alla realtn della propria classe ovvero deve e ettuare uatrasposi-
zione didattica dal sapere al sapere insegnato. Diverso sam, invecesdpere
appresodagli studenti poicte sail frutto di un'interpretazione individu ale
fatta in base alle proprie conoscenze e attese. Riguardcsapere da insegna-
re, i docenti devono sicuramente adattare il tutto rispetto al lorcambiente
classe, ma anche attenersi a quanto scritto nelle Indicazioni Nazadi riguar-
do le linee generali e competenze gli obiettivi speci ci di apprendimenta
Facendo riferimento alle Indicazioni Nazionalipubblicate nel 2010 possiamo
osservare che, per quanto riguarda il calcolo integrale, gli obiettigpeci ci
di apprendimento sono gli stessi per tutti i licei (liceo scienti coclassico,
linguistico, delle scienze umane, artistico e musicale).

4Una delle gure pu importanti in Didattica della Matematica frances e.
SIndicazioni Nazionali riguardanti gli obiettivi speci ci di apprend imento concernenti

le attivier e gli insegnamenti compresi nei piani degli studi previsti per i percorsi liceali di
cui all'art. 10, comma 3, del d.P.R. 15 marzo 2010.



30 2. Insegnamento e apprendimento del concetto di integral e

Troviamo infatti tra gli obiettivi specici di apprendimento alla voce
Relazioni e Funzioni del quinto anno:

[...] Lo studente acquisia i principali concetti del calcolo in nite-
simale - in particolare la continuif, la derivabilitr e I'integrabilit

- anche in relazione con le problematiche in cui sono nati (velo-
cit istantanea in meccanica, tangente di una curva, calcolo di
aree e volumi). Non saa richiesto un particolare addestramento
alle tecniche del calcolo, che si limitema alla capacia di derivare
le funzioni ga note, semplici prodotti, quozienti e composizio-
ni di funzioni, le funzioni razionali e alla capacit di integrare
funzioni polinomiali intere e altre funzioni elementari, noncre a
determinare aree e volumi in casi semplici.

Si osserva subito che non vengono date indicazioni metodologickéati-
ve alla trattazione dell'argomento, inoltre sembra molto pu importante che
lo studente raggiunga l'obiettivo di saper inquadrare l'integrale nelontesto
storico e rispetto alle applicazioni in campo sico e meccanico rispetéd rag-
giungimento di una dimestichezza e familiarian nel calcolo e nella risolione
dei problemi.

Sul testo Matematica 2004 si possono leggere le indicazioni:

L'ordine e il modo in cui si introducono i concetti di derivata,
integrale, primitiva, funzione integrale dipendono dalle scelte di-
dattiche dell'insegnante. La storia della matematica pw essere
di aiuto e di guida a queste scelte. Il teorema del calcolo integrale
pw essere illustrato anche facendo ricorso a visualizzazioni.

Viene sottolineata l'importanza dell'analisi storica che pw essereridamen-
tale per indenti care alcuni ostacoli che si manifestano tramite eori ricor-
renti nel processo di apprendimento degli alunni, e anche il fathe non ci
sono particolari indicazioni metodologiche a cui lI'insegnante devetenersi.

6a cura dell' UMI - CIIM.
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2.2 Come e percle insegnare gli integrali

Abbiamo ga detto che il calcolo integralee generalmente uno deglirgo-
menti conclusivi del percorso di uno studente del liceo scienti o® uno degli
argomenti principali dello studio dei primi anni di un universitario iscitto a
facola scienti che o ingegneria. Solitamente I'approccio al calcolo iagra-
le avviene dopo aver arontato nell'ordine il concetto di limite e quello d
derivata, anche se questi concetti sono storicamente nati indime inverso,
il primo a compariree quello di integrale, segue quello di derivata e, ime,
quello di limite.

La derivata e l'integrale sono sicuramente due argomenti fondamal per
uno studente del liceo scienti co e la relazione che ck tra integrakefunzione
primitiva porta molto spesso i ragazzi a confondere i due concetDal punto
di vista dell'insegnamento didattico i due argomenti presentano pfonde
di erenze. Lo studio della derivata viene proposto in modo assolutante
standardizzato, la de nizionee sempre la stessa su tutti i libri dtesto e viene
spesso citata come slogan \la derivatae il limite del rapporto increentale”,
alla de nizione si lega l'aspetto geometrico (coe ciente della retta tagente)
e quello cinematico della derivata (la velocit istantanea di variazioneli
una grandezza). Una volta insegnate e apprese tutte le tecnichiecdlcolo,
gli alunni diventeranno abili calcolatori nel trovare le derivate di nbmerose
funzioni.

La teoria dell'integrazione invecee molto diversa. La de nizione noa una
sola, ma esistono vari modi per introdurre il concetto. Qui riporamo alcune
proposte tratte da un articolo di Marco Bramantf riguardo alla presentazione
della teoria dell'integrazione a studenti di scuola secondaria: la prireguella
dell'estremo superiore delle somme inferiori/estremo inferiore dellensme
superiori, la secondae il limite di una successione di somme di Cauch
Riemann. Naturalmente la de nizione di integrale non si pw dare in na sola
riga o con una sola formula, anche se alcuni insegnanti de niscono tégrale

"Marco Bramanti, Emmeciquadrqg numero 36, Agosto 2009.
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come l'area sotto a una curvala teoria dell'integrazionee delicata, di cile
e, diciamolo pure, pesante. [...] Tutto cb non signi ca neessariamente
che questo argomento sia percepito come di cile da studendéi insegnanti;
solitamente gli insegnanti adottano un percorso ben colldato, e gli studenti
lo seguono come ne seguono altsostiene sempre Bramanti.

Si corre allora il rischio che:

lo studente impari a calcolare gli integrali de niti, con capacia di
calcolo ottime ma dimenticandosi che cosa sono e cosa rappresenta

lo studente faccia confusione tra la de nizione di integrale de nito,
inde nito e funzione integrale e tra la de nizione di derivata e funziom
primitiva;

guando nello studio della sica lo studente incontrea una grandezz
che viene de nita come lintegrale di un'altra, faa fatica a capire il
perchee cosi: non avviene cie unarasposizione didatticd.

2.2.1 La de nizione di integrale de nito

Bramanti suggerisce, attraverso una proposta didattica rivoltagli inse-
gnanti, di de nire l'integrale come il limite di una successione di sommei
Cauchy - Riemann (De nizione 1.1) rispetto al tradizionale approccigua-
le estremo superiore delle somme inferiori ed estremo inferiore detenme
superiori quando queste coincidono. Naturalmente presentare t&grale de-
nito come l'area sottesa ad una curva none corretto percte eproprio per
de nire quest'ultima che si introduce il concetto di integrale, similmete a

8attraverso la trasposizione didattica e le situazioni di aprendimento, a tutti gli stu-
dentie permesso di apprendere per generare, processare eglire informazioni complesse,
pensare sistematicamente e criticamente, prendere decimni ponderando diverse forme di
risultati, rispondere a domande signi cative poste su di erenti aspetti, essere adattabili e
essibili all'integrazione di nuove informazioni, essere creativi e capaci di identi care e
risolvere problemi di vita reale. E. Morin, | sette saperi necessari all'educazione del futuro
Ra aello Cortina Editore, 2001.
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come qualche studente ritiene che la \pendenza della retta tangerdl gra co
della funzione" sia una de nizione di derivata. Se cD che ci intereasnon
e presentare la teoria in modo rigoroso e quindi sie disposti a rimciare a
dimostrare tutto, questa proposta ha sicuramente dei vantaggse invece si
vuole presentare l'integrale de nito dimostrando tutte le sue propeg, sicu-
ramente questa strada none una delle pu semplici. | vantaggi @si possono
trarre da questa presentazione sono i seguenti:

la de nizione e sicuramente pu breve;

il limite di una successione appare come un concetto pu operativo
rispetto all'estremo superiore o inferiore;

le somme di Cauchy - Riemann risultano essere un ragionamento chia-
ri catore in tutti i ragionamenti sici in cui una certa grandezza e
I'integrale de nito di un‘altra;

permette di dimostrare alcune proprie come la monotonia e la linea
rif in modo immediato;

presenta in modo corretto il concetto di area sottesa al gra cdi una
funzione.

2.2.2 Teorema fondamentale del calcolo integrale

Un'altra proposta didattica di Bramanti riguarda la presentazionedel
teorema fondamentale del calcolo integrale. Di solito con questome si
intendono due cose:

Teorema 2.2.1. Siaf :[a;gd! R una funzione continua, e sia una sua
primitiva in [a; . Allora:
YA b
fogdx = (b (a)

a
che lui chiama primo teorema fondamentale del calcolo integrale @ehe
conosciuto comdgormula di Newton - Leibni2), e:
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Teorema 2.2.2. Siaf :[a;d ! R una funzione integrabile secondo Rie-
mann. SiaF la funzione integrale dif tale che:
Z X
F:l[a;B! R; F(x) = f(t)dt cona x b:

a

Allora:
- F e continua in ogni punto di [a; ;
- sef e continua in Xg, allora F e derivabile in Xy e si ha che

FXo) = f (Xo)

che chiama secondo teorema del calcolo integrale.
Solitamente il percorso che gli insegnanti seguono e il seguentdopo la
de nizione di integrale de nito e le sue proprief, introducono il cacetto
di funzione integrale, quindi enunciano il secondo teorema fondantale del
calcolo integrale, per poi presentare il primo come conseguenza.
Quello che Bramanti propone e un diverso approccio: dopo la de rniane
e le propriet dell'integrale, si dimostra il primo teorema fondamergle del
calcolo integrale senza ricorrere al concetto di funzione integrael secondo
teorema fondamentale:

Teorema 2.2.3. Siaf :[a;d! R una funzione continua, e sia G una sua
primitiva in [a;d. Allora
Zy
f(x)dx = G(b G(a) :

a
Dimostrazione. Suddividiamo [a; g in n intervallini:

a=Xp<X1<::<Xp,=b

e scriviamo:

G(b G(a) G(xn) G(xo) =
[G(xn)  G(Xn 1)]|+3[G(Xn 1) G(Xn 2]+ it

[G(x1) G(Xo)l= (4 (G(x) G(xk 1):

=+
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Applichiamo il teorema del valor medio su ogni intervalloX 1;Xk] e tra le
ampiezze degli intervalli indichiamo con quella massima, allora esistea un
tk 2 Jxk 1;Xk[ tale che:

6B G@ = - 0.(G() Gl 1)=
= (X Xk 1)GAt) =
= v (% X )f (t):
Allora per ! 0 (anche tutte le altre ampiezze tendono a 0) si ha che
Z b
Gbh G(a) = f(x)dx :

a

O

Dopo aver dimostrato co si apre il capitolo dei metodi di integraone.
In seqguito, se l'insegnante lo ritera opportuno, si presenteil concetto di
funzione integrale e il secondo teorema fondamentale. SecondarBanti la
funzione integrale usata per dimostrare questo teorema, risult@sere pu
una tradizione che una vera necessit, infatti viene introdotta@me funzione
ausiliaria per dimostrare il teorema.E sicuramente pu semplice presentare
a dei ragazzi l'integrale de nito e le sue proprief,, poi questo teema come
dimostrato precedentemente e in un secondo tempo la funzione mtale, essa
infatti costituisce un argomento importante nello studio dell'analisi, ra nhon
irrinunciabile.

uUn'osservazione importante a questa proposta: in qualunque modo
dimostri il teorema, si presuppone il risultato che a erma l'integrailit delle
funzioni continue. Solitamente, a scuola, questo non viene dimcip e non
gli si attribuisce la giusta importanza. Esso deriva dal Teorema dieine -
Cantor , il quale a erma che:

Teorema 2.2.4. Una funzionef si dice uniformemente continua su un
intervallo chiuso e limitato[a;lj se8 "> 0; 9 > 0, tale che8 x% x% 2
[a; , si ha che:

X x%< =) jE) (i<
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Da cui segue il teorema dell'integrabili delle funzioni continue:
Teorema 2.2.5. Siaf :[a; ! R una funzione continua in[a; , allora

f e integrabile in [a; .

Dimostrazione. Anzitutto, per il Teorema di Weiestrass f e limitatain [ a; g
e per il teorema di Heine - Cantorf e uniformemente continua in su &; 4.
Allora, per ogni" > 0 esiste > 0 tale che

00 fOi<— 8xyinfal; ix i<

SiaP = fXxg;Xy1; i Xpg una partizione dell'intervallo [a; g conjxx Xk 1j <
Allora:

x
jIS(EP) s(P)i=  j sup f(x) inf  FOO) ik Xk 4 :
k=1 X2[Xk 1 Xkl X2[xk 13 Xkl
Per il teorema di Weiestrass sihach@k 2 1;2;:::;n 9x? exp®2 [Xg 1;X]

tali che
fo= sup  f0) fOoR)= inf ()
X

X2[Xk 15 Xk] Xk 15 Xk]

D'altra parte jx? x%f < e per l'uniforme continuif. si ha che

i) TOdi<

Allora:

jS(;P)  s(f;P)j < b
]

Quindi, se si dimostra il teorema fondamentale del calcolo integraleem
diante il concetto di funzione integrale occorre sapere che la fumze integrale
di un'integranda continua esiste; se invece lo si dimostra come pogto da
Bramanti, si presuppone ga la conoscenza del Teorema 2.2.5 (igtabilia
delle funzioni continue) e di conseguenza anche del teorema dii®¥strass
(su cui si basa tutta la teoria). Un'altra osservazione alla dimostzone pro-
posta da Bramanti riguarda il fatto che i puntit, non vengono scelti in modo
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arbitrario, ma secondo il teorema del valor medio.

Contrariamente alla maggior parte dei libri di testo, Barozzi Dore Obrecht
nel loro Elementi di Analisi Matematica® seguono esattamente questa propo-
sta didattica presentandola in modo completo ed esaustivo, lo anakremo
nel prossimo paragrafo.

2.3 | libri di testo

Negli ultimi anni, sie assistito ad una vasta produzione di materialeli-
dattico al ne dell'insegnamento - apprendimento. Sono infatti in coxmercio
numerosi libri di testo per lo studio di molte materie, manuali, eselzari,
in forma sia cartacea sia multimediale. Gli insegnanti e gli studenti gien-
gono di accessi a piattaforme online dove trovano ulteriori eseic schede
di approfondimento, video lezioni, ecc. Il libro che gli insegnanti mccano,
per poi consigliarlo agli alunni,e un testo il pu chiaro possibile, utilizabile,
che sia concreto negli esempi, che sia di aiuto al loro lavoro e allo studei
ragazzi.

Il libro di testo non puwo sostituire I'insegnante perchee concepito
per a ancare il lavoro dell'insegnante in aula;e un sostego, ma
e anche un prodigo consigliere di attivita, una riserva iresauribile
di suggerimentil©

Il libro si testo nasce dall'elaborazione di un'idea forte che consistella
scelta dei contenuti e nella metodologia proposta:

la scelta dei contenuti nasce dall'esperienza non solo Geitore,
ma anche dei suoi colleghi, degli insegnanti e dalle loro ess

9Elementi di Analisi Matematica Volume 1, G.C. Barozzi G. Dore E. Obrecht,

Zanichelli.
108, D'Amore, La Vita Scolastica. Inserto: Adotta una idea. Vol. 61, n 15, pag 2-3-9,

2007.
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vazioni, dalle loro critiche costruttive al sistema scol#éiso di u-
so [...] la scelta metodologica, nasce dall'osservazionaparica,
pratica, nel quotidiano della vita scolastica, ma anche daspe-
rienza; per esempio, l'insegnante sa bene a priori quali si@ i
punti pu complessi, quelli che costituiscono ostacolo lappren-
dimento;e in questi speci ci temi che si assiste al fenomendella
di erenziazione degli apprendimenti,e su questi temi chsi as-
siste al bisogno, sempre contemporaneo, di approfondimer di
recupero, il primo per quegli allievi che costruiscono coscenza
in maniera positiva, il secondo per quegli allievi che pres@ano
di colf, qualunque ne sia la causa.

Ecco il perche dell'esigenza di una idea forte a sostegnol dibro:
una idea di scelta e di metodologia che assicura all'insegi&
che sfruttela l'aiuto, il supporto del libro per la propria azione
didattica®®

In questo paragrafo ci occuperemo di analizzare alcuni libri digt®, in
particolar modo rispetto alla de nizione di integrale de nito e il teorana fon-
damentale del calcolo integrale, tenendo presente quando detiel paragrafo
precedente.

| libri che analizzeremo sono i seguenti:

- Manuale.blu 2.0 - 5 M. Bergamini, A. Trifone, G. Barozzi, Zanichelli edi-
tore, Bologna, 2011

adottato dalla maggior parte dei licei scienti ci negli ultimi anni e testo in
possesso degli studenti su cui abbiamo e ettuato il questionarsul calcolo
integrale (che presenteremo nel capitolo successivo);

- Lezioni di ANALISI MATEMATICA 1 , E. Lanconelli, Pitagora Editrice
Bologna, 1994
testo universitario adottato nelle facola scienti che per i corsidi base di
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analisi matematica;

- Elementi di analisi matematica. Volume 1 G.C. Barozzi, G. Dore, E.
Obrecht, Zanichelli editore, Bologna, 2012

testo universitario adottato nella facolt di ingegneria per il cors di analisi
matematica 1.

Incominciamo con l'analizzare il libro di testdManuale.blu 2.0 -5 . Al
suo interno gli integrali sono trattati in due capitoli: il numero 28 déicato
allo studio degli integrali inde niti, il numero 29 dedicato a quelli de niti,
ci concentreremo su quest'ultimo. Il capitolo inizia con due de niziandi
integrale: la prima per funzioni continue a cui si giunge tramite le same
superiori e inferiori, la seconda per classi pu ampie di funzioni aicsi giun-
ge attraverso le somme di Cauchy - Riemann. Quest'ultima viene indiea
come de nizione generale dell'integrale de nito ede caratterizzatalal fatto
che lI'ampiezza dei sottointervalli puo essere scelta in modo arbitia con-
trariamente alla prima de nizione in cui gli intervalli erano stati pres tutti
della stessa ampiezza. Si arriva cos a de nire l'integrale due voltestie prime
pagine del capitolo:

BN DEFINIZIONE
Integrale definito
Data una funzione f(x) continua in [a; b], si chiama integrale definito
esteso all'intervallo [a; b] il valore comune del limite per n —+ oo delle
due successioni s, per difetto, e S,, per eccesso. Tale valore viene indicato
con la scrittura:

| i

Figura 2.2: prima de nizione di integrale de nito
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Il DEFINIZIONE
Integrale definito
Data una funzione f(x), continua in [a; b], si chiama integrale definito este-
so all’intervallo [a; b] il valore del limite per Ax,,,, che tende a 0 della som-
ma S:

fbf(x)dx: lim §.

Xmax — 0

Figura 2.3: seconda de nizione di integrale de nito

Nel libro sotto alla Figura 2.3 viene speci cato che se si suddivide l'in-
tervallo [a; B in parti uguali e in ciascuna di queste si considera il valore
massimo o minimo dif (x), si ritrova la de nizione della Figura 2.2.

Nel testo sono riportate entrambe le de nizioni e come si giunge agbse,
non in modo esaustivo ma comunque abbastanza completo per esser li-
bro indirizzato a studenti del liceo, infatti viene dedicato molto pi spazio al
calcolo delle aree delle gure. Presupponendo il fatto che si doviebporre
la questione dell'equivalenza delle due de nizioni (che il libro non fa), fee
sarebbe stato pu utile scegliere di presentarne una sola per noanfondere
uno studente ed evitare cos di richiamare o enunciare teoremi anco della
pagina. Infatti I'esistenza del massimo e del minimo e ricordata aiagazzi
richiamando il teorema di Weiestrass a lato (Figura 2.4):
Poiché la funzione &

continua, il teorema di

Weierstrass garantisce che

negli intervalli considerati

esistono il minimo e il
massimo assoluto.

B 2002

Figura 2.4: richiamo al teorema di Weierstrass



e anche l'integrabilia. delle funzioni continuee enunciata nello stessmo-
do dando quasi per scontato il fatto che tutte le funzioni continel siano
integrabili (Figura 2.5).

Tutte le funzioni conti- ~ } Se per una funzione esiste I'integrale definito in un intervallo [a; b], si dice che la
nue sono integrabili. i funzione ¢ integrabile in [a; b].

i Enunciamo, senza dimostrarle, le seguenti proprieta.

Figura 2.5: integrabilitt funzioni continue

Il teorema fondamentale del calcolo integrale viene enunciato e dist@to
dopo aver introdotto la funzione integrale (Figura 2.6):

Bl La funzione integrale

Sia funa funzione continua nell'intervallo [g; b]. Consideriamo un punto qualsia-
sixdi [a; b].

Definiamo funzione integrale di fin [a; b] la funzione
@) = [“fwa,

che associa a ogni x € [a; b] il numero reale [Yf(t)dL, dove la variabile indi-

pendente x coincide con I'estremo superiore di integrazione. Per non creare con-
fusione fra variabili, la funzione inte-
granda viene indicata con f(t), dove t y =)

y
diventa la variabile di integrazione. /C_/
D

Se la funzione f(t) & positiva in [a; b], la
funzione integrale F(x) rappresenta Iarea del
trapezoide ABCD (figura 9). Tale area dipen-
de dal valore di x, variabile nell’intervallo
[a; B]. Dalla definizione di F(x) otteniamo le
seguenti relazioni:

Fa) = [*foydi=0, Fo) = ['fdr. R = [ (0 dt

Il |l teorema fondamentale del calcolo integrale

BN TEOREMA
Teorema fondamentale del calcolo integrale
Se una funzione f(x) & continua in
[a; b], allora esiste la derivata della y y=fx)
sua funzione integrale
F(x) = ff(:) dt
per ogni punto x dell'intervallo
[a; b] ed & uguale a f(x), cioé:
F() = f(x), CE b X

ovvero F(x) & una primitiva di F(X):I:“t) dt
f). F'(x) = f(x)

F(x)

Figura 2.6: funzione integrale e teorema fondamentale
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e viene sottolineato il fatto che da questo teorema si ottiene la faula
del calcolo dell'integrale de nito (indicata come formula di Leibniz - New
ton), tralasciando a mio parere, l'importanza del concetto di primiva di una
funzione e della formula in quanto tale: risulta infatti racchiusa daliquadro
senza peo essere evidenziata come teorema (Figura 2.7).

Questo testo a suo favore ha un'ottima organizzazione gra ca delfgi-
ne: risaltano immediatamente agli occhi le cose importanti, le distinziotra
i concetti fondamentali e quelli meno, gli esempi e i disegni.

b
[fx)dx = o(b) - ¢(a).
Abbiamo ottenuto la seguente regola.

L’integrale definito di una funzione continua f(x) é uguale alla differenza
tra i valori assunti da una qualunque primitiva ¢ (x) di f(x) rispettivamente
nell’estremo superiore di integrazione e nell’estremo inferiore.

Figura 2.7: formula di Leibniz - Newton

Passiamo ora a.ezioni di analisi matematica 1 . Lanconelli descrive
il calcolo integrale nel nono paragrafo del capitolo 5. Lo proponermen-
trandosi in modo particolare sull'aspetto teorico, tralasciando eswi e tec-
niche di calcolo; risulta quindi un testo strettamente indirizzato atsidenti

universitari di falcola scienti che.
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Viene infatti de nito l'integrale di Riemann tramite le somme superiorie
quelle inferiori (Figura 2.8):

d Definizione 9.6. Una funzione limitata f : [la,b] — R si dice integrabile secondo

Riemann se risulta
) — b
/f(z)dx=_/ f(z)dz .

b , ‘
Inqucstocasoilnumcmmalc/ f(z)dz=/ f(z)dz sichiama integrale di
a
— o

[f(x)dz. :

Figura 2.8: de nizione di integrale nel libro di Lanconelli

e si indica

dopodicte sono dimostrati in modo esaustivo tutti i teoremi cheiguar-
dano l'integrabilia delle funzioni: ovvero se una funzionee continua mono-
tona o limitata e ha un numero nito di punti di discontinuite integ rabile
secondo Riemann. Successivamente il teorema fondamentale dédato inte-
grale viene presentato attraverso il concetto di funzione integje (Figura 2.9),
segue la de nizione di primitiva (Figura 2.10) e lo stesso teorema rifoulato
secondo la de nizione di Leibniz - Newton (Figura 2.11).

Teorema 9.18 (teorema fondamentale del calcolo integrale). Sia f € R,y - Poniamo
I;:[a,b] o R, I/(z) =/ f(Hdte .

Allora:
@) I, é continua in ogni punto di (a,b)] ;
(ii) se f écontinuain z, , allora 1 7 édenvabile in z, ¢ si ha

I}(Io) = f(z) .

Figura 2.9: teorema fondamentale nel libro di Lanconelli
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2. Insegnamento e apprendimento del concetto di integral e

Definizione 9.21. Sia f : [a,b] — R . Unaprimitiva di f ¢unafunzione ¢ : [a,b] —
R, denvabile in ogni punto di [a,b] e tale che ¢'(z) = f(x) perogni t € la,b].

Figura 2.10: de nizione di primitiva nel libro di Lanconelli

1 Teorema 9.25. Sia f € C([q,b],R) esia ¢ unaprimitivadi {. Allora

b
[ 1@az= s,

dove
[#(2)] = ¢(b) — $(a) .

. . » =
Dimostrazione. La funzione I;:[a,b] > R, I(z) = f(t)dt, peril Corollario

9.19, & una primitivadi f. Per I'Osservazione 9.24 esiste gllora una costante reale C
tale che I(z) = ¢(z) + C perogni z € [a,b] . Di conseguenza

]
-/o Hz)dz= [f(b) = Ij(b) —I,(a) = ($(b) + C) — (4(a) + ) =
= ¢(b) - ¢(a) .

Figura 2.11: La formula di Leibniz - Newton nel libro di Lanconelli

Possiamo dire che questo testo presenta la teoria del calcolo intdgrdi
Riemann senza tralasciare teoremi e de nizioni, quello che manca sogli
esempi e soprattutto i disegni, fondamentali alleati all'apprendinmo dei
concetti durante lo studio.

Il capitolo 6 di Elementi di analisi matematica. Volume 1 svilup-
pa la teoria dell'integrazione secondo due impostazioni alternative. eNa
prima viene de nito l'integrale per le funzioni continue attraverso le @mme
di Cauchy - Riemann e tutte le sue propriet: la linearif, la monotmia e
l'additivie. (Figure 2.12 e 2.13).
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. 3 = ]
suddivisione di un 6.2.3. Definizione. Siano [a.b] CR e n € N*\ {1}; poniamo h, = (b—a)/n .

intervallo ) o ’
n=a+ih,. i=0,1,...,n.

. . _ s = r = 2
Risulta allora a=rp <01 < - <Ip = bewi—xi1="hn,per i=12...n.

: e g ;
L'insieme o, = { ro.21.....2n} viene detto suddivisione dell'intervallo {a.b].

somma di 6.2.4. Definizione. Siano f € C([a,b],R). n € N'\{1}, o, = {x0.21.... . n}
Riemann la suddivisione di [a.b] in n sottointervalli congruenti. Per ¢ = 1,2,... . n.in
ogni intervallo [r;_1.x;] scegliamo un punto ¢;, cioé ¢; € [z;—1, 2] : in tal caso.
diciamo che la scelta di punti (c1,co,...,cn) €subordinata alla suddivisione o, .
Chiamiamo somma di Riemann della funzione f, relativa alla suddivisione o,, e

alla scelta di punti (¢j.co..... ¢n), il numero reale

Sr(ficico.. ... Cn) = Zf((l)(l'z —zi) = b—a Z fled).
i=1

d=1 n

Figura 2.12: somme di Cauchy - Riemann

integrale di una

6.2.8. Definizione. Sia f € C([a,b],R). Chiamiamo integrale di f il limite
delle successioni di somme di Riemann, la cui esistenza e indipendenza dalle scelte
di punti effettuate sono assicurate dal Teor. 6.2.5; lo indichiamo col simbolo

funzione continua

./ubf(x) dz

che si legge “integraleda a a b di f di z in di ™.

Figura 2.13: integrale di una funzione continua

La seconda impostazione invece, de nisce l'integrale e relative progh
per una classe di funzioni pu ampia attraverso le somme super@ le som-
me inferiori. Si pw osservare che questo testo e quello per i licgilgppano
gueste due alternative in modi opposti: quello delle superiori de nisd'inte-
grale per funzioni continue attraverso le somme superiori e inferiie@ de nisce
I'integrale per classi di funzioni pu ampie attraverso le somme di &ichy -
Riemann, questo di Barozzi fa esattamente il contrario. Questtimo dedi-
ca poi un'intera sezione ad esporre e dimostrare alcune condiziomicgenti
a nche una funzione sia integrabile, in particolare si dimostra l'integabilit
delle funzioni continue richiamando il teorema di Heine - Cantor.
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2. Insegnamento e apprendimento del concetto di integral e

Al teorema fondamentale del calcolo integrale viene dedicato un inbe
paragrafo: questo libroe uno dei pochi che segue l'impostazionggerita da
Bramanti nel paragrafo precedente. Si pw osservare, nellagara 2.14, che
la dimostrazione non usa il concetto di funzione integrale, mae d@tanente
guella proposta nel Teorema 2.2.3, e a di erenza di quanto dettolgaragrafo
precedente, qui tutti i teoremi utili alla dimostrazione vengono runciati e
dimostrati nelle pagine prima.

primo teorema 6.5.1 o8 . : q
Il -1. Teorema (primo teorema fondamentale del calcolo integrale).

calcolo integrale Sia f € C'([a.b].R) (v. Def. 5.9.2). Allora

b
[ r@aie=s0)- 1.

DIMOSTRAZIONE. Poiché. per ipotesi, f e C'(a,b] ,R) , la funzione derivata fre
continua. Se ¢ = {wg.x1....,. r,} € Bl ,2 applicando il Teorema di Lagran-
ge 5.6.2 a ciascuno degli intervalli [i—1,2;], otteniamo che esiste una scelta di punti
clo) = (er.09..... Cn).con ¢; € [zi_l,arl] , per cui

n

by = fla) = Z(f(lz) - f(mi—l)) = Zf’(c‘,v)(wl —xi_1).
i=1

i=1

L'ultima somma scritta ¢ una somma di Riemann per la funzione continua ' per-
E Yo o RB* = | P S 2 . .

tanto. V= € RY . do. € E[u,h] . tale che, qualunque sia la scelta di punti c(o.) si
abbia

b
i/ f'(x)de — SR(f';(TE. (1((75))| <e.

Ne consegue che. ¥z € R} , si ha

b
/ Fayda = (£(6) - /’(u)J[ .

Per 'arbitrarieta di = . il teorema ¢ dimostrato. -

Figura 2.14: Teorema fondamentale del calcolo integrale

Segue poila de nizione di primitiva con una seconda versione del tema, poi
la de nizione di funzione integrale con altre due versioni dello stestmrema
che utilizzano proprio questo concetto; il tutto segue una coeramlogica con
il rischio peo di confondere gli studenti con cos tante formiazioni dello
stesso teorema. Questo testo presenta la teoria del calcolo imgdg in modo
rigoroso: tra i libri analizzati e sicuramente il pu completo, soro infatti

presenti numerosi esempi e disegni, l'organizzazione gra ca dellgazio e
ottima e favorisce sicuramente gli studenti nel loro lavoro.



Capitolo 3

Il questionario sul calcolo
Integrale

Lo scopo iniziale della nostra ricerca era quello di veri care I'apprendi-
mento del calcolo integrale tra i ragazzi delle classi quinte dei licaianti ci.
Questo capitolo e allora dedicato all'analisi dei risultati di un questioario
che e stato somministrato a studenti dell'ultimo anno di tre licei scisti Ci
di Reggio Emilia. Oltre ad unapprendimento algoritmicg ovvero I'abilit di
dare risposta alle operazioni, al calcolo, all'applicazi@ di formule o al di-
segno di gure usando strumenti opporturli eravamo soprattutto interessati
alla veri ca di un vero e proprio apprendimento concettuale

un concetto si considera costruito quando l'allievo e in @do
di identi care proprien di quel concetto, di rappresentalo, di
trasformare tale rappresentazione, di usarla in modo opgano?.

Per questo motivo, gli esercizi inseriti nel questionario non sonersplici do-
mande a culi il ragazzo deve rispondere limitandosi ad applicare le oégo le
formule studiate, ma sono esercizi che mettono in relazione le abilfgura-
mente meccaniche con quelle che riguardano la capacia di ragioagsrima
di procedere ad eseguire calcoli. Ogni quesito riguarda aspetti elisi del

1G.Bolondi, M.l.Fandino Pinilla, Metodi e Strumenti per [Ilnsegnamento e
I'Apprendimento della Matematica, Edises, 2013.

a7
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3. Il questionario sul calcolo integrale

calcolo integrale, dalla media integrale alla formula per parti, dalla funzie
primitiva al teorema fondamentale del calcolo integrale. Altro aspt&t molto
importante e il fatto che in ogni quesito si cerchi di legare il caldo inte-
grale con un argomento di analisi studiato precedentemente, ceri valore
assoluto, le proprietr dei logaritmi o i limiti notevoli; questo per ri@rdare ai
ragazzi che in matematica, come in generale in tutte le altre disciplinegni
argomento none a € ma acquista importanza nel momento in cui Lo
collegare e sviluppare insieme ad altri.

Analizzeremo ora le risposte date nel questionario, lo faremo quesier
guesito, cercando di individuare eventuali problemi, misconcezionn qua-
li punti i ragazzi hanno incontrato pu di cola e in quali meno, s e hanno
fatto errori ricorrenti e quali, se ci sono state risposte che han evidenziato
particolari abili di calcolo o ragionamento oppure che hanno mostto che
l'argomento none stato proprio capito.

La maggior parte delle domandee stata posta in modo da chiedereragazzi
una motivazione alle loro risposte, per cercare di capire meglio il lorodlio
di apprendimento.

Il questionarioe stato somministrato a:

n 37 studenti del liceo scienti co \Ariosto - Spallanzani* di Reggio
Emilia;

n 12 studenti del liceo scienti co \San Gregorio Magno" di Sant'llario
d'Enza (RE);

n 135 studenti del liceo scienti co \Aldo Moro" di Reggio Emilia;

per un totale di 184 studenti frequentanti la quinta liceo.

In particolare, le classi sono state due al liceo Spallanzani, sei al éiddoro
e una al liceo San Gregorio.
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Poicte il programma scolastico prevede che il calcolo integrale vengvol-
to all'incirca tra i mesi di Aprile e Maggio, il questionarioe stato svolb dai
ragazzi verso la met di Maggio ed e stato somministrato ad ogntlasse
dal proprio insegnante di matematica. In alcune classi ero preserinsie-
me al docente durante lo svolgimento della prova, in quelle in cui nonrso
stata presente avevo anticipatamente spiegato agli insegnantipaova e da-
to alcune indicazioni a possibili domande che i ragazzi avrebberotyio fare.

Tutti gli insegnanti hanno valutato le prove dei ragazzi come s@$se una
vera e propria prova di veri ca, co ha favorito sicuramente lo scpo della
nostra indagine poicte i ragazzi hanno svolto la prova seriamentnon in
modo approssimativo, ma sicuramente sie anche stabilito quello cliBros-
seau chiamecontratto didattico, ovverol'allievo, giunto al momento di dover
dare risposte, non si pone domande sul contenuto, ma su chsactinsegnan-
te si aspetta che egli faccia o risponda

Riportiamo nella pagina seguente il testo del questionario.
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3. Il questionario sul calcolo integrale

Il testo del questionario

1. Calcola la media integrale della funzioné(x) = ij

> nell'intervallo
[ 1;2] e determina i valori dellax in cui la funzione assume il valor
medio.

2. Data la funzionef (x) = jsenxj, x 2 [0;2 ],
indica tra le seguenti funzioni quali sono le primitive df nell'intervallo
[0;2 ]

co9qx) se 0 Xx
cogx)+2 se <x 2
B: F(xX)= {cos(x)j se x2[0;2 ]
codx) se 0 x
co9qXx) se <x 2
D: F(x)= (J cogx)] se x2[0;2 ]

Ar F(X)=

C. F(X-=

1 co9dx) se 0 X

B F= co9qXx) se <x 2

3. siaf (x) una funzione continua e derivabile, tale ché{x) = 3 x, allora

Si pw scrivere:
R
A, xf(x)dx = f?(x)+c
R
B. 3xf?(x)dx = f3(x)+ ¢
C. 2xf(x)dx = 3f?(x)+ c
D
E

Py,

R
xf 2(x)dx = &f3(x)+ c
R

exf S(x)dx = f8x)+ ¢

Giusti ca la tua risposta.
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X

_, sentdt
4. Calcolare lim————.
x!' 0 x4

5. Calcola la derivata, rispetto ax, della funzionef (x) tale che:
f(x)= ,?In%dt, conx > 0.

6. Di una funzionef (x) si sa che ha derivata seconda ugualesanx e che
fY0) = 1.
Quanto valef (5) f (0)?

7. Siaf (x) una funzione continua, di cuiF (x)e una primitiva.
Quale delle seguenti uguaglianzee corretta? Giusti ca la tua rispte

F(x)e*dx + RF(x)exdx
X2F (x) R2xf (x)dx

R

A. e‘f (x)dx
R

x2f (x)dx

RT0, - FO), RF(

dx
R R
f(x) f(x)dx = F(X)f(x) f (x)f {x)dx

X2

X

B
R R
C. f (x)cosxdx = F(x)senx senxF (x)dx
D
E
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3.1 Quesito 1

Il questionario si apre con il seguente quesito:

Calcola la media integrale della funzioné(x) = Xjsz nell'inter-

vallo [ 1;2] e determina i valori dellax in cui la funzione assume
il valor medio.

In questo quesito si chiede quindi ai ragazzi la conoscenza dellarfola della
media integrale, di trovare il valore dellax in cui la funzione assume il valor
medio, ma soprattutto nella funzionee presente il valore assolutargomento
piuttosto ostico per la maggior parte dei ragazzi, ma che studerdi quinta
liceo scienti co dovrebbero ormai conoscere bene.

Abbiamo classi cato le risposte nel seguente modo:

in bianco;
corrette;

parzialmente corrette ovvero ci riferiamo a chi ha calcolato corretta-
mente la media integrale ma non ha svolto, o I'ha fatto in modo errato,
il calcolo dellax in cui la funzione assume il valor medio;

errate, che possiamo suddividere in:

{ chi ha impostato bene il calcolo della media integrale, dividendo
correttamente il valore assoluto ma ha fatto errori non trascabili
nel calcolo dell'integrale - indicheremo questo errore comserore
calcolo integrale

{ chi ha impostato in modo errato lo svolgimento - indicheremo
guesto errore coma@mpostazione iniziale erratg

{ chi ha impostato lo svolgimento in modo corretto scrivendo ad
esempio solo la formula della media integrale per la funzione data,
ma non ha svolto il procedimento - indicheremo questo errore come
integrale non svolto



53

| risultati del quesito 1 sono stati i seguenti:

quesito 1

Hin bianco ®corrette M parzialmente corrette @ errate

Figura 3.1: Risposte quesito 1

possiamo osservare che solo 38 ragazzi (il 21%) hanno svolto l@ser in
modo corretto rispetto ai 126 (il 68% circa - una percentuale molt@lta) che
I'nanno svolto in modo inesatto.
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3. Il questionario sul calcolo integrale

Le percentuali riguardo i tipi di errore sono le seguenti:

errori

M errore calcolo integrale B impostazione iniziale errata Lintegrale non svolto

Figura 3.2: Errori quesito 1

Sono stati 67 gli studenti che hanno commesso l'errore che abb@omiamato
impostazione iniziale errata tra questi in molti hanno riscritto correttamen-

te la funzione preceduta dal segno giusto sui due intervalli eliminandos il

valore assoluto, ma non hanno cambiato gli estremi di integrazioche sono
sempre rimasti -1 e 2 (Figura 3.3), altri invece hanno fatto la sommdelle
medie integrali su [ 1;0] e [0; 2] (Figura 3.4).



55

1) Calcolala media integrale della funzione f(x) = f%'; nell'intervallo [—1; 2] e determina i valori della x In cul la
funzione assume il vator medio.

("
e oz 3 o %
o
! 2§|\| g
4ty ex x>0
2 VT g 2
g B @)i R b
Y\X\ A RS P
e ~‘ﬁQdy /
vooXt \} -
2\ 2
’ ;—i Aax
2 xt+&
PCkE2-2 .
S Y S R X4+2 +2
=Xt 2 i sy - ‘S—FQ olx = X = 2 Quix+ L)k
N 2
@ [X-Z,Q,MIX+Z'] ;[2—11&(\ +4-2w|d—0 '30‘13
i 3
’\2” % ' % [
D\ =-—_dx = +*\ 2 dy = x- 24ix+2] +x
\—"'5 X+2 2 Xt 2 =
- -\ '
( x—?Q.u\x*l\—J - ['\'21)*\1—‘"2‘2»'\((}03'3\”
- ‘2 o
meo= 'EZ c3 " ,E_S_
> fle's)
o = L R S‘)} = {L}
3 200

Figura 3.3: Impostazione iniziale errata



56

3. Il questionario sul calcolo integrale

1 ;
} Calcolaia media integrale della funzione fCx) =2

funzione assume il valor medio.

X - Ly
xn Tt
B . el

wxryy 0a2)
Lx: ._)O&I.l’wz
* (24 =-2001

X
K()c7= Xbz 172

) 2-2
b APPE g
2 2 K+2

- [ {——L&;){:(]O:,Q_‘[t’dultﬁjé .
A

2 A 20uA !
200 A + 3(2'1&12’) B R —é_ﬂ;l‘:—-éu@uz

~ = —2ARM2
- 28

<= AUl —
13 U

X 1’
vy nell'intervallo [—1; 2] e determina i valori della x in cuila

x+z=t dx=20E
X2~z

,riglt:zarz
), ¢

>

-z . M j‘uz

x+rz 32
“2x =—(x) Qy
~ZX 2 e U2~ 2002

¥(luz-2) =) gu,

Figura 3.4: Impostazione iniziale errata
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Per errore calcolo integraleinvece, si intendono le risposte di tutti gli stu-
denti che hanno impostato bene la risoluzione del problema ma nonnina
saputo integrare correttamente la funzione: ad esempio alcunirire cercato
di integrare per parti, altri facendo un cambio di variabile, rendetio mol-
to complicato il calcolo e quasi impossibile un risultato corretto; comad
esempio nella Figura 3.5 dove l'integralee stato svolto con il metodo dosti-
tuzione, ma lo studente sie scordato di modi care gli estremi dntegrazione.

1) Caicol
2 la media inte,
funzio grale della funzione f(x) = 3!‘; nell'intervallo [—1; 2] e determina i valori della x in cui la
Ne assume il valor medio. *

F("){ X>0 4 X P Py
X2 X4 - ~4;9 X i e
o f::l N -2 [— ] P ""“Qj‘*j‘"—m
x4z SX s x0 2t
2 - 0 x+42 x¢-2.5
I
a = J-1 Xx=*2 K42 =% )
. :k-z='21“;*’l <0
2-(1) : dx = 1dt
t2 d* . -a 2 .
£ _ ) A ‘gdkjc-a]nt-lﬂz
7 74 2
= x49 - In(x+2) ,

°
©12-Iny - (q -iny?)-
= 9dny-4AUdy=C-2+h

© _\(0{5( ° . ¢ 0
J, —d =Jf—’;‘31*j% 44t -t Ly

t
A 0
= ZIniX‘H.)— X4+ Ll = 9.}“(2).} A+ - <3.h’\li’9)

= M+S-}M.2=@
Vin = —(-an{ﬁ!)' /( Q]hq—l‘( 4 A.
-3 —'L\n:/l = T3 —Z\nujwa =
= 9y

Figura 3.5: Errore calcolo integrale



3. Il questionario sul calcolo integrale

In ne, con integrale non svoltointendiamo classi care le risposte dei ra-
gazzi che hanno scritto in modo corretto la formula della media integle per
la funzione in esame, hanno scritto bene gli estremi di integrazigriganno
diviso per I'ampiezza dell'intervallo ma non hanno svolto i calcoli, come nella
Figura 3.6.

1) Calcola la media integrale della funzione f(x) = le nell'intervallo [—1; 2] e determina i valori della x in cui la
x+

funzione assume il valor medio.

Poos 5 [an] F(0)- [° Py ]

e =

b-o

Figura 3.6: Integrale non svolto

Tra gli esercizi proposti nel questionario, possiamo osservalgecquesto e
stato quello che ha dato un maggior numero di risposte sbagliate redfp a
guelle esatte. Dall'analisi delle risposte abbiamo capito che: il valoresatu-
to rimane ancora un argomento di cile per ragazzi di quinta liceo, la radia
integrale viene insegnata forse pu come aspetto teorico rispetall'uso della
formula come risoluzione pratica negli esercizi, tanti ragazzi fannrmolta fa-
tica nel calcolo degli integrali.

Concludiamo questo primo quesito riportando alcune risposte ereatra
le pu signi cative, che ci lasciano intuire che per tanti ragazzi il oncetto di
media integrale none proprio stato compreso e quello di valore at#o e
ancora un argomento ostico a tanti.
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1) Calcola la media integrale della funzione f(x) = x-‘z—'z nell'intervallo [1; 2] e determina i valori della x in cui Iz
funzione assume il valor medio.

=z
2
41(“' A +Z>‘_-_ %4.)51 (XfZ\' )_(f =
2-0 Q/ 2w Fi VA
= 7 . 2z 2 A w4
AP -] 4o 4] -4
zkz \2302% zZ 6 Jo 2L ¥ i -
. 4
hae Lo 1.3-4)
or - X+
- Of xZ 4= x2 AN
47 * Kx»rz\f'l/xi dx 4+\:_z(xfz)r_._§ L
A rdn el AT Lrd =6
Re: $1= 1rh-4 =%

Figura 3.7: Qui uno studente, oltre al grave errore nel calcolo dell'iagrale,
separa in modo corretto il valore assoluto rispetto ai due tervalli, ma nel
calcolo della media integrale invece di dividere per I'amgrza dell'interval-
lo, somma l'inverso dell'ampiezza dell'intervallo al vale dell'integrale della
funzione sul quel determinato intervallo.

1a . " . inai i incu
Calcola la media integrale della funzione f(x) = % nell'intervallo [—1; 2] e determina i valori della x

funzione assume il valor medio.

) Ex . g4«

Figura 3.8: Anche se gli estremi di integrazione vengono scelti in modaret-
to, il valore assoluto rimane in entrambi gli integrali. Nelsecondo passaggio,
guello che lo studente identi ca come N (presumibilmente dumeratore), an-
che se ck il segno di integrale, il ragazzo non esegue ilaab dell'integrale,
ma semplicemente valuta la funzione negli estremi.



60 3. Il questionario sul calcolo integrale

) Calcola la media integrale della funzione fox) = % nell'intervallo [—1; 2] e determina i valori della x In cui

funzione assume il valor medio.

" fﬁ(%o\ - $0) * S:S;m).:

= 3. k%;—i(k\* So\ 4(!\) -

=
:14 =% -1\ -
500 2§ )

Figura 3.9: Quie interessante osservare che la funzione viene separatome
f (x) ef(x), ma lintervallo di integrazione rimane sempre lo stesso dig

estremi sono scritti al contrario

1) Calcola la media integrale della funzione f(x) = % nellintervallo [—1; 2] e determina i valori della x in cui la

funzione assume il valor medio.

oo -t () a2

L/Ew 7 TR

[0:L12)

(2
V. nEDas A0 = Cheke A lﬁ,] z
-1

- = w1

N AL (i;-,l__ﬂ_ X< l_)CL:_i K:‘-—%
e "}—é Yo ¢

Figura 3.10: Qui lo studente decide di calcolare la derivata della funne,
per poi andare ad integrarla nella formula della media integje.
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inai i in cuila
1) Caleola la media integrale della funzione f(x) = 5—% nell'intervallo [—1; 2] e determina i valori della X
funzione assume il valor medio.

> x¢~2}

A Chrp — A ¢ X
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XD . —’ ) ;Z
CERSEEE ) NI AR S
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(- s\nb
4 .-3 InG = =
3¢ ©
LQUO SO0 > AN el ANMUL M © \( bauReE MED.© SQ)’\()
X\a \nl > = —slny
¢ S

Figura 3.11: Oltre agli estremi di integrazione presi in modo sbagliatd'in-
tegrale viene calcolato come se fosse un prodotto. Si calaaifatti I'integrale
del primo termine e lo si moltiplica per quello del secondorteine.

) ey - ella xin cu
1) Calcola la media ntegrale della funzione f(x) nell'intervallo [—1; 2] e dete 2 i valori della ila
funzione assume il valor medio

’LJ,A— dse T % c | Mg
F('Z); S_ PP L S\ e dx = dsee g - Ax
g L, (("/—%’i"'

Figura 3.12: La formula della media integrale viene scritta in modo corte,

il problema di questa risoluzione riguarda il modulo. Nel @endo passaggio
infatti scompare e invece dovrebbe esserci; nel passaggicsssivo (dove non
dovrebbe esserci perche si sono divisi gli intervalli) irece ricompare.
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3.2 Quesito 2

Data la funzionef (x) = jsenxj, x 2 [0;2 ],
indica tra le seguenti funzioni quali sono le primitive df nell'in-
tervallo [0; 2 |:

co9qx) se 0 x
cogx)+2 se <x 2
B: F(xX)= {cos(x)j se x2[0;2 ]
codx) se 0 x
co9qXx) se <x 2
D: F(x)= (J cogx)] se x2[0;2 ]
1 co9dx) se 0 X
co9qXx) se <x 2

Ar F(X)=

C. F(X-=

E: FX)=

Attraverso il secondo quesito si chiedeva agli studenti quale sse essere
la primitiva di una funzione trigonometrica, racchiusa dal valore astuto.
Ancora una volta compare il valore assoluto, ma di erentemente tlguesito
precedente sembra che i ragazzi non abbiano avuto particolaroplemi con
il segno della funzione.

Per rispondere a questo quesito si chiedeva agli studenti di cettare la
risposta/le risposte corrette. Lo scopo iniziale di questa domangdera testare
la capacitn dei ragazzi nel riconoscere che ci sono tra le possibiBposte
funzioni non continue e quindi che non possono essere primitive gernon
derivabili, quindi I'unica risposta correttae I'opzione A. Poi pe, ri ettendo
sul fatto che la continuita di una funzione none ancora un condgo del tutto
familiare per un ragazzo di quinta liceo, abbiamo deciso di classi caagparte
I'insieme delle tre risposte A, C, E, in quanto le funzioni di C ed E, che no
sono continue, hanno pewo la derivata che si desidera in ogni punin cui
sono continue (e derivabili).
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Le risposte date sono state suddivise nel seguente modo:
A+C+E;
in bianco;
B+D;
solo l'opzione C;
solo opzione A, evidenziando di anco chee l'unica continua;

altre combinazioni, in tanti infatti hanno risposto combinando tra loo
diverse opzioni comunque in modo errato.

quesito 2

WA+C+E MWin bianco ®B+D 1 soloC MsoloA+continuita M altre combinazioni

Figura 3.13: Risposte quesito 2
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3. Il questionario sul calcolo integrale

Come evidenziato dal gra co della Figura 3.13, possiamo osservate c
i ragazzi che hanno lasciato il quesito in bianco solo una percentuat®lto
bassa, come d'altronde ci si poteva aspettare essendo una dod@aa risposta
multipla in cui non si chiedeva di motivare la risposta. Molto positivo ell
fatto che la stessa percentuale (quindi 5 studenti su 184) hanmsaelto la
combinazione B+D, risposte entrambe errate. L'insieme delle tre risgte
A+C+Ee stata scelta soltanto da 30 ragazzi, contro gli 84 che hamo risposto
solo l'opzione C.

Credo che il motivo riguardo alla scelta della sola opzione C sia dato dal
fatto che nella funzione non compaiono delle costanti sottratte @smmate
al cosx a dierenza di A ed E, e questo pw essere considerato un grave
errore percte i ragazzi non riconoscono che la derivata di unastantee una
funzione nulla, nonostante sia uno dei primi concetti che imparamguando
si inizia a parlare di calcolo di erenziale. Sono solo 3 i ragazzi su tutt
184 a cuie stato somministrato il test (pari a poco pu dell'1%) cle hanno
riconosciuto che solo la Ae corretta poichee continua, Figura 3.4.

2) Data lafunzione f(x) = |senx |, x € [0; 2n),
indica tra le seguenti funzioni quali sono primitive di f nell'intervallo [0; 27]:

7( F(x) = { —C0SX se0<x<m

cosx+2 senm<x<2n

B. F(x)=|cosx|, xel0; 2]

(o) _[(—cosx sel<sx=m ( e s o TT)
N )S( F(x) {Cosx sent<x < 2nm B
D. F(x) = —|cosx|, x¢€[0; 2m]
. _(l1—cosx se0<x=m (QLW )
E. Fix) = [ms;\' senr < x <2m ] Lo IT

Figura 3.14: Risposta corretta quesito 2
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3.3 Quesito 3

Il terzo quesito chiede agli studenti di trovare una funzione, dcui si
conosce la derivata, che veri chi un‘uguaglianza:

Siaf (x) una funzione continua e derivabile, tale ché{x) = 3x,
allora si pw scrivere:

R
A, xf(x)dx = f?(x)+ c

R
B. 3xf2(x)dx = f3(x)+ ¢
C. 2f(x)dx = 3f?(x)+ ¢
D
E

Py

R
xf 2(x)dx = if3(x)+ c
R

exf S(x)dx = f8(x)+ ¢

Giusti ca la tua risposta.
La risposte a questo quesito sono state classi cate come:
in bianco;
errate;
corrette, che in base alle giusti cazioni sono state classi cate come:

{ senza motivazioneindicano le risposte degli studenti che hanno
crocettato la risposta D (quella giusta) ma non hanno motivato la
loro scelta;

{ motivazione erratg
o : . . . 1
{ motivazione correttale risposte degli studenti che derlvandgf 3(x)
hanno osservato che si ottiene proprio

% 3 2x) Fqx) = é 3 2(x) 3x = xf3(x);

{ si integra la derivata i ragazzi che hanno motivato la risposta
D integrando f {x) = 3x conc = 0 e hanno sostituito la f (x)
ottenuta nelle varie opzioni no ad ottenere l'uguaglianza esatta.
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3. Il questionario sul calcolo integrale

Sono stati 141 i ragazzi che hanno risposto in modo esatto a goeguesito,
24 quelli che non hanno risposto correttamente scegliendo quasititl'opzio-
ne B e i 19 ragazzi che hanno lasciato la risposta in bianco, come riptwo
nel gra co della Figura 3.15,e quindi un risultato molto positivo.

quesito 3

corrette
77%

® in bianco corrette  ® errate

Figura 3.15: Risposte quesito 3

Per quanto riguarda le giusti cazioni delle risposte, sono quasi iliplo i ra-
gazzi che hanno motivato la loro scelta integrandbqx) e procedendo per
tentativi, come alcuni hanno scritto, rispetto a quelli che sono partiti dal-
'uguaglianza; e sicuramente un ragionamento pu sicuro per arrare alla
risposta corretta poicte si sostituisce no ad ottenere un'ident, ma risulta
un procedimento molto lungo e anche non troppo rigoroso perctepec=0

e una scelta del tutto arbitraria, Figure 3.16, 3.17, 3.18.
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motivazioni alle risposte corrette

motivazione corretta
23%

M senza motivazione B motivazione errata motivazione corretta H si integra la derivata

Figura 3.16: Motivazioni Risposte quesito 3

V‘-’Pem sba 3:-“’;M\ﬂij>\‘g o l.; Jevivabe iu‘.u;
x FZ x) .aK = -i/" = x| € ¢ ‘,\'['J\\Ev\\t, 4 % . 1.
g ( 3 j ,\(‘.)C ﬁ(‘\ R -_5‘:@?(3).(-:): ‘/F(,)
Jevirande
— £ g y . 1) /e < 5
dx 3 F(;() ‘0) - _j. a:(f (‘")) = j— 1EHN) f'@) :%/}x £26) - fz&) .
i

LL?, e ewn u‘.b e Ptﬁ cla” che L‘Vﬂ Vid~G SO H?Q ™ Ra n\ﬁ

Figura 3.17: Esempio di chie partito correttamente dall'uguaglianza
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{'(v):ﬁx ) 3x dx e %*v c=0
@ j%i(‘)d’:\'l3x6:ixu QZ(X);jXQ
u{ 4 U
P/\f‘jsxixlzf,Ly 23(x) ~ ¥ x ©
q 5 7
© [oxf)ax= (3 3 PA0) - 3xC
4
© Jx 41 (x)dxfj( L‘Xo“ S92, Bt e
5 4 Ep)
If (x) = | /—ixl
s
0) jxel(x)dx“_ xbre = LP3(x) 4+
FaLe 8 9 g
Lp3) = | (ix*)‘ v L #8" 4 B F
? J 7 93 (7

%Ql(x):g< 0o ﬂ(&) fgx *3( b
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R i My VM < jS {Zg()() JL‘i(_s xl)lc =
L4 IR ><‘+ _3 ¢ - ‘
o & C——-i:< +iC..

Figura 3.18: Due esempi di chi ha integratd {x) e postoc=0
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Di seguito si riportano gli svolgimenti di tre esercizi: i primi due (kura
3.19) contengono gravi errori nella giusti cazione della risposta,onostante
fosse quella giusta per entrambi. Il primo studente, invece di inteaye, ha
derivato 3x, ottenendo come funzioné (x) = 3, che ha poi sostituito in tutte
le opzioni date ottenendo come risultato dei valori per la. Probabilmente
avi scelto come risposta la D poichex risulta % chee lo stesso coe ciente
che si trova a destra nell'uguaglianza.

L'altro studente integra correttamente X ma non sostituisce la funzione ot-
tenuta ma la derivata, per poi eguagliare nell'ultimo passaggio 9 ceéex
conf (x). Il terzo esercizio (Figura 3.20) riguarda una motivazione che solo
pochi studenti hanno _dato: partendo infatti da xf 2(x)dx hanno cercato di
ricondursi alla forma  f {x)f "(x)dx.

Figura 3.19: Errori nella giusti cazione risposta D
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3. Il questionario sul calcolo integrale

ST #‘(x\;"sx o wP¥oo pot X,'m\t\uoﬁ f’uthfww\nu

{200 IM(x) - W;,ﬂ_i_\
’ N A
%Ssx ng(q; 15 £“;m . éja(x)

Figura 3.20: Giusti cazione corretta

3.4 Quesito 4
Il quesito 4 chiede di:

X

__, sentdt
Calcolare lim—————.
x!' 0 X4

In questo esercizio viene chiesto ai ragazzi di riconoscere unari@ indeter-

minata del tipo g che si risolve applicando De I'Hospital, quindi di utilizzare
il teorema fondamentale del calcolo integrale per il numeratore, pecono-

scere il limite notevolelim 0?. E quindi un quesito che collega molti
argomenti dell'ultimo anno delle superiori, in particolare il calcolo integie

con la teoria dei limiti che si studia all'inizio dell'anno scolastico. Le risptes

del quesito sono state classi cate nel seguente modo:

in bianco;
corrette;
errate, suddivise in:

R
{ calcolo dell'integraleper chi ha calcolato a parte I'integraleox sent3dt;

{ innito come risultato per chi ha ragionato nel seguente modo:

sentddt . sinx3 . sinx® 1
— = |im = |lim - =1
x! 0 x4 xI' 0 x4 xl o x3 X
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{ De I'Hospital pu volte per chi ha applicato De I'Hospital pu di
una volta in modo errato;

{ errori vari.

Complessivamente i risultati di questo quesito sono soddisfacemfatti sono
stati 95 gli studenti che hanno risposto in modo corretto: 84 hao ricono-
sciuto il limite notevole mentre gli altri 11 hanno applicato il teorema dDe
I'Hospital due volte, 41 i ragazzi che hanno lasciato in bianco e 48 tjuehe
hanno sbagliato, come mostrato nel gra co della Figura 3.21.

quesito 4

Werrate ®in bianco © corrette

Figura 3.21: Risposte quesito 4
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Gli errori invece hanno dato i seguenti risultati:

errori

De I'Hospital pit
volte
27%

H calcolo dell'integrale H infinito come risultato De I'Hospital piu volte H errori vari

Figura 3.22: Errori quesito 4

in 13 hanno applicato il teorema di De I'Hospital pu di una volta ma sh-
gliando (Figura 3.23), in 14 hanno calcolato a parte l'integrale (Figura.34),
in 14 hanno commesso errori vari e in 7 ragazzi hanno dato comeultito
1 (Figura 3.25), riportiamo nelle seguenti gure diverse tipologie di eori
commessi.

X
) (j]jad-’ed‘t A N %& _
b, 75 e Nl T iy 4
=i memx
X~p0  yx?
i N\ i N\ N VMD\A{N\
2\ w0 Mol Be LHORT

:Qim 2wsX o 2 e P
XPo T\ ©

Figura 3.23: Teorema di De I'Hospital applicato due volte ma in modo
sbagliato
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Figura 3.24: Calcolo errato dell'integrale

x
f 'Smt” At = W Th.wcow wregraus ()= £
o

= [\ ‘Ks

Figura 3.25: Errore: in nito come risultato
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3. Il questionario sul calcolo integrale

Concludiamo l'analisi del quarto quesito riportando le risposte di due
studenti: nella prima (Figura 3.26) I'esercizio viene svolto in modo pette
ma nell'ultima frase viene riportata la seguente motivazional numeratore
applico il secondo teorema del calcolo combinatorisi tratta probabilmente
di un errore di distrazione dove il ragazzo ha confuso i nomi deidremi, nella
seconda l'alunno continua ad utilizzare in modo molto ingenuo il teorenth
De I'Hospital no ad ottenere (con calcoli errati) un risultato nito % che
scrive uguale adl (Figura 3.27).

Figura 3.26: Errore: si applica il secondo teorema del calcolo combinaio

Qo Lroent” A wTEQalR Tha © ¢ © Fa 2o
X-oo X“

- x-bo T Lx>

=(3) & o o2 (g
U C-a'h)(}-bxl____o
=T XSO 12Xt ("‘)

B Lo At [-52mx®] X wexD Gx _q X 58 x>_6X Co":x:(
-

oo 24X z24 %
L8
: 4 N N > (353 )+ X Gew x” Dx} oSX" G (o
P G = AxN00B 2O (28 ) {2,
xbe z4
= 4o

Figura 3.27: Errore: si applica il teorema di De I'Hopital pu volte
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3.5 Quesito 5

Calcola_la derivata, rispetto ax, della funzionef (x) tale che:
f(x)= X?In%dt, conx> 0.

In questo esercizio si richiede ai ragazzi la conoscenza del ctinad funzione
integrale, del teorema fondamentale del calcolo integrale e delle priet dei
logaritmi.

Le risposte sono state classi cate nel seguente modo:

in bianco;
corrette;
errate, suddivise in:

{ calcolo integrale e derivataper identi care chi ha svolto questo
esercizio calcolando l'integrale e poi facendo la derivata della fun-
zione cos ottenuta;

{ errori nello svolgimentoriferito a chi ha svolto I'esercizio impo-
stando bene il problema ma ha fatto degli errori nello svolgimento;

{ proprietn dei logaritmi per identi care chi ha svolto bene il pro-
blema ma ha sbagliato negli ultimi passaggi nel riconoscere le
proprietr dei logaritmi giuste da applicare;

{ impostazione sbagliataiferito a chi ha svolto I'esercizio in modo
errato dall'inizio.

Il quesito 5, insieme al quesito 1, non ha dato risultati molto positiviCome si
pwo vedere nel gra co della Figura 3.28, quasi la met dei ragakzha risposto
in modo errato, una percentuale abbastanza alta (il 32%, cie 58uslenti
su 184) ha lasciato il quesito in bianco, e solo il 25% (46 su 184) ha svolt
I'esercizio in modo corretto.
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Tra quest'ultimi solo in 26 hanno svolto un ragionamento preciso e cem
pleto:
hanno cercato un puntoxg tale chex <x o <x +2 e scritto

Z X+2 Z X0 Z X+2
f(x) = In%tdt = In%tdt + In%tdt =
X X X0
Z X Z X+2
= In%tdt + In2tdt
X0 X0

poi per la de nizione di funzione integrale
Z X
F(x)= In2tdt f(x) = F(x+2) F(X);

X0

si deriva membro a membro per il teorema fondamentale del calcoltegrale:

fqx) = Fqx+2) FY%) = In’(x+2) In%(x) =

= [In(x+2)+ In(xX)] [In(x+2) InXx)] =
x+2]_

= In[(x+2) x] In[—

gli altri 20 hanno risposto in modo esatto ma la motivazione era incorgpa,
ovvero hanno citato il teorema del calcolo integrale e scritto che ladvata
era proprio In2(x + 2) In?(x).
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quesito 5

Win bianco ®corrette  errate

Figura 3.28: Risposte quesito 5

errori

o calcolo integrale e derivata M errori nello svolgimento © proprieta logaritmi M impostazione shagliata

Figura 3.29: Errori quesito 5
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3. Il questionario sul calcolo integrale

Dalla Figura 3.29, possiamo osservare che i due errori commessi It&ag-
gior frequenza sono statimpostazione sbagliatae propried dei logaritmi.
Chi ha sbagliato nelle ultime uguaglianze le propriet dei logaritmi, ha la
sciato intuire di sapere risolvere il problema, quindi di conoscere flanzione
integrale e il teorema fondamentale del calcolo integrale; e ettivaemte la
di erenza dei quadrati di due logaritmi poteva trarre in inganno,e in molti
I'hanno infatti vista come il quoziente degli argomenti del logaritmo | tre
esempi in Figura 3.30 mostrano una scarsa conoscenza riguardortgpetl
dell'argomento.

Chi invece ha impostato male il problema n dall'inizio, ha dimostrato
di non conoscere o comunque di non saper applicare il teoremad@amen-
tale del calcolo integrale; come ad esempio la motivazioleederivata della
funzione integrale e la funzione integranda calcolata nkstremo superiore,
moltiplicata per la derivata dell'estremo superiorehe si trova in gura 3.31,
dove non si rileva che nel caso attuale e variabile anche il primo estno
dellintegrale. Una percentuale non indi erente ha invece calcolato aapte
l'integrale e poi ha derivato il risultato ottenuto, co ci fa intuire che per que-
sti studenti none chiaro il legame tra derivata e integrale, ma sopttutto il
concetto di funzione integrale.

Inoltre, nel calcolo a parte dell'integrale (chi I'ha fatto con il metodadi
sostituzione, chi per parti, ecc...) sono stati commessi erroriladistanza gravi
come mostrato nelle Figure 3.32, 3.33, 3.34, 3.35.
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Figura 3.32: Lo studente cerca di integrare per parti e poi derivare la fumone
ottenuta
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3. Il questionario sul calcolo integrale
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Figura 3.34: Qui lo studente imposta la risoluzione in modo non del tutto
sbagliato: individua 2 come punto compreso trae x +2 e divide l'integrale.

Il problema sta nell'a ermare che In?tdt = % e risolvere i due integrali
secondo questo risultato.
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Figura 3.35: In questa risoluzione lo studente risolve l'integrale deligdrato
di un logaritmo come se fossg?, poi valuta la funzione ottenuta negli estremi
e separa la somma che si trova nell'argomento del cubo deatiigno. Ottiene
cos una funzione costante la cui derivatae zero.
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3.6 Quesito 6

Il sesto quesitoe tratto da un esame di stato del liceo scienti ce corso
sperimentale P.N.I. del 2003:

Di una funzionef (x) si sa che ha derivata seconda ugualesanx
e chef 0) = 1.
Quanto valef (E) f (0)?

quello che viene richiesto ai ragazzi, oltre a saper integrare delle Ziomi
elementari, e ricordarsi delle costanti di integrazione e di sapler calcolare
dato che il testo fornisce loro il valore della derivata in un punto.

Le risposte a questo quesito sono state classi cate come:

in bianco;
corrette;
errate, a loro volta suddivise in:

{ no costanti per indicare chi ha svolto I'esercizio non prendendo in
considerazione le costanti di integrazione;

{ errori vari.

Come si pw vedere dal graco della Figura 3.36 la met dei ragaz£97
su 184) ha risposto in modo corretto al quesito, in 18 (circa il 10%)yhno
lasciato il quesito in bianco e in 69 (circa il 37%) lo ha svolto in modo
sbagliato.
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guesito 6

Win bianco ®corrette 1 errate

Figura 3.36: Risposte quesito 6

errori

M no costanti M errori vari

Figura 3.37: Errori quesito 6



Tra gli errori (Figura 3.37), quello che abbiamo chiamatamo costantie
stato in assoluto quello pu frequente: il 75% dei ragazzi che h@sposto in
modo errato lo ha fatto percte nella prima integrazione non ha coiterato
la costante nell'espressione della primitiva, come gli esempi della Fig.88.
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Figura 3.38: Errori: non si considerano le costanti di integrazione
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Riportiamo di seguito alcuni errori che sono stati fatti durantdo svolgi-
mento dell'esercizio nelle Figure 3.39, 3.40, 3.41, 3.42.

Q‘\d:&%’}){ Fl@): 7 ‘R@) :J/) dx - X+ ,RX)J :ﬁeﬂ X = —(pSx

dx
Y L \- W5 = -SeNKR< y i o~
feo - TR =-sen(m)" A7) - f= -1

forma M® C=0 X
MDD

Figura 3.39: Lo studente considera la costante di integrazione solo dogeer
calcolato il secondo integrale e pone arbitrariamenie = 0
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Figura 3.40: In questa risposta lo studente tiene conto della costantel ne
calcolo di tutti e due gli integrali, sbaglia peo nel valwrla percke non tiene

conto del fatto chex =0
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Figura 3.41: Anche in questo caso lo studente fa un errore nel valutare la

costante che pone uguale a zero per una motivazione errata
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Figura 3.42: Lo studente fa capire che ha presente il fatto della preserdslla
costante di integrazione, che aggiunge in tutti e due gli egrali, I'errore sta
nel non considerarle a atto quando valuta le funzioni nei pui
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3.7 Quesito 7

Siaf (x) una funzione continua, di cuiF (x)e una primitiva.
Quale delle seguenti uguaglianze e corretta? Giustica la tua
risposta.

R R
e‘f (x)dx F(x)etdx+ F(x)e‘dx

R, R

x?f (x)dx = Xx2F(x) 2xf (x)dx
REC) g, = FOO , RFOO
f(x) f(x)dx = F(X)f(x) Rf(x)f qx)dx

A
B
R R
C. f (x)cosxdx = F(x)senx senxF (x)dx
D 2
E

Con l'ultimo quesito si voleva veri care la conoscenza della formula ditie
grazione per patrti, in particolare la capacit dei ragazzi si sapkxrriconoscere
anche quando la primitiva e la derivata sono scritte comie(x) e f (x).

Le risposte a questo quesito sono state classi cate come:

in bianco;
errate;
corrette, a loro volta suddivise in :

{ motivazione correttale risposte di chi ha giusti cato correttamen-
te la scelta D;

{ senza motivazionde risposte dei ragazzi che hanno scelto la D
senza dare una motivazione;

{ motivazione erratale risposte dei ragazzi che hanno fatto al scelta
D ma giusti candola in modo non corretto.
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Come mostrato in Figura 3.43, i risultati di questo quesito sono malt
positivi. Infatti la maggior parte dei ragazzi ha risposto corretamente, il 15%
(28 alunni) ha lasciato la risposta in bianco, dato un  inaspettatodrse,
considerando che vengono fornite cinque possibili risposte tra @gegliere,
il 23 % (43 studenti) ha risposto in modo errato, optando prevaleemente
per l'opzione B e il 62% (113 studenti) ha scelto la risposta esatta. ar
guest'ultimi la maggior parte ha motivato correttamente rispetto achi non
ha giusti cato (10 ragazzi) o I'ha fatto in modo sbagliato (8 ragazzi)come
mostrato in Figura 3.44.

quesito 7

B in bianco ®merrate © corrette

Figura 3.43: Risposte quesito 7
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corrette

B motivazione corretta B senza motivazione © motivazione errata

Figura 3.44: Giusti cazioni quesito 7

La maggior parte dei ragazzi ha giusti cato la risposta scrivendaso la
formula per parti e poi I'ha veri cata sull'opzione D e un numero non indif-
ferente di studenti, scrivendo sempre che procedeva per palia veri cato
l'uguaglianza sostituendo adF (x) delle funzioni elementari, comee* o x?
(esempi in Figura 3.45).
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Figura 3.45: Tre esempi di chi ha motivato la risposta sostituendo B (x)
una funzione elementare e ha veri cato lI'uguaglianza
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3. Il questionario sul calcolo integrale

Tra le risposte errate, uno studente, scegliendo per l'opzione Ajise:
L'unica correttae la A percte nelle altre il metodo dell'integrazione per parti
none applicato in modo corretto. La A va bene percte il meto di integra-
zionee applicato correttamente riconosce dunque chee il metodo per parti
la strada da prendere per poter risolvere il problema ma, oltre ad@vscelto
la risposta sbagliata, non veri ca con i calcoli see quella giusta e neneno
se le altre sono sbagliate.

Tra i ragazzi che hanno risposto la D ma dato una motivazione erra-
ta, possiamo osservare quella della Figura 3.46, in cui lo studente czedi
giusti care l'uguaglianza come se fosse davanti a un caso di integi@ene di
funzioni razionali fratte con denominatore di secondo grado e digninante
nullo. L'ultima risposta che riportiamoe quella di un ragazzo che, sgéien-
do l'opzione A, I'ha motivata scrivendo per ilteorema della parcellizzazione
intendendo quello per parti, come confermato dalla formula scrittappena
sotto (Figura 3.47).

Figura 3.46: Errore: motivazione errata
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Figura 3.47: Errore: per il teorema della parcellizzazione






Conclusioni

Sono numerose le proposte didattiche rivolte a studenti di quintaupe-
riore dei licei scienti ci o dei primi anni di universit riguardo lo studio degli
integrali. Cé chie pu interessato ad evidenziale I'importanza de¢ legame tra
integrale e derivata, chi a sottolineare I'importanza del calcolo delleimiti-
ve, chi quello del calcolo delle aree. Uno studio completo di questgamento
richiede tempo e troppo spesso viene a rontato nell'ultimo mese disaa,
rischiando di svolgerlo in modo un @ approssimativo e concentraadi so-
prattutto sull'aspetto del puro calcolo delle primitive.

Infatti, sono molte le di cola manifestate dagli studenti che, spesso, pur
eseguendo alla perfezione il calcolo di un integrale, mostrano di rewer ca-
pito bene cosa sia.

L'idea che gli integrali siano un argomento di cilee molto di usa, oltre al
fatto che sono considerati da tanti I'argomento conclusivo della rtematica
delle superiori e che dagli integrali in poi cominci una matematica sapore.
Per poterli studiaree necessario aver acquisito ottimi prerequtg ma none
vero che la loro applicabilia pratica pw fare a meno di uno studio diuno
studio teorico o di una profonda interiorizzazione.

Lo scopo iniziale di questo lavoro era veri care I'apprendimento dehlcolo
integrale sugli studenti liceali. L'analisi delle risposte al questionari@sia dal
punto di vista del numero delle risposte corrette ed errate, sia dpunto di
vista dello svolgimento) mette in evidenza molte di cola riguardo I'appren-
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Conclusioni

dimento del concetto di integrale, infatti molto spessoe con nt alla parte
di operativa del calcolo delle primitive.

Sie visto che i ragazzi hanno enormi di cola nel ragionare su poblemi
appena un p diversi da quelli standard che gli vengono spesswoposti e
che fanno fatica a collegare e ricordare i vari argomenti studiatifanno un
metodo di approcciarsi allo studio dell'argomento ricordandosi sotd chee
strettamente necessario per quello che si sta a rontando, quatimentican-
dosi di tutto il contesto matematico che vie intorno.

Un'altra cosa che possiamo osservare e che lo studio della teoria deféin
grazione rimarea per i ragazzi un piano totalmente distaccato eofse un o
anche inutile rispetto alla risoluzione pratica degli esercizi, ede prop per
guesta mancata comprensione teorica che vengono poi commekssnaggior
parte degli errori.
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