ALMA MATER STUDIORUM - UNIVERSITA DI BOLOGNA

Scuola di Scienze
Corso di Laurea in Fisica

Invarianza di gauge in elettromagnetismo e
nelle onde gravitazionali

Relatore: Presentata da:
Prof. Roberto Balbinot Stefano Bianchini

Sessione III
Anno Accademico 2015/2016



"..Mv sembra di essere soltanto un bambino
che gioca sulla spiaggia,

e di essermi divertito a trovare ogni tanto
un sasso o una conchiglia pit bella

del solito, mentre ['oceano della verita
giaceva insondato davanti a me."

Sir Isaac Newton

Dedicato a tutts coloro che mi vogliono bene.



Indice

4

5

Introduzione
Elettromagnetismo

Cenni di Relativita Generale
Equazione di campo di Einstein

Onde gravitazionali

Bibliografia

16

23

27

37



Abstract

In questa tesi si studia 'uso dell’invarianza di gauge e la sua applicazione alla fisica nello
studio dell’Elettromagnetismo e della Gravita. In particolare si fa uso dell’invarianza
di gauge per studiare le soluzioni in forma di onde piane delle equazioni di Maxwell
e dell’equazione di campo di Einstein. Nella presente tesi si mostra dunque come sia
possibile applicare uno stesso procedimento matematico a due fenomeni fisici distinti e
trarne conclusioni simili.



Capitolo 1

Introduzione

La teoria della Relativita Ristretta si basa su due postulati, enunciati da Albert Einstein,
dai quali puo essere interamente costruita:

1. Principio di relativita: Le leggi fisiche hanno tutte la stessa forma in tutti © sistems
di riferimento inerziali

2. Postulato della costanza della velocita luce: La velocita della luce nel vuoto ha lo
stesso valore in tutti © sistemi di riferimento inerziali

Il primo postulato & un estensione a tutte le leggi fisiche del principio di relativita
galileiana, il quale fu enunciato solo per le leggi della meccanica, e definisce una legge
di simmetria che tutte le leggi fisiche devono rispettare. Tale estensione rivela 'inade-
guatezza delle trasformazioni di Galilei in quanto se applicate alle equazioni di Maxwell
queste ultime non rimangono invariate per un cambio di sistema di riferimento inerziale.
Le trasformazioni di Galilei vennero sostituite dunque da quelle di Lorentz, le uniche
compatibili con i due postulati sopra enunciati, le quali si riducono per basse velocita
relative tra i due sistemi di riferimento in questione alle prime. Il secondo postulato
stabilisce 'indipendenza della velocita della luce dallo stato di moto della sorgente ed ha
varie conseguenze come ad esempio la non assolutezza della simultaneita di due eventi.
Il principio di relativita stabilisce che le leggi della fisica devono essere covarianti per
trasformazioni di Lorentz ossia devono mantenere la medesima forma in tutti i sistemi
di riferimento a seguito di una trasformazione di Lorentz.

Tensori

Il calcolo tensoriale studia il comportamento delle quantita rispetto alle trasforma-
zioni delle coordinate , esso ¢ dunque lo strumento matematico ideale per descrivere la
relativita in quanto si adatta perfettamente al primo principio di quest’ultima. In gene-
rale per vettore o tensore si intende un ente matematico il quale si comporta come un
vettore o un tensore rispetto ad una generica trasformazione. In relativita speciale si é
interessati ad una particolare classe di trasformazioni, le trasformazioni di Lorentz, ed é



proprio rispetto a tali trasformazioni che si definiscono i quadrivettori ed i quadritensori.
Lo spazio ambiente della Relativita ¢ uno spazio quadrimensionale formato da tre dimen-
sioni spaziali ed una temporale detto spazio-tempo di Minkowski (M): ribattezziamo le
coordinate t,z,y,z come 2° = ct,a! = x,2° = y,2® = 2. M ¢ uno spazio dotato di
metrica la quale é definita come

ds® = n,,datdz” (1.1)

dove 7, ¢ una matrice diagonale 4 x 4 tale che: n = diag(1, —1,—1,—1) In tale espres-
sione, ed in quelle che seguiranno, si fa uso della notazione di Einstein secondo la quale
gli indici ripetuti vengono sommati. Ora che ¢ stata introdotta la metrica nello spazio-
tempo di Minkowski é possibile definire in maniera generale le trasformazioni di Lorentz.
Una trasformazione di Lorentz omogenea é una trasformazione lineare e omogenea delle
coordinate:

zH = AF (1.2)

Tale trasformazione deve lasciare invariata la metrica dello spazio M e dunque essere
soggetta alla relazione

nMVANpAVg' == gpa (13)

Le A* sono sedici quantita reali costanti di cui solo sei indipendenti (tre direzioni spaziali
e tre angoli). Se si combina una trasformazione di Lorentz con una traslazione spaziale si
ottiene una trasformazione non omogenea cioé le trasformazioni del gruppo di Poincaré

' = A a¥ + ot (1.4)

anch’essa lascia invariata la metrica. Esprimendo le trasformazioni di Lorentz in forma
differenziale si ottiene:

dz'™ = A" da” (1.5)
e, poiché
’ 3’ n
dxt = (;;V dx” (1.6)

si pud concludere che
A — ox *

Yo Oav

Si definisce quadrivettore controvariante A* un insieme di quattro quantita A°, A!, A%, A3

che si trasforma come le componenti di dz*:

(1.7)

AP = AP AY (1.8)



Si definisce invece quadrivettore covariante A, un insieme di quattro quantita Ay, Ay, As, As
che si trasforma come le componenti di dz,:

A =AYA, con AY=(AY,) (1.9)

Proprieta principali dei quaditensori

1. Una combinazione lineare di quadritensori dello stesso rango, a Ry 3> + BT0, 0r

con « e 3 scalari é un quadritensore dello stesso tango

2. Dati due tensori Ry, JP e T J-+t il loro prodotto Rﬁf,ﬂ',’ffq"Ty“f_;;‘y‘:f € un quadritensore
di tipo (p+ 7,9+ $)

3. Se un indice covariante ed uno controvariante di un tensore (p, ¢) vengono contratti
si ottiene un tensore (p — 1,¢q — 1). Contrarre I'indice di un tensore significa che dato un
tensore a piu indici 7% : , covarianti e controvarianti, se ne considera uno in alto ed uno
in basso, ad esempio v e X indicandoli con la medesima lettera si avra

TV = TH (1.10)

4.Derivando un quadritensore rispetto alle coordinate z* si ottiene un altro quadri-
tensore, in particolare

ol w2 (z)

o (1.11)

¢ un quadritensore di tipo Q5,05 (z).
Applicando le suddette proprieta si verifica che é possibile passare da quadrivettore
covariante a quadrivettore controvariante sfruttando il tensore metrico ed il suo inverso

g
A, = guwA” oviceversa A" = g'"A, (1.12)

L’operazione di innalzamento o abbassamento degli indici lascia inalterata la componente
temporale mentre inverte il segno di quelle spaziali. Un quadritensore di rango n ¢ dunque
un insieme di 4" grandezze T}, (con p+q = n)che sotto azione di una trasformazione
di Lorentz si trasforma come
‘prepp Qai...ap
I G G W WLl el (1.13)

Secondo il gia enunciato principio di relativita di Einstein le leggi fisiche devono essere
covarianti per trasformazioni di Lorentz, cio significa che devono avere forma del tipo
H1---fp

Ryl =T oppure equivalentemente Sy, =0 (1.14)



Per definizione le quantita tensoriali in entrambi i membri dell’equazione (1.11) si trasfor-
mano allo stesso modo rispetto ad una trasformazione di Lorentz ergo se 'uguaglianza é
vera in un certo sistema di riferimento allora lo é tutti i possibili sistemi di riferimento
inerziali.

Pseudotensori

Se alle trasformazioni di Lorentz si aggiunge la possibilita di un inversione spaziale
(trasformazione di parita) si giunge alla definizione di pseudotensore: Uno pseudotensore
& un oggetto del tipo 73," 7> che per una trasformazione di Lorentz A ortocrona (detA =
+1) si trasforma come

Tk (x) = (detA)Afgl...A/‘gPAﬁgl...Aﬁqu;{;;gp (7) (1.15)

Un quadritensore la cui legge di trasformazione non includa il termine det(A) viene detto
quadritensore proprio. Consideriamo ora uno pseudovettore A", esso si trasforma come

AP = det(A)A* AY (z) (1.16)

Infine uno pseudoscalare A si trasforma come

’

A'(z) = (detA) A(x) (1.17)

Dalle definizioni e dalla proprieta (detA)?> = 1 si evince che la moltiplicazione di due
tensori propri o di due pseudotensori fornisce un tensore proprio mentre la moltiplicazione
di un tensore proprio con uno pseudotensore fornisce uno pseudotensore. Introduciamo
un importane pseudotensore totalmente antisimmetrico noto come simbolo di Levi-Civita
etP?  Le componenti di tale tensore sono nulle nel caso due o pit indici siano uguali, e
uguali a +1 o —1 negli altri casi. In particolare:

80123 = —&p123 — 1 (118)

Le componenti che si ottengono attraverso un numero pari di trasposizioni degli indici
da 9% sono uguali a +1 mentre quelle che si ottengono con un numero dispari di
trasposizioni sono uguali a —1.



Capitolo 2

Elettromagnetismo

L’elettromagnetismo classico é interamente contenuto all’interno delle equazioni di Max-
well le quali descrivono il comportamento del campo elettrico E e del campo magnetico
B assegnate le sorgenti. Tali equazioni scritte nel sistema CGS sono:

V.E = drp(x, 1) (2.1)
V-B(x,1) = 0 (2.2)
V x Bx,t) = —%%—?(x,t) (2.3)
V x B(x, 1) = %j(x,t) + %%—Et}(x,t) (2.4)

Le equazioni (2.3) e (2.4) sono vere equazioni del moto in quanto contengono le derivate
temporali dei due campi mentre le (2.1) e (2.2) risultano essere vincoli che limitano i gradi
di liberta del sistema. Le equazioni di Maxwell possono essere maneggiate con maggior
facilita introducendo i potenziali elettromagnetici. Il campo magnetico per I'equazione
(2.2) ha divergenza nulla ergo esiste una funzione A tale che

B=VxA (2.5)
Andando a sostituire quest’ultima equazione nella (2.3) si ottiene

10A

Poiché la quantita E + %% risulta essere irrotazionale allora deve esistere una funzione
scalare p(x,1), detta potenziale elettrico, tale che

E4+ 2= =_ 2.
o Vi (2.7)



Da cui é possibile ricavare ’espressione del campo elettrico:

10A

[ potenziali ¢ e A appena introdotti soddisfano per costruzione le equazioni di Maxweel.
Trasformazioni di gauge

Le relazioni (2.5) e (2.8) non forniscono una determinazione univoca dei potenziali,
bensi ad esse corrispondono infinite soluzioni per i potenziali elettromagnetici. Infatti il
campo magnetico non varia se il potenziale vettore subisce una trasformazione del tipo

A(x,t) = A = A(x,t) + Vx(x,1) (2.9)

dove x(x,t) é una funzione scalare generica (il rotore del gradiente di una funzione scalare
é sempre nullo) e dunque

BB =VxA =VxA+VxVy=VxA=B (2.10)
Data questa trasformazione il campo elettrico varia come

, 10A 10A 10 10
E—-E =— - = - - —— =E - —— 2.11
Ve c Ve c Ot c@tvx c@tvx ( )

Se allora simultaneamente alla trasformazione per il potenziale vettore si esegue la
trasformazione

/ 10x(x,t
o, 1) = ¢/, 1) = plx, 1) — T XD (2.12)
c t
allora il campo elettrico non varia. Infatti
. 10A 10x 10A 10
E—-E =— ——— == -—— ——— ——-=Vx =
Ve c Ot Ve cot cot cot' N (2.13)
B 10A E
B c Ot

Le trasformazioni sopra enunciate (2.9 e 2.12), dette trasformazioni di gauge, variano
i potenziali senza modificare i campi E e B e, dunque,lasciano invariate le equazioni
di Maxwell rappresentando, di conseguenza, un simmetria dell’elettromagnetismo. Le
trasformazioni di gauge possono essere utilizzate per agevolare il calcolo. Ad esempio se
sostituiamo 1" equazione (2.8) allinterno di (2.1) otteniamo

1 0A
2 — “_— = —
Vi + CV T 4mp (2.14)



Se ora si sostituisce la (2.8) e 1a(2.5) in (2.4) si ricava

10Vyp 10*°A  A4r,

A+ 27 4~ . .
VX (Vo )+c ot +082t c‘] (2.15)
dalla quale sfruttando I'identita

Vx(VxA)=V(V-A)- VA (2.16)
ed infine si giunge a

1 0%A 10¢ AT
A - ——— — A+ -——F)=——j 2.1
v 2 0%t vV + c 815) ) (2.17)

Se a questo punto si sfrutta la liberta di effettuare trasformazioni di gauge, si puo imporre
che i potenziali soddisfino la condizione
10¢
V-A+-—=0 2.18
c ot ( )
detta gauge di Lorentz, 'equazione precedente viene estremamente semplificata riducen-
dosi a
1 0*’A 47
VA - —— =——j 2.19
2 0%t ¢! (2.19)
Se ora vengono poste uguali a zero le sorgenti si ricavano dalle precedenti espressioni le
equazioni delle onde (equazioni di d’Alambert):

1 9°A
A - = .
VA - S =0 (2.20)
1_ 0A
254 oy 22 2 2.21
Vi -V =0 (2.21)

Formulazione covariante dell’elettrodinamica

La teoria dell’elettrodinamica ¢ intrinsecamente consistente con il principio di rela-
tivita, & possibile esplicitare tale affermazione riscrivendo le leggi dell’elettromagneti-
smo in forma covariante. Possiamo scrivere i potenzialip e A all’interno di un unico
quadrivettore

A = (g, A) (2.22)

detto quadripotenziale elettromagnetico la cui componente temporale ¢ il potenziale ¢ e
le componenti spaziali sono le componenti del potenziale vettore A. Le trasformazioni
di gauge (2.9) e (2.11), riscritte per A*, sono

AP (z) = A* — 9" (z) (2.23)

10



Il gauge di Lorentz in termini di A* risulta essere
9, A" =0 (2.24)

Ora ¢ possibile esprimere E e B come componenti di un quadritensore (tensore del campo
elettromagnetico) F* definito da

FH = gAY — 0¥ A (2.25)
Tale tensore € definito antisimmetrico infatti
FF =0rAY — " AF = —(0" A — OMAY) = —F"F (2.26)

F* ha dunque nulli gli elementi sulla diagonale e gli altri legati dalla relazione F¥ =
—F7"_ dunque si hanno solamente sei componenti indipendenti. usando le equazioni (2.5)
e (2.8) é possibile esplicitare il tensore di campo elettromagnetico:

0 —-E, —BE, —F,
E., 0 -B, B
E, B, 0 —B
E, —B, B, 0

P = (2.27)

il quale é invariante per trasformazioni di gauge come ¢é facile verificare applicando
la (2.23)

Fr— F'v = gAY — 9V At = 9(AY — 9"x) — 0" (A" — 9'y) =

(2.28)
=AY — OV AP — OFOYx + 0V O = oM AV — OV AF = FHY
Introduciamo ora il tensore duale F**" definito come
1
Frv = —ghPr (2.29)

2
anch’esso antisimmetrico
Quadridensita di corrente

Se si vuole scrivere elettromagnetismo in forma covariante si necessita di un quadri-
vettore che contenga le sorgenti dei campi, vale a dire la densita di carica p e la densita
di corrente j Tale quadrivettore é:

J* = (pc, pv) (2.30)
L’equazione di continuita

dp i
§+V~J—0 (2.31)

11



puo essere riscritta in termini di J* come

0 J () =0

(2.32)

la quale ¢ evidentemente una legge covariante in quanto la conservazione della carica

deve essere valida in tutti i sistemi di riferimento.

Equazioni di Maxwell in forma covariante

L’espressione covariante delle equazioni di Maxwell non omogenee é

4
O =g
C

Infatti per v = 0 si riottiene la legge di Gauss
auF‘LLO = 81Fi0 :(91E1 = VE

e per v = 1 si ottengono le leggi di Ampére-Maxweel

. . ) , g 10E°
0, FM = 0o F% + O F7" = =0y E" + €”k5’jBk =<5
c
equivalente a
10E  4n
VxB—-—-—=—
8 c Ot c !

Le equazioni di Maxwell omogenee in forma covariante sono
O F™ =0
La quale per v = 0 risulta essere
dB'=0=V-B=0
Invece per v = 1, si avra
Q" + O, F" =0
ossia
eRQEF + 0yB' =0
che ¢ la legge di Faraday-Newmann-Lentz

10B
E+-2— —
V x +cat 0

12

+(V x B)'

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)



In termini di F'* le equazioni di Maxwell omogenee assumono la forma
e"??9,F,y =0 (2.42)

Andando ora a sostituire nella (2.33) la (2.25) si ottiene ’equazione del moto covariante
per il quadripotenziale

O™ = 9,(F A — ¥ AM) = DAY — 8% (9,A") (2.43)

2 . . . \
dove O = 9,0" = C%% — V2 e quindi I'equazione per A* ¢

OA” — 0%(0,A") = 4%]” (2.44)

Nell’eventualita che si adotti un gauge di Lorentz, quest’ultima espressione si semplifica
fornendo ’equazione di d’Alambert non omogenea

4
A" = = ¥ (2.45)
C

Onde elettromagnetiche

Se ora nell’ equazione (2.45) si impone la condizione di assenza di sorgenti, oltre a
quella di gauge di Lorentz 0, A" si riduce all’ equazione omogenea

OAY =0 (2.46)
Sono soluzioni di tale equazioni le onde piane del tipo
AV — 8u€ikax°‘ 4 g*uefikaxo‘ (247)

dove k = (%,k) e € ¢ detto vettore di polarizzazione. Affinché tale equazione rappresenti
una soluzione di (2.46) deve verificarsi la condizione

ktk, =0 (2.48)
di conseguenza si ottiene
ko> = [k[*=0 = w=_ck]| (2.49)

Usando quest’ultima relazione é possibile ricavare la velocita di gruppo, ossia la veloci-
ta con cui si propagano nello spazio le onde elettromagnetiche, direttamente dalla sua
definizione:

_ dw _ d(c[k])
~dk| dk

=c (2.50)

Ug

13



In altre parole si ¢ dimostrato che la velocita si propagazione di onde elettromagnetiche
nel vuoto é pari alla velocita della luce. La condizione di gauge di Lorentz comporta una
rilevante relazione che riduce a tre il numero di componenti indipendenti £*:

kat® =0 (2.51)

Tale equazione riduce il numero di variabili indipendenti di £ da quattro a tre in quanto
¢ immediata conseguenza che

k' —ke =0 (2.52)
da cui la relazione di dipendenza fra le componenti di €

ke
=

(2.53)

w/e

A questo punto, senza modificare i campi E e B é possibile applicare una trasformazione
di gauge su A* tale che

AP A= AP — Oy (2.54)

La richiesta affinché il nuovo potenziale sia soluzione dell’equazione (2.46) e della condi-
zione di gauge di Lorentz ¢ che la funzione scalare verifichi

Ly =0 (2.55)
La funzione scalare y puo essere scelta anch’essa sottoforma di onda piana
ikqx®

X = ixo€ — ixhe e (2.56)

la quale soddisfa I’'equazione (2.55) e dove xq € una costante arbitraria. Il nuovo poten-
ziale puo essere scritto come

Al = gugikar® | angikaa® (2.57)
dove

g1 = el 4 yokt (2.58)
Poiché I'equazione (2.53) ¢ valida anche per ¢ (¢° = —ke'/wc) si avra che le compo-

nenti indipendenti, e dunque fisicamente rilevanti, di €', gia ridotte a tre possono essere
ulteriormente ridotte a due mediante 'applicazione di una trasformazione di gauge ge-
nerata da x data dalla (2.56). Per identificare tali componenti consideriamo un onda
che si propaga lungo 'asse z con k% del tipo k = (k°,0,0,%%) e con k° = k* (segue da

14



(2.48)). Data l'ortogonalita dei quadrivettori £ e €, espressa nell’equazione (2.51), e le
proprieta del vettore k% si avra che

e =¢ (2.59)

La trasformazione di gauge lascia dunque ¢! ed €2 invariati mentre trasforma £ come

e0=¢l ¢ wX_/Oc (2.60)

’ N . ..
£V puo essere posto uguale a zero imponendo la condizione

xo = — =5 (2.61)

Ergo solo le componenti ! e 2 hanno rilevanza fisica. E possibile riflettere sul significato
di tali componenti applicando all’onda elettromagnetica piana una rotazione nel piano
xy (ortogonale al verso di propagazione dell’onda). Il vettore di polarizzazione cambia
secondo la relazione

g =A%’ (2.62)
dove
1 0 0 0
0 cosd sind 0O
A= 0 —sind cos? 0 (2.63)
0 0 0 1

Si puo infine verificare
, _
e, = ety

!
3 _ 3

(2.64)

Dove e. = &' Fi?. In generale una qualsiasi onda piana ¥ che in seguito ad una
rotazione di un angolo 6 lungo la direzione di propagazione si trasforma come

U = ey (2.65)

si dice avere elicita h. L’onda elettromagnetica ¢ scomponibile in parti aventi elicita
+1 o0 0, Pelicita fisicamente rilevante ¢ la prima. Dunque ne consegue che l'interazione
elettromagnetica viene trasportata da onde-particelle aventi spin in modulo pari a uno e
per la (2.48) aventi massa nulla. L’elicita mostre anche che lo spin di tali particelle puo
avere due soli orientamenti: concorde alla direzione di propagazione dell’onda oppure
opposto ad esso.

15



Capitolo 3

Cenni di Relativita Generale

Nei precedenti capitoli si € visto come le leggi dell’elettromagnetismo possano essere inglo-
bate nella teoria della Relativita Ristretta. Quest’ultima per quanto risulti estremamente
efficace nella risoluzione di alcuni problemi non ¢ in grado di trattare I'interazione gravi-
tazionale ed inoltre privilegia i sistemi di riferimento inerziali senza dire nulla riguardo a
quelli non inerziali. La teoria della Relativita Generale si propone come un ampliamento
della Relativita Ristretta inglobando la gravita, che viene descritta come curvatura dello
spazio tempo, e introducendo I'equivalenza di tutti i sistemi di riferimento. La teoria
della Relativita Generale si fonda su alcuni principi introdotti da Einstein.

Principio di equivalenza

La carica gravitazionale, o massa, ¢ di tipo monopolare e dunque a differenza di cio che
accade per altre forze fondamentali, come la forza elettromagnetica, non € possibile creare
un corpo neutro rispetto all’interazione gravitazionale. Nonostante non sia possibile
schermare un campo gravitazionale é possibile annullarne localmente gli effetti, e dunque
inserirsi nuovamente nell’ambito della Relativita Ristretta, considerando un sistema di
riferimento che sia in caduta libera ossia comovente con una particella di prova in caduta
libera in un campo gravitazionale. Se in particolare si sceglie un sistema di riferimento
non rotante allora si ottiene un sistema di riferimento localmente inerziale, in quanto
in un siffatto sistema di riferimento una particella di prova persevera nel suo stato di
quiete o di moto rettilineo uniforme. Tali sistemi di riferimento sono solo localmente
inerziali in quanto le osservazioni eseguite devono essere limitate ad una regione in cui la
variazione del campo gravitazionale sia sufficientemente piccola da non essere rilevata.
Si puo dunque esprimere il principio di equivalenza mediante il seguente enunciato:

Non esistono esperimenti locali che permettano di distinguere una caduta libera non
ruotante in un campo gravitazionale da un moto uniforme nello spazio in assenza di
campo gravitazionale

16



Principio generale di relativita

Nella teoria della Relativita Ristretta é prevista I'equivalenza di tutti i sistemi di
riferimento inerziali prevista dal primo principio di tale teoria, Einstein tuttavia era
convinto che tale principio dovesse essere ampliato nella seguente forma:

Le leggt fisiche hanno la stessa forma in tutti ¢ sistemi di riferimento.

Secondo tale principio dunque non ¢ piu rilevante se un sistema di riferimento sia
inerziale o meno, come lo era per la Relativita Speciale, comunque le leggi della fisica
devono assumere in tutti la medesima forma. La formulazione di tale principio é estre-
mamente ragionevole in quanto se cosi non fosse non sarebbe possibile lo studio della
fisica in quanto gli esseri umani sono generalmente vincolati al pianeta Terra il cui moto
é non inerziale. Il principio di Relativitd Generale pone un problema simile a quello della
relativita ristretta in cui é necessario scrivere le equazioni della fisica in modo che siano
invarianti per trasformazioni di Lorentz. Ora, poiché é stabilita 'equivalenza di tutti
i sistemi di riferimento inerziali, & necessario che tutte le leggi fisiche siano invarianti
per qualsiasi trasformazioni di coordinate. Ancora una volta la chiave matematica per
comprendere la teoria della relativita risiede nelle proprieta dei tensori

Connessione affine

Nella teoria della Relativita Generale, come in quella ristretta, si considera lo spazio-
tempo fisico come uno spazio metrico. Tuttavia ora non si considera il solo spazio piatto
descritto dalla metrica di Minkowski ma si ipotizza che lo spazio-tempo possa essere
curvo, descritto da metriche diverse da quella di Minkowski, e che solo in ben determinati
casi si riduca ad essere piatto. Consideriamo una particella libera di muoversi sotto
I’azione di un campo gravitazionale. Per il principio di equivalenza esiste un sistema di
riferimento in caduta libera localmente inerziale in cui I'equazione del moto & quella di
una linea retta nello spazio-tempo:

2
d =0 (3.1)

dr?

con dt il tempo proprio definito come
dr? = 1opde™de? (3.2)
Se si sceglie di usare una altro sistema di coordinate z* allora avremo

d (85"‘ dm“) & dPat 0%¢*  dxt dx

0 _ — —
dr \ Oz* dt ozt dr? OxroxY dr dr

(3.3)

Moltiplicando ambo i lati dell’equazione per dz* /0 si ottiene Iequazione del moto

P dat da

0= g T w47 (3.4)
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dove
yo_ 0% 9zt
He Qe dxr 0L

(3.5)

¢ detta connessione affine. Il tempo proprio puo essere espresso in un arbitrario sistema
di coordinate come

o, oc
T

dove g, ¢ il tensore metrico definito come

d7* = Nag dz¥ = g datdx” (3.6)

o og?
G = oxt Oxv lexf

(3.7)

Da tale trattazione é possibile vedere che il campo che determina la forza gravitazionale
¢ la connessione affine e si pud mostrare che g, risulta essere il suo potenziale.

La connessione affine non ¢ un tensore infatti eseguendo un cambi di coordinate
/PPN o1 e .
x#* — x* é possibile verificarlo:

I\ _axO\ a2£a

O ¥ RIr
020z 9 (0" O
 Oxr Q&> Ox'm <8x’” 8x")
02" O [ 027 Dz 0~ 0?x°  OE°
Qe Ot {8@’“’ Ox'w 8:16781"’1 Ox'hoz'” Ox°
02 0x Oa™ | 02 OPar

OxP Ox™ Ox'v °7  OxP Oz'mOx'
Il primo termine dell’'ultima uguaglianza ¢ cio che ci si aspetterebbe se la connessione

affine fosse un tensore mentre il secondo termine disomogeneo é cio che fa si che la
connessione affine non lo sia. Differenziare la metrica rispetto z* da

0gu _ 0%€° o5 ¢’

- « « 39
dx> 9 9z P * T (3.9)
Invertendo la (3.5) si ottiene
82504 N afa
= —_ 3.10
OxHox” H Oz (3.10)
e utilizzando quest’ultima nella (3.9) si ottiene
0w 1p 06~ OE° , 062 0¢°
_pp SO0 % % 3.11
oz MG Dv 1P v Dt Dar 1P (3:.11)
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da cui applicando la (3.7) si giunge a

09y
5;)‘ = Fiugtw + Fl))\ugﬂﬂ (3.12)

Sommando alla (3.12) se stessa invertendo p e A e sottraendo se stessa invertendo v e A
si avra

G B = T T
g lin + gl (3.13)

_gn)\rﬁu — Grpl oy

= QQHVFI;M

Se ora si moltiplicano per I'inverso del tensore metrico entrambi i lati dell’'uguaglianza e
dividendo per due si ottiene
I e 19900 | 09k 091

A
L = 29 OxH + ozv  OxF (3.14)

Derivata covariante

La derivata di un tensore non fornisce in generale un tensore, infatti se si considera
un vettore controvariante V*, la cui legge di trasformazione é
ox'*

Vi = 3.15
o (3.15)

e di differenzia rispetto a z* si ottiene
oV’ da' dxP OV N o2z OxP
oxA  Oxv Oz Oz QxvOxP Ox™

che dimostra che la derivata del vettore V# non & un tensore. Utilizzando 1’equazione
(3.19) si ricava la relazione

(3.16)

n

oy Ox™ Oz Ox7 , P’ Jaf a7\ Oz’
Ak Oxv Ox' 9x'k P7  Qxrdx® x> Ox'* ) Oxn
5P 21 p
:895 oxf ., ., Ot Oxf
Oxv dx'™ *° 0xPOx° O’ \
Se si sommano le ultime due equazioni allora si pud notare che i termini disomogenei si
elidono portando a

(3.17)

oV'H oy

ox' Ak Oz Oz

ox't dxr (OVY
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Si definisce dunque la derivata covariante

oV
VA

A=t IEA % (3.19)

la quale definisce un tensore. Allo stesso modo é possibile definire la derivata covariante
per un vettore covariante la quale risultera essere

_ 9V
O
anch’essa un tensore. La derivata covariante puo essere estesa ad un generico tensore il cui
risultato é la derivata parziale del tensore rispetto alla variabile considerata a cui vanno
sommati dei termini I' moltiplicanti il tensore uno per ogni indice controvariante, lo stesso
vale per gli indici covarianti ma anziché la somma deve essere eseguita la sottrazione, ad
esempio:

vp;l/ - Fi\“/V)\ (320)

oTry
oxr
[’importanza della derivata covariante risiede in due sue proprieta: la prima é che con-
verte tensori in tensori e la seconda ¢ che si riduce alla derivata parziale in assenza di
gravita in quanto la connessione affine si annulla. Cio suggerisce un semplice algoritmo
per valutare gli effetti della gravita su di un sistema fisico: si scrivono le equazioni ap-
propriate per la relativita speciale in assenza di gravita, dopodiché si sostituisce 7,5 con
Jap € le derivate parziali con le derivate covarianti.

1'%, = + T8 T% + 19,17 —T% TH (3.21)

Tensore di Riemann

Dallo studio delle derivate covarianti é possibile giungere alla definizione di un tensore
estremamente importante detto tensore di Riemann. La derivata covariante, in genera-
le, non gode della proprieta commutativa. Per un generico tensore 7} si definisce il
commutatore come

(T30 ) = (Thie)ia (3.22)
Andando a calcolare il commutatore per un vettore V* sfruttando la (3.30) si ottiene:

(V)i = 0u(ONVH + T\ V) + T (ONV7 +TVY) = I7, (0, VE+ T4, V") (3.23)
e analogamente

(V) = On(0:VH + T\ VY) + T4, (0aV7 + T, V") =T (0,V* + T, VY)  (3.24)

Calcolando ora il commutatore per sottrazione delle ultime due equazioni e assumendo
che 040\VH* = 0,0,V* si ottiene

(Vi)a — (Vi) = Ry,

VAK

VY + ( KH - FZA);UVM (3-25)

20



dove

e = O, — 0,10, + 7,10, = T7,\I0, (3.26)
viene chiamato tensore di Riemann o tensore di curvatura Un importante particolarita
del tensore di Riemann ¢ che ¢ 'unico tensore costruibile mediante gog, Ogas € 0%gaps che
sia lineare in 9%g,p. Esiste un importante teorema circa quest’ultimo tensore

Teorema: Condizione necessaria e sufficiente affinché una metrica sia piatta é che il
suo tensore di Riemann si annulli

Tale necessita deriva dal fatto che esiste un sistema di coordinate in cui la metrica
¢ diagonale con gli elementi diagonali pari a £1. Poiché dunque la metrica é costante
allora nulle saranno le sue derivate e di conseguenza nulla sara la connessione affine.
Infine poiché anch’essa si annulla dappertutto si avranno anche le sue derivate uguali a
zero da cui infine si ha 'annullamento del tensore di Riemann. Il tensore di Riemann gode
di alcune proprieta e da esso é possibile costruire altri tensori estremamente importanti
per la relativita generale. Il tensore di Riemann dipende dal tensore metrico, dalle sue
derivate prime e seconde, di conseguenza ¢ antisimmetrico rispetto all’ultima coppi di
indici

R/;)\K = _Rgn)\ (327)
inoltre la simmetria della connessione comporta la seguente identita:
RZ}\H + leiy)\ + Rimj =0 (328)

Abbassando il primo indice si puo verificare che il nuovo tensore é simmetrico rispetto
allo scambio della prima e dell’ultima coppia di indici

Ryl//\n = R)\I{U,I/ (329)

Unendo quest’ultimo risultato alla (3.28) si puo notare antisimmetria del tensore ab-
bassato rispetto alla prima coppia di indici

Ryl//\n = _Ryu/\n (330)

Oltre a tali proprieta algebriche ¢ possibile mostrare che il tensore di curvatura soddisfa
un identita differenziale detta identita di Bianchi

RI{O’I/}\;}L + R/{auu;)\ + R/@a)\u;u =0 (331)
Con una semplice contrazione del tensore di Riemann si puo passare al tensore di Ricci

R/JJ/ = RA = g/\HRnp)\l/ (332)

UAV
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il quale ¢ un tensore simmetrico in ossequio alla (3.28). Un ulteriore contrazione porta
allo scalare di curvatura o scalare di Ricci

R=g"R,, (3.33)

Combinando questi due ultimi risultati é possibile costruire il tensore di Einstein

1
Gl“’ = RMV — §gl“’R (334)

il quale é a sua volta simmetrico e soddisfa le identita di Bianchi contratte
G, =0 (3.35)

Tensore Energia Impulso

L’equivalenza massa-energia prevista dalla Relativita Ristretta suggerisce che tut-
te le forme di energia agiscano come sorgenti del campo gravitazionale. Queste sono
descritte da un tensore simmetrico T*” detto tensore energia impulso. Il tensore ¢ uti-
lizzato per esprimere in Relativita Ristretta la conservazione del quadrimpulso, fornita
dall’equazione di continuita:

ory
o =0 (3.36)

La componente temporale ¢ la densita di massa relativistica p, cioé la densita di energia
divisa per la velocita della luce al quadrato:

T =p (3.37)

I1 flusso della massa relativistica attraverso la superficie z° é equivalente alla densita
dell’i-esima componente della quantita di moto:

T = 77 (3.38)

Le componenti spaziali di T% rappresentano dunque il flusso della quantita di moto i-
esima attraverso la superficie 2*. In particolare, T% rappresenta la componente normale
della tensione interna, detta pressione quando é indipendente dalla direzione, mentre T
rappresenta lo sforzo di taglio.
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Capitolo 4

Equazione di campo di Einstein

Approssimazione di campo debole

Si consideri una particella in moto a bassa velocita in un debole campo gravitazionale
stazionario. Se la particella é sufficientemente lenta é possibile trascurare dx/dr rispetto
a dt/dr e riscrivere la (3.4) come

APz dt\?
I‘'yl—) =0 4.1
dr? + oo (dT) (4.1)
Data la stazionarieta del campo tutte le derivate temporali di g,, sono nulle e dunque
L, 0900
Ity = —=g"—— 4.2
00 29 Oz (4.2)

Infine, data la debolezza del campo, € possibile scegliere un sistema di coordinate in cui
9o = Nap + hap |hag| <1 (4.3)
Risultera dunque al primo ordine in h,p

, 1 .,0h
i = zB_OO
Too = 2 P (4.4)
Andando a sostituire nella (4.1) si ricava
d*x 1 /dt\?
— =—|—] Vh
dr? 2 (d’]’) 0
d?*t
dr?
La soluzione della seconda equazione prevede che dt/dr sia una costante, andando dunque
a dividere la prima per (dt/dr)? si ottiene
d*x
dt?

(4.5)
=0

1
~ — Vhy (4.6)
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Il corrispondente risultato della fisica Newtoniana, a cui la relativita deve tendere per
basse velocita e per deboli campi gravitazionali, ¢

d*x

Dove ¢ é il potenziale gravitazionale che a distanza r dal centro di un corpo sferico di
massa M assume la forma

¢=——" (4.8)

r

Dove G ¢ la costante di gravitazione universale: G = 6.670 - 1078 in unita c.g.s
Confrontando le ultime due equazioni si ricava facilmente che

hoo = 2¢ + costante (4.9)

Poiché hgg deve annullarsi all’infinito é facile notare che la costante é uguale a zero in
quanto ¢ si annulla all'infinito. Tornando alla metrica (4.3) si puo scrivere

goo = 1+2¢ (4.10)
¢ pud essere espresso mediante ’equazione di Poisson come
V3¢ = 4nGp (4.11)

La densita energetica per la materia non relativistica coincide con la densita di materia
ergo

Di conseguenza si avra che
V2400 = 871G Ty (4.13)

Si suppone solamente che quest’equazione di campo valga per deboli campi gravitazionali
e per materia non relativistica, tuttavia tale equazione porta a supporre che ’equazione
che governa un campo gravitazionale di qualsiasi intensita sia del tipo

G, = 87GT), (4.14)

Dove G, ¢ una combinazione lineare della metrica e delle sue derivate prime e seconde.
Ovviamente esistono molte soluzioni per G, tuttavia a partire da poche semplici consi-
derazioni é possibile giungere ad un risultato soddisfacente. Se si immagina di espandere
G in una serie di prodotti di derivate del tensore metrico e classificare ogni termine
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mediante il numero N di derivazioni delle varie componenti si evince che data la (4.13),
e considerando che G, deve avere la dimensione di una derivata seconda della metrica,

sono solo i termini con N = 2 ad essere rilevanti. Si possono ricavare alcune proprieta
di G, dall'equazione (4.14):

A)G,, ¢ un tensore

B)Poiché T),, ¢ simmetrico la ¢ anche G,
C)Vale

Gl =0 (4.15)
in quanto la medesima equazione € vera per T),,,.

D)Nel caso di un debole campo gravitazionale stazionario e di materia non relativi-
stica la componente 00 di G, deve ridursi a

GOO ~ VQQOO (416)

Queste proprieta sono tutto cio che occorre per identificare G,,. Considerando tali
ipotesi una possibile soluzione ¢

Gul/ = C].R;,LV + C2g;u/R (417)
Sfruttando ora I'identita di Bianchi (3.42) si ottiene la relazione
¢y
Gy, = <7 + CQ) R, (4.18)
La proprieta C non concede che due possibilita: o Cy = —% o 'annullarsi ovunque di

R.,. La seconda ipotesi puo essere esclusa in quanto combinando la (4.17) e la (4.14) si
ottiene

Guu = (Ol + 402) = 87TGTPL (419)

Nel caso che R, = OR/0z” si annulli allora dovrebbe accadere anche a 0T /0x" e
non ¢ questo il caso in presenza di materia non relativistica. Si conclude dunque che

02 = —01/2 [§] qumdl

1
G/ux = CI(R;W - ig,uuR) (420)
Infine ¢ possibile sfruttare la proprieta E per determinare C';. Poiché in un sistema non
relativistico si ha sempre |Tyo| > |T};| allora si considerera |Go| < |G| da cui per la
(4.20) si avra

1
Rij =~ 591t (4.21)

25



Essendo in approssimazione di campo debole si avra g,, ~ n,,. La curvatura scalare
risulta dunque

3
R~ Ry — Ryy =~ ER — Ry = R ~2Ry (422)

Combinando quest’ultima con (4.20) si giunge a
Goo =~ 2C1 Roo (4.23)
Per calcolare Ry si fa uso della sua espressione attraverso il tensore metrico

R)\,U,I/H:l 829)\# . 829#1, 829)\11 4 829;“4

2 | 0zr0zr  Oxr0x  OxvOxt | OxvOx

(4.24)

Nel momento in cui il campo € statico si annullano le derivate temporali di conseguenza
i termini importanti per la presente trattazione sono

RQOOO ~0 RiO 0 &~ 82'900' (425)
J 0xtoxI
Di conseguenza,
Goo =~ 201 (Rinio — Roooo) =~ C1 V2900 (4.26)

Dal confronto con I'equazione (4.16) si nota immediatamente che C; dev’essere uguale a
1. A questo punto é possibile scrivere I’equazione (4.14) nel seguente modo:

R, — %gwR =8rGT,, (4.27)
che viene chiamata equazione di campo di Einstein. Tale equazione dato un tensore
energia impulso consente di calcolare il tensore metrico, in altre parole partendo dal
tensore energia impulso ¢ possibile ricavare la geometria dello spazio tempo ad esso
associata. Viceversa data una particolare geometria, ossi un tensore metrico, € possibile
determinare il tensore energia-impulso. Piu in generale I’equazione di Einstein consiste in

dieci equazioni che legano venti quantita: le dieci componenti di g, e le dieci componenti
di T),,.
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Capitolo 5

Onde gravitazionali

Come le equazioni di Maxwell ammettono soluzioni di forma ondulatoria cosi é anche per
I’equazione di Einstein. Tali soluzioni vengono chiamate onde gravitazionali e consistono
in perturbazioni dello spazio-tempo in grado di propagarsi. Poiché I'onda trasporta
energia ed impulso divenendo essa stessa un contributo al campo gravitazionale, il che si
rispecchia nella non linearita delle equazioni Si suppone che il tensore metrico sia molto
vicino a quello di Minkowski

Guv = Nuv + h,uzz |hw,’ <1 (51)

e dunque si suppone di essere in approssimazione di campo debole. Sotto tale approssi-
mazione la connessione affine risulta essere

1 1
Iy, = 5?7’” (Gphrw + Oohrg = Onhuy) = 3 (8,1, + O, 1", — 9"hp) (5.2)
Di conseguenza il tensore di Riemann sara
1
Ry, =0, — O\, = 5 (0,0,h", + 070", — 0,0" b, — 00, h") (5.3)

Con una semplice contrazione si ricava il tensore di Ricci

R, =R =

1
pev o (apavhpﬂ + 0°0uhyp — Ol — 8N8Vh) (54)

......

la quale assume la forma
R, =0 (5.5)

QQuesta equazione non ha una soluzione unica in quanto trovata una soluzione € pos-
sibile costruirne altre mediante una trasformazione di coordinate. La trasformazione
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piu generale che consenta di mantenere I'approssimazione di campo debole é del tipo
a# — 2 = ot + ¢4 dove 9,&" ¢ al massimo dello stesso ordine di grandezza si h,,.La
metrica nelle nuove coordinate risultera essere

g (') = ora'"9,2" g™ () (5.6)
o poiché gH” ~ nt — hH,
() = 9 (2) = O\ — 0, 5.7

Il fatto che 1’ sia funzione di = & dovuto al fatto che sviluppando A/, (2) in serie di §
il temine di ordine zero ¢ h'(x) e i termini successivi sono trascurabili in quanto come
suddetto 0" /0z” ¢ al massimo dello stesso ordine di grandezza di h,,. Dunque, se h,,
¢ soluzione della (5.5), lo sara anche

h;w = h/w - augu - aufu (58)

In altre parole anche in questo caso, come per 'elettromagnetismo, ¢ possibile sfruttare
le invarianze di gauge per evidenziare le componenti fisiche delle onde. La scelta piu
oculata é quella di effettuare un gauge armonico, il quale prevede che

1
O, = 50N, (5.9)

Questa scelta ¢ sempre possibile in quanto nell’eventualita che h,, non rispetti quest’ul-

tima condizione, si puo trovare un h;,,, soluzione della (5.5), che verifichi la (5.9). Per

far si che hJ,, abbia le caratteristiche ricercate ¢ sufficiente che nel cambio di coordinate
si imponga la condizione

06 = 0,0, — S0, (5.10)
Applicando la (5.9) nella (5.5), tenendo conto della (5.4), quest’ultima si riduce ad essere

Ohy =0 (5.11)

Di questa equazione si considera la soluzione

hy () = »S,chi’““ﬁ'““A + 5,*“,6_"”“36A (5.12)
la quale soddisfa la (5.11) se ¢ verificata la condizione

k'E, =0 (5.13)
e la condizione di gauge se

1
Kuel, = 5/@5“# (5.14)

28



La (5.13), come per le onde elettromagnetiche, comporta che le onde gravitazionale si
propagano a velocita luce. Il tensore €, ¢ simmetrico e viene detto tensore di polarizza-
zione. Un tensore simmetrico 4 X 4 ha dieci componenti indipendenti, le quattro relazioni
(5.14) riducono questo numero a sei. La (5.8) non fissa in maniera univoca il gauge di
conseguenza € possibile eseguire una trasformazione di gauge generata da una funzione
armonica, si supponga dunque di scegliere

g = igheT _ jgremim (5.15)
A questo punto la (5.12) da
I I ikaa 1 —ikya
B, (7) =¢,,e™" +e5e "™ (5.16)

dove

5:w = e + KuEu + Kuey (5.17)

Quindi si pud concludere che 5’W e €., rappresentano la stessa situazione fisica per valori
arbitrari del parametro €,,. Dunque delle sei componenti indipendenti di €,, solo due
sono fisicamente rilevanti. Per esempio consideriamo un onda che si muove lungo 'asse
z, con vettore d’onda

Kl=k?*=0 K¥*=k"=k>0 (5.18)
In tal caso l'equazione (5.17) fornisce

€31 + €01 = €32 + €02 =0

(5.19)

1
€33 + €03 = —€03 — €00 = 5 (€11 + €22 + €33 — €00)

Queste quattro equazioni consentono di esprimere €;9 € €92 in termini delle altre sei €,,:

1
€01 = —€31, €02 = —€32; €03 = 5 (€33 +¢€00); €22 =—cn (5.20)

Quando queste quattro equazioni sono soggette alle trasformazioni definite dalle coordi-
nate e dalla (5.15), le sei componenti di ¢, cambiano in accordo con (5.17):

€)1 =€ €y =¢1
el3 =c13 — K& Ehy = 23 — K (5.21)

/ /
€33 = €33 — 2Kk&3  €gy = €00 + 2k

Si nota subito che solamente €17 e £15 hanno significato fisico assoluto. Si puo dunque
eseguire una trasformazione in modo che solo queste due componenti di €, siano diverse
da zero:

€13 €93 €33
g1 = — E9g = — g3 = -_—

B €00
K K 2K

2%

€0 = (5.22)
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Se si esegue una rotazione del tensore di polarizzazione rispetto 1’asse z definita dalla
matrice (2.63) poiché lascia invariato x,, il suo unico effetto é di trasformaree,,, in

€ = NN gps (5.23)

Usando le relazioni (5.20) si trova che

5/1 — 6ﬁ:2i66i
fL= et s, (5.24)
€3 =€33 €00 = €00

dove
et = €11 Fl€12 = —€22 F i€12 (5.25)
J+ = €31 Fiesp = —€01 L icpe

Si ¢ dunque mostrato che le onde gravitazionali possono essere decomposte in in piu
parti: 4 con elicita £2, fi con elicita £1 ed infine ¢y e €33 con elicita nulla. Tuttavia
si € visto che le parti cn elicita 0 e £1 possono essere annullate tramite un appropriata
scelta delle coordinate. In conclusione le componenti fisicamente rilevanti sono solamente
quelle aventi elicita £2

Effetti distorsivi delle onde gravitazionali

Poiché si é visto che le componenti fisiche effettivamente rilevanti per un onda gravi-
tazionale piana sono solamente due, ¢ possibile scrivere h,, sotto forma di matrice con
solo quattro elementi diversi da zero (come prima si considera un onda che si propaga
lungo lasse z):

0 0 0 0
o 0 hll h12 0

h;tu - 0 h21 h22 0 (526)
0 0 0 0

Di tale matrice & importante sottolineare che, data la simmetria, hio = hy e dalla
(5.16) é possibile dedurre che hgos = —hyy. Ipotizzando che hjy = 0, e ricordando che
9y = Nuw + by si avra che Ielemento di linea é

d82 = dt2 — dI2(1 - hn) - dy2<1 - hgg) - dZ2 (527)
da cui
d82 = dt2 — dI2(1 — hn) - dy2<1 + hu) - de (528)
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Figura 5.1: Effetto di un onda gravitazionale su un anello di polvere

Supponendo che hq; sia una qualche funzione oscillante che assuma, valori sia positivi
che negativi é possibile studiare cid che accade nel momento in cui un onda di questo
tipo incide su una distribuzione di particelle di prova. Si supponga di avere due particelle
vicine nel piano zy tali che le loro coordinate siano (zg,yo) € zo + dzx, Yo, a seguito della
(5.28) la distanza propria tra i due punti diviene

ds* = —dz*(1 — hyy) (5.29)

La distanza propria € una quantita indipendente alle coordinate per cui se hq; assume
vslori maggiori di zero i due punti si avvicinano, si allontanano se hy; assume valori minori
di zero. Per due particelle di coordinate (zg,yo) e (2o, yo + dy) accade invece 'oppsto:

ds® = —(1 + hyy)dy? (5.30)

Di conseguenza se un onda gravitazionale piana oscillante incidesse su un anello di
particelle tale anello si deformerebbe in un ellisse pulsante il cui semiasse maggiore é
parallelo alternativamente alla asse x e all’ asse y, come visibile nella figura 5.1. In
questo caso 'onda viene detta con polarizzazione +.

Se ora si considera il caso in cui hy;; = 0 e his # 0. In questo caso ’elemento di linea
diviene

ds® = dt* — dz® — dy* — dz* + 2hyadady (5.31)

Se si esegue una rotazione di 45 gradi nel piano zy attraverso il cambio di coordinate

T =ty Yoy = ——(—z+y) (5.32)
\/§ Yy Yy Yy \/5 Yy .
I’ elemento di linea risulta essere
ds* = dt* — dz*(1 — hyy) — dy*(1 + hyg) — d2? (5.33)
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Confrontando quest’ultima equazione con la (5.28) é immediato rendersi conto che Ieffet-
to delle due onde ¢ il medesimo, 'unica differenza sta nel secondo caso ’anello di materia
si deformerebbe nuovamente in un ellisse pulsante ma inclinata di 45 gradi rispetto alla
prima. Questo secondo caso viene detto polarizzazione x

Generazione di onde gravitazionali
Se si considera 'equazione (5.4) e la si contrae ulteriormente si ottiene la curvatura
scalare
A
R, = (0,0"h P Oh) (5.34)
Si puo ora costruire il tensore di Einstein

1
GW’ = R#V - §TMVR

5.35)
1 (

= é(aﬁyhﬁ +0°0,,h,, — Ohy, — 0,0,h — 77,“,8p8Ah”A + 1, 0h)
Questa espressione poco maneggevole pud essere semplificata introducendo la pertur-
bazione a traccia inversa hy, = hy,, — 1/2n,,h, la quale deve il suo nome al fatto che
hit* = —h. Esprimendo h,,, in funzione di hy,,, h—pv = Iy, +n,,h, e andando a sostituire
nella (5.6) si ottiene

1
G = §(ap(‘3,,h*pu + 0°0,h;,, — Uh,, — Nuw0,0 0", (5.36)

Tale equazione puo essere semplificata mediante una trasformazione di gauge xz* —
't + €F. A seguito della trasformazione la metrica risultera

h;w = hw/ - a,ufv - aufu (537)
e dunque la perturbazione a traccia inversa diventa
* 1 *
h’,uzz = h,/uu - §nﬂl’h/ = h,uzz - al/é,“ - a,ugl/ + nHV8p§P (538)

Ancora una volta la scelta migliore é quella di sfruttare un gauge armonico, gia espresso
mediante la (5.9).Nel presente caso tuttavia la condizione di gauge si riduce ad essere:
O"hy,, = 0. In generale si ha

DR, = 9D, — 0,8, — 08, + 0,00, = 91, — OE, (5.39)

Affinché si verifichi il gauge armonico ¢ dunque necessario eseguire un cambio di coordi-
nate che verifichi la condizione

0e, = o'n?, (5.40)
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Applicando tali condizioni alla (5.34) si verifica che
1 *
GPW - —§Dh!w (541)

L’equazione di Einstein puo dunque essere riscritta, ponendo la costante di gravitazione
universale unitaria, come

Oht, = —167T,, (5.42)

essa puo essere risolta mediante I’ausilio delle funzioni di Green le quali sono distribuzioni
particolarmente utilizzate nella risoluzione delle equazioni differenziali. Un equazione
d’onda con sorgente prende in generale la forma

Of(t,x) = s(t,x) (5.43)
dove f(t,x) ¢é il campo radioattivo dipendente dal tempo e dalla posizione mentre s(¢,x)

é la sorgente del campo. La funzione di Green G(t,x,t',x’) che si dovra utilizzare
rappresenta il campo dato da una sorgente descritta dalla distribuzione delta di Dirac:

OG(t,x,t',x") =d(t —t')o(x — x) (5.44)

Per definizione della distribuzione delta di Dirac é possibile scrivere

s(t,x) = /dt'd?’x’é(t —t"o(x — x")s(t', x') (5.45)
Applicando a quest’ultima la (5.44) si ottiene

s(t,x) = /dt’de’DG(t,X,t’,x’)s(t’,x’) (5.46)
e quindi, considerando che 'operatore [J puo essere portato fuori dal segno di integrale,

Of(t,x) = s(t,x) = D/dt’d?’x/G(t,X,t’,x’)s(t',x') (5.47)
da cui si puo ottenere un espressione per il campo f(t, x)

f(t,x) = /dt’d%’G(t,x,t’,x’)s(t',x’) (5.48)

E possibile dimostrare che la funzione di Green associata all’operatore [J &

Ot = [t =[x = x'|/d])

drr|x — x/|

G(t,x,t',x') = — (5.49)
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dove t — |x — x'|/c ¢ il tempo ritardato il quale tiene conto del ritardo dovuto al tempo
di propagazione dell’informazione fra un punto di coordinate x ed uno di coordinate x’.
Applicando il suddetto ragionamento alla (5.42) si ottiene

Tyt_ _ /’ /
hZV—4/d3x’ (= Jx = %, x) (5.50)

nella quale si ¢ posto ¢ = 1. T gradi di liberta radioattivi sono interamente contenuti
nella parta spaziale della metrica:

T" _ _ / /

[x — x|

Volendo valutare questa quantita a grande distanza dalla sorgente & possibile eseguire
'approssimazione |x — x’| = r arrivando a

. 4

Quest’ultima equazione con qualche manipolazione puo fornire la formula del quadrupolo
che descrive I’emissione di onde gravitazionali. Il tensore energia-impulso gode della legge
di conservazione (3.36) che se scomposta nelle parti spaziali e temporali da

OT" +0,T7 =0 9,T" +0jT9 =0 (5.53)

Se ora si deriva la prima rispetto al tempo e si considera l'identita data dalla seconda si
ottiene

T = 0,0, (5.54)
Manipolando i due lati di tale equazione si ottiene per il lato sinistro

OXTx'a? = 02 (T"x"2%) (5.55)
e per quello destro

00T = 0,0,(T"x'x7) — 20, (T™2? + T x") 4 2T (5.56)
Inserendo le ultime due equazioni nella (5.54) si ottiene

0¥ 227 = 0,0/(T a'w?) — 20, (T 27 4+ T 2") + 2T (5.57)
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Dalla quale isolando T% e andandolo a sostituire nella (5.52) si ricava

4
—/d%’TM =
’

4 1 . . o
—/dSZE, §at2Tttl’/ZZ[‘/J +a’€(Tﬁjx/Z_’_T’LK]$/‘j)
r
1 o
- 58,{8[(7—%1.1'”1'/])
;5 o (5.58)
= —/d?’x’@f(Tttx”x”)
r
2 2/ 3ttt 00
=—0; | &2 T 2"z
r t

2 o
:—af/dgfﬂ/pl‘lzl'/j
r

dove si é applicato il teorema di Gauss per trasformare il secondo ed il terzo termine del
lato sinistro della prima uguaglianza per mutarli in integrali di superfici i quali, scelta
una superficie esterna alla sorgente, si annullano. Definendo

I;(t) = /d?’x’px’ix’j (5.59)
ed applicando questa definizione si avra
. 2 d2fu(t — 7“)

o7 dt?

la quale mostra che per generare onde gravitazionali ¢ necessario un momento di qua-
drupolo variabile nel tempo secondo la relazione da essa espressa.

I1 14 settembre 2015 'osservatorio LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory) ha rilevato ’emissione di onde gravitazionali. Il sistema di rilevazione delle
onde gravitazionali si basa sull’'uso di un interferometro di Michelson, le onde gravita-
zionali distorcendo lo spazio-tempo sono in grado di modificare il cammino ottico di un
raggio laser e di conseguenza di modificare la figura di interferenza. La coppia di interfe-
rometri gestiti da LIGO sono stati in grado di rilevare il passaggio di onde gravitazionali
le quali sono state associate alla collisione di due buchi neri. La collisione é avvenuta a
circa 1,5-10%m/s e le masse dei coinvolte nella collisione erano pari a circa 29 e 36 masse
solari. Le due masse si sono fuse in un unico buco nero di circa 62 masse solari, minore
della somma delle due masse iniziali, la massa mancate é stata convertita in energia ed
emessa sotto forma di onde gravitazionali. Nonostante I'enormita delle masse e della
velocita in questione gli effetti delle evento visualizzati sono estremamente piccoli: la
perturbazione della metrica prodotta dal momento di quadrupolo della collisione dei due
buchi neri ¢ circa h = 1072* e la dilatazione dello spazio che gli interferometri hanno
rilevato di circa 10™18m.

B (t,x) (5.60)
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Conclusioni

In conclusione questa tesi mette in luce come le invarianze di gauge siano proprieta
estremamente utili allo studio della fisica. Si ¢ mostrato inizialmente, a partire da con-
siderazioni relativistiche, 1’elettromagnetismo in forma covariante. L’elettromagnetismo
consente l'applicazione di simmetrie di gauge grazie al fatto che il quadripotenziale non
definisce in maniera univoca il campo ed é dunque possibile effettuare delle trasformazio-
ni che lascino invariato quest’ultimo. In particolare si é fatto uso del gauge di Lorentz il
cui pregio risiede nel fatto che consente di individuare le componenti fisicamente rilevanti
delle onde elettromagnetiche ed alcune loro caratteristiche. Lo studio porta a concludere
che I'interazione elettromagnetica ¢ trasportata da onde particelle di massa nulla e aventi
spin +1. Si é poi passati allo studio dell’interazione gravitazionale alla luce della teoria
della Relativita Generale, in particolare si ¢ studiata la soluzione in forma di onde piane
dell’equazione di campo in assenza di sorgenti. Anche questa volta é possibile fare uso
di trasformazioni di gauge con il medesimo fine del caso elettromagnetico di mettere in
risalto le componenti fisicamente rilevanti dell’onda. La possibilita di eseguire una tra-
sformazione di gauge, in questo secondo caso, risiede nel fatto che la Relativita Generale
prevede che le leggi della fisica siano invarianti per cambi di sistemi di riferimento, di con-
seguenza le trasformazioni di coordinate risultano essere trasformazioni di gauge. Come
nel caso elettromagnetico sono solamente due le componenti rilevanti, tuttavia ’elicita
dell’'onda ¢ +2 e dunque l'interazione viene trasportata da particelle a spin 2. Con-
frontando ulteriormente il caso gravitazionale e quello elettromagnetico é stato possibile
apprezzare come entrambi i tipi di onda presentano particelle a massa nulla, le quali si
propagano alla velocita della luce. Una differenza osservabile tra le due interazioni é che
la generazione di onde elettromagnetiche richiede la presenza di un momento di dipolo
elettrico variabile nel tempo mentre la generazione gravitazionale richiede un momento
di quadrupolo, anch’esso variabile nel tempo. In sintesi la tesi mostra come l'invarianza
di gauge possa essere applicata in maniera molto simile a due fenomeni fisici differenti
per trarne conclusioni spesso simili.
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