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Introduzione

N questa Tesi verra studiata la nozione di convergenza in misura, un particolare tipo di
I convergenza per successioni di funzioni misurabili; forniremo poi alcuni risultati comple-
mentari e un confronto con altri tipi di convergenze.

Illustriamo brevemente come, capitolo per capitolo, € stato svolto ’elaborato.

Propedeuticamente ai successivi capitoli, nel Capitolo 1 vengono richiamati elementi di
teoria della misura, integrazione di funzioni, gli spazi L? e relative convergenze: si parte dalla
definizione di funzione misurabile e quella di convergenza u-quasi dappertutto; si passa poi
alla costruzione dell’integrale, concludendo con la definizione degli spazi LP con p € [1, o0].
Viene fornito un importante esempio di successione di funzioni caratteristiche su intervalli,
che servira da utile controesempio per capire che la convergenza in misura non implica la
convergenza puntuale. Il prerequisito fondamentale & il Teorema di Severini-Egorov (che
dimostriamo in pieno dettaglio vista la sua rilevanza per i temi della Tesi): tale teorema
assicura, su spazi di misura finita, la cosiddetta convergenza p-quasi uniforme (introdotta
nel Capitolo 3) per tutte le successioni convergenti p-quasi dappertutto.

Nel Capitolo 2 analizzeremo in profondita i temi cruciali. Daremo la definizione di
convergenza in misura a cui é collegato in modo naturale il concetto di successione
di Cauchy in misura. Proveremo poi che la convergenza in LP implica la convergenza
in misura (ma non il viceversa). Dimostreremo, come risultato cardine di tutta la Tesi, il
fondamentale Teorema di Completezza (da alcuni attribuito a Weyl e Riesz) che sancisce
la proprieta di “completezza” in misura secondo cui tutte e sole le successioni convergenti
in misura sono le successioni di Cauchy in misura. Come corollario si prova che da tutte le
successioni convergenti in misura si puod estrarre una sottosuccessione sia convergente p-quasi
dappertutto sia p-quasi uniformemente. Mediante il Teorema di Severini-Egorov si pud poi
provare che una successione convergente p-quasi dappertutto su uno spazio di misura finita
converge anche in misura.

Il Capitolo 3 fornisce alcuni approfondimenti: esso apre con la importante proposizione
che dimostra 'esistenza, per lo spazio delle funzioni misurabili su un insieme €2 di misura
finita, di una metrica per cui la convergenza ¢ equivalente alla convergenza in misura (si puo
cosi concludere che l'insieme delle funzioni misurabili su €2 € uno spazio metrico completo
rispetto alla convergenza in misura). Il Capitolo 3 chiude, infine, con la definizione di con-
vergenza p-quasi uniforme, e con il confronto tra questo concetto e quello di convergenza
in misura.

il
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Capitolo 1

Alcune Premesse

IN questo capitolo verranno trattati teoremi e definizioni che serviranno come base teorica
per il capitolo successivo. A partire da un piccolo richiamo sulla teoria della misura, si
passera alla introduzione degli spazi LP e relative norme e convergenze.

1.1  Alcuni richiami di Teoria della Misura

Definizione 1.1.1 (o-algebra). Dato un insieme €2, si definisce o-algebra una famiglia T’
di sottoinsiemi di € tale che:

e el
o se AT allora Q\ A €T,
o se {Ai},cn ¢ una famiglia numerabile in T allora | J;=, A; € T.

Definizione 1.1.2 (Misura). Sia Q un insieme munito di una o-algebra T'. Una misura su
I' & una funzione p: I' — [0, 1] tale che:

o u(0) =0,

® se {Qj}jeN é una successione di insiems disgiunti in I, allora
o0 o0
u( U Qj) = uley).
j=1 j=1

La seconda proprieta della Definizione 1.1.2 ¢ chiamata additivita numerabile.

Definizione 1.1.3 (Spazio di misura). Siano Q un insieme, I' una o-algebra e p una
misura su I'; la terna (Q,T', 1) ¢ chiamata spazio di misura.

Nel seguito, potrebbe essere sottinteso la o-algebra I' dello spazio di misura (£2,T", 1); in
tal caso scriveremo (€, p).
Definizione 1.1.4 (Funzione misurabile). Siano (Q,T,u) e (', 17, 1) spazi misurabili.
Si dice funzione misurabile da (,T) a (U, 1) ogni funzione f: Q — Q' tale che:
Ael' = f1(A)el.
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Esempio 1.1.5. Siano €2 un insieme non vuoto e I'1, 'y due qualsiasi o-algebre in €. Se
Iy C T’y allora la funzione identita i : 2 — € é misurabile da (2,1, p1) a (2, g, u2)
(qualunque siano le misure p; sui §;, per i = 1,2).

FEsempio 1.1.6. Siano (,T,u) e (Q,I7, 1) due spazi di misura. Sia o’ € Q' fissato; la
funzione costante
C:Q0—9Q, w—do

¢ misurabile; infatti per ogni A’ C V' si ha:
A = 0, sew ¢ A
Q, sew €A

Sia A un insieme, sia f,, : A — C una successione di funzioni e sia f : A — C. Ricordiamo
che si dice che {f,}, converge puntualmente a f se, per ogni z € A, la successione complessa
{fn(z)}, converge (nella usuale topologia metrica di C) a f(x). Inoltre, si dice che {f,},
converge uniformemente a f(x) se

lim sup |fu(x) — f(z)| = 0.

n—oo Q?EA

Definizione 1.1.7 (Convergenza pu-q.d.). Dato uno spazio di misura (0, T, ), diciamo
che la successione di funzioni f, converge ad una f p-q.d. e scriviamo

fn — [ p-q.d,
se esiste D € T tale che:
i fTL - f SU D;

e u(2\ D)=0.

1.2 Integrazione di funzioni non negative

Definizione 1.2.1 (Funzione semplice). Sia (2, T, 1) uno spazio di misura; una funzione
semplice su £ & una combinazione lineare finita, a coefficienti complessi, di funzioni caratter-
istiche di sottoinsiemi di I'; tale funzione non puo assumere i valori +oo. Equivalentemente,
diciamo che una funzione f : Q — C é semplice se f ¢ misurabile ed l’insieme immagine di
f & un sottoinsieme finito di C. La sequente scrittura:

n
f = Z szEj?
7=1

con E; = f1({z}) e f(Q) = {z1,..., 20}, & chiamata rappresentazione standard di f, e
caratterizza f come combinazione lineare, a coefficieni distinti, di funzioni caratteristiche su
insiems disgiunti la cui unione € Q.

Definizione 1.2.2 (Integrale). Nelle notazioni precedenti, se

f:Q— 0,400,
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¢ una funzione semplice con la sequente rappresentazione standard

n
f = Z szEjv
j=1

definiamo Uintegrale di f rispetto alla misura p (con la convenzione 0 - oo =0)

n

/fdu = zn(E)).

J=1

Osservazione 1.2.3. Sempre nelle notazioni precedenti, se A € I, si ha che fx4 é ancora una
funzione semplice con la seguente rappresentazione standard

n
fxa=Y_zxang;
7=1

si definisce integrale su A la scrittura

/AfdMZ [ Hadn

In definitiva, quindi, abbiamo le seguenti uguaglianze:

/Afduz/Afz/fXAdu.

Definizione 1.2.4 (Spazio L*). Sia (2, T, u) uno spazio di misura; definiamo
Lt ={f:Q—[0,+0c] : f misurabile} .

Possiamo estendere la nozione di integrale a tutte le funzioni g € LT, definendo:
/gdu:sup{/fd,uzog f<~vef semplice}.

Quando p & sottintesa, scriveremo anche semplicemente / f al posto di / fdu.

1.3 Integrazione di funzioni complesse

Continuando a lavorare su spazi di misura (2,T", u), la Definizione 1.2.4 di integrale per
funzioni in L™ puo essere estesa a funzioni misurabili a valori reali.

Definizione 1.3.1. Chiamiamo f e f~ rispettivamente la parte positiva e negativa della
funzione misurabile f; supponiamo che uno dei sequenti integrali sia finito:

Jro fr
il

Allora definiamo:
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Osservazione 1.3.2. Se [ f™ e [ f~ sono entrambi finiti, la funzione f ¢ detta integrabile;
essendo |f| = fT + f~, & chiaro che f ¢ integrabile se e solo se

/\f|<+oo-

Definizione 1.3.3 (Funzione integrabile). Siano (Q,T', 1) uno spazio di misura e f una
funzione misurabile a valori complessi; diciamo che f & integrabile se:

171 < e

Pit in generale, se E € I', f é integrabile su E se:

/E /] < +oc.

Osservazione 1.3.4. Sia f una funzione misurabile a valori complessi; poiché:

[f1 < Re(f)+ Im(fH)] < 2171,

f si dice integrabile se e solo se Re(f) e Im(f) sono integrabili; in questo caso vale:

[ 1= [re(r)+i [ i),

Teorema 1.3.5 (Lemma di Fatou). Sia (2, T, i) uno spazio di misura.
Supponiamo che {f,} sia una successione in L™ ; allora:

/liminf fn < liminf/fn.
n—oo n—oo

1.4 Gli spazi LP(Q, )

Definizione 1.4.1 (Spazio L'(Q,u)). Sia (2, 1) uno spazio misurabile. Si definisce lo
spazio di funzioni L*(Q, p) (o brevemente L'(Q) quando u ¢ sottointesa, o L' quando anche
Q ¢ sottointeso) lo spazio delle funzioni integrabili da Q@ a valori complessi.t

Lo spazio L' ¢ dotato di una norma definita nel modo sequente:

1l = / Fldp.

Secriveremo anche brevemente || f||1 al posto di || f]|p1-

Definizione 1.4.2 (Spazio LP(Q,u)). Sia (2, 1) uno spazio misurabile. Sia p € R con
1 < p < oo; definiamo

LP(, ) = {f :Q — C: f ¢ misurabile e |f|? € L'(Q) }

Su LP(S2, 1) (scritto anche brevemente LP(2) o LP) utilizzeremo la nota norma definita da:

1/p
1 fller = ( / !f!pdu> ,

che denoteremo anche brevemente con | f||,.

'In alcuni casi, si puod rimpiazzare C con R := R U {400, —c0}.
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Definizione 1.4.3 (Convergenza in LP). Sia (2, ) uno spazio misurabile. Siano f,, f €
LP(Q, u); diciamo che f, tende ad f in LP se

lim /|fn—f|pd,u:O.

Osservazione 1.4.4. Sia (2,T', 1) uno spazio di misura e consideriamo una successione di
funzioni f,, tale che:

e f, — f puntualmente su €;
o fu—gin L2, ).

Allora f = g p-q.d. Questo segue immediatamente dal Lemma di Fatou:
0</]f—g\pdlu:/liminf]fn—g|pdu<liminf/|fn—g\pdlu:0.
n—oo n—oo

Nonostante la precedente osservazione, in generale convergenza in LP e convergenza
puntuale “hanno poco in comune”, come mostrano i seguenti esempi.

Esempio 1.4.5. Indichiamo i numeri naturali n > 2 mediante due parametri naturali £ e m
nel modo seguente:

n=2"+m conkZleOﬁmSQk—l.

Per ciascuno di tali n (scritto in maniera unica attraverso k e m), definiamo

En:{m m—l—l[7

ok’ ok
e consideriamo la successione delle funzioni caratteristiche, definite su [0, 1],
fon= XE,-

Come spazgio di misura, consideriamo 1'usuale spazio delle funzioni misurabili secondo Le-
besgue. Se [-] denota la funzione parte intera, si ha

1
p — p - -
/[071] | fu()|P d = /En Wdr = on o

La seguente tabella riporta alcuni valori di k, m,n, Ey:
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k m n E,
T
1 0 2 _0,5_
f1 _

1 3 -, 1
_2’ L

O 4 077
) L L
1 5 12

4’7 4

2 3

2 2 2
s | 3l

3

3 7 -, 1
i

Quindi f,, tende a zero nell’'usuale spazio LP([0, 1]) per ogni p > 1.
Non € difficile convincersi che la successione { fn}n non converge puntualmente su nes-
suno dei punti dell’intervallo [0,1).

Esempio 1.4.6. Consideriamo la seguente successione:
Jn =1X0,11

Si ha che
fn — 0 puntualmente,

ma non converge in L?.

Definizione 1.4.7 (Spazio L>(, p)). Sia (2, 1) uno spazio misurabile. Definiamo
L*®°(Q,p) = {f : Q — C: f misurabile ed esiste C > 0 t.c. |f(x)] < C p-q.d. su Q }
Su L*°(Q, 1) (scritto anche brevemente L>°(Q) o L) utilizzeremo la nota norma
Il =inf {C >0+ [f(@)| < C p-gd sunl,

che denoteremo anche brevemente con || f||co-
E ben noto che lo spazio LP ¢ uno spazio di Banach, per ogni p € [1, c0].

Teorema 1.4.8 (Convergenza Dominata). Sia (Q,T, 1) uno spazio di misura e conside-
riamo una successione {f,} in L' tale che:

* fn— f p-qd,
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e csiste una funzione non negativa g € L' tale che |f,| < g p-q.d. per ogni n.
Allora f € L' e
/f: lim [ f,.
n—oo
Di piw, f, — f in L'

Di rilievo con gli argomenti di questa Tesi é senza dubbio il seguente classico Teorema di
Severini-Egorov, di cui riportiamo la dimostazione per la sua somiglianza con certi argomenti
che useremo nel Capitolo 2.

Teorema 1.4.9 (Severini-Egorov). Sia (2,T', 1) uno spazio di misura e supponiamo che:
o 1) < +o0,
e f. f1, fa,... siano funzioni misurabili a valori complessi su Q) tali che f, — [ p-q.d.
Allora, per ogni € > 0, esiste E. C X tale che:
o u(Ee) <e,
o fn — f uniformemente su Q \ E..
Prima di dare la prova del Teorema di Severini-Egorov, forniamo alcune osservazioni:

(a) L'ipotesi u(€2) < oo pud essere rimpiazzata con l'ipotesi per cui esiste g € L1(, )
tale che
[fal < g VneN,

come vedremo nella Proposizione 1.4.10.

(b) L’ipotesi u(2) finita ¢ essenziale; ad esempio, la successione

In = X[n,n+1]

converge puntualmente a 0 su R (con la misura di Lebesgue); tuttavia, se A ¢ un
insieme illimitato, € facile riconoscere che esiste una successione crescente nj tale che

Sjp|fw’:17 vV keN.

Dunque f,, non puod convergere a 0 uniformemente su nessun insieme illimitato A; ne
segue che l'insieme FE, di cui sopra deve avere complementare limitato, e quindi non
puo valere pu(FE,) < €.

Dimostrazione del Teorema 1.4.9. Forniamo una dimostrazione dettagliatissima e commen-
tata ad ogni passo, visto che I'idea contenuta in questo teorema ritornera nel fondamentale
Teorema 2.2.1 di Completezza per la convergenza in misura.

Senza perdere di generalita (scartando eventualmente da tutto ’argomento 'insieme di
p-misura nulla su cui f,, non converge puntualmente a f), supponiamo che

fn— fsuQ.
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Per definizione di convergenza puntuale si ha che per ogni fissato = € ) e per ogni fissato
€ > 0, esiste n(z,¢) € N tale che

|fn(x)_f(x)| <¢ VnZn(w,e).

Si ha convergenza uniforme su qualche insieme B ogniqualvolta (qualunque sia € > 0 piccolo)
lo stesso n(x, €) va bene per tutti gli z in B. L’idea & dunque quella di mettere in uno stesso
insieme i punti z che ammettono lo stesso indice n:

+oo

(%) {z:|fm(x) = f(2)] < e per ognim > n} = () {z: | fm(z) — f(z)| <€}

m=n

Per definizione di convergenza puntuale, l'unione (rispetto a n) degli insiemi in () esaurisce
tutto Q (per ogni €). Osserviamo anche che al crescere di n gli insiemi in (%) diventano pit
grandi. Di piu, possiamo “discretizzare” la variabile € utilizzando al suo posto 1/k con k € N.
Giacché vogliamo provare che I'insieme su cui non sussiste convergenza uniforme € “piccolo”,
passiamo poi a considerare il complementare dell’insieme in (%) (che quindi decrescera al
crescere di n fino a “svuotarsi”). Questa ¢ 'idea che andiamo ora a formalizzare.

Consideriamo k,n € N e sia

+o0
En(k) = |J {2 : |fm(@) = f(2)] > 1/k}.

Si noti che

+oo
Bu(k) = Q\ En(k) = () {z: [fm(z) — f(2)| < 1/k},

e quindi l'insieme B, (k) fornisce un insieme candidato su cui avere convergenza uniforme,
poiché
v € Bo(k) < (]fm(x) — f(@)| < 1/k Vm > n)

Sia k € N fissato. L’insieme E, (k) decresce al crescere di n e (giacché {f,(z)}, converge a
f(x) su Q) e facile riconoscere che

+oo
n=1

quindi, poiché per ipotesi u(2) < 400, concludiamo che
pu(En(k)) — 0 per n — +o0.

Abbiamo dunque una “matrice infinita” di insiemi

in cui gli insiemi su ogni riga “tendono a diventare” ) e al crescere delle colonne cresce la
vicinanza della successione { f,} a f sui vari insiemi che appaiono nella matrice. L’idea ¢ di
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prendere, con un procedimento di tipo diagonale, una famiglia di questi insiemi in cui cresca
sia 'indice di riga sia di colonna, e intersecarli tutti. In modo del tutto complementare,
abbiamo anche la matrice

Ei(1) E3(1) Es(1)
Ei(2) E5(2) E3(2)
1;1(3) 122(3) 123(3) ’

in cui ogni riga “tende a svuotarsi” e al crescere delle colonne diminuisce la lontananza
della successione {f,} da f sui vari insiemi che appaiono nella matrice. In termini di questi
insiemi, I'idea chiave & di prendere, con lo stesso procedimento di tipo diagonale, una famiglia
di insiemi in cui cresca sia l’indice di riga sia di colonna, e unirli tutti. Formalizziamo quanto
appena detto:

Dati e > 0 e k € N scegliamo ny, (che dipende anche da ¢) tale che

W(En, (R)) < 27

Si noti un argomento di tipo diagonale, ove lo stesso k quantifica la “lontananza” della
successione {f,} dal suo limite (lontananza che diminuisce al crescere di k), e al contempo
quantifica la piccolezza dell’insieme su cui sussiste questa lontananza.

Poniamo poi

+oo +o0
E=JEn(k), B:=[)Bu,k).
k=1 k=1

Allora

Inoltre, si ha
+oo +oo +oo +00o
B=O\E=()Q\Ey (k)= () Bu(k) =[] [ {z:|fm(z) - fl@)] <1/k}.
k=1 k=1 k=1m=ny
Dunque z ¢ FE (i.e., z € B) equivale a dire che per ogni k € N vale
[fm(z) = f(2)] <1/k ¥ m > ny.

Questo prova che f,, — f uniformemente sul complementare di F, ossia su B. OJ

Proposizione 1.4.10. Nel Teorema 1.4.9 di Severini-Egorov l'ipotesi p(2) < oo puo essere
rimpiazzata dalla ipotesi

Jge LN pu) : |fal<g VneN

Dimostrazione. Come abbiamo gia visto nella dimostrazione del teorema di Severini-Egorov,
possiamo assumere che f, — f su (2. Poniamo ancora, per k,n € N,

Ea(k) = | {&: [fm(2) - f(2)| 2 &1},



10 CAPITOLO 1. ALCUNE PREMESSE

e, per k fissato si ha che E, (k) decresce al crescere di n e ()2 Ey, (k) = 0. Utilizziamo, ora,
la nuova ipotesi; poiché |f,, — f| < 2|g]|, posto

A(k) == {z:2)g(z)| > k'}
ne viene che

Ey(k) = | {o: fml@) = f(2)] = k') € A().
m=1

Ma ¢é ovvio che

+w>;/@2/ 20| = kL u(AG)),
Q A(k)

e, quindi, concludiamo che
(1 (k) < p(A(k)) < o

Si procede poi come nella dimostrazione del Teorema di Severini-Egorov. O



Capitolo 2

Convergenza in misura

N questo capitolo viene trattato il tema della convergenza in misura e le relazioni che essa ha
I con gli altri tipi di convergenza (convergenza in LP, puntuale, uniforme e q.d.) richiamate
nel precedente capitolo. Nel seguito, potrebbe essere sottinteso lo spazio di misura (2,T", p1)
su cui opereremo; se, invece, ¢ ben nota solo la o-algebra I' dello spazio di misura (Q, T, i),
scriveremo (£2, p).

Per la trattazione abbiamo seguito G.B.Folland in [1] (e in parte anche le note di A.
Villani, [3]).

2.1 Convergenza in misura

Consideriamo (€2, T", 1) uno spazio di misura; se f,, € una successione di funzioni a valori com-
plessi su €2, la sua convergenza puo essere studiata in diversi modi; abbiamo, ovviamente, che
convergenza uniforme implica la convergenza puntuale la quale, a sua volta, implica la con-
vergenza quasi dappertutto (in generale non vale il contrario); tuttavia, queste convergenze
non implicano (in generale) la convergenza in L!.

Esempio 2.1.1. Ecco riportati alcuni brevi esempi (su R con la misura di Lebesgue) che
esemplificano quanto appena detto.

e Consideriamo la seguente successione
-1
frn=1""X(0,n);
si ha che f, — 0 puntualmente, uniformemente e q.d., ma f, - 0in L'.

e Si consideri la successione {f,} nel’Esempio 1.4.5. Essa converge in L', ma non
converge puntualmente in alcun punto di [0, 1].

D’altra parte se f,, é una successione di funzioni tale che:
* fn— fad,
e esiste una funzione g € L! tale che |f,| < g per ogni n,

allora f, — f in L' (dal Teorema 1.4.8 di Convergenza Dominata).
Mostreremo, in seguito, che se una successione converge in L! allora ne esiste una
sottosuccessione che converge q.d.

Introduciamo ora la definizione centrale di questa Tesi.

11
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Definizione 2.1.2 (Convergenza in Misura). Si dice che una successione { f,} di funzioni
misurabili a valori complessi sullo spazio di misura (Q,T, p):

e ¢ di Cauchy in misura se, per ogni fissato € > 0, si ha

i _({e: 16a(0) = fu@)] > ¢} ) =0,

n,Mm—00

questo significa che per ogni € > 0 e per ogni § > 0 esiste k(e,d) € N tale che
u({x Cfa(z) = fn(x)] > e}) <0, Vn,m>k(ed),;
e converge in misura ad una funzione misurabile f se, per ogni fissato € > 0, si ha
T u<{»’6 Nfal@) — f(@)] > e}) 0.

questo significa che per ogni € > 0 e per ogni § > 0 esiste k(e,d) € N tale che
u({x Cfa(z) = f(z)] > e}) <9, YV n>k(eo).

Il seguente risultato fornisce 1'unicita (u-q.d.) del limite in misura.
Proposizione 2.1.3. Se f, — f in misura e f, — g in misura, allora f = g p-q.d.
Dimostrazione. Per la disuguaglianza triangolare, segue subito che

{z:|f(x) —g(@) = e} S{a:|f(x) = falz)] = €/2} U{z : [fu(z) —g(z)| = €/2}.

Visto che le p-misure di entrambi gli insiemi al secondo membro tendono a 0 per n — oo,
risultera che

p{z: |f(z) —g(x)] = €}) =0,
da cui deduciamo che f = g p-q.d. O

Osservazione 2.1.4. Banalmente, se f,, € una successione convergente ad una f in misura,
allora la stessa cosa € vera per ogni sua sottosuccessione.

Proposizione 2.1.5. Se f,, converge in misura allora {f,} & di Cauchy in misura.

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che, se f, converge in misura, allora si ha anche

in_u({o1e) ~ fulo)] 2 ) =0

n,Mm—00

Ora, per la disuguaglianza triangolare abbiamo che

’fn_fm‘ S ‘fn_f’"i_’fm_f’a
e dunque
p{z : [fn(@) = frn(2)] = €}
< p({z = [fu(x) = f(@)] 2 €/2}) + p({z : | () — f(2)] = €/2}).

Il secondo membro €&, per ipotesi, piccolo se n, m sono grandi, da cui la tesi. O
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Forniamo un primo semplice risultato di confronto tra convergenze.
Proposizione 2.1.6. Sia p € [1,00]. Se f,, — f in LP(Q, u) allora f,, — f in misura.
Dimostrazione. Definiamo E(n,e€) := {x : |f(x) — f(z)| > €}; vogliamo dimostrare che

lim pu(E(n,e)) =0,

n—oo
il che implichera, per definizione, che f, — f in misura. Distinguiamo due casi:

e p€[l,00): Abbiamo che:
Jita=apz [ A= pP 2 @ uEm, o)
E(n,e)
di conseguenza
p(Eme) < e [ 15— 1P

Poiche per ipotesi f, — f in LP, ne segue che [|f, — f|P — 0; dunque, grazie alle
maggiorazioni precedenti
w(E(n,e)) — 0 per n — oo,

che é quanto occorreva dimostrare.

e p=o0: Siae>0;da f, — fin L*™°(Q, u) segue che la disuguaglianza
[fu(2) = f(2)] <e
¢ vera p-q.d., per tutti gli n > n(e€); ne segue
u(E(n,e)) =0, Vn>nle),
da cui la tesi. O
Esempio 2.1.7. Consideriamo la seguente successione di funzioni su R
Jn =m0, 11

Si ha che f, — 0 puntualmente su R, ma non converge a 0 in LP poiché

[1pp =

Tuttavia si ha che f,, — 0 in misura poiché (per ogni € < 1)
E(n,e) ={x: |fu(x)] > €} =(0,1/n) VneN.

Forniamo un esempio esplicito di convergenza in misura.

Esempio 2.1.8. Sia (2, ) lo spazio di misura dato da = N e p uguale alla misura del
contare.! Allora f,, — f in misura se e solo se f, — f uniformemente.

!Cio¢ pu(B) = card(B) per ogni B C N.
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Dimostrazione. Dimostriamo dapprima la seguente implicazione
(fn — f in misura) = (f, — f uniformemente).

Sappiamo che, per ogni € > 0, si ha p({z : |fn(z) — f(x)| > €}) — 0 per n — co. Tuttavia,
per come ¢é definita la y-misura, la seguente successione

{u({x | fal2) = f(2)] > 6})}neN

& a valori interi e, se ha limite nullo, deve accadere che esiste m > 0 tale che

pl{z : [fule) = f(2)] > €}) =0, pern=>m,

da cui |fp(z) — f(z)] < € p-q.d. Per come ¢é definita la g-misura, si ha quindi che per ogni
n > m risulta

|fn(@) — f(z)| <€ VzeN

Questa é esattamente la convergenza uniforme di f,, a f sull’insieme N. L’implicazione
opposta si prova in modo del tutto analogo. O

2.2 Teorema di Completezza

Il seguente fondamentale teorema sancisce una proprieta di “completezza” per la convergenza
in misura. Chiariremo meglio questo nel Capitolo 3, ove sara costruito un opportuno spazio
metrico modellato sulla convergenza in misura.

Teorema 2.2.1 (Weyl-Riesz). Supponiamo che {f,} sia una successione di Cauchy in
misura sullo spazio di misura (2, p); allora:

o csiste f misurabile su ) tale che f, — f in misura;

e esiste una sottosuccessione {fnj }j di {fn}, con le sequenti proprieta:

1. fn; — [ p-q.d. per j — oo;
2. fn; — [ in misura per j — oo;
3. per ogni o > 0 esiste B, misurabile tale che u(2\ B,) < o e fo, — f

uniformemente su By, per j — oo.

Dimostrazione. Dalla definizione di successione di Cauchy in misura, per ogni j € N fissato
si ha che

i _u({o:1£e) = fule) 227} ) =0,

n,Mm—00

Per ogni j € N, esiste dunque n; € N tale che

n,m>mn; = u<{:1: () = f(2)| > 2_]}) <277, (2.1)

[Si osservi 'argomento di tipo diagonale gia discusso nella prova del Teorema di Severini-
Egorov.|
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Possiamo supporre che sia n; < n;y1 per ogni j € N. Ne risulta dunque ben definita la
sottosuccessione

{9} = {fn, }

di {fn}, la quale verifica (per costruzione, e come caso particolare di (2.1))

M(Ej) < 27]', ove F;:= {q:; |gj($) —gj+1(a:)] > 27]'}.

[Intuitivamente, le funzioni g1, g2, ... sono consecutivamente lontane solo su insiemi via via
pil piccoli, ossia esse sono consecutivamente vicine su insiemi grandi.|
Poniamo, per ogni k£ € N fissato

o0
Fp:=|J Ej,
j=k
dunque
o0 .
Fpy< ) 277 =21k (2.2)
j=k

Si noti che Fy, O Fj11 e u(Fy) — 0 per k — oo; ne segue che, posto

o0
F:= () F,
k=1

allora (poiché p(Fp) < oo)
p(F) = lim pu(Fy) = 0. (2.3)

Ora, se x ¢ Fy, si ha

gj(z) — gj+1(z)| <277, per ogni j > k.

Di conseguenza, se ¢ > j > k (usando inoltre un argomento di telescopia),

1—1 1—1
| S e <m>>\ < g1 (@) — gim()
m=j m=j

i—1

|gi()

Z _j, VSUEQ\Fk

m=j m=j

Questo dimostra che, per ogni k € N e per ogni x € 2\ Fj, la successione reale {g;(x)} ¢ una
successione di Cauchy in R. Allora (per la completezza di R) {g;} converge puntualmente
su Q\ Fy, per ogni k € N. Di conseguenza, {g;} converge puntualmente su tutto

U@\FR) =\ (F=Q\F.

keN keN

Tenendo conto di (2.3), abbiamo provato che la sottosuccessione {g;} di {f,} converge
puntualmente su Q p-q.d.
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E dunque naturale definire

lim g;(xz) sex ¢ F,

fla) =g 77
0 sex e F.

Si noti che f ¢ misurabile. Vogliamo dimostrare che g; — f in misura per j — co. A tal
fine, da (2.4) segue che, per ogni k € N fissato, si ha

lgi(2) — gj(2)| < 2177, per ogni x € Q\ Fj, e ogni i > j > k.
Facendo il limite ¢ — oo (e notando che 2\ F, C Q\ F) si ha
|f(x) — gj(z)| < 2179, per ogni x € Q\ F}, e ogni j > k. (2.5)
Fissiamo ora € > 0, e consideriamo

{z:|f(z) —gj(@)| 2 e} ={z € Fi. : [f(x) —g;(@)| = e} U{x ¢ Fi: |f(z) —g;(x)| = €},

con k da scegliersi. Il primo dei due insiemi al secondo membro ¢é un sottoinsieme di F}, e ha
dunque p-misura minore o uguale a u(Fy). Fissato allora § > 0, posso scegliere k > 1 tale
che p(Fy) < 6. Sul secondo insieme teniamo in considerazione (2.5): essa dimostra che tale
secondo insieme & vuoto, non appena j > 1 — log, €. Scegliamo dunque un k = k(e, ) > 1
tale che

W(F) <8 e k>1—logye.
Se j > k, segue

p({z:1f@) - gi@)] = f) <,

ossia (per la definizione di limite)

tim po({a: 1f(@) = g;(2)| = €}) =0,

Jj—o0
come volevamo dimostrare.

Ci proponiamo ora di dimostrare che f, — f in misura. A tal fine, fissato € > 0,
osserviamo che (per ogni j € N)

{z:[fole) = F(@)| 2 €} Sz [fulz) —gi(@)| = €/2} Uz :|g;(z) — f(z)| = €/2}.

Sia ora § > 0. Da quanto precede, si puo trovare j = j(e,d) > 1 in modo la p-misura
del secondo insieme al secondo membro sia < §/2. Se scelgo anche j = j(e) > 1 tale che
277 < €/2, si ha che il primo insieme al secondo membro ¢ contenuto in

{22 1fal) - g5(2) > 277}

Scegliendo ulteriormente j = j(d) > 1 tale che 277 < § /2, e scegliendo m = nz e n > nj in
(2.1), si ha che la misura di quest’ultimo insieme ¢ < §/2. Abbiamo dunque provato che per
ogni € e § positivi, esiste m = 7i(€, §) = ny, tale che

p({z: [fa(z) = f(2)| = €}) <4,
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per ogni n > .. Questa ¢é esattamente la definizione di f,, — f in misura.

Per finire, consideriamo la questione della convergenza uniforme di {g;}. Osserviamo che
(2.4) prova che, per ogni fissato k € N, vale

| v

gi(x) —gj(2)| < =, Vi>j>k VazeQ\F.

[\]
<

Se facciamo il limite i — oo (e ricordiamo che lim; oo g; = f su Q\ F = |J,, Q\ F},), otteniamo

sup | (x) — g(z)] < =

2 Yji>k 2.6
2EQ\F, 2 (2:6)

Per ogni fissato k € N, la successione di funzioni {g;}; converge dunque uniformemente a f
su Q\ Fj. Conseguentemente, per ogni fissato o > 0, se si sceglie k = k(o) > 1 tale che
217F < 5 e se si pone B, := 0\ F}, segue

(2.2)
p(Q\ By) = p(Fy) < 27" <o

inoltre da (2.6) si evince che {g;}; converge uniformemente a f su B,, che ¢ quanto rimaneva
da provare. O

Corollario 2.2.2. Se f, — f in LP (con p € [1,00]), esiste una sottosuccessione {fy. }
tale che fn; — f p-q.d.

Dimostrazione. Dalla Proposizione 2.1.6 sappiamo che se f,, — f in LP allora f, — f in
misura; infine si applica il Teorema 2.2.1. O

Nel Teorema 2.2.1 ¢ chiaramente contenuto il seguente fatto (poiché convergenza in
misura implica la condizione di Cauchy, vedasi Proposizione 2.1.5):

Corollario 2.2.3. Se f, — [ in misura, esiste una sottosuccessione {fnj} convergente a
[ pn-q.d.

Questo risultato puod essere dimostrato autonomamente, estrapolando dalla prova del
Teorema 2.2.1 il seguente argomento cruciale (che riportiamo per comodita di lettura e per
la sua analogia con l’argomento nella prova del Teorema di Severini-Egorov):

Dimostrazione. Per ipotesi f,, — f in misura, dunque possiamo trovare degli n; naturali
con ny < ng < --- tali che

1 1
per ogni n > ny si ha ,u<{|fn—f| > k:}) < o
Definiamo
1 o
Ek :{‘fnk—f‘>k} (§] Hm:kL_J Ek;
allora abbiamo che
1 =1 2
n(Ey) < 9k € p(Hm) < Z ok = om
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Poniamo ora
o0
Z= {1 Hn,
m=1

allora j1(Z) < p(Hy,) < 217™ per ogni m da cui deduciamo che pu(Z) = 0. Se x ¢ Z, allora
x ¢ Hp, per almeno un m e, quindi, = ¢ E} per k > m, da cui si ricava

| i () = f(2)] <

per k > m.

=

Quindi fy,, () — f(x) per ogni x ¢ Z. Poiché, da quanto visto in precedenza, u(Z) = 0,
abbiamo, in definitiva
fn, — f, puntualmente p-q.d.

Questo conclude la prova. O

Osservazione 2.2.4. L’estrazione di una sottosuccessione nel Corollario 2.2.3 é indispensabile:
infatti, la successione { f,,} nell’Esempio 1.4.5 converge in misura alla funzione f = 0 (poiché,
a fortiori, f, — 0in L'); tuttavia f,, non converge q.d. alla funzione nulla poiché non converge
puntualmente in nessun punto. Si noti che in questo esempio, lo spazio ambiente [0, 1] ha
misura finita.

Proposizione 2.2.5. Se f, — g in misura e se f, — f u-q.d., allora f = g p-q.d.

Questo risultato dice che il limite in misura di una successione € da ricercarsi nell’even-
tuale limite puntuale della successione (se quest’ultimo esiste!).

Dimostrazione. Per il Corollario 2.2.3, esiste una sottosuccessione { fnj} convergente a g
u-q.d.; visto che, per ipotesi, f, — f u-q.d., ne segue in particolare che { fn].} convergente
anche a f p-q.d. In conclusione f = g p-q.d. O

Osservazione 2.2.6. Non é detto, in generale, che se f,, — f p-q.d., segua f, — f in
misura; consideriamo ad esempio (su R con la misura di Lebesgue) la successione

o= X(=n,n)s

essa converge a f = 1 su R, ma f, non converge ad f in misura, infatti (per ogni € < 1):

u({z € R: |ful@) — 1] 2 6}) = p(R\ (—n,n)) = +oo.
Un altro esempio é dato da
fn = X[n,n+1]

il cui limite puntuale é 0, ma
p{x e R:|fu(z)] >€}) =1, VneNlN.

Tuttavia la convergenza pu-q.d.implica la convergenza in misura nel caso in cui lo spazio
ambiente ha misura finita, come mostra la seguente proposizione.

Proposizione 2.2.7. Supponiamo che (§2, 1) sia uno spazio di misura tale che pu(2) < oo.
Supponiamo che fn, f siano funzioni misurabili su ) tali che f, — f p-q.d. Allora f, — f
1M MISUTA.
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Dimostrazione. Dal Teorema di Severini-Egorov sappiamo che per ogni § > 0 esiste Fy C 2
tale che
w(Q\ Es) <d e fn — f uniformemente su Ej.

Allora, per ogni € > 0 fissato, esiste n(e, d) € N tale che

sup |fn(z) — f(z)] <€, VYV n>n(ed).
zebs

Ne segue che
{z:|fn(x) = f(z)]| >} CQ\ Es, Vn>n(ed).

Quindi, per ogni n > n(e,d) si ha

p({z | fule) = f(2)] > €} ) < p(Q\ Bs) <9,
da cui la tesi, vista I'arbitrarieta di € e 9. O

Si noti che l'ipotesi ©(€2) < oo viene usata solo per applicare il Teorema di Severini-
Egorov, ossia solo per avere la seguente condizione (U):

(U): per ogni § > 0 esiste E5 C 2 tale che

w(Q\ Es)<d e fn,— f uniformemente su Ej.

Per il resto, 'argomento di cui sopra mostra che (U) implica la convergenza in misura di f,
a f, senza l'ipotesi (€2) < co. Parleremo della condizione (U) nel prossimo Capitolo.

Per concludere il capitolo diamo una semplice applicazione:

Esempio 2.2.8. Sia (€, 1) uno spazio di misura. Supponiamo che {E,}, sia una successione
di insiemi misurabili tali che p(F,) < oo per ogni n € N e tali che xg, converge ad una
qualche funzione f in L'(£2, i) (o, piti in generale, in misura). Allora f & uguale alla funzione
caratteristica di un insieme misurabile.

Dimostrazione. Per ipotesi xg, — f in L; allora xp, — f in misura, da cui segue che
esiste una sottosuccessione xp,, tale che

XE,, — [ p-a.d;

dunque, per quasi ogni x € €2
lim xg,, (z)= f(z).

k—o0

Ma xg,, (z) vale 0 0 1 e quindi f(z) vale 0 0 1 p-q.d. Se definiamo E := {z € Q: f(z) = 1},
allora f = yg p-q.d. O
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Capitolo 3

Alcuni ulteriori risultati

N questo capitolo verranno mostrati alcuni risultati che approfondiscono la nostra trat-
I tazione della convergenza in misura.

Alcuni di questi risultati sono proposti come esercizi in [1]; altri sono tratti dal libro di
C. George, [2].

3.1 Metrica della Convergenza in Misura
Mostriamo anzitutto, tramite la seguente proposizione, che esiste una metrica sullo spazio
delle funzioni misurabili rispetto a cui la convergneza equivale alla convergenza in misura.

Proposizione 3.1.1. Sia (Q,T, ) uno spazio di misura con pu(2) < +oo; siano f,g due
funzioni misurabili a valori complessi e definiamo

_ [ -9

Allora d & una metrica sullo spazio delle funzioni misurabili se identifichiamo le funzioni che
sono uguali p-q.d.; inoltre la convergenza rispetto alla metrica d equivale alla convergenza in
misura.

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima che d(f, g) ¢ una metrica:

1. d é a valori finiti, infatti

d(f,g):/QHdMS/QdH:M(Q)<+oo;

L+|f—g
———
<1

2. d(f,g) =0 seesolose f=gq.d. (ovvio);
3. d(f,g9) = d(g, f) (ovvio);

4. la disuguaglianza triangolare viene dalla seguente disuguaglianza
ot _ o+l ol
1+ |a+b| 1+ |a| + |b] 1+a] 1+ b

1

La prima disuguaglianza segue dalla crescenza di r — F(r) := 14, (la cui derivata & ﬁ > 0); la
seconda disuguagliaza segue dalla proprieta di subadditivita di F' (ossia F(A+ B) < F(A) + F(B) per ogni

A, B > 0) che & semplice da provare.

21
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dunque (postoa=f—heb=—(g—h))

=9l _ (=P =-(=m _ |f=h lg = Al
L+|f—=gl 1+[(f=h)—(g—h] " 1+|f=h 1+]g—nl

da cui segue immediatamente d(f,g) < d(f,h) + d(g,h).

Ora facciamo vedere che la convergenza nel senso della metrica d é equivalente alla conver-
genza in misura: poniamo, per ogni € > 0, X, = {x : |f(z) — g(x)| > €}. Si ha che:

€ If =gl
X,) < W I g
1+€u( )_/Xelﬂf—gl a

|f — g If — gl
S/xelﬂf—gl du+/@\xel+\f—gldu
=d(f,9)

|f — g / If =gl
S R S Iy
/Xelﬂf—gl : ax. 1+|f -4 a

< X+ 7@\ X < p(X) + (@),

[Qui abbiamo usato due volte la monotonia crescente di r — 7. Ne segue

1 i - (Xe) < d(f,9) < p(Xe) + %H'LL(Q)'

Da qui segue facilmente (per l'arbitrarieta di €) quanto volevamo provare sulla equivalenza
delle convergenze in misura e rispetto a d. O

Mettendo assieme la Proposizione 3.1.1 e il Teorema 2.2.1 si deduce:

Corollario 3.1.2. Sia (Q,I', ) uno spazio di misura con u(2) < +oo. Allora, lo spazio
M(Q) delle funzioni misurabili su 2 con la metrica (3.1) & uno spazio metrico completo, in
cui la convergenza rispetto a d é equivalente alla convergenza in misura.

3.2 Convergenza p-quasi uniforme

Definiamo anzitutto un particolare tipo di convergenza, gia intravisto nel teorema di Severini-
Egorov nonché nell’enunciato del Teorema 2.2.1 di Weyl-Riesz.

Definizione 3.2.1 (Convergenza pu-quasi uniforme). Sia (Q,p) uno spazio di misura
e siano fn, f (con n € N) funzioni misurabili su ; diciamo che f, converge a f p-quasi
uniformemente, e scriviamo

fn - f p-q.u.,
se, per ogni & > 0 esiste Bs C ) misurabile tale che:

o u(2\ B;) <6;

o fn, — f uniformemente su Bs.
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Tale convergenza ha delle relazioni con la convergenza in misura. Inoltre, con questo concetto,
si puo riformulare il Teorema 1.4.9 di Severini-Egorov nel modo seguente:

Se u(2) < oo e se fr, = f p-q.d., allora f, — f p-quasi uniformemente.

Osservazione 3.2.2. Ovviamente, se f, — f p-q.u.ese f, — g p-q.u., allora f = g p-q.d.

Proposizione 3.2.3. Sia (2, 1) uno spazio di misura e siano fn, f (con n € N) funzioni
misurabili. Se f, — fu-quasi uniformemente, allora f, — f in misura.

Dimostrazione. Dato € > 0 poniamo, al solito,

E(n,e) ={a:|fu(z) — f(2)] > €}

Per ipotesi, abbiamo che, per ogni § > 0, esiste By misurabile tale che f,, converge uniforme-
mente a f su tale insieme e tale che pu(2\ Bs) < 0. Allora, per ogni € > 0 fissato, esiste
n(e, d) € N tale che

sup |fn(z) — f(z)] <€, VYV n>nled).

€ Bj

Ne segue che

E(n,e) CQ\ Bs, Vn>n(ed).

Quindi, per ogni n > n(e,d) si ha

M(E<nﬂ 6)) < :U’(Q \ BJ) <9,
da cui la tesi, vista I'arbitrarieta di € e 9. O

Della Proposizione 3.2.3 non vale, ovviamente, il viceversa, poiché la convergenza in
misura non implica nemmeno la convergenza puntuale (u-q.d.), come mostra ’Osservazione
2.2.4. Tuttavia, si pud dimostrare una caratterizzazione della convergenza in p-misura me-
diante la convergenza p-quasi uniforme: si veda il Teorema 3.2.6 pit sotto. Per fare questo
ci serve un lemma.

Lemma 3.2.4. Sia (2, 1) uno spazio di misura e siano fy, f (conn € N) funzioni misurabili.
Se fn converge in p-misura a f, allora si pud estrarre da { fn}n una sottosuccessione { fn, }x
convergente a f u-quasi uniformemente.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 2.2.1 di Weyl-Riesz. O

Osservazione 3.2.5. Ovviamente la condizione espressa nella tesi del Lemma 3.2.4 non implica
la convergenza in misura: ad esempio la successione di funzioni in R

£ = X[-n,n], S€ M € parl
1, se n ¢ dispari

¢ tale che si pud estrarre una sottosuccessione che converge a 1 in misura (precisamente,
{for+1}x) ma f, non tende a 1 in misura, poiché cid dovrebbe essere vero anche per la sua
sottosuccessione { for }x, il che non & vero.

Teorema 3.2.6. Sia (2, 1) uno spazio di misura e siano fr, f (conn € N) funzioni misura-
bili. Condizione necessaria e sufficiente affinché la successione f, converga in pu-misura a f
¢ che da ogni sottosuccessione { fn, }x di {fn}n se ne possa estrarre una ulteriore {fn, }r,
convergente a f u-quasi uniformemente.
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Dimostrazione. La necessita segue da questo argomento: se f,, — f in misura allora ogni
sottosuccessione { f,, } converge ancora a f in misura; grazie al Lemma 3.2.4 si puo estrarre
da {fp, }r una ulteriore sottosuccessione che converge a f p-q.u.

Dimostriamo ora la condizione sufficiente: supponiamo, per assurdo, che la successione
fn non converga in p-misura a f; esiste, allora, un € > 0 tale che

p{z = [fulz) = f(2)] > €}) = 0 per n — oo;

conseguentemente, esiste un 6 > 0 ed una sottosuccessione f,, di f, tale che

({2 : | fu (@) = f(2)| > }) 26, VEkeEN.

Ne segue, ovviamente, che nessuna sottosuccessione estratta da f,, puo convergere in -
misura a f, quindi a fortiori nemmeno p-quasi uniformemente alla funzione f (vedasi Propo-
sizione 3.2.3), ma cio ¢ in contraddizione con l'ipotesi. O

Per una caratterizzazione della convergenza quasi uniforme che ne mette in luce le
analogie con la convergenza in misura, si veda la seguente sezione.

3.3 Ulteriori Risultati

Per completezza, forniamo una galleria di risultati ulteriori sulla convergenza in misura,
senza fornire le dimostrazioni (ma solo qualche cenno di prova). Il lettore interessato puo
consultare ad esempio [2, da pag. 129].

In quanto segue, (€2, 1) & uno spazio di misura.

(a) Se {fn}n sono misurabili e non negative, tali che f, — f in misura e tali che

dM >0: /fndugM Vn eN,
Q

/QfSM.

Segue direttamente estraendo una sottosuccessione che converge puntualmente a f
(vedasi Corollario 2.2.3) ed applicando il classico Lemma di Fatou.

allora

(b) Lemma di Fatou per la convergenza in misura: Se {f,}, sono misurabili e non
negative e tali che f, — f in misura, allora

/ fdu < liminf/ fndpu.
Q n—o Jo
Basta estrarre da {f, }, usa sottosuccessione in modo che

lim/fnk d,u:liminf/fnd,u,
k—oo J n—oo  Jo

ed estrarre ulteriormente una sottosuccessione che converge puntualmente a f p-q.d.
(e applicare il classico Lemma di Fatou).
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Convergenza Dominata per la convergenza in misura: Supponiamo che {f,}n
siano misurabili, che f, — f in misura e che esista g € L'(Q, ) tale che

[fal <9 YVneN
Allora fr, — f in LY(Q, p).

Generalizzazione della Convergenza Dominata per la convergenza in misura:
Supponiamo che {f,}n siano non negative e in L'(Q, 1), e supponiamo che f, — f in
misura, con f € LY(Q, ). Se vale

n—oo

lim fndu—/fdu,
Q Q

allora (e solo allora) f, — f in LY (2, p).

Caratterizzazione della convergenza p-quasi uniforme Sia (Q, ) uno spazio
di misura e siano fn,f (con n € N) funzioni misurabili. Condizione necessaria e
sufficiente affinché la successione f, converga p-quasi uniformemente a f é che si
abbia quanto segue: fissato € > 0, si ha

iy o {2500 (o) - 7(0)| > ¢} ) =0
questo significa che per ogni € > 0 e per ogni 6 > 0 esiste n(e,d) € N tale che

M<{=T : 2;2’fk(x) — f(z)] > 6}) <6, Vn=>k(o).

Osserviamo che

{:swfi(@) ~ f@) > ef = J {o: (@) = f@)] > ¢} = | Bk,e).

k>n
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