ALMA MATER STUDIORUM - UNIVERSITA DI
BoLOGNA

SCUOLA DI SCIENZE

Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Distribuzioni temperate e loro
applicazioni a problemi per operatori
differenziali a coeflicienti costanti

Tesi di Laurea in Analisi Matematica

Relatore: Presentata da:
Chiar.mo Prof. Simona Lettieri

Paolo Negrini

IT Sessione
Anno Accademico 2013/2014






ALLA MIA BOLOGNA..






Introduzione

La teoria delle distribuzioni e uno strumento fondamentale dell’Analisi
moderna, con applicazioni amplissime che vanno dalla teoria delle equazioni
a derivate parziali alla Fisica Teorica.

Essa fu introdotta da L. Schwartz negli anni quaranta del Novecento, ma
ebbe importanti precursori: citiamo solo il calcolo simbolico di O. Heavi-
side negli ultimi anni dell’Ottocento e la teoria delle derivate deboli di L.
Sobolev negli anni ’30 del Novecento.

Il punto di partenza e quello di ampliare il concetto di funzione con l'o-
biettivo di comprendere oggetti che non possono essere considerati in alcun
modo funzioni di tipo classico: € possibile generalizzare il concetto di fun-
zione sostituendolo con quello di funzionale, ovvero una regola che assegna
un numero reale o complesso ad ogni funzione appartenente ad un certo
insieme di funzioni test.

Le distribuzioni sono funzionali lineari continui definiti su un opportuno
spazio di funzioni test; con una scelta un po’ diversa delle funzioni test si

definiscono similmente le distribuzioni temperate.

I primi due capitoli di questa tesi sono introduttivi: nel primo espo-
niamo le definizioni di base utili per affrontare la teoria delle distribuzioni,
mentre nel secondo introduciamo la nozione di distribuzione, le operazioni
fondamentali tra esse e le proprieta pitt importanti.

Questi due capitoli contengono gli strumenti necessari per analizzare
I’argomento principale della tesi: la ricerca di soluzioni fondamentali per
certi operatori differenziali lineari e la risoluzione di alcuni problemi diffe-
renziali.

Nel terzo capitolo studiamo equazioni differenziali alle derivate parziali



lineari a coefficienti costanti, del tipo
PO)u=v
dove u e v sono distribuzioni, P(0) ¢ un operatore differenziale di ordine m:
P@)= ) a,0"
lo|<m

con 0 operatore differenziale definito come:

9l

0% =
0x 105 ...0xon

e 1 coeflicienti a,, sono costanti.

Definiremo la soluzione fondamentale di P(0) e la studieremo in particolare
per 'operatore dell’onde.

Successivamente ci occupiamo in generale della risoluzione di problemi per
un operatore differenziale lineare con coefficienti costanti, mostrando alcuni
teoremi e proposizioni utili. Di questi esponiamo alcune applicazioni all’o-
peratore delle onde.

Nell’'ultima parte della tesi consideriamo in particolare le distribuzioni a
simmetria radiale. Anche di queste ci serviamo per applicazioni relative

all’operatore delle onde.
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Capitolo 1

Definizioni fondamentali

1.1 Spazi numerabilmente normati

In questo capitolo presenteremo le definizioni e le proposizioni fondamen-

tali che occorre premettere alla definizione e allo studio delle distribuzioni.

Definizione 1.1. Sia X uno spazio vettoriale e sia || |1 e || [|2, ..., un’infinita
numerabile di norme per X.

b siano || o e || flnn

Per ogni n € N, sia || ||, piu debole di || ||n11
concordanti. 2

Poniamo V. ,(z) = {y € X;|ly —z|l, <e e€RT} e
B={0,V.,(x),cone e Rt ne N,z e X}

Allora B e base di una topologia per X.

X munito di questa topologia, si denota con (X, || ||1,] ||2;-..) e si chiama

spazio numerabilmente normato.

Osservazione 1. Affinche la definizione sia ben posta, bisogna provare che

B ¢ base di una topologia per X, ossia verificare le seguenti condizioni:

e ) e B;

oX:UB;

BeB

1Una norma || ||; si definisce pitt debole di una norma || ||2 se esiste C € R tale che

Izl < Cllz|l2, Vze X.
2Due norme sono concordanti se ogni successione in X che sia di Cauchy rispetto a

Il 1 ea]l ||z eche converga a zero rispetto a || ||1, converge a zero anche rispetto a || ||2

13



14 1. Definizioni fondamentali

° Bl,Bg c B,$ € BiNBy — HBg,LU c B3 C By N Bs.
Dimostrazione. Notiamo che:

e () € B per definizione di B;
o vV, ,(x), quindi X = U Vin(z) = U B:
2EX,c€R* neN BeB
e Sia x € V, n,(a) N Ve, 1, (b), proviamo 'esistenza di V., ,,, () tale che
Vesns (2) C Ve ny (@) 0 Vey ny (D).
Sia
0 < e3 <min{e; — ||z — al|n,, €2 — ||& — b]|ny } (1.1)

e ng = max{ny,na}; cosise y € Vg, », () allora ||y —z||,, < €3 e quindi

[y=alln, < ly=lln,+llz=alln, < ly—2llns+llz—alln <est+lz—alln, <

per (1.1);

[y=blln, < ly—=2llns+ll2—=blln, < [[y=2[lns+l|x=blln, < €s+]|lz—=bln, < €2

per (1.1);

Da cui Yy < ‘/6177;1 (CL) ey S ‘/62,712 (b)v perCib Yy € ‘/517711 (CL) N ‘/527'”2(17)'
Segue che x € Vi, n, (z) C Vi, (@) N Ve, 0, (D).

]

- X e 5Al oo e
Osservazione 2. X € sottospazio di X' ™", Vn, dove con X' " si indica il

completamento di X rispetto alla norma || ||, 3
Enunciamo, ora due risultati sugli spazi numerabilmente normati, le cui
dimostrazioni si trovano in [1]: Teorema 1-4 a pag.12 e Teorema 1-6 a pag.16:
Teorema 1.1.1. Sia (X.|| ||1, | |2, -.-) uno spazio numerabilmente normato.
oo

E’ completo <— X = ﬂ x! I

n=1

3Sia X uno spazio vettoriale reale, e || || una norma su X. Si puo allora definire uno
spazio normato completo X come segue: l'insieme X & l'insieme di tutte le successioni
di Cauchy fatte con elementi di X, con la seguente relazione di equivalenza: {zp}p{yn}
se ||zn — yn|| — 0. Per ogni elemento {3} di X si ha che ||z || tende ad un limite finito:

definito questo limite come ||{z}}||%, si vede facilmente che || || & una norma su X.
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Definizione 1.2. Sia X uno spazio vettoriale e siano || |1, || |2, --- e || |15 ]| |5, ---

due sistemi di norme tali che [|z||, < [|z[/,41 e [|lz]l}, < ||z, Vp€N.
Si dice che il primo sistema e piu debole del secondo se Vp € N esiste
q(p) € N tale che || [, ¢ pilt debole di || I} ,-

I due sistemi si dicono equivalenti se ciascuno di essi e piu debole dell’altro.

Teorema 1.1.2. Condizione necessaria e sufficiente che due spazi nume-
rabilmente normati (X, || |1, |2, ---) e (X", || 1|3, 1|5, --) coincidano ¢ che

i due sistemi di norme || ||1, || ll2, - €|l |1, 1] |5, .- siano equivalent.

1.1.1 Esempi di spazi numerabilmente normati
Lo spazio delle funzioni a decrescenza rapida

Definizione 1.3. Una funzione f : R” — C si dice a decrescenza rapida

Se:
o fEC™;

e lim 2°D°f(x) =0 Vo, B multi-indici *.

[|[| =00

Indichiamo con S(R™) lo spazio delle funzioni a decrescenza rapida.

Poniamo per p € N, e f € S(R")

[fllp = sup sup (1+ [lz])” [D°f(z)].

T€R™ o [<p

I 1, ¢ una norma e [fll, < I/l ¥p € N.
Indichiamo con S,(R™) lo spazio vettoriale delle funzioni f : R* — C di

classe C? e per ciascuna delle quali e ||f||, < +o0.

Osservazione 3. (Sp,(R™), | ||,) € completo

Dimostrazione. Sia (fm)men una successione di S,(R"™) di Cauchy rispetto

a | ||, allora

lim sup sup (14 [[z[))” [Dfu(x) = D*f,(x) | =0

Y0 4R o |<p

1Se o = (a1, a2,y oy i) @ o € un intero non negativo per j = 1,2, ...,n diciamo che o

¢ un multi-indice. La lunghezza di a & definita cosi: |a | = }7_ ;.
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Cosl ogni (D* fi)men con || < p converge uniformemente su R™.

Ne segue che:

uni formemente

3fo € C7: D% fi D% fy

m——+00
su R”.

Inoltre
Ve e RT, 3Im. e N: (1+ ||z]))? |D*fin(z) — D*fu(z) | <€
per |a|<p m,u>m.eVreR" per u — o
(L + =[]} [D* () — D" fo() | < € (1.2)

perm>m, J|a|<p VreR"
Se una successione e di Cauchy rispetto a una norma, la successione delle

norme e limitata, ossia

JC € R tale che || full, = sup sup (1+||z]|)? |[D* fn(z) | < C, VYm €N

z€R™ |a|<p
Ne segue:
[folly = (A+lI=)? [D* fo(z)] = (1+[lz[))” [(D* fo(2) =D fin(x))+D® fin ()] <

< (L [l=[)” [D* fo(x) = D frn ()| + (1 + [[2[)P| D fn ()| < €+ C

sem>m,, |of<p, VzeR™
Da qui per larbitrarieta di € ho: || fyll, < C, da cui fo € S,(R™).
Da (1.2) segue che

Hfm - fOHP S €
ossia
Il 1lp
fm — fO
m—o0
da cui la tesi: (S,(R"), || ||,) € completo. O

Osservazione 4. Le norme || ||, sono concordanti.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che ogni successione di Cauchy che
converge a zero rispetto || ||,, converge a zero anche rispetto || |l,+1, Vp.
Sia p < q e sia (fim)men una successione in S(R") di Cauchy rispetto a || ||,

e convergente a zero rispetto a || ||,
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Dimostriamo che || ||, — 0.

Sappiamo che (S,(R"), || ||;) € completo:
3fo € Sg(R") : [ fm — follg —— 0.
m—-+00

Ma per ipotesi, || fill, — 0.

Segue che f,,(z) = 0 per m — +oo  Vz € R™
Ma allora fo = 0.

Da cui:

| frellq e 0

Segue la tesi. O

<l e

Poiché S,(R™) ¢ completo rispetto a || ||,, S(R*)" ™ & un sottospazio di

Sy(R"), S(R™) = () S,(R") e S(R") € SR " p, si ha

p=1

SER") = ﬁ sw

ossia ((S(R™), || ll1, | ll2, ---) € uno spazio numerabilmente normato completo

(per teorema 1.1.1) e lo denotiamo con S(R™)

Lo spazio delle funzioni a supporto compatto

Siaa; >0, j=12,..,ne K= H [—aj,a;].
j=1
Indichiamo con C32(R™) lo spazio vettoriali delle funzioni f : R” — C tali

che
o f ediclasse C*™
o supp(f) € K.
Poniamo per p € Ne f € CP(R")
1£1lp = max max - |[D*f(z) |,

z€R™ |a |<p

I ll, & wna norma e [|f]l, < [/l Vp € N.

Allo stesso modo, si possono dimostrare le seguenti osservazioni:

Osservazione 5. Le norme || ||, e || ||,+1 sono concordanti.
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Osservazione 6. Ch-(R™), || ||, & completo

Pertanto (C(R™), || ||1, || ||2;---) € uno spazio numerabilmente normato

completo e lo denotiamo con Dk (R").

1.2 Applicazioni lineari tra spazi numerabil-

mente normati

Definizione 1.4. Siano (X, || |1, |[|]2;-.-) € (X' || 11, 1|5, --.) due spazi nu-
merabilmente normati (X e X’ sullo stesso campo K).

Un’applicazione T : X — X' si dice lineare se
T(a1x1 + asxe) = a1T(x1) + aoT(x2) Vai, 22 € X Vag,az € K.
Essa si dice continua nel punto zj se
VVL0) ={ye X :yll, <e, € R}, 3Vi(0) = {w € X, |z, <5 b€ R}

tale che
x — m € Vs,(0) = Tz — x) € V/,,(0).

Osservazione 7. Se T e continua in un punto di X, allora ¢ continua in ogni

altro punto.

Teorema 1.2.1. Siano (X, | ||, ll2;-) e (X5 551 15, --.) due spazi
numerabilmente normati (sullo stesso campo) e sia T : X — X' lineare.

T ¢ continua se e solo se

v 30 i (X ) = Ta) =0 i (X [ 0
—+o0 k—4o00

Dimostrazione. Necessita: Supponiamo che T sia continua.

Per definizione allora, fissato ad arbitro V! (0) esiste V;,(0) tale che

x € Vsq(0) = T(x) € V/,(0).

Dunque se xy, — 0in (X, || [J1, ]| ||2;..) allora esiste ko, € N tale che
—+00
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zy, € Vs54(0) per ogni k > kg pertanto se k > ke, risulta T'(zy) € V/,(0)
perché T' continua.

Dunque T'(zx) —— 0 in (X', || I3, || II2)-
k——+o0

Sufficienza: Supponiamo
T 4>k~>+oo 0in (X, || |1, ll2,-) = T(xx) ﬁﬁmw Oin (X151 15 )

Proviamo che 7' ¢ continua.
Se cio non fosse, esisterebbe un p tale che per nessun ¢, T ¢ continua da
(X, llg) a (X7, || [];); esiste allora una successione (zj)ren in X tale che
1T (@), > Kllzklx e quindi

T
T(——). > 1; 1.3
I el > 3 (1)

fissato ad arbitrio m, per k > m si ha

T (7 E |

e = *lleells < Elalie

|

e quindi, posto

Lk
Ye = 777
© Kl
risulta
lvkllm —— 0 VYm €N
k——+oco
ossia

v 0 i (I I, -5

per ipotesi si ha quindi

Tlye) —— 0 in (X[ s )

k——+o0

e quindi, in particolare,

!
1T (y )l P 0

ma questo ¢ assurdo per (1.3). O
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1.2.1 Esempi di applicazioni lineari continue tra spazi

numerabilmente normati
Moboltiplicazione per una funzione
Sia @ uno qualsiasi degli spazi S(R") o Di(R™).

Definizione 1.5. Un funzione f : R® — C si dice moltiplicatore per ®

se:

o fopcd Vope d;
e l'applicazione ¢ — f¢ da ¢ a ® e continua, cioe

k—oo k—oo

Consideriamo ora ® = S(R™).
Proviamo che se f € C*(R"™) e Va esistono C, € RT e p, € N tali che

D f(x)] < Ca(l+ [|]])™

allora f ¢ moltiplicatore per S(R").
Se ¢ € S(R™), risulta f¢ € C°(R").
Inoltre per |a| < psiha

A+ 1D @)o)] <3 ( ) (1 + 271D~ f @) DP(x)| <

B<a

< Z( ) (L )PP D) < z( ) Coep6llpea

BLa B<a
Con q =— maxp,—a4-
q = A< Pa-p

Dunque esiste una costante C;, tale che

1£ollp < Colldllpa-

Cio assicura che f¢ € S(R™).

Inoltre se

S(R™) S(R™)

¢ — 0 allora f¢, — 0.
k—o0 k—o00

SRicordiamo la formula di Leibnitz: DY(fg) = > <o DB fDPg.
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Trasformata di Fourier
Sia f € S(R™).

Si definisce trasformata di Fourier di f,

(F(F)() = flz) = / < f(y) dy, @ € R”

n

dove < z,y >= 377 | x;y;

Proviamo che se f € S(R") = f € S(R").
Osserviamo che

A+ fallp <2 se faf <1 e
(1 +=]])” < @l=]])” se |zl > 1;
quindi in ogni caso risulta

(1 ff[)” < 27(1 + [[=[]7);

inoltre

n n

lzllP = (D 2" < (nmaxafp/* = n”/z’(mjax sy < P2y gl

= I j=1

quindi
L+ [Jzl)? < 22(1+nP2 ) a7y < 2002 )y~ |27
j=1 [vI<p
Allora per |a] < p si ha

(L+[|zy[D*f(x)] = (1 + Hxll)”l/ iy <t fy) dy| <

Rn

<Gy | /R ) 2Ty f(y) dy| =

[vI<p

-o Y1

e
RTL
[vI<p

<G X [ D6 )l dy -

[vl<p

1 n+1 Y,
6% | G I D6 ) dy

<= Dy f(y)) dy| <
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D’altra parte
(6% ,y — (6%
sl < X ()10 D)
B< b
<y
e quindi esiste C}, tale che
1D (y* F)| < Cop(L+ Nyl D ID° f(y)]
B<y
e quindi
(L + 271D f ()] < CYlI f lnsrsw
con C preso convenientemente.
Dunque f(z) € S(R"), e F & un’applicazione lineare da S(R") a S(R™).

Inoltre ¢ iniettiva e suriettiva perché se f € S(R"), posto

1 —i<z,y>
o) = e [ )y (1.4

risulta F(g) = f.

Da quanto osservato in precedenza segue anche che:

fmﬂo:f;n&

m——+00 m——+00

0

Dunque:

F:S(R") = S(R™)

1-1

e lineare, continua e dotata di inversa continua, poiche
FF)(=z) = 2m)" f(z).

Derivazione

L’operazione ¢ — D%¢ e evidentemente lineare.
Consideriamo ® = S(R"), allora, Voo - D¢ € S(R") e || D¢, < ||0pllpt|a-

Da qui segue che:

b~y ) = Dy~
k—+o0 k——+o00

cioé Poperazione di derivazione ¢ continua da S(R™) a S(R™).



Capitolo 2
Le distribuzioni temperate

Prima di affrontare la definizione di distribuzione temperata, ci limitia-
mo a enunciare questo importante risultato su X', spazio vettoriale duale
di X.

Per la dimostrazione del seguente teorema, si veda il Teorema 1-12 a pag.

36 di [1].

Teorema 2.0.2. Sia (X, || |1, |2, ..) uno spazio numerabilmente normato.
Sia X, il duale di (X, || ||,) , cioé lo spazio vettoriale dei funzionali lineari
continui su (X, || ||,)-

Se f € X, posto
Ifll, = sup [f(2)].

lellp<1
| 1I;, risulta una norma e (X, ||;) uno spazio di Banach.
E7

Xz,) C XI’JJr1 Vp e N

e, se X' & il duale di (X, || ||1,] |2, -.-), risulta

/_+OO !
X' =|]Jx
p=1

23
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2. Le distribuzioni temperate

2.1 Definizione degli spazi di distribuzioni

Indichiamo con ® uno qualunque degli spazi S(R"), Dy (R").

Definizione 2.1. Sia ®’ 'insieme dei funzionali lineari continui su ®. Se
T € &' si dice che T' ¢ una distribuzione; in particolare se & = S(R") si
dice che T' e una distribuzione temperata.

Il valore di T in ¢ € ® si denota con < T'|¢ > o anche con < T}, ¢(x) >.

Osservazione 8. Per il teorema 1.2.1, se " € ®* (insieme dei funzionali

lineari su ®, " C ®*), T' & una distribuzione se e solo se
@
o — 0 = <T,¢p >——0
k—o0 k——+o0

Invece per il teorema 2.0.2 * = U2 7, cosi se T' € ®* dp € N tale che
T € @, allora T ¢ continua se e solo se T' ¢ limitata; tutto questo ci assicura

che se T ¢ una distribuzione se e solo se esistono C' € R™ e p € N tali che
Vope® [<Tlop>|<Cloly
cosl
TeSR") <= 3C >0 e peN taliche Vo e SR").

| <Tl¢>| < Csup sup(l+|z)” |D(x)]

2€R" |a]<p

Osservazione 9. Se Ty, Ty € @', Ty = T, significa
<Ti|p >=<Thlp > V¢ € .
Se T1,T5 € ' e ¢1,¢c0 € C, 111 + T ¢ la distribuzione definita ponendo:
<o+ eThg >=c <Ti|¢ > +co < Trlp > VYo d

T1 + 15 si chiama somma di 17 e 15 e ¢ 17 si chiama prodotto di ¢; per
T;.

In tal modo, ®" € uno spazio vettoriale.

Definizione 2.2. K,(R") con 1 < p < +00 ¢ definito come lo spazio delle
funzioni f : R® — C L-misurabili e tale che per ciascuna di esse esiste un

M > 0 per cui
|f(@)[P

T e R
T A e
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¢ sommabile.
K (R™) & lo spazio delle funzioni f : R” — C L-misurabili e tali che per

ciascuna di esse esiste un M > 0 per cui

|/ ()]

1
ess sup IGRHW < +00

Osservazione 10. f € K,(R™) = f € L,.(R"). 2.

Dimostrazione. Sia A un compatto di R"; allora se 1 < p < +00, otteniamo

|f ()] 2y
|f(2)] dz = i (L [[=]]7) 7 do <
/ /( + 2>

per la disuguglianza di Holder *

f ()] ([,(1+ 2|7 de) 5 p>1
/ (L ) suppea(1+ [l p=1

Invece se p = +00, allora

|f ()] M
/|f \dw<esssup—|| B /A(l—i-H:UH) dx

(1+
O
Un risultato utile ¢ il seguente:
Teorema 2.1.1. Se f in K1(R") e [g. f( dr =0 Vge SR,
allora f(x) =0 q.d.
Pit in generale wvale: Sia f € L(R fR" de = 0 Vg €
Ce(R™).

Allora f(x) =0 q.d.

1Sia (X, M, i) spazio misurabile e f : X — R misurabile. Definiamo I’estremo supe-
riore essenziale di f nel modo seguente: esssup(f) = infr{a: p({z € X : f(z) >a}) =0
con la convenzione inf () = +oo.

?Insieme delle f : R® — C misurabili e integrabili su ogni sottoinsieme compatto
del loro dominio di definizione. Ljo(R™) = {f : R® — C misurabili, tali che f|4 €
L(A) VA CQ compatto}

3La disuguaglianza di Holder per gli integrali afferma che: se p,q¢ > 1 e % + % =1

allora [ fgdz < (ff”dx)%(fqux)%
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Dimostrazione. Notiamo per prima cosa che fg € L(R™), poiché

B f(fl?) 2I12YM o (2
F@)gta) = gy (L lel) o)

f(z)
- e R"
SR DL
e sommabile, e

z = (1+ ]|zl Mg(x) =R

e continua e limitata, e quindi sommabile. Fissiamo un intervallo compatto:

I =

J

[ aj,bj] aj,bj eR, a; < bj per j=1,..n
1

n

Siam € N e sia

He_%(wjiaj—"_bji:cj-) T e ]’
gm(z) = { =1
0 reR" -1

Si osserva che g, (z) € C§°(R™), quindi g, (z) € S(R™).
Fissiamo € > 0 e scegliamo n > 0 tale che 2 < b; —a;. per j =0,1,...,n.

Sia 177 = H?:l[ Qa; +7]7bj - 77] .
Poiché

si puo scegliere n tale che
€
/1 Sl < (2.1)
Ora g, € S(R™), allora per ipotesi abbiamo

- f(@)gm(x)de = /]f(x)gm(x) dr =0
/ f(x)do = / f(x) do / £ (&) g () d =
/I F(@) (1 = gu(x)) da

Poiché 0 < g, < 1

|/If(x)dx] g/H F@)de+ | [f@))(1 = gn(a) dz <

n In



2.1 Definizione degli spazi di distribuzioni

</ |f<x>\<1—gm<x>>dx+§ per (2.1)

Fissato 7, poiché
uni formemente

—_—
Jm —— 1 su I,

si puo scegliere m tale che

N

. [f(@)[(1 = gm(z)) dx <

(Qllil di
x d

Per 'arbitrarieta di € otteniamo

I/If(:r) da| = 0

Ne segue che fA f(z)dx = 0 per ogni A aperto di R” e quindi per ogni

sottoinsieme L-misurabile di R". Pertanto

f(x)=0 q.o.

2.1.1 Esempi di distribuzioni temperate
Distribuzioni di tipo funzione

Se f € K,(R") con 1 < p < +oo allora
g— | [flx)g(x)de
Rn
con g € S(R™), & una distribuzione temperata.
Proviamolo:

Sia p = 400 e esssup )] o < too, allorase 2M +n+1<qg€eN,

(14 [l1?)

X xT)axr ess su |f(x)‘ !
[ @ote) sl < essswp =i [ ol

Sia p =1, allora se 2M < g € N,

| - flx)g(x)dx| < /Rn( /()]

deHqu
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1 1 2M 1
Sia1<p<—|—oo,allora,se——i——,:le——l—n+ <qgeN,
p D p

[ rte)an < ([ 0 ) ([ i)l

Dunque, in ogni caso g — / f(z)g(z) dx & un funzionale lineare su S(R").
R
Inoltre notiamo che tale funzionale € continuo, infatti da quanto sopra

abbiamo che

Gm SE) 0 allora f(z)g(z) de —— 0.
m—00 R m—00

Abbiamo quindi dimostrato che esso € una distribuzione temperata 7'

Osserviamo che se g ~ f (ossia g(x) = f(z) q.d), allora

[ @@= [ g@owde voe SEY)

n

perche i due integrali differiscono di un insieme di misura nulla.

Allora preso f come rappresentante della classe di equivalenza si pone

<[ fllp >=Ts(d) =< Tylp >= . f(@)o(x) de.

Ty ¢ detta distribuzione temperata regolare, o di tipo funzione.

Distribuzione di Dirac
Sia ¢ definita ponendo
< dlp >=¢(0) Vo € S(R"). (2.2)

d ¢ un funzionale lineare su S(R™).

Si osserva che

o E0 0 — ,(0) —— 0;
— k—o0

percio ¢ risulta continua e 6 € S'(R™).
Questa distribuzione prende il nome di distribuzione di Dirac.

Osserviamo che non esiste una funzione f € £;,.(R"™) tale che
<o >= | fle)gl)de Vo€ G (R)
Infatti se cosi fosse, per la definizione (2.2) si avrebbe
| f@gle)de =0 Vo € C*(R)

con suppp C R™ — {0} e quindi per il teorema 2.1.1 sarebbe f(z) =0 q.d.

e quindi / f(@)p(x)de =0 V¢ e S(R™) contrariamente a (2.2).
R
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2.2 Operazioni con distribuzioni temperate

2.2.1 Prodotto di una distribuzione per una funzione

Se T'€ & e f & un moltiplicatore per ® allora fT definita ponendo:
< fT|p >=<T|fp> Voped

appartiene a @', poiché

foed e
op —— 0= [ ——0.
k—o00 k—o00
fT si chiama prodotto di una distribuzione 7" per una funzione f.

Notazione 1. Indichiamo con O,,(R") lo spazio vettoriale delle funzioni f €
C>°(R™) tali che Va esistono due costanti Cys € poy (dipendenti da a e f)
tali che

[D*f(@)] < Cay(1+ [[z]))P=r Vo e R™

Ogni elemento di O,,(R™) ¢ un moltiplicatore per S(R") e quindi per S'(R").

2.2.2 «-derivata di una distribuzione

Sia T' € @’ e sia o un multi-indice. Chiamiamo a-derivata di T, e la

denotiamo con 0“T', I'elemento di ¢’ definito ponendo:
< 0°T|p >= (-1)* < T|D% > Vpecd

La definizione & ben posta poiché D ¢ un’operazione lineare da ¢ a .

La continuita di 0*T & dimostrata dal fatto che
o o )
k—o0 koo

Riportiamo le seguenti proprieta dell’operazione della a-derivata di una

distribuzione: 4

Teorema 2.2.1. e Se a, 8 sono due multi-indici e T € ¥, si ha:

0°(0°T) = 0°*°T = 9°(9°T)

4Le dimostrazioni di queste proprieta si trovano nel primo capitolo di [1] a pag. 44.
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o Sel) eTy, e d, si ha:

aa(Tl + Tg) - 8°‘T1 —|— 0aT2

e SeT € ® e DVf ¢ moltiplicatore per ® Vv,0 <~y < « si ha

o
*(fT) = ( )Da—ﬁfaﬂ:r
BLla /B
Osservazione 11. Se f ¢ dotata di D*f e queste hanno una certa regolarita,

allora

0%f = Df.
In particolare questo e vero se f € ®.

Esempio 2.1 (La funzione di Heaviside). Sia H la funzione di Heaviside da
R a R tale che:

1 z>0
H(z) = (2.3)
0 =<0

- | H ()]
Poiché per M = 0, esssup ——————
zern (1+lz|?)M

una distribuzione temperata.

Si ha:

< 400, H € K(R) e quindi H ¢

< 0H|g >=— < H|¢g' >= —/H(x)g’(:r;) dr = —/Ooog’(:c) dz = ¢(0)

R

Percio

OH =

Notiamo che JH non e la derivata ordinaria di H, infatti H e discontinua
in0e DH(z) =0sexz # 0 e non esiste in x = 0 perche DTH(0) = 400 e
D-H(0) = 0.

Un altro risultato importante ¢ il seguente:
Teorema 2.2.2. Sia T € S'(R") e T = 0. Allora T = cost.
Dimostrazione. Per ipotesi si ha che

0=<T'lg>=—<T|l¢> geSR)
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Proviamo che poiché g € S8'(R™)
+o00
dg; € S(R) tale che ¢} =g <= / g(t)dt = 0.

Infatti vediamo che se ¢| = ¢ allora

/mg(t) at = / T =g =o.

o0 o0

+oo
Viceversa, sia / g(t)dt = 0.

— 00

Allora poniamo

cosl

Si tratta di provare che ¢g; € S(R).
Se p > 1 allora Vk > 0

2| DPgu ()] = ||| D" g ()] —— 0.

T—00

Se p=20, conz >0, si ha

. . +o0 . 400 Ck
Aol = [ ol <t [ e

per una certa C} costante positiva, questo perché g € S(R).

Ma per t > z vale
1 1

A+ eF = [t

quindi

i .Z'k +o00 1
< -
Tl @)l < “ +x2)k/0 (RN

Il caso di # < 0 ¢ analogo.

Con tali premesse, se g € S(R), fissiamo gy € S(R) tale che

/+Oogo(t) dt=1.

Si ha
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poiché

/_+OO[9(93) — go(x) /+Oog(t) dt] dz = 0

[e.e] —0o0

esiste g1 € S(R) tale che

allora
“+o0

<T|g>=<T|g) >+ < T\(/ g(t)dt)gy >=

— 00

+o0 +o0
< T\(/ g(t)dt)go >= / < Tl|go > g(t)dt =<< Tlgo > |g >

oo —00

e quindi

T =< Tlgo >= cost.

2.2.3 Traslazione e cambiamento di scala di una di-

stribuzione

Sia a = (aq, ..., @) € R" g, 9, ..., 0 e = (P4, ..., Bn) € R™.
Sia T' € S'(R™). Definiamo la distribuzione traslata come la distribu-

zione T'(x — () tale che
<T(x—p)g >=<Tlg(z+ ) > VgeSR")

Data la distribuzione T' € S(R"), la distribuzione T'(cx) € definita come

< T(azx)|g >= < T|g(£) > Vge SR
lag...an| «
dove — = (ﬂ, . ﬁ)
a o ay

2.2.4 Trasformata di Fourier di una distribuzione

Sia T' € §'(R"). Definiamo F(7") ponendo
<F(D)|¢p >=<Tlp> VoeS

con

) = [ = oty
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La definizione & corretta, infatti la trasformazione di Fourier & un’appli-

cazione
F: SR =5 S(R™)

lineare continua: pertanto se

—00

Dunque se T € §'(R") allora anche F(T) € §'(R").
Riportiamo le seguenti proprieta della trasformata di Fourier di una distri-

buzione:

Teorema 2.2.3. o SeT) e T, € S'(R™), allora:

F(Ty +Ty) = F(Ty) + F(Ty).
e SeT € 8'(R) allora
0°F(T) = F((ix)*T,)
e SeT € 8'(R") allora
(F(0°T))s = (—iz)*(F(T))q

Esempio 2.2 (La trasformata di Fourier della distribuzione di Dirac).

_ ~ _ +oo ) +oo
5(6) = 66 = 3(0) = / Pxyde= [ d(x)de = 1(6).

—00 —

La trasformata di Fourier della distribuzione di Dirac e la distribuzione 1,
ossia

o=1.
Osservazione 12. Se f € LY(R™) considerando f e f come distribuzioni
temperat °, si ha

FH=T.

Dimostrazione. Risulta V¢ € S(R™)

<F(Hlp>=<flo>= | f(x)p(x)dx =

Rn

- / ) / e o(y) dy) d =
/n ¢(y)(/n <Y f(x) da) dy = 5 fW)oly)dy =< flo > .

5Possiamo considerarle tali poiché f & continua e limitata.
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2.2.5 Swuccessioni e serie di distribuzioni

Sia @ uno dei qualunque degli spazi S(R™), D(R").
Se (Tk)ken © una successione di distribuzioni appartenenti a @', si dice che
essa ¢ di Cauchy se e solo se V¢ € ® risulta

lim <7, —T,|¢ >=0;

p,g—00

(Tk)ken © convergente se e solo se esiste T' € @’ tale che
lim <T, —T|p >=0 Vo€ d.
k—o00

. Y
Scriveremo T}, —— T.
k—00

Esempio 2.3. Se T}, % T e f e un moltiplicatore per ® allora
— 00
T == JT.
k—o0

Infatti
< fTp — fT|p > = <Tk—T|f¢>k—>O Vo € O.
—00

Esempio 2.4. Sia Ty, % T. Allora
— 00

8T, —2 5 9°T  Va.

k—o0

Infatti Vo € ® risulta
< 0Ty — 0°T|¢p >=

<OTy —T)|¢ >= (-1l < T}, — T|D% >—— 0

k—o0

Definizione 2.3. Sia ® uno dei qualunque degli spazi S(R™), D(R").

Se (T)ren € una successione di distribuzioni appartenenti a ®'.
k

La successione ( E T;)ken si chiama serie di termini 77,75, ... e si denota
J=1

col simbolo Z T

k=1
Se essa converge, la distribuzione limite si chiama somma della serie.
oo

La serie e convergente se e solo se Z < Tk|¢ > & convergente Vo € P.
k=1
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2.2.6 Prodotto tensoriale e convoluzione di distribu-

zioni temperate

Prima di definire I’'operazione di prodotto tensoriale tra due distribuzioni

temperate, riportiamo un risultato importante sulla struttura dello spazio

di distribuzioni S(R™).

Teorema 2.2.4. Se T € S'(R") allora esiste f € C(R™) tale che |f(z)| <
C(1+ ||z||)" per certe costanti C >0 er >0 Vz € R", e un multi-indice

Q. per cut

T = 9°f.

Questo teorema assicura che, sia S € S’(R") e fissato ad arbitrio un

multi-indice 3, esiste T' € S'(R™) tale che
O°T = 8.

Infatti S = 0“f e si puo supporre o > f3; allora basta considerare:
T =0""f.

A questo punto definiamo il prodotto tensoriale (o prodotto diretto) tra

due distribuzioni temperate:

Definizione 2.4. Sia S € S'(R"), T' € S'(RP).
Indichiamo con z un punto di R™ e con y un punto di RP.
Si definisce prodotto tensoriale, o diretto di S per T la distribuzione

temperata

S®T € S'(R"?)

definita ponendo
< Sy @ Ty|d(z,y) >=< S| < T,|d(z,y) >> V¢ € S(R"P)°

S @ T, ¢ evidentemente un funzionale lineare su S(R"*7).

Inoltre se
n-+ n+4
B 2 0 =< Tldn(w,y,) >0
—00 —00

60sserviamo che y — ¢(z,y) € Sy(RP) e z =< Ty, ¢(z,y) > € S;(R"™). Poiché la
funzione < Ty, ¢(z,y) > € Sz (R™) ha senso studiare la distribuzione
< Sp| < Tylo(z,y) >>.
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e quindi

< S| < Ty|ow(x,y,) >>— 0.
—00
Dunque S, ® T,, € §'(R"*7).

Osservazione 13. Se S = 0° f allora

< Sx| < Ty|¢($ay7) >>=

(1 [ F@)a) s Do) dady -

< I (f(x)g(x)|o(z,y) >

e quindi

S, @ Ty = 0P (f(2)g(y)).

Senza particolari difficolta si prova che: 7
Teorema 2.2.5. Se S € S'(R"), T, 11,1, € S'(RP), U € S'(R?)

¢ S, T, =T,®5,

ST +T)=SQT,+SQT,

SeT)eU=Sx(T'eU)

0@ (S ® T) = (0°S) ® (9°T)

allora

f(aay)(S@T) = F.(S) ®-7:y(T)

/ n / n+p
o5, 2 o v o E guT

k—o0 k—o0

supp(S @ T') = (suppS) x (suppT).

Per le dimostrazioni si veda il capitolo 1 di [1].

"Le dimostrazioni di queste proprieta si trovano nel primo capitolo di [1] a pag. 116.

Se Floy)s Fu, Fy indicano le trasformate di Fourier in S'(R"?), S'(R™), S'(RP)
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2.2.7 Convoluzione di distribuzioni temperate

Ricordiamo la seguente definizione:

Definizione 2.5. Sia 7' € S'(R"). Sia {2; un aperto limitato di R". Dire

che T' ¢ nulla su €, significa che
<T|lp>=0 V¢ e SIR"),suppp C .

Sia 2 'unione di tutti gli aperti limitati di R™ sui quali 7" & nulla.

Allora R™ — € si chiama supporto di T.

Notazione 2. Denotiamo con &'(R™), I'insieme delle distribuzioni temperate

con supporto compatto. &'(R™) C S'(R")

Definizione 2.6. Siano S,T € S'(R").
Se Vo € S(R™) esiste
< S @ Tylo(x +y) >

possiamo definire convoluzione di S e T la distribuzione temperata
<Ulp >=< S, @Ty|o(x +y) > .
Si denota con la scrittura S = T

Teorema 2.2.6. Se S,T € S'(R") e almeno una delle due appartiene a

E'(R™), allora esiste la convoluzione S x T.
Dimostrazione. Per prima cosa notiamo che se esiste
< S, @ Tylo(x +y) >

deve esistere

< S| < Tylo(x +y) >>, ¢ e SRM).

Sia S = 9°f, T = 9%g con f,g € C(R") tali che:

f(2)] < CL(1+ [lz]])”

g(x)] < Co(1+ ||z|)? Vo e R™
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Per ogni x € R fissato, la funzione y — ¢(z + y) appartiene a S(R") e

<Tylo(x +y) >= (—1)‘3/ 9() D) d(x +y) dy =

n

= (-1 | gD o)+ ) dy
La funzione © —< T,|¢(x + y) > appartiene a C°°(R"™) ma in generale non
a S(R");
per esempio se S =0e g(z) =1 Vz € R" risulta

<Tylo(x +y) >=<1,[d(z +y) >=

o(x+y)dy = o(t) dt = cost
R R®

e una costante appartiene a S(R™) solo se & zero.
Se S € &'(R") ew € CP(R™) con w(x) =1 in un intorno di suppsS, allora
S =wS e quindi

< So| <Tylo(x +y) >>=< Sefw(z) < Tylo(x +y) >>;

questa ¢ ben definita perché r — w(z) < T,|¢(x +y) > appartiene a S(R")
perché appartiene a C3°(R").
Se T' € E(R") allora x —< T,|¢(z + y) > appartiene a S(R").

Infatti se w € C§°(R") e w(xz) =1 in un intorno di supp7’, allora
T =wl =wo*f
e quindi
< Tylo(x +y) >= (1) < f(y)| DS (w(y)p(x +y)) >=

= (1" [ F)D5 ol + ) dy
K
se supp w C K.
D’altra parte poiché (x,y) — w(y)d(x + y) appartiene a S(R™ x R™) esiste

una costante C,, - tale che
(L + (=, ) )| DDy (w(y)d(z +y)| < Cpry V(z,y) € R" X R™;

se |[f(y)] <M Vy e K si ha allora

(1 A+ [l])?
L+ [l(z, )

(1+ 2|02 < Tylo(x +3) > | < /K M _C,dy < ),
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Cio prova che x =< T,|¢(x + y) > appartiene a S(R").

Inoltre se
o S
k—oo

allora

S(R™)

< Tylon(- +y) >——=0

k—oo

e quindi

< S*T|¢k >——>0
k—o0

O

Riportiamo le seguenti proprieta dell’operazione di convoluzione tra due

distribuzioni temperate.
Teorema 2.2.7. Se S, 51,5, € S'(R"), T,T1,T»,U € &' (R"), risulta

e SxT =TxS5

S*(T1+T2):S*T1+S*T2

(S*«T)xU=95«(Tx*U)

(S *T)=(0°S)*T =8 (0°T) Va

Se&®), T 2% 1 — g1, T g

k—00 k—00

F(S=*T)=F(S)F(T)
o supp(S *T) C suppS + suppT

Osservazione 14. Siano S e T' due distribuzioni temperate di tipo funzione

(S =95,T =1T,); allora vale:
<S*T|p >=< S| < Tp|o(x +y) >> Vo e SR

cioe

<5:T6>= [ S| gla)o(o+y)do)dy =

n

- / f(y)(/n g9(z = y)o(z) dz) dy =

= [ [ twgte =t dzay
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Osservazione 15. Tx 6 =1T.

Dimostrazione. Osserviamo che:
< T x0|p >=<T,| < §ylop(x + y) >>=< T,|p(x) >

cosl

<Tx0|lp >=<T,l¢p > VoeSR").



Capitolo 3

Applicazioni di distribuzioni

temperate

3.1 Soluzioni fondamentali di operatori dif-

ferenziali a coeflicienti costanti

I primi capitoli di introduzione ci forniscono tutti gli strumenti neces-
sari per cominciare ad analizzare le soluzioni fondamentali di operatori

differenziali a coefficienti costanti.

Definizione 3.1. Sia

P@) =) a.0"

la|<m
un operatore differenziale lineare con coefficienti costanti. Si chiama so-
luzione elementare o fondamentale di P(J) una E € S'(R") tale

che

P(O)E = .

Osservazione 16. Qualunque sia P(0) esiste una soluzione elementare ap-
partenente a S'(R").

Se E ¢ una soluzione elementare e I' € S'(R™) ¢ una soluzione di P(09)T = 0,
allora anche F 4 T' e una soluzione elementare.

Pertanto la soluzione elementare non ¢ unica.

Inoltre se E ¢ soluzione elementare di P(9) e S € &'(R"), allora E xS ¢

41
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soluzione di

PO)T = S.

Infatti la convoluzione E * S esiste e
PO)E*S)=(PO)E)xS=06%x5=2S5.

Dalla natura di una soluzione elementare si possono dedurre proprieta
delle soluzioni dell’equazione P(0)T" = 0 e dell’equazione P(9)T = S, come
ad esempio la seguente proposizione la cui dimostrazione si puo trovare in

[1], Teorema 3-10 a pag.304.

Proposizione 3.1.1. Sia P(0) un operatore differenziale lineare con coeffi-
cienti costanti. Supponiamo che esista una soluzione elementare E € S'(R™)
relativa a tale operatore e tale che E € C*°(R" — {0}). Allora T € S'(R")
e P(O)T = 0 in un aperto Q (cioé < P(0)T|¢p >= 0 Vo € S(R™) con
supp(¢p) C Q) implica che T su Q & una funzione appartenente a C*(S2).

3.1.1 L’operatore delle onde
Sia
P(9) = 0,0s...0,.

Allora una soluzione elementare ¢

E(z) = H(xy1)..H(x,).

H LH(x,
Infatti questa & una funzione appartente a K, (R™) (cioe ess sup |H () ()] < +00),

zern (L4 [lz])M
e quindi a S'(R").
Inoltre V¢ € S(R™) risulta:

< 01..0,B|¢ >= (=1)" < H(zy)...H(2,)|D1... Dpo(z) >=
+00 +00
(—1)”/ Di...D,¢(x) dzy... dx,, =
0 0

+o0o +o00
= (—1)"1/ Dl...Dn,1¢(x‘1,...,l‘n,1,0) dl’l...d.’ﬁn,1 =
0 0
= ¢(0) =< 4[p >

e quindi

O..00E =0



3.1 Soluzioni fondamentali di operatori differenziali a coefficienti
costanti

43

Consideriamo ora ’operatore delle onde
0r — 07 r,teR

Effettuando il cambio di variabili £ =z 4+t e 7 =  — ¢, otteniamo:

o 00 oor 0 0

9z o¢or orox o or
o 9009¢ 0odr 9 0

ot ocot arar o€ or
Otteniamo:

2 2 2 2
0 0 0% 5 0

022~ oe o T acr
2 2 2
Z 2 42 9

o2 0¢*  0r? 00T

per cui 'operatore diventa:
92 — 0} = 400,
Una soluzione elementare E, cioe tale che P(0)E = 0, pertanto ¢:

B(E,7) = SHEH(T)

ossia

1
Bn,t) = %H(m FOH(@ — 1) = JH(w ~ i)
Infatti V¢ € S(R?) risulta

< (07 = 0 E(x, )|¢(x,1) >=< E(z,t)|(D; — D})¢(,t) >=

= /RQ E(z,t)(D*~ D} ¢(x,t) dx dt :% H(z—|t])(D2—D2)p(z,t) do dt =

RZ

1 “+o0o “+o0o
—5 [ | @0 Dhetadede -

poiché H(x — |t|) € non nullo solo se = — |t| > 0, cioe x > |t|.

Effettuiamo un cambio di variabili ponendo: © = $({ +7) e t = 3(§ — 7).

Allora la jacobiana di tale cambiamento é:

1
2

O(z,t)
o,

1
2

] = 5] = -5l =

N= N

~—

N
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e indichiamo

Be,t) = 95 (6 +7), 5 (€~ 7) = ¥(&,7)

Otteniamo quindi:

| e 1
:5/0 /0 ADCDL(E, 7)A€ d7 =

+o0 +oo
- || pepatemaear -

+oo  ptoo too
[ ([ pebwienagir= [ D iz
0 0 0
+oo

- D.p(0,7) dr = —[1h(0,7)]F> = (0, 0)

0
da cui

< (ai - 8E)E(a:, t>|¢($=t) >= ¢(07 0) = ¢(07 0)
quindi
(@~ oF)E =5

Ne segue che se ¢ € L(R™) con supp¢ compatto, esiste la convoluzione

Ux,t) = (Ex¢)(x,t) = | Elx—§t—1)p(¢ 7)dEdr =

R2

1
— 5 [ Hla == 1t=rhote,ndsdr -

YT s nagar

oo

che e soluzione di

(07 — 0))u = o(x,)
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3.2 Problemi per un operatore differenziale

lineare con coefficienti costanti

In questa sezione, affronteremo la risoluzione di problemi per un ope-
ratore differenziale lineare con coefficienti costanti, prima teoricamente, at-
traverso alcuni teoremi utili e poi vedremo 1’applicazione all’operatore delle

onde.

Teorema 3.2.1. Sia A un sottoinsieme di R™ e s — T'(s) € S'(R") una

funzione su A. Supponiamo che T(s) sia debolmente limitata, cioe Vo €

S(R™) esista Cy > 0 tale che
| <T(s)|lp>|<C, VseA
Allora esistono C' > 0 e p intero non negativo tali che

| <T(s)[¢ > | < Cligllp = C sup sup (1 + |[z[|)"| D"¢(x)]

2€R™ |a|<p

pe ogni ¢ € S(R") e Vs € A.

Dimostrazione. L'insieme {T(s); s € A} ¢ debolmente limitato e quindi e

un insieme equicontinuo !, cio¢
VC' >0 3U. intorno dello zero di S(R")

tale che

sup | <T(s)|lp>|<C.
SEA,¢€UC

Ora come intorno U, possiamo prendere {¢ € S(R");[|¢]|, < d}; pertanto

sara

[<T()l6> <1 YseAVoeS®) con ol < &

'Ricordiamo che A C X’ con X’ = S(R") si dice debolmente limitato se Vz € X
risulta
Supyea | < ulz > | < +oo.
A C X' si dice equicontinuo se Ve > 03U, intorno dello zero di X tale che
SUP,ea per, | <ulr > <e
Una generalizzazione del teorema di Banach - Steinhaus o principio dell’uniforme

limitatezza, afferma che se A C X’ ¢ debolmente limitato, allora & equicontinuo.
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e di conseguenza

< T(s) é>|§1 Vse A Vo e SR

| ¢
91l
ossia

| <T(s)lp>[<Clgll, VseA VYoeSERY.

In particolare se 2 & un aperto di R" e s — T'(s) € §’'(R") & continua su
2, allora ad ogni compatto K C 2 si possono associare una costante Cj, > 0

e un intero non negativo pj tali che
| <T(s)l¢ > | < Cil|ollp, V¢ € SR") Vs e K.
Infatti V¢ € S(R™), s =< T'(s)|¢ > ¢ limitata su K. O

Teorema 3.2.2. Sia 2 un aperto di R e sia s — T'(s) € S'(R"),s € Q, di
classe C*, cioé esista DS < T(s)|¢p > Vo € S(R™) e Vs € Q per |a| < k,
es — D <T(s)|¢ > sia continua su Q.

Indicata con DYT(s) la distribuzione temperata tale che
< D{T(s)|lp >= DS <T(s)lp> VoeSR") VseQ (3.1)
supponiamo che esistano C' > 0 e r,p interi non negativi tali che

| < DIT(s)lp > | < CA+Is)"lIgll, per laf <k ¢eSR"),seQ ?
(3.2)
Supponiamo anche che Vf € S(R™) e Vg € S(R") sia

/Q < T(s)lg > D*f(s)ds = (~1) / < DOT(s)lg > f(s)ds, |a| <k

Q
(3.3)
Allora esiste S € S'(R™™) con suppT C Q) x R" tale che
< Sl >= / <T@)|Y(t, ) > dt Yy € S(R™") (3.4)
Q

< 0S| >:/ < DETO|(E, ) > dt Wb € SR™™), |a| <k (3.5)
Q

Dimostrazione. Procediamo per passi:

2questa ipotesi assicura che ¢ — [, < DST(s)|1(s,-) > ds appartiene a S(R™*1")



3.2 Problemi per un operatore differenziale lineare con coefficienti
costanti 47

e Proviamo prima la (3.4) nellipotesi (3.2) con a = 0, ossia
| <T(s)lo > [<C+s)loll, ¢eSR?),se

Se ¢ € S(R™™), per ogni fissato s € R™, ¢(s,:) € S(R™) e quindi
< T(s)|1(s,-) > ¢ definita su .
Inoltre s —< T'(s)|¢(s, ) > ¢ una funzione misurabile su Q: infatti,
supponiamo dapprima ¢(s,z) = f(s)g(z) con f € S(R") e g € S(R"),
allora
< To(s)|Y(s, @) >= f(s) < Tu(s)lg(x) >;

Poiché per ipotesi s —< T,(s)|g(x) > ¢ una funzione continua, lo ¢
anche f(s) < T,(s)|g(x) >, cioe s —< T,.(s)|p(s, x) > ; d’altra parte,
se 1) € S(R™™), esiste una successione del tipo (Zjvzkl fr;9k; )ken con
fr, € S(R™) e gr, € S(R™) convergente a ¢ in S(R™™).
Da qui segue che s —< T,(s)|¢(s, z) > & misurabile perché limite di
una successione di funzioni continue.
Dalla (3.2) segue anche che:

| <T(s)[¢(s,2) > [ < C(1+|s]])" sup sup (1 + [[z[])?|Dge(s, z)| <

z€R™ |a|<p

e 1\ ptrtmtl| pa
< O+ |[sl)™™t sup sup (14 ([|«]]* + [s]1?)2 )P Dap(s, )| <

z€R™ |a|<p
0(1 + ||S||)_m_1||¢||p+r+m+la

da cui segue che s —< T, (s)|¢(s,z) > ¢ sommabile su €.
Allora ¢ — [, < T(s)|¢(s,-) > ds & un funzionale lineare su
S(R™™); inoltre

SET ) =

Uy
vV—00

||¢V||p+r+m+1 — 0=
V—00

/ < T(8)[60(5,-) > ds — 0.
Q V—r00

Cio assicura la continuita di tale funzionale.

Pertanto esiste T € &’'(R™1") per cui vale la (3.4).

e Ora proviamo la (3.5) nel caso di |a| = 1 nell'ipotesi (3.2) con |o| < 1

e (3.3) con || =1, ossia

/ <T(s)|lg>Df(s)ds = (—1)/ < D;T(s)|lg > f(s)ds,
Q Q
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Sia 1) = fg con f € S(R™) e g € S(R"); allora per j = 1,2,...,n si ha

< 0Tl >= - <T|Djyp >= —/Q <T(s)|g > %S)ds =
J

- [ <G> 16 = [ < Fwts) > as

Sia poi 9, = Z;V:lll fljjgljj7 fl/j € S(Rm>7gl/j S S(Rn>7

S(Rn+m)
Uy s

V—00

Allora da < 0;T|th, >= [, < agé_s)|¢y(8, -) > ds segue la tesi (3.5).

]

Definizione 3.2. Sia T' € S'(R"*™), m,n interi positivi.
Fissiamo zy € R™. Supponiamo che V¢ € CP(R™) e Vi) € S(R™) esista

finito il
r — I

1
lim < T|—¢(
Em

e—0F

ed esista Ty € S'(R™) tale che

JW(y) >

€

r — X

1
lim < 7| — ¢/
Em

Jo(y) >=<Toly > | é(z)dz.
e—0t Rm
Diremo allora che Tj ¢ la distribuzione temperata sezione di 1" per
T = g, € scriveremo

TO - T|J::cc0

Definizione 3.3. Sia S, (R™"!) il sottospazio di S(R"™!) delle y € S(R™™1)
tali che suppxy C Ry x R™.
Sia T' un funzionale lineare su S, (R"!), continuo.

Supponiamo che V¢ € C3°(R) e ¢ € S(R™) esista finito

1t
m <T | = ¢(-) ¥(z) >
e—0t € e
ed esista Ty € S’'(R™) tale che
_ I oo
eli%}" <T| - ¢(E)w(:z:) >=< Tyl > o(t) dt

0

Allora diremo che T' ammette limite temperato per t — 07:

Tp = limtemp,_, o+ T’
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Osservazione 17. Osserviamo che se T € S'(R'™) ed esiste T~ allora

esiste anche lim temp,_,o+ 7' = T'|1—o.

Teorema 3.2.3. Valgano le ipotesi del teorema precedente (3.2.2) con ) =
R™.
Allora, se T é definito da (3.4) si ha

0T |s=sy = DT (s0) per ol <k

Dimostrazione. Ci bastera dimostrare che T'|s—s, = T'(s¢).

Sia ¢ € C3°(R™) e ¢ € S(R™). Risulta

S — 8o S — 8o

<T| o o >ww>:/m<ﬂﬁr§¢< Jo(z) > ds =

€ €

:/R L g(ET5) 1) o > ds:/ B(t) < T(so+€t) | ¥ > dt.

m
m € € suppe

Poiché s — T'(s) ¢ continua, risulta

< T(sp+ €t)|v >— < T(so)|t) > .
e—

I'ipotesi (3.2) permette il passaggio al limite sotto il segno dell’integrale;

allora esiste finito il

S — 8o

tim <7 | - 6" 2)p(x) >

e—0t €

ed esso coincide con

< T(so)|tp > o(s)ds.

]Rm
Dunque

T|s:so = T(So).
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Teorema 3.2.4. Siat € R, x e R*, U,V € S'(R"), T € S'(R™).
Allora la condizione

Tlymyy =U (3.6)

e equivalente alla condizione

Fo(T)|i=t, = F(U). (3.7)
Analogamente, la condizione
0T =, =V (3.8)
e equivalente alla condizione
O Fo(T)]i=t, = F(V) (3.9)
e analogamente per quanto riguarda derivate successive.

Dimostrazione. Siano ¢ € C3°(R) e ¢ € S(R™).
Se vale la (3.6) allora

t—to
€

) F(¢) >=

lim < F,(T) | ! ¢<t_t°) W(z) >= lim <T | % ¢(

e—0t € € e—0t

+oo +oo

=< U|F() > o(t)dt =< F(U)|Y > o(t)dt

ossia la (3.7).
Il ragionamento per provare che da (3.7) segue (3.6) ¢ analogo.
Si prova invece I'equivalenza di (3.8) e (3.9) osservando che dalla (3.8) per
definizione di derivata di una distribuzione, segue:
t — tO 400

() >=— < V¢ > o(t) dt.

—00

1
lim <T | =¢
ei}(%r ’€2¢( €

Teorema 3.2.5. Sia f: R™ xR* — C.

Indichiamo con s un punto di R™ e con x un punto di R™; supponiamo:

o DOf continua su R™ x R" Va
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o f(s,)) € S(R") VseR™

S(R™)

° f(S, ) m f(SD, ) VSQ cR™

Sia poi w € CP(R™) e T € §'(R™). Allora:

/m w(s) < Tolf(s,2) > ds =< T| | w(s)f(s,2)ds>.  (3.10)

Rm

Dimostrazione. Osserviamo che per la terza ipotesi, la funzione
s —=><T,| f(sx)>

¢ continua e quindi esiste l'integrale al primo membro di (3.10).
Sia K un intervallo cubico compatto tale che supp w C K.
Per p = 1,2,... sia {K,;;7 = 1,2,...,p™} una scomposizione di K in cubi

congruenti; se s,; € K,; si ha

/K w(s) < Tyl f(s, x)>ds—hmz W(Spi) < Tl f(Spj,x) > pu(Kyj) =

pP—o0

pli)rglo <T, |Zl (8pj) f (8pj, ) (Kps) >
J
Proviamo che

pm
S(R™)

(K Nd
;w Spi) [ (Spjs ) 1( pj)m/[(w(s)f(s,) s

0, cio che e lo stesso

m

p

hm sup(l—i—Ha:H ¥ Z w(spi)Ds f(sps, )M(Kpj)—/ w(s)Dgf(s,x)ds| =0
Jj=1 K

(3.11)
VE>0 Va. B

m

p

JECLAE ds—z/ D21 (5,7) (535 D2 F (535, ) (K

‘7:
essendo s,; un conveniente punto di K, ; (dipendente da x); supponiamo w
e f a valori reali.

L’espressione sotto al segno di limite in (3.11) si maggiora con

(1 + [l Z |w(spi)l| D3 [ (8pjs x) — Dy f(8pg, )| p(Kpj)+
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SUP (1+ [l])* Z |w(sps = w(Spp)[1D7 f (Sps @) | 1(Kypj) = I + I

Sia M = sup,cgn |w(s)\

La terza ipotesi del teorema assicura che, Ve > 0 risulta

L+ ||lzDF | D2 f(sps, ) — D2 f(5ps,2)| € =
xseu]lg( [ 2[)" | a;f(spj ) zf(Sp] r)] < 2u(K)M

per p = pe, opportuno.
Inoltre esiste C' > 0 tale che sup,cg. (1 + ||z)* |D2f(s,2)] < C Vs € K.

Per p > pl opportuno, risulta:

€

|w((spi) — w(sp)| < W j=12..p"
Pertanto, per p > max{p., p,} risulta:
Li+h<—— (K)M + ——— u(K)C
€ e .
PR M ! 2u(K)C "

Cio prova il teorema e in piu osserviamo che dalla dimostrazione segue che:

r — - w(s)f(s,xz)ds € S(R"™).

]

Teorema 3.2.6. Sia s — T'(s) € &'(R™), s € R, continua; esistano a € R*
e K compatto di R™ tali che:

T(s)=0 per |s|>a, suppT(s)C K, VseR. (3.12)
Siat — S(t) € S'(R"), te€R" continua e tale che
| <S> <CA+8)|¢llr Vo e SR VteRT (3.13)

per certi C' > 0 e r, k intert non negativi.

Poniamo

<T |y >= /+Oo <T(t) | ¥(t,-) > dt (3.14)

[e.e]

<S|>= /+OO < SW|Y(t,-) > dt e S(R™™) (3.15)
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Allora s € S(R™™), T € &'(R™1).
Esiste U € S'(R") tale che

<U|¢>= /a <St)«T(=t)|p > dt ¢ S(R") (3.16)

Risulta

S * T|t=t0 =U (3].7)
Se poi T'(s) e S(t) sono di classe C*,

S'(R™)

S(t) 0 (3.18)

t—0+
e S'(t) = %Et) soddisfa la condizione
[ <S' Mg >[<CA+1)Igllp Vo € SR). (3.19)
per certi C > 0 e T e k interi non negativi, allora

3t(5' * T)|t:t0 =V (320)

dove V e la distribuzione temperata definita da:

+oo
<V ]¢>= / <S'(t)*T(—t)|p > dt ¢ € S(R") (3.21)
0
Per la dimostrazione si veda [1], Teorema 3.16 pag.327.

3.2.1 Problemi differenziali

Sia P(0,) un polinomio differenziale:

P(0) = ) ands

laj<m

con a, costante.

e PROBLEMA P:
Assegnate U € S'(R"™) e S; € S'(R") j =0,1,....,k — 1, trovare
T € 8'(R™™) tale che sia

oF T+ P(9,)T =U, (3.22)
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esista &) Ty, per j =0,1,....k — 1, e sia

N Tmiy=5; 7=0,1,....,k—1.

In base al teorema (3.2.4) il problema P ¢ equivalente al seguente

problema:

PROBLEMA P’:
Trovare W € §'(R"*!) tale che

OF W + P(—ix)W = F,(U) (3.23)
HNW img =F(S;) j=0,1,.,k—1. (3.24)

Infatti si passa dal problema P al problema P’ mediante la trasformata
di Fourier parziale rispetto a = di T" e quindi da P’ a P antitrasfor-

mando.

Osservazione 18. Supponiamo che esista una soluzione elementare
E € S'(R"1) di 9F + P(0,); sia U € &'(R™!); esistano le sezioni
temperate &/ (E * U)|—, per j = 0,1,...,k — 1; esista una soluzione

Ve S'(R™Y) di

AV + P(0,)V =0
NV)eo=8; —H(E+U)|mo, j=0,1,...k —1

Allora il problema P ha soluzione
T=ExU+YV
Infatti

OFT 4+ P(0,)T = (0F + P(0,))ExU =06+U=U

HT|mo=S; j=0,1,.,k—1
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Osservazione 19. Supponiamo che esista una soluzione elementare
E € §'(R™1) relativa all’operatore 0F + P(0,).
Indichiamo con M la classe delle distribuzioni temperate S € S'(R"*1)

per ciascuna delle quali esiste E % S e
O(E*S)=(0F)*xS=E=*0"S Va.

Allora esiste al pitt una T' € M soluzione di OF T + P(9,) T = U.

Infatti supponendo che ne esistano due, 7 e T, si ha:

0 = Ex((0f+P(0,))(T—T) = ((0F+P(9,))E)*(T—T) = 6x(T-T) = T—T.

Osservazione 20. Siano S; € S'(R") j = 0,1,...,k — 1 ed esista
T € §'(R™*) tale che

t
OfT + P(0,)T =~ ) P(0)S;® —
J=0 J:
NT)ymo=0 j=0,1,.. k—1
Allora il problema P ha come soluzione
k—1 ;
i
T+ Z Sj & ﬁ
j=0
Infatti € immediato che
k—1 4
(OF + PO)T+Y_8;® ﬁ) = 0.
j=0
E’ poi
k—1 th k—1 th_j
J o ) —
RS ® ) =D 5 5y
h=0 h=j
e per ¢ € CP(R) e p € S(R™) si ha
“+o0o

<O | = H(L(r) >=< Sily > / P9 o() bt =

—00
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+oo A A 0 Jj<h
=< Spltp > / I B(t) dt —— +oo
PO e—0t < Sj | w > (b(t) dt h :]

Percio esiste
k-1 ih
ai(z Sh @ m)\tzto
h=0
ed ¢ uguale a S;.

PROBLEMA Q:
Assegante S; € S'(R") e j =0,1,...,k—1, trovare t — T'(t) € S'(R"),
t € R di classe C* tale che

k
T
d dt,ft) FPONT(H) =0 teR (3.25)
JTO) .
2 =8 j=01,u k1 (3.26)

Il problema @ e equivalente al seguente problema:

PROBLEMA Q’
Trovate t — W(t) € S'(R") con t € R, tale che

% + P(—im)W(t) =0 (3.27)
& 3;@ —F(S) j=01,. k-1 (3.28)

Teorema 3.2.7. Supponiamo che il problema () abbia una soluzione
t — T(t) € S'(R") di classe C* e che esistano C > 0 e r,p interi non
negativi tali che sia

< PTO - | <caviylol, vier voesE) (329)

per 1=0,1,...k.
Allora T € 8'(R™™) definita da

+o0
<T | >:/ < T(s)(s, ) > ds, & €SER™Y)  (3.30)

[e.e]

e soluzione del problema P con U = 0.
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Dimostrazione. Per prima cosa la (3.30) definisce una distribuzione
temperata su S(R™™1).

) +oo dJT
Vx € SR™), < dT|x >= / < ds§8)

—0o0

IX(s,") > ds j=0,1,...k
(3.31)
Se ¢ € S(R™), v € S(R™), si ha

< P(2,)T|gp >= Y (=1)¥la, < T|¢(t) D3pp(x) >=

la<m

“+oo

=Y (_1)|aaa/ < T(t)|o(t) D2 () > dt =

/_+°° < P(3,)T(t)|p(t)b(z) > dt;

Da qui e dalla (3.31) con j = k segue che

oo k(¢
< OFT + P(0,)T |t >:/ < dt,§>

—00

+ P(0,)T(t)|¢np > dt =0
e quindi
<OFT+ PO,)T|¢py >=0 Vo€ S(R) e € SR

poiché lo spazio vettoriale generato da {¢ ¥;¢ € S(R),» € S(R")} ¢
denso in S(R™1), si ha

<OFT 4+ P(0,)T|x >=0 Vy e SER"™)
e quindi
OFT + P(0,)T = 0.
Per il Teorema(3.2.3) risulta

T(0)

a;:].T|t:0 =

=S, j=01,....k—1

Dunque T e soluzione del problema P con U = 0.



58

3. Applicazioni di distribuzioni temperate

Teorema 3.2.8. Sia T € §'(R"™) soluzione del problema P con

U =0.

Allora esiste una e una solat — T(t) € S'(R"), t € R di classe CF,

soluzione del problema () tale che:

d'T(t)
dti

| < > <CA+ ) lvll, j=0,1,...k Vi€ SR
(3.32)
per certi C' > 0 e r,p interi non negativi, e

+oo
<T 1y >=/ < TWIx(t) > dt, x€SER™Y  (3.33)

o

Questi due teoremi provano che i problemi P con U = 0 e Q sono

equivalenti.

PROBLEMA CP:
Sia f; € CH1(RY)NS'(R"), j=0,1,. k-1
Trovare u definita su tutto R™*!, continua con tutte le derivate che

figurano nell’operatore DF + P(D,) appartenente a S'(R™™!) e tale
che

DFu+ P(D,)u =0 in R°t!
Diu(0,z) = fi(z) z€R* j=0,1,.. k-1
Poiché le derivate classiche coincidono con le derivate nel senso delle

distribuzioni, una u con la regolarita dichiarata e soluzione del pro-

blema CP se e solo se ¢ soluzione del problema P.

PROBLEMA P,:

Assegnate S; € S'(R") j=0,1,...,k — 1 trovare T € §'(R""!) solu-
zione di OFT + P(9,)T = 0 in R, x R", cioe tale che, Vx € S(R"*1)
con suppx C Ry x R™,

< T+ PO)T | x>=0 (3.34)

e sia

lim temp,_,o, HT =S; j=0,1,...k—1. (3.35)
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e PROBLEMA CP,:
Assegnate le f; come nel problema CP classico, trovare u : Ry X
R"™ — C continua con tutte le derivate che figurano nell’operatore

Dfu + P(D,) tale che

Diu+ P(D,)u=0 in R, xR" (3.36)
lim Dlu=f; j=01,..,k—1 (3.37)
t—0t+

e che sia prolungabile su tutto R**! in una distribuzione temperata.
Se il problema P ha una soluzione u che e funzione continua su tutto
R"*! con tutte le derivate che figurano nell’'operatore DF + P(D,),

allora essa e soluzione del problema CP;.

e PROBLEMA (@Q,:
Assegnate le S; come nel problema P, trovare t — T'(t) € S'(R")
t € RT di classe C*, tale che

d*T(t
dt’g ) + P(0,)T(t) =0 perteR, (3.38)
dT(t) s®m .
. ; =0,1,...,k—1 )
dii m S] ] O, s eeny k (3 39)

Teorema 3.2.9. Sia t — T(t) € S'(R"), t > 0, una soluzione di
Q. tale che

& (1)
<~

> <CA+)¢ll, t>0,%eSRY)  (3.40)

per 3 =0,1,.... k.
Posto:

+o0
<T|x >= / <T@)|x(t,-) > dt, x e SR (3.41)
0

risulta T € S'(R"1), suppT C Ry x R" e

k—1
FT+PO)T =S 07 @ S_;s. (3.42)

=0

<

In particolare se Sy = ...Sx_o =0 € Sp1 = 0z, allora T ¢ una soluzione

elementare relativa all’operatore OF + P(0,).
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Dimostrazione. La (3.40) con j = 0 assicura che, in base al teorema (3.2.2)

che (3.41) definisce T € S'(R™*!) con suppT C R, @ R™.
Prendiamo ¢ € S(R) e ¢ € S(R™); allora per la (3.40) con j =0, 1 si ha

<oTlop == - < Tl == [ " T (s > ds =

ot < Ly 5 g

= —[o(s) <T(s)ly >]3=5 +

+o0 d
—¢(0><So|¢>+/0 <%|¢¢> ds —

+oo
<5t®soy¢w>+/ <d7;l—is)]¢w> ds
0

Successivamente si ha

2 ! oo dQT(‘S)
< OPT|py >=< 6, @ Sy + 0, @ Solp > + < —5leu > ds
0
k-1 +o00 k
; d"T'(s)
< OFT | >=< ;@(J) ® Se—1-4|¢9) > +/0 < g v > ds.

Poiché .
< P(0,)T|¢ >= /0 < P(3.)T(s)|6(s)6 > ds

si conclude che T ¢ soluzione di (3.42)

3.2.2 Esempio: L’operatore delle onde
3
Sia 07 — Z 92 =0} — A, loperatore delle onde.
k=1
e PROBLEMA P OMOGENEO:
Trovare T' € S'(R™) tale che:

RPT—AT=0

(3.43)
Tty = So, OT|4=o =51, So,51 € Sl(Rg)
Per i teoremi (3.2.7), (3.2.8), il problema P ¢ equivalente al seguente

problema Q:

2
CT A7) =0 teR
(3.44)
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costanti

e quindi al problema Q’:

CEATOD) ¢ ez

dt? aT(0
Fr) = 7). 7T -

(3.45)

F(S51)

Consideriamo il caso in cui Sp=0e S; =6
In questo caso la soluzione di (3.45) risulta:
sin(]|s([¢)

sl

da cui otteniamo la soluzione del problema Q:
i t

1B
Si ha, ora, Vi) € S(R?)
o sin(]fs]t) o sin(|sllt) ooy _
<T [ >=<F, (W) | >=< (WU: () >=

LI [ e e
/R3 ]| ((277)3 /R3 ¥(§)dg)d

i [ [ e ug g is -

o0 isl|<r

1
— hm 3/ / z<s£>81n(|| ||t)d )dé-
r—oo (27)3 Jgs I H<r ]|

Passiamo a coordinate polari 'ultimo integrale, ponendo

s = (psingcosb, psin ¢sin b, pcosh),

e otteniamo:

T 27 ™ :

/ / / emiv<ne> SN o s didpdo
o Jo Jo P
T 27 ™ )

/ psin(pt)(/ / e~ P<YE>sin ¢ dep d) dp
0 o Jo

3Si veda I'appendice per approfondimento
iper (1.4) definita al Cap.1
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in cui integriamo 1'ultima funzione su una sfera, e, sapendo che,

dS = R?sin ¢pd¢dl (e in questo caso R = 1), otteniamo:

/ psin(pt)( / e~V dy) dp;
0 llyll=1

Se A ¢ un matrice ortogonale 3 x 3 si ha, posto y = Az

/ e—ip<y,§> dy — / 6—ip<z,AT£> dz.
llyll=1 llzl=1

Scegliamo A in modo che sia ATE = ||{]|es, si ha < z, ATE >= ||¢]|z3;
Sia z; = sin(0) cos(¢), zo = sin(f) sin(¢) e z3 = cos(h);
Allora:

/ mip<nAES g o / eolEleos(®) i (9) d(9) =
lyl=1

0
27 ;
_ [ e llEll cos@®)] = 5
inl€l :
o ' , 4
2T i el ginlely — sin(pl|€]])

per la definizione esponenziale della funzione sin(pl|£]|).

Pertanto
_ysin(]|s]]?) B

lim L /O " sin(pt)( /R D b6y ey ap

2 €]

L’ultimo integrale scritto ¢ uguale a:

[ st [ vteniio

e quindi
—1,sin(]ls|t) _

r—o0 272

1 +o00o T
lim — o o sin sin(po) dp) dy) do.
/0 ( Hy”:li/J( y)(/o (pt) sin(po) dp) dy)

Per la formula di Werner

5Ricordando la formula di integrazione delle funzioni esponenziali del tipo: [ e dx =
C +Ce [fDf(2)dr =/ +C
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/OT sin(pt) sin(po) dp = %/OT[ cos((t —a)p) —cos((t +0o)p)] dp=

1[ sin((t —o)r)  sin((t +o)r)
2 t—o t+o

]

Quindi:
< ffl(Sin(HSHt)) | w >—
o sl

t—o t+o

R T sin((t —o)r)  sin((t +o)r) >
lim —/0 a(/l W(oy)| | dy)do =

. 1 Foo sin((t — o)r) B
i gz o vy do =

t—o

—7)y)dy)dr.
(f e

in cui abbiamo sostituito o =t — 7.
Chiamiamo ¢(7) = (t — 7) f||y||:1 »((t — 7)y) dy e otteniamo quindi:
1 [T sin(rr)

lim —
r—oo 472 |

o(T) dr.

00 T

La funzione 7 — ¢(7) ¢ evidentemente di classe C', ¢ € L}(R), ¢’ €
L'(R). Ricordando che

l/+°°sinxdx:1

™ T

—0o0

dimostriamo che

4_;/_: S b(r) dr — 000
Infatti:
%/_ o sin(r7)¢(7) dr — ¢(0) = % _ > smT(T)[ ¢(;> —(0)] dr =
A gin(r T o0 gin(r T
[ o) -0 ar 4 O 60— g0 are
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LI T o) = h

™ 00 T

L — 0 VA>0;

r—00

1

B= -2 0 o)z
LT T - o)+ o0 a0,

Analogamente I3 —— 0.

r—00

1fmmm%mm—ewm

T 0o T r—00

Dunque

e quindi
sin(||s||¢)
Is]]

Ne segue che lat — T'(t) t € R, definita da:

1
Fi dy.
< F Vet | vy

<T@ >=— U(ty) dy (3.47)

AT S =1

¢ soluzione di (3.44) con Sy = 0,57 = 4.
Se suppy) C R? — 95(0, [¢|) allora

T(t)>=0
e quindi V¢t € R & suppT'(t) C 95(0, |t|) = {z € R3; ||z|| = |t|}; percid
T(t) € &'(R*) VteR.
Si ha:

| <T() [ >]<]t Sup, ()] < L+ [t)lello Vv € S(RY)
(3.48)

dT (1) ¢
|<—rw>|=|—/ tydy+—/ ) (ty)y; dy| <
dt AT S =1 lyll= 12 ’ ’

< (L4t sup > (1 + 2D ()] < i1+ [eD][glh (3.49)

lell=Itl | 51<1
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Vi € S(R?), C} opportuno.

ET(1)
<~

[0 > = <TO|Ap > | < Co(1+[t)][v]la (3.50)

Vi € S(R?), Cy opportuno.

La (3.48), (3.49) e la (3.50) in base al teorema (3.2.7) assicurano che
la T € §'(R*) definita da:

+oo
<T|X>:/ <T(s) | x(s,) > ds x € SRY

¢ soluzione di (3.43) con Sy = 0, 57 = 0.

Osserviamo che t — T'(t) ¢ di classe C™ e:
T(t) 52, (3.51)

4T (t)
dtm

| < [ > < Ca(L+ DY), Ym €N, € SR (3.52)

supp” dtTn@ C 98(0, [t]). (3.53)

Infatti:

It
A7
t C

It ‘g, 0
AT Jyg=1 L+ [Ellyl)? ™ 1o

| <T@y >]= || U(ty) dy| <

lyll=1

e quindi vale la (3.51).
La (3.52) e stata provata per m = 0,1,2; per m > 2 segue dal fatto

che
koT(t) L d2k+1T(t) de(t)
dt2k = AIT(t) € dt2k+1 - AI dt .
Poniamo ora
dT'(t
V(t) = 7) (3.54)
allora
LV ALV (L) =0 555
V(O) = 57 d‘iii()) - 0
Infatti
d _ T 2V (t
T dt§ LA 1O >=< dtﬁ LAV Ve SEY)
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e
dT(0) dv(0)  d*T(0)
= —-———— = = = T =
V() dt % dt dt? A:T(0) =0
Proviamo ora che la soluzione di (3.44) é:
W(t)=T(t)*S; 4+ V(t) xSy (3.56)

Ricordiamo che le convoluzioni esistono come distribuzioni temperate
perché T'(t) e V(t) hanno supporto compatto.
Risulta:
W (t)  d°T(t)
dt? dt?
W(0)=T(0)%S; +V(0) %Sy = %Sy = S5o
dm;t(o) = dj;lio) *Sl—k%io)*sozd*&:&;

Questo vale perché T'(t) per t in un intorno di ¢y ha supporto contenuto

d*V(t)
dt?

*S1+ xS0 = AT ()*S1+A,V (t)*Sy = AW (1),

in un compatto, si ha quindi

T(t) xS — T(ty) * Sh _ T(t) — T(to) eg  SE) dT (to)

t—to t—to L s dt

*Sl;

percid esiste (4 (T'(t) % S1))i—, che & uguale a % * 5.
Osserviamo che, fissato ad arbitrio ¢, se (Spm)men € (S1.m)men SOnO

due successioni in §'(R?) convergenti a Sy e a S}, posto
Wm(t) = T(t) * Sl,m + V(t) * SO,m

risulta

S'(R?)
S

Wi (t) Wi(t)

m—00
Cio prova che W (t) dipende con continuita dai dati nella topologia di
S'(R3).

Sia ora S € §'(R?); esistono C' e p tali che:

| <S> <ClYll, Ve SR

Allora

| <T@) * Sl > | = [ < Sl <(T()ylv(x+y)>>|=
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=|—<5, ty)dy >| < —C - ty) dyll, =
|4 < Sl Hy”:lwﬁ ydy>|< O Hm':lw( +ty) dylly

Clt
= Mup sup 1+ IIIII)p/|| n | Dy (w + ty)| dy <
yll=1

AT 3RS [al<p

Clt| sup sup A+ flel)r
AT per jaj<p (1 + [J2 + ty[)P

Clt 1 —t
Ul s sup (L2 = 181)

AT LeRr3 |y|=1 L+ ||z

)P <

C'(L+ [t Ml

Analogamente

AW (t)

—gp W>1=C00+ D el vy € S'(R?) vt eR.

| <
Per il teorema (3.2.7) segue che W € S(R?) definita da:

+o0
< Wy >= / <WHI(E) > dt xeSRY (357
¢ soluzione di (3.43).

Osserviamo che se (Som)men € (S1,m)men sono due successioni in

S'(R?) convergenti a Sy e a Sy, posto
come sopra, e per y € S(R?)

—+00

< Whlx >= / < Wi(t)|x(t,-) > dt

(e 9]

allora
/ 3
w,, S8

m—r0o0

W.

Questo prova la dipendenza continua di W dai dati.
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e PROBLEMA CP OMOGENEO:

Sia t — T'(t) la funzione da R a §'(R3) definita da (3.47).
Sia f € C(R?) N K;(R3).
Poiché suppT(t) ¢ compatto Vi € R, esiste T(t) x f e Vi) € S(R?)

risulta

<ST@fl >=< (T(t)e] < FW)|Y(x+y) >>=< (T (1)) g f)v(aty) dy >=

t

=< @O [ sy >= g (] vesemagay -

t
=g L re-wa e

Dunque
t

AT Jy=1

((T(t) * f)(x) flz—ty)dy (3.58)

La funzione (¢,2) — (T'(t) * f)(z) & quindi una funzione continua su
R4,

Poiché f € 8'(R?) esistono C e p tali che | < fliy > | < C||¢|l, Vo €
S(R3?); allora da (3.48) segue:

| <T(&) fl > | < (L+[t]) sup [ < f(y)lv(e+y)>]|<

l[]l=l¢]

< C+t]) sup sup sup (14 [ly[])"|D ¢ (z + y)| <
Jall=1t] yER? Jal<p

<O+l v € S(RY)

Pertanto 1'uguaglianza

< Rlx >= /+OO <T(t)* fx(t,-) > dt, x € SR (3.59)

o0

definisce una distribuzione R € S'(R?).
Risulta:

+o0o
< Ry >= / ! Fl@ — ty) dylx(t,2) > dt =

< —_
oo AT Sy =
oo 4

oot
= x.ty)d ,r)dx)dt) =
L st an
t

- / Ao [ ety deds

llyll=1
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Dunque R ¢ la funzione

t
(ta) > R(t) = = [ flo-t)dy, (1) <R
T Jlyl=1
Sostituendo T'(t) con %}Et) si ha analogamente che l'uguaglianza

< Qly >= /m < dfli” () > dt x € SRY (3.60)

definisce Q € S'(R*).
Per il teorema (3.2.2) ¢
Q - 8tP

A questo punto, dimostriamo che: se fo € C3(R3) N S(R?) e
f1 € C%(R3) N S'(R?) allora:

t ot
Wit,z) = — /y”:1 file = ty)dy + 5 (- /”y”:1 folz —ty) dy) =
1 o 1
- 4_7”5 llz—yll=It] fl(y) W+ 5(4_7% lz—yl|=[¢| fo(y) dy) <3'61)

¢ soluzione del problema CP, cioe: W € C?*(R*) ¢ tale che

O2W
5 AW =0 per (tz)e€R*
oW (0
W(0,2) = folx), % _ f(@) YrcRS

Per quanto provato nel problema P, la W definita da (3.57) e soluzione

di P; ma adesso risulta

oo dT'(t)
< Wix >= < T(t)xf1+ o xfolx(t,:) > dt =< R|x >+ < Q|x > .

Sia ora R; la R definita in (3.59) con f; al posto di f, j =0,1,.. € Qo
la @ definita da (3.60) con fy al posto di f.
Allora la W definita da:

+o00o
< Wlx >:/ <T(t)*f1+d76;—l(f)*fo|x(t,-) > dt

cioe la W = Ry + Q9 = Ry + Or Ry risulta soluzione del problema P.
Se fo e f1 hanno la regolarita dichiarata allora W & la funzione (3.61)

che risulta di classe C? ed ¢ quindi soluzione del problema CP.
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e SOLUZIONE ELEMENTARE:

Sia t — T'(t) la funzione da R a §'(R?) definita da (3.47).
Il teorema (3.2.9) assicura che e soluzione elementare relativa all’ope-

ratore

P2 — A,

la E, € 8'(R*) definita da:

+o0o
< Bily>= / <T(@)x(t,) > di =
0

1 [t

yp t(/ x(t, ty) dy) dt =

™ Jo lyll=1
1 +001(/ x(t,y)dy)dt x € S(RY)
Ar Joo = '

Risulta suppE, = {(t,x) € R*t > 0,]|z|| = t} che ¢ la superficie di
un semicono col vertice nell’origine e avente per asse il semiasse delle
t positive.

Come abbiamo osservato nella sezione dedicata alle soluzioni elemen-
tari, sommando con E, una soluzione di 9,7 — A,T = 0 si ha ancora

una soluzione elementare: quindi risulta soluzione elementare anche

E_=FE,—T con

+oo
<T|x >= / <T(t)|x(t,-) > dt

dunque

< E_|x >= —/0 <T(t)|x(t,-) > dt (3.62)

— 00

esupp E_ = {(t,x) € R%¢ <0, ||z = ¢}
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e CONVOLUZIONE CON E™:
Trattando la convoluzione nel Capitolo 2, 'abbiamo definita in modo
che essa esista se una delle due distribuzioni temperate ha supporto
compatto. In questo paragrafo consideriamo invece convoluzioni con
E, che come abbiamo visto precedentemente, non ha supporto com-
patto.

Poniamo in R"” e consideriamo i coni

Ki={zreR":z;—a> () 2?7} a€cR

Jj=2

Ko={zeR":2y>b} beR.

Supponiamo a,b € R_.
Sia f; € Ko(R"™), suppf; CK; j=1,2.

Fissiamo x € R", allora
Kin(z—Ky) = {QERR§(ZH?); §y1—a§$1—a—b}
j=2

Questo insieme e vuoto se 1 —a — b < 0 e in caso contrario ¢ un

compatto perché

yEKIN(z—K) = [lyllP =97+ >y <3(z1—b)* + 24>

j=2
Pertanto

(fi* fo) = - fiy) fo(z —y) dy =

0 se ri<a+b

/ ) folr —y)dy  se 1 >a+b
/C1ﬂ($—IC2)

Per ipotesi esistono C' > 0 e M > 0 tali che
fi(@)| < CA+ |z])Y Vo eRY
allora

| AWy [ () eyl dy <
Klﬂ(.r—’CQ) IClﬁ(:c—ng)
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C?(1+(3(x1—b)*+2a2) )M x (14 |||+ (3(21 —b)*+2a%) 2)M (S (0, (3(w1—b)*+2a%)?))
< C'(1 A [y

Cio prova che f; x fo esiste, appartiene a K (R") e

supp(f1 * fo) € Ky + Ka.

Osservazione 21. Per ogni ¢ € S(R") si ha

< fi folé 5= / ([ ) fale — ) dy)d(e) de =

n R

= /Rn fi(y)( e folx —y)o(x) dr) dy =

o[ B[ 6 ) ) dy =
Rn i
=< L)l < L(2)|o(y + 2) >>=< fi(z) @ fa(y)|¢(z +y) > .
Notazione 3. Indichiamo con S{(R™) 'insieme delle distribuzioni tem-
perate del tipo Zla\ép 0“fo con f, € C(R")NK(R™) supp fo CK;e
con S3(R™) I'insieme delle distribuzioni temperate del tipo - 5 ., P gs
con gz € C(R") N Koo(R™) supp gz C Ks.

Se S € §{(R") e T' € S§(R™) definiamo la convoluzione

ST =Y > (0fa) % (9°gs) =

lo|<p |B|<q
S S x gn) (3.63)
la|<p B<q
e (fa*gs) € Ko(R"™) e supp (fa * gz) C K1 + K.

Ci limitiamo a enunciare alcune proprieta utili:

S«T=TxS (3.64)
(O"S)*«T =S+ o'T =0"(S«T) (3.65)
<S*T|p >=< S| < Tylp(x +y) >>. (3.66)

6Per il teorema di Fubini- Tonelli
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e UNICITA’ DELLE SOLUZIONI DEI PROBLEMI P E CP:
SiaT € S'(R*), supp T' C {(¢,z) € R! x R3;¢ > 0}; si sache T = dVg
per un certo multiindice p e una g € C'(R*) N K (R?).

Sia w € O,,(R*) 7 tale che w(t,r) = 1 pert > 0 e w(t,z) = 0 per
t < a; risulta

T =uwT.

D’altra parte, wd*g si puo scrivere come una somma finita di addendi
del tipo: 0%(w,g) dove w, € una derivata di w.

Dunque T € S)(R*).

Analogamente se S € S'(R?Y), suppS C {(t,z) € R' x R3¢ > ||z||}
allora S € Sj(RY).

Da questa osservazione, dal fatto che se U € S}(R?), suppU C R, xR?
allora esiste £, U, e vale quindi la (3.65), e dall’osservazione (19), si
ha che: se U € §'(R*) & tale che supp U C R, xR® e 92U — AU =0,
allora e U = 0.

Da qui segue che il problema:

2T — AT =0
Tl—o = OT)4=0 =0

ha solo la soluzione nulla.

Sia infatti 7" una soluzione per il problema precedente.

Allora per il teorema (3.2.8) esiste t — T'(t) € S'(R?) di classe C*
tale che

< Tlx >= /M <TM)|x(t,) > dt x € SRY.

o0

Per il teorema (3.2.3) &
dT(0)

T(O) - T|t=t0 =0 7 = atT|t:0 = 0.

Allora per teorema (3.2.2) ® poiché d?;g(t) — AT(t) = 0 anche la
distribuzione T' € &'(R*) definita da

+oo
<Tlx>= [ <T@hE) >t xeSERY
0

"vedi notazione (1) nel Capitolo 2
8con Q = R?
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& soluzione di 9?7 — A,T; ma supp T C R, x R®. Dunque T = 0.
Ne segue che
o0
o(t) <T(t) > dt =0 Vo€ S(R) Vi € S(R?).
0
Per la continuita di ¢ —< T'(t)|¢) > si ha allora < T'(t)|¢) >=0 V¢t >
0et e S(R? equindi T(t) =0 Vt>0.
Ora anche la seguente:

< Tl >= /0 <T@)|x(t,-) > dt xeSR?

— 00

definisce una distribuzione T € S'(R*) con suppT C R_ x R3 tale che

i
i

0T — AT = 0;

questa ammette quindi la convoluzione con la soluzione elementare
E_ e quindi é nulla.

Allora T'(t) =0 per t <0 e quindi 7'(t) =0 Vt € R e quindi 7= 0.
Da questa proposizione segue che il problema P, e quindi anche il

problema CP, ha al piu una soluzione.

PROBLEMA P NON OMOGENEO
Sia F' € §'(R*) definita da

< Flx >= /+Oo < F(t)|x(t,-) > dt x € S(R")

essendo t — F(t) € S'(R3), t € R di classe C! ed esista a € R" e
un compatto K C R? tale che F(t) = 0 per [t| > a,

supp F(t) C K VteR.

Allora V = E, * F € §'(R?) soddisfa I'equazione 9}V — A,V = F ed
esistono le sezioni temperate V],—o e 9;V|;=o.

Riferiamoci al teorema (3.2.6) con F'(t) al posto di T'(t) e con la T'(¢)
definita da (3.47) al posto di S(t).

Poiché F'(t) soddisfa tutte le ipotesi del teorema, risulta supp F' com-
patto; allora esiste v = E, x F € S'(R*) e quindi 02V — A,V = F.
Per le (3.48),(3.49), (3.50), la T'(t) che genera E soddisfa le condizio-

ni richieste a S(t) nel teorema (3.2.6); ne segue che esistono le sezioni
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temperate V|i—y, € OrV|i—, € precisamente:

< V’t:to | w >= Aa < T(t) * F(—t) ‘ w > dt (367)

< 8tV’t:t0 | 'lb >= /OVJFOO < T/(t) * F(-t) | w > dt (368)

Allora, se Sy, S; € 8'(R?), la sola soluzione del problema

8,52W - AW =F
W|t:t0 =5 atwlt:O =5

e la distribuzione temperata
“+oo

< Wlx >=< E+*F|X>+/ <W(t)|x(t,:) > dt x e SER")

con W(t) =T(t) % (S1 — V=) + T'(t) * (So — V]i=0)-

Cio segue dalla (3.56) e dalla discussione del problema P omogeneo.
Se, oltre alle ipotesi fatte su F(t), supponiamo F(t) = 0 per t < 0,
allora risulta supp F' C R, x R3.

Dalle (3.67), (3.68), segue in questo caso che V|;—, = 0;V|1=¢, = 0.

Poiché il problema P ha al pitt una soluzione, la V' ¢ in questo caso la

sola distribuzione temperata tale che
(3,52 - AJ;)V — F, Vlt:to — O, @V|t:t0 — O

Supponiamo ora che t — F,,(t) € S'(R%), t € R, m € N, sia di
classe C'! e tale che F,(t) = 0 per [t| > a, supp F,,(t) C K, compatto
diR® VteR e VYmeN.

Sia Fy, la distribuzione di &'(R*) generata da F,(t) cosi come F &
generata da F'(t), e sia V,,, = F, x F},,; allora

(0 — AV, = EF,

1 (o4 1 (o4
g2 ey, Sy

m—r0o0 m—r o0
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Da questo risultato e dalle osservazioni fatte sul problema P omogeneo,
segue che:

Se F(t) soddisfa tutte le condizioni dichiarate precedentemente ed &
F(t) = 0 per t < 0, allora la soluzione del problema P dipende con
continuita dai dati Sy, Sy e F.



Appendice A

Alcuni complementi sulle

distribuzioni

Indichiamo con ®'(R™) lo spazio delle distribuzioni su R", con B(zg, )
denotiamo l'insieme {x € R": |z — x| < 0} e con w, la misura (n — 1)

dimensionale della sfera 0B(0,1).

Definizione A.1. Una funzione f : R® — C si dice a simmetria radiale
se e solo se esiste: v : [0,+00) — C tale che f(z) = v(|x|). Spesso, nel
seguito, indicheremo con la stessa lettera f e v, e scriveremo brevemente:
flx) = f(|z]).

Equivalentemente f & a simmetria radiale se e solo se f(Ax) = f(z) per

ogni A matrice unitaria n X n.

Denotiamo con R il sottospazio di £2(R") delle funzioni a simmetria
radiale. Questo e chiuso, e dal teorema delle proiezioni ortogonali segue che
ogni f € L*(R") si scompone in modo univoco nella somma di una funzione
a simmetria radiale e di una funzione in R+. Data una generica f € £?(R")
indicheremo con f, la proiezione di f su R e la chiameremo parte radiale.
Cerchiamo ora di dare una rappresentazione esplicita di f, in funzione di
f: cominciamo con l'osservare che , per una qualsiasi g € L}(R") vale la

seguente formula di integrazione:

+00 +oco
/ g(z)dx = / dp/ g(s)ds = wn/ Pt dp][ g(s)ds
R 0 9B(0,p) 0 9B(o,p)

in cui con il simbolo §, f dy abbiamo indicato la media f su A, cioe m [ fdp.

7
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In particolare, se f e ¢ € L*(R") e ¢(x) = ¢(|x|) ha simmetria radiale,
f@o@)de =w, [V dof  flo)ds (A)
R" 0 aB(0,p)

Dunque posto h(z) = fc’)B(O 2]) f(s)ds si ha che

/n(f(ﬂf) —h(z))p(z)dz =0 V¢ e ®,!
pertanto f —h € R+, da cui f, = h, ovvero

f.(@) = f,(al) = ][ F(s) ds. (A2)

9B(0,]z|)

Se ¢ € ®,., valgono le seguenti regole:
(Vor(2) - ) = |z]¢,.(|2]) (A.3)

V6, (2) = ¢/ (Je]) + 2= g (a) (A.4)

2]
Definizione A.2. Siaora T € ®'.

Diremo che T ¢ a simmetria radiale se < T, ¢(Azx) >=< T, ¢(x) > per

ogni ¢ € ® e per ogni A matrice unitaria n x n.

Indicheremo con @/ lo spazio delle distribuzioni a simmetria radiale.

Consideriamo qualche esempio di distribuzione a simmetria radiale che
ci sara utile in seguito:
Sia t € R,

Definiamo
do=0 e V>0 <(5t,¢>:¢>r(t):][ o(s)ds
dB(0,t)
e analogamente si puo definire

In generale le distribuzioni a simmetria radiale (ka) sono distribuzioni di
ordine k, aventi come supporto la superficie sferica 0B(0,1).

Il nostro obiettivo e quello di calcolare la trasformata di Fourier delle di-
stribuzioni 5t(k).

Essendo 9, una distribuzione a supporto compatto, la funzione

0,(€) =< 6y(x), e % >= ][ e %5 ds.
2B(0,1)

ndichiamo cosi lo spazio numerabilmente normato delle funzioni a simmetria radiale.
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e una funzione olomorfa intera, a simmetria radiale e inoltre
5:(0) =< 6,1 >=1.
Osserviamo ora che, essendo suppd; = 0B(0,t) si ha
(Jz)? = 36, = 0 = —A§ — 126, = 0

e quindi ci siamo ricondotti a cercare soluzioni a simmetria radiale dell’e-
quazione

—Au—t*u =0 (A.5)

su tutto R".
Se f risolve —Af — f = 0 allora u(z) = f(tx) risolve la (A.5) ; pertanto da

(A.4) e indicando con 1, (p) la soluzione del problema di Cauchy seguente

¥n(0) =1 4,(0) =0

(A.6)

risulta

(€)= f eI ds = i (1]€]). (A7)
8B(0,t)

I1 problema (A.6 & risolvibile per serie, e le funzioni 1, cosi definite so-
no esplicabili in termini di una classe di funzioni che va sotto il nome di
funzioni di Bessel. Indichiamo con Jy(z) la funzione di Bessel di prima
specie, cosi definita:

00 (2)MH2h

=) = ;(_th!r(; +h+1) 3 (A.8)

Posto v = g — 1 risulta

Unlp) = 2T (v + D)o~ J, (p) (A.9)

Quando n e dispari, le funzioni di Bessel J)(z) si esprimono in termini di

funzioni trigonometriche; ad esempio:

2Ricordiamo che la T' di Eulero ¢ definita da
+oo
MNa+1)= / % Tdx
0

con la proprietd che I'(n 4+ 1) =n! Vn e N.
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Cos p n=1
3sinp;3gcosg n=>5

Infine dalla definizioni di (515]“) ricaviamo subito 1’espressione della trasforma-

ta di Fourier per questa famiglia di distribuzioni:

57 = el P (tle)) (A.10)

Scriviamo esplicitamente le trasformate di Fourier di ; quando n = 3.

Sappiamo che

sin p
PY3(p) =
3(p) ;
e quindi, in dimensione n = 3,
< sint

A.1 Trasformata di Fourier a simmetria ra-

diale

Sia ora f € L'(R") una funzione f(z) = f(]z|) a simmetria radiale.
Ci proponiamo di dare una formula esplicita di f (&) che tenga conto di
questa simmetria.

Dalla definizione

e quindi da (A.7) segue

+o0
F(6) = wn / 7 (o (ol€]) dp (A12)

Dunque f(§) = f(|£]), cioe la trasformata di Fourier di una funzione a sim-
metria radiale ¢ ancora a sua volta una funzione a simmetria radiale.

Naturalmente, se f(¢) € L£'(R"), sussiste la formula di inversione che,
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essendo f a simmetria radiale, ¢ perfettamente analoga a (A.12); si ha

infatti
W

1(@) = Fel) = o

+OO ~
/0 7 F () lplel) dp

A.2 1l problema di Cauchy per I’equazione

delle onde
Consideriamo il problema di Cauchy per I’equazione delle onde in R™

u = Au+ f(t,z) in R} x [0, 00);
u(0,x) = ¢o(x) (A.13)
u (0, %) = ¢ ()

Effettuiamo una trasformata di Fourier parziale di u(¢, z) rispetto alle varia-

bili spaziali x, e denotiamo con v(t,&). Allora v risolve la seguente famiglia

di problemi differenziali ordinari, parametrizzata da &:

v+ 1€ = f(E,€)
0(0,€) = (&) (A.14)
v'(0,8) = ¢~1(f)-

Quest’ultimo problema si puo risolvere esplicitamente.

Osserviamo infatti che le funzioni

sin [£]t
€l

risolvono I'equazione v” + |£]?v = 0 con condizioni di Cauchy (0, 1) per v; e

01 (t7 f) =

vo(t, &) = %vl(t,ﬁ) = cos [¢]t (A.15)

(1,0) per vy.
Inoltre, un’applicazione del principio della variazione delle costanti arbitra-

rie mostra che la funzione

= tsin|§|7'~ -7 T = tv T OF(t—7 T
Mug)—/o L @d—/g (nOf(t—T.E)dr  (A16)

risolve ’equazione

v g = f
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con condizioni di Cauchy (0, 0).

Dunque, da (A.15) e (A.16) si ricava che la soluzione di (A.14) & data da:

U(ta g) = %vl (ta g)éﬂ(g) + U (tv 5)951 (g) + /O U1 (7_7 f)f(t - T, 5) dr (A17)

e quindi u(t, z) si puo ricavare da (A.17) antitrasformando rispetto a &.

Se definiamo F : R; — @’ come soluzione del problema

Ett == AE
E(0,2) =0 (A.18)
Et((), .'L’) =0.

allora E(t,€) = vy (t,€) = sin %

Dunque conoscere E(t) permette di risolvere esplicitamente il problema
(A.13), e cio spiega come mai la distribuzione E(t) dipendente dal para-
metro t prende il nome di soluzione fondamentale dell’equazione delle onde.
Di E(t), sappiamo la trasformata di Fourier; il problema quindi, consiste

nell’effettuare una trasformata inversa. In altre parole, per ogni fissato t,

occorre calcolare
sint[¢|

FO=7
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