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Abstract

Il presente lavoro affronta il problema della mitigazione dello sloshing in sistemi di au-
tomazione industriale, con riferimento alla movimentazione ad alte prestazioni di re-
cipienti parzialmente riempiti di liquido su macchine automatiche. Il fenomeno, che
consiste nelle oscillazioni del pelo libero indotte dall’eccitazione dinamica del con-
tenitore, pud compromettere la qualita del prodotto, causare fuoriuscite e limitare la
produttivita delle linee. L'approccio proposto si basa sulla pianificazione ottimale di
leggi di moto definite a tratti— in particolare la legge trapezia standard a sette segmen-
ti — le cui durate vengono ottimizzate in modo da ridurre |’energia trasferita ai modi di
sloshing, mantenendo piena compatibilita con i controllori di movimento industriali.
Il sistema fisico e descritto tramite un modello meccanico equivalente lineare e non
lineare, derivato dalla teoria analitica dello sloshing per geometrie cilindriche. Il con-
tributo metodologico centrale consiste nella derivazione in forma chiusa dello spet-
tro analitico della legge trapezia, che consente di formulare obiettivi e vincoli spettrali
continui rispetto alle variabili decisionali, evitando le approssimazioni introdotte da
trasformate numeriche. Vengono sviluppate e confrontate tre famiglie di strategie di
ottimizzazione: (i) attenuazione spettrale con notch singolo o multi-notch in banda at-
torno alla pulsazione naturale dominante w,; (i) minimizzazione del jerk con vincolo
spettrale in banda, che introduce un criterio di regolarita del profilo; (iii) ottimizzazio-
ne nel dominio del tempo sulla risposta del modello non lineare, con vincolo esplicito
sull’oscillazione residua. I problemi di ottimizzazione sono risolti numericamente tra-
mite il solver IPOPT e il framework CasADi con differenziazione automatica. Lefficacia
dei metodi e validata sperimentalmente su un banco prova a guida lineare, mediante
acquisizione video e post-processing per la stima dell’altezza di sloshing, in diverse
condizioni di corsa e tempo di avanzamento. I risultati mostrano riduzioni significa-
tive dell’oscillazione residua e benefici complessivamente positivi fino a dinamiche
moderate; al crescere dell’aggressivita del moto emergono limiti fisici e di modellazio-
ne che riducono i margini di mitigazione, evidenziando il compromesso strutturale tra
tempo ciclo e contenimento dello sloshing.
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Capitolo 1

Introduzione

Il termine sloshing indica il moto oscillatorio del pelo libero di un liquido contenuto in
un recipiente parzialmente riempito e soggetto a sollecitazioni dinamiche [1]. Quando
il contenitore viene accelerato, frenato o varia la propria traiettoria, la massa fluida non
puo seguire istantaneamente il moto imposto dalle pareti, e cio porta alla formazione
di onde di superficie, come mostrato in Figura[l.1} e a spostamenti di massa che gene-
rano pressioni variabili sul bordo e sul fondo. In molti casi la risposta persiste anche
dopo che I'eccitazione esterna si € esaurita, con una vibrazione residua che, a seconda
delle condizioni operative, puo risultare incompatibile con il funzionamento deside-
rato. Dal punto di vista ingegneristico, il fenomeno € importante perché introduce un
accoppiamento tra la dinamica del liquido e quella del sistema che lo movimenta. L'at-
tuatore e quindi il contenitore impongono una forzante (tipicamente un’accelerazione
nel tempo), mentre il fluido risponde secondo modi propri che dipendono da geome-
tria, livello di riempimento e proprieta del liquido. Ne consegue che la “bonta” di una
traiettoria non e definita solo da criteri cinematici-dinamici classici (tempo ciclo, ve-
locita, accelerazione e jerk), ma anche dalla capacita di limitare I'energia trasferita ai
modi di sloshing. In altre parole, la progettazione della legge di moto diventa parte
integrante del controllo del fenomeno.

Figura 1.1: Oscillazione di un liquido all'interno di un contenitore cilindrico movimen-
tato dall’esterno.
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Leffetto dello sloshing e rilevante in numerosi settori. In ambito navale, ad esem-
pio, il moto del carico liquido nei serbatoi puo influenzare stabilita e sollecitazioni,
soprattutto in presenza di onde e manovre. Nei trasporti terrestri (autobotti e veicoli
con serbatoi), I'inerzia del fluido puo modificare la dinamica longitudinale e laterale
del mezzo e contribuire a condizioni di rischio in frenata o in curva.

Un altro ambito di particolare interesse e quello spaziale e aerospaziale. La ricerca

sul fenomeno dello sloshing si e sviluppata inizialmente proprio in questi due setto-
ri, dove la presenza di propellenti liquidi in serbatoi parzialmente riempiti ha impo-
sto fin dagli anni '60 la necessita di comprenderne e controllarne gli effetti dinamici
(Figura[L.2). In particolare, i programmi sperimentali promossi dalla NASA (National
Aeronautics and Space Administration) in quel periodo hanno contribuito in modo de-
cisivo alla costruzione della teoria di base del fenomeno e alla validazione di modelli
semplificati e di metodi di calcolo dedicati. La motivazione e la seguente: durante le
fasi di lancio e di manovra di lanciatori e veicoli spaziali, i serbatoi sono soggetti ad
accelerazioni e variazioni di assetto tali da eccitare la superficie libera del liquido, ge-
nerando oscillazioni che non possono essere considerate trascurabili. Lo sloshing del
propellente nei serbatoi puo interagire con la dinamica del veicolo e con i sistemi di
controllo d’assetto. Le oscillazioni del liquido provocano spostamenti del baricentro
e variazioni del momento d’inerzia, generando coppie indesiderate che il controllore
deve compensare [2].
Anche su satelliti e sonde in orbita, dove il propellente residuo puo essere una frazio-
ne significativa della massa totale, lo sloshing puo contribuire a errori di puntamen-
to, a disturbi sulle piattaforme di controllo e, piu in generale, a prestazioni inferiori
nelle operazioni di orientamento e di inseguimento. In questi contesti, soluzioni anti-
sloshing sono spesso parte integrante del progetto, ma devono bilanciare benefici e
penalita in massa, complessita e integrazione.

(a) Traslazione lineare forzata lungo I'asse x (b) Rotazione libera attorno all’asse y

Figura 1.2: Banco prova e configurazioni di eccitazione per prove di sloshing effettuate
dalla NASA.

Su queste basi si e consolidata la modellazione fisica che, a seconda del livello di ac-
curatezza richiesto, spazia da rappresentazioni equivalenti con modelli analitici per
catturare i modi dominanti, fino ad approcci numerici come quello Computational
Fluid Dynamics (CFD) accoppiato con la dinamica del corpo rigido [3]. L'ambito ae-
rospaziale ha quindi fornito non solo le prime motivazioni applicative, ma anche una
metodologia che ha reso lo sloshing un tema centrale nella dinamica dei sistemi con
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liquidi in movimento, con risvolti successivi in molti altri settori dell'ingegneria. Per
ridurre lo sloshing, molte soluzioni classiche agiscono sul recipiente o sul serbatoio,
introducendo elementi interni quali: deflettori (baffles) o setti come, ad esempio, nel-
le autobotti e autocisterne. Altre soluzioni modificano invece la forma dei recipienti e
le condizioni operative.

Spostando l'attenzione dal settore aerospaziale alle applicazioni di automazione
industriale, il problema cambia natura: 'obiettivo rimane la mitigazione dello slo-
shing, ma i gradi di liberta progettuali si riducono. In ambito spaziale, dispositivi quali
deflettori all'interno di serbatoi come quello mostrato in Figura[l.3|sono diffusi, ma de-
vono essere giustificati rispetto a requisiti di massa e integrazione; in ambito industria-
le, invece, la geometria del recipiente coincide spesso con il prodotto commerciale e
non € modificabile, mentre I'introduzione di elementi interni puo essere incompatibile
con vincoli igienici o di produzione.

Figura 1.3: Sezione del serbatoio del razzo spaziale Spica con baffles anti-sloshing.

Il progetto di tesi nasce da una necessita concreta tipica dell’automazione indu-
striale, ossia la movimentazione rapida di recipienti contenenti liquidi lungo macchi-
ne automatiche. Proprio per questo il presente lavoro si inserisce nel filone di attivita
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sviluppate in collaborazione con Marchesini Group, realta industriale che opera pro-
prio nel settore delle macchine automatiche per il packaging primario e secondario,
con particolare riferimento ai comparti farmaceutico e cosmetico. Marchesini Group
€ una multinazionale nata a Pianoro (BO) nel 1974 e, nelle proprie linee, gestisce fre-
quentemente flaconi e contenitori riempiti con liquidi (medicinali, profumi, creme,
ecc.), che devono essere movimentati a elevata produttivita.

Una caratteristica tipica di questi sistemi ¢ la presenza di leggi di moto fortemente
condizionate dall’architettura della macchina. Si possono distinguere, in modo quali-
tativo, tre casi ricorrenti:

e moti rettilinei alternati tra stazioni, dove il contenitore viene accelerato e frenato
lungo un asse (Figura[l.4a) ;

e moti circolari a velocita circa costante in macchine con architettura a giostra,
dove agiscono accelerazioni centrifughe (Figurall.4b);

* moti circolari non uniformi e transizioni tra ruote o stelle, in cui variano nel tem-
po sia accelerazione tangenziale sia accelerazione centripeta e in cui, nei casi pit
critici, possono comparire variazioni molto rapide dell’accelerazione.

In tale contesto, le esigenze di velocita impongono spesso leggi di moto caratterizzate
da accelerazioni brusche, che equivalgono, dal punto di vista dinamico, a forzanti con
contenuto spettrale ampio, capaci di eccitare i modi naturali del pelo libero e quindi
generare sloshing. Le criticita risultanti sono sia funzionali sia qualitative, ed € dunque
fondamentale mitigare il fenomeno per le seguenti ragioni:

e evitare la fuoriuscita del prodotto durante i trasferimenti, soprattutto quando i
recipienti sono ancora aperti;

e ridurre la contaminazione e lo sporco sulle pareti interne del flacone, che puo
compromettere I'estetica del confezionato;

* prevenire depositi o residui (in particolare per prodotti in sospensione) che pos-
sono alterare la qualita del processo e la corretta lettura dei sensori di controllo/-
scarto;

* limitare le oscillazioni residue del liquido, che possono propagarsi anche dopo
la fine dell’eccitazione e interferire con le fasi successive della macchina;

e aumentare la massima produttivita raggiungibile, evitando che lo sloshing di-
venti un vincolo sistematico nei cicli ad alta ripetitivita.

Il problema é particolarmente delicato per prodotti farmaceutici in sospensione. In
chimica una sospensione non ¢ altro che una miscela in cui un materiale allo stato so-
lido e finemente suddiviso e disperso in un altro materiale presente in quantita molto
maggiori e allo stato liquido, in modo tale che il primo non sedimenti in tempo bre-
ve. Le sospensioni sono diverse dalle soluzioni in quanto le due fasi non si uniscono
perfettamente dando origine ad un unico liquido, ma rimangono separate tra loro. Lo
sloshing € un effetto intrinseco della movimentazione di liquidi in contenitori parzial-
mente riempiti; tuttavia, nel caso di prodotti farmaceutici in sospensione la sua mi-
tigazione diventa particolarmente critica. In presenza di oscillazioni del pelo libero,
infatti, la fase solida puo depositarsi sulle pareti interne del flacone e, in alcuni casi,

4



(a) Moto rettilineo e stazione di riempimento.

(b) Moto rotatorio e stazione di tappatura.

Figura 1.4: Esempio di una macchina automatica prodotta da Marchesini Group. Nel
primo tratto (figura[a) i contenitori sono trasportati da una coclea e seguono quindi un
moto rettilineo. In questa parte di macchina e presente inoltre la stazione di riempi-
mento. Nella seconda parte del loro percorso (figura b), i recipienti si impegnano in
una stella che da loro un moto circolare. Questi passano poi in altre due stelle prima
di tornare a compiere nuovamente un moto rettilineo. E durante questi passaggi che
avviene la tappatura.
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arrivare a cristallizzare, causando residui visibili e potenziali letture errate dei sensori
di scarto, con conseguenti scarti non necessari di flaconi correttamente riempiti.

Nelle applicazioni considerate, non € in genere possibile intervenire né sulla geo-
metria del recipiente (definita dal cliente) né sulla tipologia di liquido (che coincide
con il prodotto finale di cui va ad usufruire il consumatore). Diventa quindi strategico
considerare la traiettoria come un grado di liberta privilegiato: la legge di moto impar-
tita al contenitore (forzante esterna) puo essere progettata, compatibilmente con i vin-
coli industriali della macchina, in modo da trasferire meno energia ai modi di sloshing
e ridurre cosi 'ampiezza delle oscillazioni.

Il parallelismo tra automazione e aerospazio mette in evidenza una prospettiva co-
mune: lo sloshing € un fenomeno dinamico che dipende non solo dall'intensita della
movimentazione, ma anche da come essa viene applicata nel tempo. Profili di moto
con accelerazioni elevate e variazioni brusche dell’accelerazione tendono a trasferire
piu energia al liquido e, in determinate condizioni, possono amplificare le oscillazioni
del pelo libero. Ne segue che non é sufficiente ragionare solo in termini di valori massi-
mi di accelerazione: € altrettanto importante capire come la forzante e distribuita nel
tempo e quale contenuto in frequenza essa introduce. Questa considerazione e alla
base di molte strategie anti-sloshing (e pil1 in generale anti-vibrazione) note, le quali
possono essere ricondotte a tre famiglie principali: (i) tecniche di input shaping e filtri,
che modellano il comando per attenuare le oscillazioni residue [4]; (ii) formulazioni di
ottimizzazione della traiettoria, in cui si ricercano profili di moto che riducano I'ener-
gia trasferita al liquido compatibilmente con i vincoli di ciclo [5]; (iii) approcci nume-
rici ad alta fedelta (ad esempio CFD), pil1 accurati ma spesso onerosi dal punto di vista
computazionale [6]. Nelle applicazioni industriali reali, tuttavia, la legge di moto non
puo essere scelta in modo arbitrario: per ragioni di standardizzazione e compatibilita
con i controllori, sono frequentemente impiegati profili predefiniti come ad esempio
leggi trapezoidali o a tratti, i cui parametri vengono regolati dal progettista.

E importante chiarire fin da subito che l'obiettivo di questo lavoro non & sostituire
approcci consolidati, quali tecniche di input shaping o soluzioni hardware dedicate,
né proporre un metodo universalmente valido per qualunque geometria e condizione
operativa. L'obiettivo e invece mostrare che, in un contesto industriale reale e vincola-
to, € possibile ottenere miglioramenti significativi agendo esclusivamente sulla piani-
ficazione della traiettoria e mantenendo una legge di moto compatibile con i controlli
esistenti. In questo solco si colloca il lavoro citato in [7], che propone una procedura
per ottenere traiettorie anti-sloshing ottimizzando le durate dei segmenti di profili a
tratti, riducendo in particolare le oscillazioni residue nella fase di quiete.

Lidea alla base di questo elaborato & perseguire una strategia analoga, mantenendo
una legge di accelerazione standard e compatibile con i controllori industriali, ed ese-
guendo 'ottimizzazione offline dei suoi parametri, senza introdurre nuovo software
macchina e senza intervenire sull’hardware. Linteresse per approcci feedforward ba-
sati su ottimizzazione offline della legge di moto & dovuto al fatto che nelle macchine
automatiche ad alta produttivita un controllo online in retroazione dello sloshing e
spesso non praticabile, a causa della mancanza di misure dirette dello stato del liquido
durante il ciclo. In particolare nel presente lavoro, si adotta una legge di accelerazione
trapezia a sette segmenti, scelta perché semplice da parametrizzare e comunemente
utilizzata in automazione industriale; I'ottimizzazione offline consente di ottenere un
profilo di riferimento che il controllo puo seguire con le funzionalita gia disponibili.
Rispetto all’approccio di [7], 'obiettivo € estendere il concetto di base includendo la
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1.1. Struttura e scopo del lavoro

modellazione e |'ottimizzazione anche su un modello non lineare del fenomeno.

In un contesto industriale, inoltre, la movimentazione non avviene in condizio-

ni “fisse”, ma in funzione del formato di produzione impostato: per ciascun formato
(identificato da codici/ricette macchina) sono noti e configurati parametri come geo-
metria del recipiente e livello di riempimento, che influenzano direttamente la rispo-
sta dinamica del liquido. In quest’ottica, un obiettivo di medio periodo non é soltanto
ottenere un set di parametri ottimi da caricare una volta per tutte, bensi rendere dispo-
nibile in macchina una procedura sufficientemente robusta e leggera da poter essere
ri-eseguita automaticamente al cambio formato.
Un possibile sviluppo di interesse, coerente con I'impostazione del presente lavoro,
consiste nel passare da un approccio tabellare (soluzioni ottime precalcolate per sin-
goli casi) a un approccio parametrico, in cui i parametri della legge di moto vengono
determinati a partire dalle caratteristiche del formato e del processo. Questa prospet-
tiva e resa plausibile dal fatto che I'ottimizzazione agisce su un numero limitato di pa-
rametri e, in letteratura, approcci analoghi basati sull’ottimizzazione di profili a tratti
mostrano tempi di calcolo contenuti.

1.1 Struttura e scopo del lavoro

Il prospetto del lavoro e duplice: da un lato, si imposta un problema di ottimizzazio-
ne numerica che agisce sui parametri temporali dei segmenti della legge, integrando
vincoli di fattibilita (durate minime, limiti su velocita e accelerazione, continuita dei
profili) e una funzione obiettivo legata alla risposta di sloshing. Dall’altro, si introduce
esplicitamente un criterio nel dominio della frequenza: oltre alla valutazione nel do-
minio del tempo, la legge di moto viene analizzata in termini di spettro, con I'obiettivo
di attenuare la componente della forzante in prossimita della pulsazione naturale del
pelo libero.

Per ottimizzare la traiettoria & necessario disporre di un modello che, data in ingres-
sol’accelerazione del contenitore, fornisca una stima della risposta del liquido. Nell’'in-
gegneria applicata allo sloshing sono spesso utilizzati modelli equivalenti meccanici,
nei quali il fluido viene rappresentato tramite masse, molle e smorzatori [8]. I modelli
sono gli elementi centrali per la valutazione delle prestazioni: per ogni candidata leg-
ge di moto, essi forniscono un indicatore della risposta (ad esempio I'altezza massima
del pelo libero) che entra nella funzione obiettivo o nei vincoli dell’ottimizzazione. Nel
progetto, e in particolare nel Capitolo |2} vengono considerati: sia un modello lineare,
appropriato per piccole oscillazioni; sia un modello non lineare, utile quando I'am-
piezza del moto del pelo libero non puo essere considerata piccola o quando si vuole
descrivere in modo piu fedele I'evoluzione temporale dell’oscillazione. Questa scelta
€ coerente con scenari ad alte prestazioni, in cui tempi ciclo ridotti o manovre rapide
possono portare a condizioni di eccitazione piu severe.

Dal punto di vista operativo, I'ottimizzazione, di cui parleremo nel Capitolo[3} & sta-
ta sviluppata con una combinazione di strumenti di calcolo simbolico e numerico. La
formulazione del problema di ottimo vincolato e la sua risoluzione numerica sono sta-
te implementate in ambiente Python tramite CasADi [9], framework che consente di
costruire modelli e vincoli in forma simbolica e di ottenere automaticamente derivate
utili ai solutori di ottimizzazione non lineare. L'uso di questo tipo di strumenti permet-
te di integrare in modo naturale vincoli complessi e di iterare su molte configurazioni,
mantenendo una base di codice riproducibile
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Nel Capitolo [4]si richiamano i principi dell'input shaping, senza entrare in un det-
taglio applicativo non necessario al presente progetto, e si discute la relazione tra tali
tecniche e I'idea di agire sul contenuto in frequenza della forzante. Su questa base si
introduce I'analisi spettrale della legge trapezia a tratti e il ragionamento sul vincolo
di attenuazione in prossimita della frequenza naturale del pelo libero, includendo lo
sviluppo analitico dello spettro. Quest’ultimo e stato implementato con supporto sim-
bolico, tramite il software Mathematica utile alla derivazione e la verifica di espressioni
analitiche.

11 Capitolo |5|presenta i risultati ottenuti. Si confrontano le traiettorie di riferimen-
to con quelle ottimizzate sia a livello di simulazione sia tramite prove sperimentali
su banco. Vengono descritte le caratteristiche essenziali del banco prova utilizzato e
la procedura di test; a supporto dell’analisi vengono riportati frame estratti dai video
delle prove, insieme all’andamento sperimentale dell’ampiezza di sloshing nel tempo
ricavato tramite post-processing, cosi da affiancare una valutazione qualitativa a un
confronto quantitativo tra traiettorie di riferimento e ottimizzate.

Infine, il Capitolo [6] riassume i contributi principali, presenta le conclusioni del
lavoro e propone possibili sviluppi futuri.



Capitolo 2

Modellazione dello sloshing

Durante lo studio dei fenomeni fisici che regolano il comportamento dei sistemi natu-
rali ci si imbatte spesso in problemi che, se affrontati in modo rigoroso ed esatto, risul-
tano difficili da trattare dal punto di vista teorico e, in molti casi, eccessivamente one-
rosi dal punto di vista computazionale. Per questo motivo, in ambito ingegneristico &
prassi adottare modelli equivalenti, costruiti su ipotesi semplificative controllate, che
consentano di ottenere previsioni affidabili con un livello di complessita compatibile
con gli obiettivi progettuali.

Il fenomeno dello sloshing non rappresenta un’eccezione. La descrizione completa
del moto del fluido all’interno di un contenitore parzialmente riempito richiederebbe,
in linea di principio, la risoluzione delle equazioni fondamentali della meccanica dei
fluidi con condizioni al contorno non banali (superficie libera, dissipazioni, geometria
del recipiente, ecc.). Per superare tali difficolta, la letteratura ha proposto nel tempo
modelli analitici semplificati che, pur non ricostruendo in dettaglio I'intero campo di
pressione e di velocita, permettono di prevedere il comportamento globale del liquido
e di fornire indicazioni utili senza ricorrere necessariamente a campagne sperimentali
estese.

In questa cornice si collocano i modelli meccanici equivalenti. Lo scopo di un mo-
dello equivalente non e riprodurre puntualmente la distribuzione spaziale delle gran-
dezze fluidodinamiche, bensi descrivere in modo realistico la risposta globale che si
riflette sul sistema meccanico incaricato di movimentare il recipiente.

In questo capitolo si ripercorre sinteticamente il procedimento per ricavare i modelli
appena citati. Per una trattazione analitica esaustiva si vedano [1] e [10].

2.1 Il modello analitico dello sloshing

L'equazione fondamentale che si considera come punto di partenza nello sloshing e in
molti problemi relativi alla meccanica dei fluidi, € I'’equazione di Navier.

oq
ot

Sono elencati in [11] diversi modi per ricavarla. Quest'ultima e valida per un ele-
mento di fluido infinitesimo all’'interno del dominio considerato. Le grandezze pre-
senti sono le seguenti:

0 +(q-V)q| = -pV(gz) - Vp +uvaq. 2.1)

e p: densita del fluido;
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g: accelerazione di gravita;

z: quota del pelo libero;

p: pressione;

: viscosita dinamica del fluido;

q =q(x,,z,1t): vettore velocita del fluido rispetto ad un sistema di riferimento
fisso.

D_(tl: derivata sostanziale del vettore velocita, pari a

Dg_ 09 - -
YT (@-V)q. (2.2)

Per impostare il problema si parte dalla definizione delle ipotesi semplificative sulla
base delle quali viene costruito il modello analitico. Queste ipotesi vengono di seguito
riportate:

contenitore chiuso, assunto rigido e impermeabile (conservazione della massa
del sistema);

fluido incomprimibile, poiché e un liquido; questa ipotesi, unita alla precedente,
si traduce matematicamente nella divergenza nulla del vettore velocita:

V-q=0; 2.3)

fluido irrotazionale, che matematicamente si traduce nel rotore nullo del vettore
velocita:

Vxq=0; (2.4)

fluido non viscoso:

capillarita e tensioni superficiali trascurate in campo gravitazionale;

al serbatoio € permesso un moto piano senza rotazioni (ipotesi tipicamente cor-
retta per i moti con cui si ha a che fare nel settore delle macchine automatiche).

Poiche vale I'eq. (2.4) per ipotesi, come [11] ci ricorda, il vettore velocita puo essere
espresso come il gradiente di una funzione scalare chiamata funzione potenziale di
velocita ®:

10

-Vo (2.6)

=]
Il
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dove @ costituisce la grandezza fisica che descrive il fenomeno dello sloshing. In-

serendo la (2.6) nella (2.I) e considerando le ipotesi (2.3), (2.4) ed (2.5) si ottiene la
cosiddetta equazione di Laplace:

VD=0 (2.7)

Quella appena ricavata rappresenta I'’equazione differenziale che sta alla base del-
lo studio semplificato del fenomeno dello sloshing: integrandola sotto le opportune
condizioni al contorno si ricava I'espressione del potenziale ®. Da quest’ultima si po-
tranno trovare la forma del pelo libero e le sollecitazioni di forza e momento che il
liquido in movimento esercita sulle pareti del contenitore. Il potenziale di velocita puo
essere espresso come somma di due contributi:

O=0y+d (2.8)

Il termine ®, descrive il moto imposto al contenitore, mentre ® rappresenta il
potenziale di disturbo, associato al moto relativo del fluido rispetto al recipiente.

2.1.1 Geometria cilindrica e condizioni al contorno

Nel contesto applicativo di interesse si considerano prevalentemente recipienti cilin-
drici, poiché tale geometria approssima in modo soddisfacente un’ampia classe di
contenitori per prodotti liquidi. In virtu della simmetria del problema e della geome-
tria in questione, risulta conveniente esprimere la in coordinate polari cilindriche
(1,0, 2).

Si assuma un moto piano del recipiente nel piano Xy—Z; del sistema di riferimento
fisso (O', Xy, Yo, Zy) e si introduca un sistema solidale al serbatoio (r,6, z) con origine
O posta alla quota del pelo libero indisturbato. Il tutto & chiarito in Figura nella
quale é riportata anche I'altezza del pelo libero £ rispetto alla condizione indisturbata,
valutata in corrispondenza di un generico valore della coordinata radiale r. Si consi-
deri quindi un cilindro di raggio R e altezza di riempimento k. La superficie libera e
descritta dalla quota n = n(r, 0, t) rispetto alla condizione indisturbata.

Poiché le condizioni al contorno sono imposte in un riferimento solidale al con-
tenitore, esse vengono espresse in funzione del potenziale di disturbo ®. Nelle loro
espressioni compaiono, oltre a p e g gia definite, le seguenti grandezze:

e ¢: tensione superficiale del liquido;

* R e Ry: raggi principali di curvatura della superficie libera;

e Xy e Zy: componenti di accelerazione dell’origine O del sistema solidale al ser-
batoio, nell'ipotesi di moto nel piano Xy—Z, del sistema fisso.

11
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Figura 2.1: Recipiente cilindrico in moto piano lungo gli assi Xy e Z, con altezza del
pelo libero & misurata a partire dalla condizione indisturbata.

Le condizioni al contorno, il quale procedimento completo per ottenerle viene ri-
mandato a [10], possono quindi essere riassunte come segue.

* Condizione dinamica al pelo libero (forma generale):

1(v<’1’> vd) U(1+1)+ 00 ©) Xo+1Z0=0 2.9)
- . =+ = — — +71COS = .
2 P\R1 Ro &1 ot 0+ 120

* Condizione cinematica al pelo libero:

_0d _op adon 10®an

— == 2.10
0z 0t Orodr r?d0ado (2.10)
* Condizioni al contorno sulle pareti del recipiente (impermeabilita):
b 0D 0 2.11)
Or |r=r ’ 0z |=—p - .

delle quali la prima e la condizione ai margini, mentre la seconda é la condizione
sul fondo.

Nelle relazioni e [2.10), il termine n = n(r, 0, t) rappresenta la forma istantanea
del pelo libero; di conseguenza, la coordinata verticale z viene sostituita con 7 nella
descrizione della superficie libera.

Il problema analitico risulta quindi definito dall’equazione di Laplace (scrit-
ta per il potenziale di disturbo) con le condizioni (2.9), e (2.11). La soluzione
del problema, in forma generale, porta a una rappresentazione modale del potenzia-
le di disturbo, nella quale compaiono modi circonferenziali (indice m) e modi radiali
(indice n).

12
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2.1.2 Soluzione modale e funzioni di Bessel

Sotto opportune ipotesi di linearizzazione al pelo libero (piccole oscillazioni) e im-
ponendo le condizioni al contorno sulle pareti, il potenziale di disturbo puo essere
espresso come serie doppia nei modi (m, n):

o(r,0,z,00=) ) [amn(t)cos(me)+,6mn(t)sin(m9)]

COsS z
“ITmAmnT) e

cosh(A;,,h)
Qui J,,(-) & la funzione di Bessel di prima specie e ordine m. Il parametro A,,, rappre-
senta il numero d’onda radiale ed e definito come:

S
Amn = ;n
dove R ¢ il raggio del recipiente cilindrico e ¢, € I'n-esimo zero della derivata radiale
della funzione di Bessel J,(-), determinato dalla condizione di impermeabilita sulla
parete laterale (r = R). In particolare, valgono le radici della seguente equazione:

0 $mn
a]m(_ r)

R =0 (2.13)

r=R

L'espressione evidenzia che lo sloshing puo essere interpretato come un feno-
meno di tipo modale (analogo, per certi aspetti, alla modellazione di sistemi conti-
nui come travi e piastre). Ne consegue che, in funzione della precisione desiderata, il
sistema puo essere approssimato considerando un numero finito di modi.

2.1.3 Frequenze naturali del pelo libero

Il primo passo dell’analisi consiste nel determinare le pulsazioni naturali del pelo li-
bero e i corrispondenti modi propri di vibrare (nel seguito indicati come modi di slo-
shing). A tal fine si considera la risposta libera del sistema, imponendo I'assenza di
eccitazioni esterne: le frequenze naturali e le forme modali dipendono infatti unica-
mente dalle caratteristiche del recipiente e del fluido, e non dalla specifica legge di
eccitazione. Nel caso in esame, tale condizione equivale a porre nulle le accelerazioni
imposte al contenitore, poiché la forzante del problema e rappresentata proprio dal
moto del recipiente.

Mediante un’analisi modale della risposta libera, si ricavano le pulsazioni naturali
associate ai modi di sloshing. L'analisi viene svolta inizialmente trascurando !'effet-
to della tensione superficiale (coerentemente con le ipotesi riportate, dunque o = 0),
che potra essere eventualmente reintrodotto in un secondo momento. La pulsazione
naturale del modo (m, n) é:

O = \/gg’"” tanh(gmn h) 2.14)
R R

Poiché &,,, dipende unicamente dagli indici modali ed & determinato dalla (2.13),
la mostra che la dinamica libera dipende dalla geometria del recipiente, tramite
R e h. In molte applicazioni pratiche i contributi dei modi superiori risultano limi-
tati e, per una prima approssimazione ingegneristica, si assume spesso il solo modo
fondamentale.
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2.1.4 Eccitazione armonica e risposta forzata

Unavolta note le pulsazioni naturali, € possibile studiare la risposta forzata del sistema.
Si consideri, a titolo esemplificativo, un’eccitazione armonica del recipiente lungo X,
di ampiezza X e pulsazione Q:

Xo () = Xsin(Q1) (2.15)

A partire dalla forzante e dalla rappresentazione modale del potenziale, si
puo determinare la forma del pelo libero, cosi come le forze e i momenti che genera il
fluido sul contenitore a causa della sua agitazione dovuta alla legge di moto con cui e
movimentato il recipiente. Per i passaggi analitici completi e le espressioni dettagliate
delle grandezze di interesse si rimanda ai testi di riferimento [1], [2] e [10].

2.2 Modelli meccanici equivalenti

A partire dal modello analitico descritto nella sezione precedente, & possibile costrui-
re un modello meccanico equivalente che riproduca le azioni idrodinamiche scam-
biate tra fluido e recipiente in forma piti maneggevole per |'analisi dinamica e per le
successive attivita di sintesi/ottimizzazione.

Dal punto di vista degli effetti sulla dinamica complessiva, il modello equivalente e
il sistema reale devono risultare tra loro coerenti; tuttavia, la rappresentazione mecca-
nica risulta in genere molto piti semplice da analizzare e da utilizzare nelle applicazioni
successive. Inoltre, rispetto alla trattazione analitica introduttiva, il modello meccani-
co consente di includere in modo naturale I'effetto dissipativo associato alla viscosita
del fluido (finora trascurato) e di descrivere il comportamento del sistema anche in
presenza di forzanti generiche, non necessariamente limitate a una legge di moto ar-
monica come quella assunta in precedenza. In particolare, un modello equivalente e
ritenuto adeguato se: (i) presenta la stessa massa e lo stesso momento d’inerzia del
sistema reale; (ii) riproduce la posizione del centro di massa per piccole oscillazioni;
(iii) conserva le principali caratteristiche modali (pulsazioni naturali e smorzamenti
effettivi); (iv) restituisce le stesse forze e coppie scambiate con il recipiente a fronte di
sollecitazioni assegnate.

E inoltre utile distinguere tre regimi di moto del fluido durante lo sloshing:

* regime lineare: condizione di piccole oscillazioni in cui il pelo libero puo essere
approssimato come piano; l’oscillazione avviene attorno a un diametro nodale
fissato e la risposta resta tipicamente lontana da condizioni di risonanza;

* regime debolmente non lineare: la superficie libera assume una forma non pit
approssimabile con un piano; possono manifestarsi fenomeni come lo sloshing
rotante (rotary sloshing), in cui ’asse (o diametro) attorno al quale avviene 1'o-
scillazione tende a ruotare, soprattutto in prossimita della risonanza e per am-
piezze piu elevate;

* regime altamente non lineare: si verifica per oscillazioni di grande ampiezza e/o
in prossimita della risonanza, con variazioni molto rapide del pelo libero fino a

condizioni di impatto sulle pareti, che generano picchi di pressione localizzati.
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La complessita del modello equivalente cresce al crescere della non linearita ri-
chiesta: modelli pit1 accurati consentono di descrivere una casistica piu ampia, ma
risultano anche piu onerosi da identificare e impiegare.

Nel seguito si riporta dapprima il modello meccanico equivalente lineare, richia-
mato e simulato come riferimento per comprendere la fisica di base del fenomeno e
per validare le grandezze modali principali. Successivamente, in continuita con il la-
voro proposto in [7] e come sviluppo dell'impostazione gia tracciata, I'attenzione viene
spostata sulla risposta del modello non lineare, con particolare interesse per il caso de-
bolmente non lineare, che rappresenta un buon compromesso tra fedelta descrittiva e
gestibilita ai fini dell’ottimizzazione.

2.2.1 Modello meccanico equivalente lineare

=~
~

__/\/W_. m

h 1 ki ’ Cn
; D
hnt

o

l’?n

Figura 2.2: Modello meccanico lineare con rigidezze e smorzatori.

Nel modello discreto lineare, rappresentato in Figura 2.2} si considera una massa m
rigidamente solidale al recipiente, caratterizzata da un momento d’inerzia rispetto al-
I'asse y (perpendicolare al piano del moto) pari a Iy. La massa mg rappresenta la por-
zione di liquido che segue il moto del contenitore senza partecipare alle oscillazioni
di sloshing, mentre le n masse di sloshing modellano la frazione di fluido che oscilla
durante la movimentazione del recipiente. Ciascuna massa di sloshing & associata a
un modo radiale del sistema; per questo motivo alle masse di sloshing e ai modi radiali
€ assegnato il medesimo pedice n.

L'accoppiamento tra le masse di sloshing e il recipiente € descritto mediante rigi-
dezze elastiche concentrate e smorzatori viscosi. La massa solidale m € posta a di-
stanza hg dal centro di massa del fluido nella configurazione indisturbata, mentre le
masse di sloshing m;, my, ..., m,, si trovano a distanze hy, hy, ..., hy,.

Di seguito si riportano le condizioni necessarie per la costruzione del modello di-
screto lineare equivalente, in accordo con le ipotesi generali introdotte in precedenza:
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* conservazione della massa. La massa totale del fluido deve essere uguale alla
somma delle masse presenti nel modello discreto:

me=mo+ Y mpy (2.16)

n=1

e conservazione del momento d’inerzia. Il momento d’inerzia rispetto all’asse y
perpendicolare al piano del moto deve coincidere per il modello discreto e per il
fluido considerato come un corpo rigido equivalente:

o0
Ip=1Io+ moh§+ Y myh%; (2.17)

n=1

» coincidenza del centro di massa. Il centro di massa del modello e quello del
fluido reale devono coincidere. Inoltre, nel modello discreto lineare si trascu-
ra lo spostamento verticale del baricentro (ipotesi di piccole oscillazioni); ne
consegue:

o0
moho— Y mphy =0; (2.18)

n=1

* riproduzione delle pulsazioni naturali. La rigidezza k, associata alla massa di
sloshing m,, deve generare la corrispondente pulsazione naturale di sloshing w,.
In particolare, assumendo il primo modo circonferenziale (m = 1) e omettendo
tale pedice, si impone:

=—. (2.19)

Sotto queste ipotesi si ricava I’equazione del moto che descrive la dinamica dell’ n-
esima massa di sloshing m,,. Il risultato (ottenibile, ad esempio, tramite equilibrio di-
namico oppure con un approccio energetico mediante le equazioni di Lagrange, come
mostrato in [10]) puo essere scritto come:

my, (X, + Xg) + cpXxy + knx, =0. (2.20)

Le grandezze xj e x, rappresentano rispettivamente lo spostamento del recipien-
te rispetto a un sistema di riferimento fisso e lo spostamento della n-esima massa di
sloshing rispetto al sistema solidale al contenitore, come schematizzato in Figura[2.3]
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Figura 2.3: Schema del modello meccanico lineare considerando solo la n-esima mas-
sa di sloshing.

Il coefficiente viscoso ¢, pud essere espresso in funzione del coefficiente di smor-
zamento (, come:
Cn =2mMuwnl n (2.21)

Sostituendo (2.21) nell’equazione del moto (2.20), dividendo per m,, e ricordando
la (2.19), si ottiene la forma standard:

¥n + 20w p iy + 0 Xy = —Xo (2.22)

L'accelerazione ¥, agisce dunque come forzante equivalente del sistema e genera lo
spostamento della massa m,,. La stabilisce quindi il legame tra la legge di moto
imposta al recipiente e la risposta della massa di sloshing x,,. Si tratta di un’equazione
differenziale lineare del secondo ordine a un grado di liberta nell'incognita x,: noti
i parametri del modello ({,,w,) € possibile integrarla numericamente per qualunque
profilo di accelerazione in ingresso.

Stima delle masse equivalenti. A questo punto e necessario stimare i parametri del
modello discreto. Siricorda che il modello analitico e stato introdotto assumendo flui-
do non viscoso; per rendere confrontabili le due rappresentazioni si puo inizialmente
considerare il caso non smorzato (ovvero {, = 0) ed un’eccitazione armonica analoga
alla (2.15). Uguagliando I'espressione della forza scambiata tra fluido e recipiente ri-
cavata dal modello analitico con quella generata dalla n-esima massa di sloshing nel
modello discreto, si ottiene |’espressione della massa equivalente m,,:

__my ﬁanh(mh)
hEE, -1) Sin R

Qui sono note le grandezze geometriche R e h, la massa totale del liquido m¢ (rica-
vabile, ad esempio, come m ¢ = nR?hp) ed & noto il parametro &1 ,,. Per quanto riguarda
la pulsazione naturale, essa coincide con quella ottenuta dal modello analitico, data
dalla (2.14), considerando il modo fondamentale in direzione circonferenziale (m = 1).

my (2.23)
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In generale non € necessario conoscere tutti i parametri strutturali del modello di-
screto (my, ky, ¢, mp) per ricavare una grandezza direttamente confrontabile con la
risposta reale. In particolare, la variabile x,, € una coordinata interna del modello equi-
valente e non & misurabile direttamente. E quindi utile introdurre una grandezza os-
servabile, quale I'altezza massima di sloshing rispetto alla posizione indisturbata del
pelo libero, valutata in corrispondenza del bordo del contenitore e nel piano di ecci-
tazione (si veda Figura 2.4} nella quale & indicata anche I'altezza di riempimento h).
Seguendo i passaggi riportati in letteratura, si ottiene:

4 N

R n; Xy My (2.24)

1_7:

Lespressione deriva dall'uguaglianza tra la posizione del baricentro nel mo-
dello discreto (Figura[2.3) e quella del fluido reale assumendo pelo libero di forma pla-
nare (Figura, coerentemente con l'ipotesi di regime lineare. Una volta determinato
I’andamento di x,, integrando la per una data legge di moto Xy, € quindi possibile
ricavare la risposta del sistema in termini di altezza di sloshing alla parete applicando

la (2.24).

Figura 2.4: Altezza massima di sloshing nel caso di regime di moto lineare (pelo libero
planare).

Stima dello smorzamento. Nel modello discreto lineare lo smorzamento € modellato
mediante n smorzatori viscosi; il parametro adimensionale associato € (. Tale para-
metro puo essere stimato sperimentalmente, ad esempio tramite la tecnica del decre-
mento logaritmico, oppure attraverso approcci energetici. In ogni caso, i coefficienti
di smorzamento non vengono generalmente determinati in forma chiusa a partire dal
solo modello analitico. Il parametro fondamentale connesso alle perdite viscose ¢ la
viscosita cinematica v, definita come rapporto tra viscosita dinamica u e densita p:

V== (2.25)
I

Poiché nella trattazione introduttiva e stata assunta l'ipotesi p = 0, i valori di ( sti-
mati per via empirica o sperimentale vengono introdotti nel modello discreto equi-
valente al fine di rappresentare le perdite. Per serbatoi cilindrici sono disponibili in
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letteratura [1] e [12], le seguenti espressioni empiriche per il coefficiente di smorza-
mento:

0.318 1-4
(=0.79v/Re; |1+ 1+ R (2.26)
sinh(l.84%) cosh(l.84%)
h 1-4%
{ =0.83\/Re; tanh(1.84—) l+2— R (2.27)
R cosh(3.68%)
h
2.89 0.318 1-42
(="2V/Re; |1+ 1+ (2.28)

sinh(1.84%) cosh(1.84%)

dove il numero adimensionale Re; € definito come:

Re; = (2.29)

gR’

Nel seguito, il coefficiente di smorzamento { viene calcolato mediante 1'espressione
(2.26), adottata come riferimento nel modello discreto equivalente. Le altre formula-
zioni riportate sono incluse per completezza.

Essendo i coefficienti di smorzamento ricavati da correlazioni empiriche, € plausibile
che uno dei limiti principali dei modelli equivalenti risieda proprio nella rappresen-
tazione delle perdite energetiche. Tuttavia, nelle applicazioni in cui lo sloshing risulta
pit rilevante si ha spesso a che fare con liquidi a bassa viscosita; in tali condizioni I'im-
piego di correlazioni empiriche per (, & generalmente ritenuto adeguato, soprattutto
quando I'obiettivo e ridurre lo sloshing mediante opportune leggi di moto.

2.2.2 Modello meccanico equivalente non lineare

Nel caso in cui il sistema operi in un regime di moto debolmente non lineare, l'ipotesi di
piccole oscillazioni alla base del modello discreto lineare non & pit1 pienamente soddi-
sfatta. In particolare, 'ampiezza del moto del pelo libero puo diventare tale da rendere
non trascurabili effetti che nel caso lineare erano secondari: variazioni della quota del
baricentro del liquido, modifiche della forma della superficie libera e, soprattutto, la
comparsa di fenomeni quali lo rotary sloshing, tipicamente osservati quando ’eccita-
zione si colloca in prossimita delle frequenze naturali del sistema. In queste condizio-
ni, un modello equivalente puramente lineare rischia di non descrivere correttamente
la risposta, con possibili sottostime (o errate previsioni) delle oscillazioni e delle azioni
trasmesse alla struttura.

Per tenere conto di tali effetti, in questo lavoro si adotta un modello meccanico
equivalente non lineare del tipo proposto in [13]. E costruito in modo tale che per pic-
cole oscillazioni ricada in quello descritto precedentemente. Nel modello si riconosco-
no una massa fissa my solidale al recipiente, associata a un’inerzia Iy, e un disco centra-
to nella posizione del baricentro della configurazione indisturbata, privo di massa ma
caratterizzato da un’inerzia equivalente e collegato a uno smorzatore viscoso. La parte
convettiva del fluido e rappresentata da n masse di sloshing (una per ciascun modo ra-
diale), vincolate a muoversi su una superficie a paraboloide e, al contempo, accoppiate
all’asse del cilindro mediante una molla a comportamento non lineare. Per modella-
re le perdite energetiche ¢ infine necessario introdurre dissipatori viscosi associati alle
masse di sloshing.
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Capitolo 2. Modellazione dello sloshing

Figura 2.5: Altezza massima di sloshing nel caso di regime di moto non lineare, con
pelo libero a profilo parabolico.

Lo schema di riferimento del modello adottato & riportato in Figura[2.5 che verra
assunta come base per lo sviluppo delle equazioni del moto e per la successiva analisi
della risposta dinamica.

Nel seguito si considera il solo modo fondamentale di sloshing; per coerenza con
la notazione del modello lineare si mantiene il pedice n, intendendo implicitamente
n=1.

Per esprimere il modello in forma adimensionale e rendere pit generale la descri-
zione della dinamica, si introducono le coordinate normalizzate:

X - Y
xn:En; yn:En

) (2.30)

dove R e il raggio del recipiente, mentre x, e y, rappresentano gli spostamenti della
massa di sloshing sul piano orizzontale.

Equazioni del moto (modello completo 2D). Attraverso un approccio energetico,
ad esempio mediante equazioni di Lagrange, e svolgendo le integrazioni necessarie
sui domini definiti dagli estremi ricavabili dalla Figura si ottengono le seguenti
equazioni differenziali non lineari nelle variabili adimensionali:

=2
n

Xn 205 Xn + CA(X2 %0 + Fnnkn)| + CA(Xnks + X5

Xn + XnJ2 + Xninin)
11 % (2.31)
+wi5€n[1+an(5cfl+j/i)w 1] +EO =0,

j_}n +2wn(n[j’n + C;%(J_/gz.)_/n + J_Cn-’_CnJ_/n)] + C?z(J_/nJ_/i + J_/?z.}_/n + ynxi + J_/n]_cnxn)

_ 2.32
+ b1+ an(@+72)"] =0, (252

dove w;, e {, sono rispettivamente la pulsazione naturale e il rapporto di smor-
zamento associati al modo fondamentale e definiti in modo coerente con il model-
lo lineare. Nel presente lavoro si considera un moto puramente traslazionale lungo

20



2.2. Modelli meccanici equivalenti

Figura 2.6: Rappresentazione dell’altezza di sloshing nel modello non lineare.

I'asse x (1 g.d.L.), per cui yy(#) = 0 e quindi ji = 0: il termine di eccitazione trasver-
sale jjp/R nella risulta nullo e viene omesso nelle simulazioni. Inoltre, il para-
metro w & un esponente che regola il grado di non linearita del termine di richiamo;
nella trattazione verra considerato w = 2, come nel modello di riferimento, per cui

(X2 + 72)¥~1 = (%2 + 7). Si definisce poi:
w>R
Cn= : (2.33)
8

e a,, che € una costante adimensionale che regola I'entita della non linearita della
molla, tipicamente compresa tra % e % nel modello di riferimento. In [14], cosi come
in [15], si osserva che, ponendo a, = 0, si ottiene una stima piu conservativa dell’al-
tezza massima di sloshing. Nel presente lavoro, pero, si mantiene a, # 0 in coerenza
con il modello di riferimento. In questa maniera, si aggiunge un ulteriore termine di ri-
chiamo che puo irrigidire la dinamica equivalente e, in alcuni casi, portare a una stima
meno conservativa di max rispetto al caso a, = 0.

Riduzione al moto unidimensionale. In molte applicazioni industriali & utile sem-
plificare il modello assumendo trascurabile il rotary sloshing; in tal caso il moto resta
piano nel piano di eccitazione e non vi € eccitazione lungo y. Ponendo quindi y, =0e
annullando i termini associati, la si riduce alla seguente equazione scalare:

Xo
+_

¥n +2wnn (X0 + CLXS ) + CA(XnXs + X5%y) + 05 %n (1+ an X)) = = 0. (2.39)

Nel seguito ci si concentra sul modo fondamentale di sloshing, che risulta dominan-
te nelle condizioni operative di interesse. Pertanto, ponendo n = 1 e introducendo i
parametri corrispondenti (w1, {1, C1, @1), I'eq. (2.34) siriscrive come:

X1 +2w180 (% + CExTx) + CH (1 X2 + X2 %) + 0T [1+ a1 %] + EO =0, (2.35)

che verra adottata come modello di riferimento nelle sezioni successive.
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Capitolo 2. Modellazione dello sloshing

Stima dell’altezza di sloshing. Come gia discusso nel caso lineare, la coordinata del
modello equivalente non coincide direttamente con una misura fisica del pelo libero.
Per ottenere una quantita osservabile, si pu0 stimare 1’altezza massima di sloshing al
bordo del recipiente. Nel modello di riferimento, seguendo i passaggi riportati in [10]
e concentrandosi nuovamente sul modo fondamentale di sloshing (n=1), si ottiene la
seguente espressione coerentemente alla forma esplicitata in [8]:

f%l X1 My

2.36
P (2.36)

ﬁ =
dove x; (t) € la coordinata generalizzata del modello equivalente associata al modo fon-
damentale (n = 1), m; ¢ la corrispondente massa modale, R é il raggio del recipiente,
p la densita del liquido e ¢; € il parametro adimensionale del primo modo (legato al
numero d’onda k; = ¢;/R). In questo modo, nota la legge di moto Xy(¢), 'integrazione
numerica della consente di ricostruire X, (¢) e quindi di stimare 'andamento di

7(t) tramite (2.36).
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Capitolo 3

Ottimizzazione di leggi di moto definite
a tratti

3.1 Leggi di moto per 'automazione industriale

La pianificazione della traiettoria rappresenta un aspetto centrale nel controllo del mo-
to di macchine automatiche e robot industriali. L'obiettivo ¢ generare una funzione
temporale s(f) (posizione o una coordinata generalizzata equivalente) che realizzi lo
spostamento richiesto garantendo il rispetto dei limiti cinematici e dinamici del si-
stema (ad esempio vincoli su velocita, accelerazione, jerk e coppie), oltre ai requisiti
di qualita del moto e di sollecitazione meccanica. Nel controllo del moto di macchine
automatiche e robot industriali, la variabile che eccita il fenomeno dello sloshing non e
una forza applicata direttamente al fluido, ma I’accelerazione imposta al recipiente. In
altre parole, la legge di moto del sistema costituisce la forzante che determina la rispo-
sta dinamica del pelo libero (cfr. Capitolo[2). Da un punto di vista ingegneristico, risul-
ta quindi naturale affrontare la mitigazione dello sloshing agendo sulla parametrizza-
zione del profilo di moto, mantenendo pero forme compatibili con I'implementazione
tipica dei controllori industriali.

In letteratura esiste un’ampia varieta di profili di moto (polinomiali, cicloidali, B-
spline, leggi a jerk minimo, profili time-optimal, ecc.). In questo lavoro si sceglie di
analizzare tre famiglie rappresentative (Poly5, trapezia e trapezoidale) per tre motivi
principali:

* sono largamente adottate in ambito industriale e nella pianificazione di traietto-
rie [16];

e rappresentano un buon compromesso tra regolarita del moto (continuita di ve-
locita/accelerazione/jerk) e semplicita di implementazione;

* consentono una parametrizzazione compatta, elemento essenziale quando I'o-
biettivo & ottimizzare pochi parametri mantenendo invariata la “forma” della
legge di moto.

Legge polinomiale quintica (Poly5). La legge polinomiale di quinto ordine € una
scelta classica per moti rest-to-rest in quanto permette di imporre condizioni al con-
torno su posizione, velocita e accelerazione agli estremi dell’intervallo. Indicando con
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T la durata del moto e con As lo spostamento totale, la posizione all’istante t :
_ 2 3 4 5
s()=ap+ait+axt +azt’+aut” +ast’, 3.1

con vincoli s(0) =0, s(T) = As, $(0) = $(T) =0, §(0) = §(T) = 0. Imponendo le condi-
zioni al contorno appena esplicitate e calcolando analiticamente i coefficienti a; (con
i =0,...,6) presenti nell’eq. si ottiene la seguente:

£)3 r\* £\°
s(t):As[IO(—) —15(— +6(—) ], (3.2)
T T T

da cui velocita e accelerazione seguono per derivazione.

Legge trapezia standard (accelerazione trapezia). Lalegge trapezia standard € mol-
to diffusa perché semplice e facilmente parametrizzabile. Dal punto di vista dell’a-
zionamento, essa consente di sfruttare in modo esplicito le prestazioni massime del
sistema nei tratti a accelerazione costante e a velocita costante: variando le durate dei
segmenti & possibile “spingere” intenzionalmente il moto verso ilimiti di accelerazione
e velocita imposti dal motore, mantenendo al contempo una struttura compatibile con
I'implementazione tipica dei controllori industriali. Per confronto, nei profili polino-
miali i massimi di velocita e accelerazione invece, non sono direttamente imposti trat-
to per tratto, ma emergono dalla forma globale del polinomio; cio riduce il controllo
sulla saturazione dei vincoli e rende meno immediata la regolazione del compromesso
tra tempo ciclo e sollecitazione dinamica.

La traiettoria in questione, prende il nome dall’landamento dell’accelerazione, che ha
la forma trapezoidale mostrata in Figura[3.1} rampe lineari e tratti a valore costante. In
questa configurazione, I’accelerazione é continua a tratti, mentre il jerk risulta costante
nei tratti di rampa e presenta discontinuita agli istanti di commutazione. Il vantaggio
principale € che la legge si descrive con pochi parametri temporali e si presta bene
all’ottimizzazione dei tratti.

Acceleration [m/ 52]
==

T
1
1
1
}
1
1
1
1
1
1
1
1
}
1
1
|
1
1
1
1
}
1
1
1
1
1
1
1
1
}
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Time [s]

Figura 3.1: Profilo di accelerazione a sette segmenti per una legge trapezia standard
(rampe lineari e tratti a valore costante). I tempi #y,..., 7 delimitano i sette intervalli.

24



3.1. Leggi di moto per 'automazione industriale

Legge trapezoidale raccordata (trapezoidale con raccordi sinusoidali). In molte ap-
plicazioni industriali & desiderabile che la legge di moto sia continua non solo nell’ac-
celerazione, ma anche nel jerk, in modo da ridurre le oscillazioni strutturali dei mecca-
nismi movimentati. Per questo motivo si adottano profili raccordati (ad esempio con
raccordi sinusoidali o polinomiali) nelle fasi di variazione dell’accelerazione, ottenen-
do un andamento piu “dolce” e, in pratica, un jerk limitato. La Figura mostra una
variante raccordata (trapezoidale) che, oltre a limitare il jerk, riduce anche il contenuto
ad alta frequenza della forzante, con benefici in termini di eccitazione di modi strut-
turali e vibrazioni. Questa famiglia € particolarmente utile quando i limiti di jerk e le
vibrazioni strutturali sono dominanti [16]. Nel presente lavoro viene considerata come
riferimento metodologico e possibile estensione futura; in prospettiva, infatti, a parita
di schema “a segmenti” si potrebbero ottimizzare non solo le durate dei tratti principa-
li, ma anche quelle dei raccordi, migliorando ulteriormente la robustezza in presenza
di vincoli stringenti sul jerk e di fenomeni vibratori. Tuttavia, si & scelto di concentrare
'ottimizzazione esclusivamente sulla legge trapezia standard, in quanto per quest’ul-
tima, come verra mostrato nella Sezione[4.2.2] & possibile ricavare in forma analitica lo
spettro in funzione delle durate dei sette tratti AT;, coni =1,...,7, ottenendo cosi una
formulazione particolarmente adatta al successivo processo di ottimizzazione.

Figura 3.2: Esempio di profilo di accelerazione a sette segmenti con raccordi (legge tra-
pezoidale raccordata). Rispetto alla trapezia standard, i tratti di transizione risultano
piu regolari e con jerk limitato.

La selezione di queste tre famiglie (Poly5, trapezia, trapezoidale raccordata) con-
sente quindi di coprire tre livelli di complessita crescente—da un profilo polinomia-
le globale, a un profilo a tratti con parametri temporali espliciti, fino a una variante
piu regolare—senza disperdere I’analisi su un numero eccessivo di leggi alternative.
Inoltre, queste famiglie sono sufficientemente generali da costituire un riferimento per
estensioni successive del metodo.
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Capitolo 3. Ottimizzazione di leggi di moto definite a tratti

3.2 Parametrizzazione a sette segmenti e collegamento
con l'ottimizzazione

Come accennato in precedenza, nel presente lavoro I'attenzione viene posta sulla tra-
pezia standard per mantenere una parametrizzazione minimale e mettere in evidenza
il contributo dell’ottimizzazione basata sul modello non lineare di sloshing. Nel se-
guito, infatti, si considera una legge di accelerazione definita a tratti su un intervallo
temporale [f, t7] (moto rest-to-rest), suddiviso in sette segmenti delimitati dagli istanti
fp < ) < --- < ty7. Tale scelta € motivata dall’esigenza di disporre di una parametriz-
zazione sufficientemente flessibile da soddisfare vincoli cinematici di macchina e, al
contempo, abbastanza compatta da rendere stabile I'ottimizzazione.
E conveniente introdurre come variabili temporali le durate dei segmenti:

AT; =t;—ti_1, i=1,...,7, 3.3)

con ivincoli di consistenza:
7
AT; >0, Y AT; =T, (3.4)
i=1

dove T e il tempo totale di esecuzione del moto.
Nel caso della legge trapezia standard in accelerazione (Figura3.1), i sette segmenti
corrispondono alle seguenti fasi:

1. Rampa di accelerazione positiva (AT;): a(t) cresce linearmente da 0 ad amay;

2. Accelerazione positiva costante (AT»): a(t) = Amax;

3. Rampa verso zero (AT3): a(t) decresce linearmente da amax a 0;

4. Tratto a accelerazione nulla (ATy): a(t) = 0 (velocita costante);

5. Rampa di accelerazione negativa (AT5): a(t) decresce linearmente da 0 ad amin;
6. Accelerazione negativa costante (ATg): a(t) = dmin;

7. Rampa di ritorno a zero (AT%): a(t) cresce linearmente da ami, a 0.

Una volta definito il profilo a(t;x) in funzione delle durate x = [AT},...,AT7]7, la
velocita e la posizione si ottengono per integrazione:

t t

a(r;x)dr, s(p) :s(t0)+f v(r)dr, (3.5)

fo

v(t) = v(t0)+f

fo

imponendo le condizioni al contorno tipiche dei moti industriali rest-to-rest:
v(tp) =0, v(t7) =0, s(to) =0, s(t7) =As. (3.6)

Questa parametrizzazione é alla base delle procedure di ottimizzazione sviluppate
nel progetto: i sette intervalli AT; costituiscono le variabili decisionali, mentre obietti-
vo e vincoli dipendono dalla legge di moto risultante. La flessibilita della legge risiede

26



3.3. Formulazione del problema di ottimizzazione

nella possibilita di variare la durata di ciascun tratto per soddisfare vincoli cinemati-
ci (ad esempio limiti su velocita e accelerazione massime) e, contemporaneamente,
ottimizzare la risposta del sistema rispetto al modello di sloshing non lineare introdot-
to nel Capitolo 2| In questo modo si prosegue e si estende I'impostazione proposta
in [7], portando 'ottimizzazione su un modello in grado di descrivere anche effetti
non lineari nel range operativo di interesse [10]. Tale impostazione ¢ inoltre coeren-
te con I'implementazione numerica adottata negli strumenti di calcolo sviluppati per
'ottimizzazione, dove x = [AT},..., AT T rappresenta la variabile da ottimizzare.

3.3 Formulazione del problema di ottimizzazione

Volendo dare una definizione generale dal punto di vista formale, un problema di otti-
mizzazione consiste nel determinare un vettore di variabili decisionali x € R” che mi-
nimizzi (o massimizzi) una funzione scalare f(x), detta funzione obiettivo o funzione
costo. Tale funzione rappresenta una misura quantitativa della prestazione del siste-
ma e dipende dai parametri che si intendono determinare. Nelle applicazioni inge-
gneristiche di interesse, le variabili non sono in genere libere di assumere qualunque
valore, ma devono soddisfare un insieme di condizioni che esprimono requisiti fisici,
geometrici o prestazionali. Si introduce quindi un insieme ammissibile (o feasible set)
all'interno del quale e consentita la ricerca della soluzione ottima.
Una formulazione generale di problema vincolato [17] pu0 essere espressa come:

min f(x)
xeR”
s.t. gx) =0, (3.7)
hx) <0,

dove g: R" — R™ raccoglie i vincoli di uguaglianza e h : R” — R” i vincoli di disugua-
glianza. L'insieme dei punti che soddisfano simultaneamente tutti i vincoli definisce la
regione ammissibile. La geometria di un problema vincolato e 'interpretazione delle
condizioni di ottimalita sono schematizzate in Figura

Figura 3.3: Rappresentazione geometrica di un problema di ottimizzazione vincolata:
curve di livello dell’obiettivo e vincolo attivo al punto ottimo [17].

Nel caso di interesse di questo lavoro, I'obiettivo e/o i vincoli dipendono in mo-
do non lineare dalle variabili decisionali; cido conduce a un problema di ottimizzazione
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non lineare (NLP, Nonlinear Programming), che in generale puo risultare non convesso.
In tali condizioni possono esistere pit minimi locali e la soluzione numerica ottenu-
ta da un algoritmo iterativo tende tipicamente a convergere verso un minimo locale,
dipendente anche dalla formulazione del problema e dalla scelta dell’inizializzazione
(initial guess).

3.3.1 Problema specifico (NLP): direzioni ammissibili e stazionarieta

La ricerca delle durate ottimali dei segmenti della legge di moto puo essere formulata
come un NLP. In forma compatta, un problema di minimizzazione con vincoli di ugua-
glianza e disuguaglianza si scrive come mostrato nell’eq. dove x ¢ il vettore delle
variabili decisionali.

Nel caso in esame, le variabili decisionali sono le durate dei sette segmenti:

x=[AT},ATy,..., AT T, (3.8)

(eventualmente ridotte a sei variabili imponendo un vincolo di dipendenza, ad esem-
pio tramite il vincolo di somma sul tempo totale).

Nei problemi di ottimizzazione & utile richiamare brevemente il concetto di dire-
zione ammissibile. Nel caso non vincolato, una condizione necessaria di minimo lo-
cale & Vf(x*) = 0: se il gradiente non fosse nullo, esisterebbe una direzione in cui f
diminuisce e sarebbe sempre possibile effettuare un piccolo passo in quella direzione
migliorando il valore dell’obiettivo, in contraddizione con l'ipotesi di ottimalita locale.

Quando sono presenti vincoli, questo ragionamento non & pit immediato perché
le variabili non possono variare liberamente: gli spostamenti sono consentiti solo se
mantengono (almeno localmente) il punto all'interno dell'insieme ammissibile. Di
conseguenza, non tutte le direzioni nello spazio delle variabili sono percorribili: una
direzione e detta ammissibile se, per un passo sufficientemente piccolo, non viola i
vincoli di uguaglianza e non “esce” dalla regione definita dai vincoli di disuguaglianza.

Si consideri una perturbazione di x* nella direzione d:

x=x"+&d, € > 0 piccolo a piacere, (3.9)

e si analizzi |'effetto sui vincoli come in [17].

Vincoli di uguaglianza. Per un vincolo g;(x) = 0, uno sviluppo di Taylor al primo
ordine fornisce:

gi(x* +ed) = g;(x*) +eVg;(x*)d. (3.10)

Poiché x* & ammissibile, g;(x*) = 0. Affinché la perturbazione resti sul vincolo (al
primo ordine) deve quindi valere:

vgix)Td=0, i=1,...,m. (3.11)

In altre parole, d deve essere tangente all'insieme ammissibile definito dai vincoli di
uguaglianza.
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Vincoli di disuguaglianza e vincoli attivi. Considerato un vincolo di disuguaglianza
h;j(x) <0, si distinguono due casi:

* Vincolo inattivo: se /; (x*) < 0, il vincolo non & saturo in x* e non limita local-
mente le direzioni ammissibili.

* Vincolo attivo: se h; (x*) = 0, il vincolo & saturo in x* e restringe le direzioni
ammissibili. Linearizzando in x*, per una perturbazione x = x* + ed con € > 0
piccolo:

hjx* +ed) = hjx*)+eVh;x*)'d=eVh;x*)"d.

Affinché la perturbazione resti ammissibile deve quindi valere:
Vhjx")Td<0, Vjeosx),

dove o/ (x*) & I'insieme dei vincoli attivi in x*.

Condizione necessaria di primo ordine per un minimo locale. Un punto x* & can-
didato minimo locale vincolato se, tra tutte le direzioni ammissibili, non esiste alcuna
direzione lungo cui f diminuisca. In forma differenziale, cido implica che la derivata
direzionale sia non negativa per ogni direzione ammissibile:

Vix)T'd=0  Vdammissibile. (3.12)

Questo risultato conduce al fatto che il gradiente dell’obiettivo, nel punto ottimo, de-
ve poter essere espresso come combinazione lineare dei gradienti dei vincoli attivi
(uguaglianze e disuguaglianze attive). Tale osservazione motiva l'introduzione della
Lagrangiana e dei moltiplicatori di Lagrange.

3.3.2 Lagrangiana e condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Introducendo i moltiplicatori di Lagrange A € R™ per i vincoli di uguaglianza e p € RP
per i vincoli di disuguaglianza, si definisce la Lagrangiana [17]:

LxApm=fx+ATgx) +p hx). (3.13)

dove A; e u; sono i moltiplicatori associati rispettivamente ai vincoli di uguaglianza e
di disuguaglianza.

Significato della stazionarieta vincolata. Nel caso non vincolato, I'ottimalita locale
richiede che il gradiente dell’obiettivo sia nullo. In presenza di vincoli, invece, l'in-
tuizione geometrica e che, nel punto ottimo, non sia possibile ridurre ulteriormente
f muovendosi lungo direzioni ammissibili. Questo si traduce nel fatto che il gradien-
te di f deve essere “bilanciato” dai gradienti dei vincoli che risultano effettivamente
limitanti nel punto considerato: I'ottimo non e caratterizzato da Vf = 0, ma da una
condizione di equilibrio tra obiettivo e vincoli.
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Vincoli attivi e moltiplicatori. [ moltiplicatori possono essere interpretati anche co-
me indicatori di sensibilita: misurano quanto varia il valore ottimo dell’obiettivo a
fronte di una piccola variazione (rilassamento) dei vincoli. In particolare, per le di-
suguaglianze, il moltiplicatore associato & diverso da zero solo quando il vincolo e
attivo (cioe “sul bordo” dell'insieme ammissibile); al contrario, vincoli inattivi non
influenzano localmente la soluzione e hanno moltiplicatore nullo.

Sotto opportune ipotesi di regolarita sui vincoli (ad esempio una constraint quali-
fication), le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker (KKT) costituiscono condizioni neces-
sarie di ottimalita locale per un problema di ottimizzazione non lineare vincolato.

Nel punto ottimo regolare, le condizioni di primo ordine (KKT) includono:

Vil (x5, A%, 1) =0, (3.14)
g(x*) =0, (3.15)

hx*) <0, (3.16)

p* =0, (3.17)

p ohx*) =0, (3.18)

dove o indica il prodotto elemento per elemento. In particolare, la condizione di com-
plementarita impone che un vincolo di disuguaglianza sia attivo solo se il corrispon-
dente moltiplicatore € positivo, mentre se il vincolo € inattivo il moltiplicatore asso-
ciato e nullo. Il sistema KKT rappresenta il riferimento teorico per la costruzione dei
principali metodi numerici per NLP vincolati.

3.3.3 IPOPT e metodi interior-point primal-dual

Per la risoluzione numerica di problemi di ottimizzazione non lineare vincolata (NLP)
di grandi dimensioni € comune impiegare metodi interior-point primal-dual, come
IPOPT. Lidea di base ¢ trasformare i vincoli di disuguaglianza in condizioni “inter-
ne” all’insieme ammissibile, introducendo variabili di scarto (slack) e una funzione
di barriera logaritmica. In questo modo si ottiene una successione di sottoproble-
mi lisci (cioé con funzioni obiettivo e vincoli almeno C!, quindi derivabili in modo
continuo [16]), per i quali € possibile applicare efficientemente un metodo di Newton.
Nel linguaggio primal-dual, le variabili primali sono le variabili del problema origi-
nale (e, se presenti, le variabili di slack), mentre le variabili duali sono i moltiplica-
tori di Lagrange associati ai vincoli (moltiplicatori per vincoli di uguaglianza e di di-
suguaglianza). Il parametro di barriera u > 0 pesa il termine di barriera (logaritmico)
e viene ridotto progressivamente: al diminuire di y, le soluzioni dei sottoproblemi si
avvicinano alla soluzione del NLP originale.

Da un punto di vista operativo, IPOPT risolve ad ogni iterazione un sistema lineare
ottenuto linearizzando le condizioni di ottimalita (KKT) del problema con barriera,
calcolando cosi una direzione di aggiornamento in stile Newton (ossia una correzione
locale per primali e duali). In sintesi, a ogni iterazione:

1. costruisce i residui del sistema di ottimalita primal-dual al punto corrente (resi-
dui KKT, nella formulazione con barriera);

2. linearizza tali residui e risolve il sistema lineare associato per ottenere una dire-
zione di aggiornamento in stile Newton;
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3. applica una strategia di globalizzazione per determinare una lunghezza di passo
« che garantisca avanzamento e robustezza;

4. aggiorna le variabili primali e duali e riduce progressivamente il parametro di
barriera, verificando i criteri di convergenza.

Questa prospettiva chiarisce perché, in un solver primal-dual, la disponibilita di
derivate accurate sia cruciale: il metodo di Newton & tanto piu stabile ed efficiente
quanto piu fedeli sono le approssimazioni locali del sistema KKT, che dipendono di-
rettamente dalla Jacobiana e dalla Hessiana. Per questo motivo, in un solver IPOPT e
essenziale disporre delle derivate coerenti delle funzioni che definiscono il problema,
in particolare:

e il gradiente dell’obiettivo V f (x);
* laJacobiana dei vincoli J¢(x) = Vg(x) T (e analogamente per h);
* la Hessiana della Lagrangiana V2, % (x, A, ).

Ne consegue che la qualita delle derivate ha un impatto diretto su robustezza e velocita
di convergenza del solver.

Nel contesto della pianificazione/ottimizzazione di traiettorie, I'impiego di IPOPT ri-
sulta particolarmente vantaggioso perché consente di gestire in modo simultaneo mol-
ti vincoli (cinematici e dinamici) e di sfruttare la struttura sparsa di Jacobiana e Hessia-
na, tipica dei problemi discretizzati nel tempo. D’altra parte, trattandosi in generale di
problemi non convessi, la convergenza e tipicamente verso un minimo locale. La solu-
zione finale puo quindi dipendere dall’'inizializzazione (initial guess) e dalla scalatura
delle variabili: una scelta coerente di tali elementi tende a migliorare stabilita numeri-
ca e ripetibilita della soluzione. In questo contesto risulta naturale ricorrere a un fra-
mework che consenta di definire obiettivo e vincoli in modo compatto e, soprattutto,
di fornire automaticamente derivate accurate e coerenti (gradienti, Jacobiana e Hes-
siana della Lagrangiana) al solutore interior-point: questo € uno dei motivi principali
dell'impiego di CasADi nel presente lavoro.

3.4 Risoluzione numerica con CasADi

CasADi é un framework progettato per modellare problemi di ottimizzazione e con-
trollo ottimo in forma “symbolic-to-numeric”: le espressioni matematiche vengono
rappresentate tramite grafi aciclici diretti (DAG, Directed Acyclic Graph), in cui i no-
di corrispondono a operazioni elementari e a chiamate di funzione. Un elemento
chiave sono i Function objects, funzioni create a runtime che possono essere valutate
numericamente, differenziate automaticamente e, se necessario, esportate in C (code
generation) [9].
CasADi fornisce due principali tipi di variabili simboliche:

* SX: rappresentazione orientata a operazioni scalari, efficace per modelli com-
patti;

e MX: rappresentazione orientata a operazioni matriciali e a grafi pit complessi,
adatta a NLP di grandi dimensioni e a modelli con struttura composita.
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Questa distinzione consente di bilanciare efficienza computazionale e flessibilita di
modellazione. Nel proseguo del lavoro verranno utilizzate variabili simboliche di tipo
MX.

3.4.1 Differenziazione automatica e sfruttamento della sparsita

Il vantaggio principale di CasADj, rispetto a formulazioni basate su differenze finite, ¢ la
capacita di produrre derivate esatte a precisione macchina (coerenti con le espressioni
effettivamente implementate) mediante Algorithmic Differentiation (AD). Nei proble-
mi di pianificazione/ottimizzazione di traiettorie, le funzioni f(x) e i vincoli g(x), h(x)
risultano spesso composti da termini cinematici e dinamici, fortemente accoppiati e
valutati su una griglia temporale: in questi contesti, stimare le derivate con differenze
finite puo diventare problematico per tre motivi principali:

 Sceltadel passo: un passo troppo grande introduce errore di troncamento, men-
tre un passo troppo piccolo amplifica gli errori di arrotondamento (cancellazio-
ne numerica), producendo stime rumorose di gradienti e Jacobiana;

 Costo computazionale: il calcolo di un gradiente in R” richiede in generale n va-
lutazioni aggiuntive della funzione; il costo cresce ulteriormente per Jacobiane e
Hessiane, diventando rapidamente proibitivo all’aumentare della discretizzazio-
ne temporale;

* Instabilita eincoerenza delle derivate: derivate imprecise degradano le lineariz-
zazioni del sistema KKT e possono portare a direzioni di Newton non affidabili,
causando rallentamenti, oscillazioni o fallimenti di convergenza (non perché la
matematica diverga, ma perché I’algoritmo usa informazione locale errata).

CasADi evita tali criticita grazie alla differenziazione automatica: le derivate vengo-
no calcolate in modo coerente a partire dalla rappresentazione computazionale delle
funzioni, senza introdurre un passo di discretizzazione per la derivata. In particolare,
I’AD [9]:

* non richiede la scelta di un passo per la derivazione;
» produce derivate coerenti con le funzioni effettivamente implementate;

* sfrutta la sparsita strutturale di Jacobiane e Hessiane (tipica dei problemi su gri-
glia temporale), riducendo drasticamente memoria e tempi di calcolo.

In questo modo, CasADi consente di generare in modo sistematico: Vf(x), Jg(X) e
V2. L(xA).

Per problemi di grandi dimensioni, le Jacobiane e le Hessiane risultano tipicamen-
te sparse e strutturate: CasADi sfrutta questa proprieta ricostruendo le derivate tramite
prodotti Jacobiana-vettore e tecniche di graph coloring, riducendo il numero di valu-
tazioni necessarie rispetto a una costruzione “colonna per colonna”. Il graph coloring
€ una tecnica che assegna “colori” a nodi (o archi) di un grafo imponendo che elementi
adiacenti abbiano colori diversi, cosi da individuare insiemi indipendenti che possono
essere valutati insieme. Per Jacobiane sparse, CasADi adotta tecniche di colorazione
per colonne o per righe, che sfruttano la struttura per ridurre il numero di valutazioni
necessarie.

Per Hessiane (simmetriche), sfrutta simmetria e sparsita per ricostruire la matrice in
modo efficiente, limitando ulteriormente i calcoli richiesti.
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3.4.2 Discretizzazione temporale e problemi “simulation-based”

Nei problemi in cui vincoli e obiettivo dipendono dalla simulazione di un sistema dina-
mico, la prassi € trasformare il problema continuo in un NLP tramite discretizzazione
(direct transcription). Due impostazioni comuni sono:

* single shooting: le variabili decisionali parametrizzano i comandi, e lo stato si
ottiene integrando in avanti; € compatto ma puo essere sensibile alle inizializza-
zioni;

e multiple shooting / collocation: si introducono variabili di stato in punti in-
termedi, imponendo vincoli di continuita; aumenta la dimensione del NLP ma
migliora robustezza e sfrutta meglio la sparsita.

Nel presente progetto, I'impostazione adottata & di tipo single shooting: le variabili
decisionali parametrizzano la legge di moto e la dinamica viene integrata in avanti a
partire da una condizione iniziale, senza introdurre gli stati intermedi come ulteriori
variabili del problema. Questa scelta mantiene compatta la dimensione del’'NLP ed e
ben adatta quando il numero di parametri da ottimizzare € contenuto.

Un possibile sviluppo futuro consiste nell'impiegare una formulazione multiple
shooting (oppure collocation) per aumentare la robustezza numerica in problemi pit
rigidi o pitu vincolati: introducendo variabili di stato ai nodi e imponendo vincoli di
continuita, si riduce la sensibilita all'inizializzazione e si facilita la gestione di vincoli
distribuiti lungo I'orizzonte (ad esempio limiti che devono valere in pit1 punti tempo-
rali), sfruttando al contempo la sparsita strutturale del problema.

CasADi supporta in modo nativo entrambe le impostazioni tramite funzioni, map-
pe e integratori, mantenendo la derivabilita del problema complessivo.

Dal punto di vista implementativo, CasADi mette a disposizione strumenti particolar-
mente utili nella discretizzazione temporale di sistemi dinamici. In particolare:

* Function consente di incapsulare leggi di moto e dinamiche in oggetti valutabili
e differenziabili;

* map permette di valutare una stessa funzione su molti istanti temporali in modo
vettoriale, riducendo overhead;

* mapaccum consente di applicare iterativamente una funzione di step e accumula-
re |’evoluzione dello stato lungo 'orizzonte, evitando cicli espliciti e preservando
la struttura differenziabile della pipeline.

Questi costrutti risultano particolarmente comodi quando la dinamica viene integra-
ta con schemi a passo fisso, come ad esempio un integratore di tipo Runge—Kutta del
quarto ordine (RK4), perché permettono di esprimere in forma compatta sia la valuta-
zione della forzante su griglia, sia 'integrazione sequenziale dello stato.

Un esempio recente in ambito anti-sloshing mostra una pipeline tipica basata su
discretizzazione dell’orizzonte, integrazione numerica e risoluzione via IPOPT, evi-
denziando come scelte quali schema di shooting e risoluzione temporale influenzino
direttamente vincoli e convergenza [14].

La presenza di vincoli definiti su un intero intervallo temporale (e quindi non lega-
ti a un singolo istante, ma “distribuiti” lungo I'orizzonte) richiede una discretizzazione
sufficientemente fine da garantire 'ammissibilita non solo nei nodi di griglia, ma an-
che tra i nodi; al contempo, tale scelta deve bilanciare accuratezza e costo computa-
zionale, che cresce all’aumentare del numero di punti.
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3.4.3 Funzione obiettivo e vincoli del problema anti-sloshing

Nel problema anti-sloshing la funzione obiettivo deve riflettere direttamente la qualita
del trasporto del liquido e la sicurezza del processo. Per questo motivo si assume come
grandezza di interesse 'altezza del pelo libero al bordo del contenitore 77 (introdotta
nell’eq. e si adottano metriche di tipo “worst-case”, basate sul massimo valore
assoluto lungo un intervallo temporale. Obiettivi di questo tipo sono in generale non
lisci (non differenziabili in tutti i punti), poiché coinvolgono un operatore di massimo.
In forma generale, il problema puo essere scritto come

(min) ( max ) &(5:x), (3.19)

X 1€[0,14]

dove x ¢ il vettore delle variabili decisionali e ¢(#;x) € una funzione scalare generica
che misura la prestazione istantanea (nel presente caso, ad esempio, ¢(£;x) = [n(5;x)]).
Una strategia standard per ricondurli a una forma piu trattabile in un NLP consiste
nell’introdurre una variabile ausiliaria y e riscrivere il problema in forma epigrafica:

rg(l%/n Y s.t. o(tx) <y, k=1,...,N, (3.20)
dove {t;} € una griglia temporale. In questo modo 'operatore di massimo viene sosti-
tuito da un insieme di vincoli che impongono a y di essere un maggiorante dei valori
campionati di ¢, rendendo I'obiettivo liscio e gestibile da solutori NLP.

Nel presente lavoro, la funzione obiettivo viene costruita a partire dalla stima del-
I’altezza di sloshing al bordo del contenitore, 77, ottenuta risolvendo il modello dinami-
co descritto nel Capitolo [2| per una legge di moto di input definita dai tratti racchiusi
nel vettore x. In continuita con la logica proposta in [7], una scelta efficace consiste nel
minimizzare una misura di picco durante l'intero intervallo di moto:

f®) = max [7(£;x)]. (3.21)
t€(0,4)

In alternativa, qualora I'obiettivo applicativo sia la riduzione delle oscillazioni residue
(ad esempio per migliorare operazioni in sosta come la pesatura), si puo definire una
finestra di osservazione post-moto e minimizzare il massimo in fase di riposo:

f®) = max | In(t;x)1, (3.22)

telty, ty+tr

dove ¢, € un orizzonte di osservazione durante la sosta. In entrambi i casi, se si desidera
una formulazione pit “liscia” e direttamente compatibile con i solutori NLP, & possibile
ricorrere alla forma epigrafica applicandola a ¢(¢;x) = |(¢;x)| sui nodi temporali
considerati.

Oltre ai vincoli di consistenza (3.4), si introducono tipicamente vincoli che garan-
tiscono sia I'eseguibilita della legge di moto sia il rispetto di limiti prestazionali:

Vincoli di durata minima dei segmenti.
AT; = ATmin, i=1,...,7, (3.23)

in modo da evitare segmenti eccessivamente brevi (con jerk elevato) e garantire robu-
stezza di esecuzione. In particolare, per i tratti a jerk costante (rampe) i € {1,3,5,7}
si impone una durata strettamente positiva AT; = ATy > 0, cosi da evitare tratti de-
generi e jerk non realistici. Per i tratti a accelerazione costante o nulla i € {2,4,6} e
invece ammissibile anche AT; = 0, cosi da consentire profili “ridotti” quando una fase
(plateau o sosta) non € necessaria.
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Vincoli cinematici/dinamici di macchina. In funzione dei limiti dell’asse/robot e
della catena cinematica, possono essere imposti vincoli su velocita, accelerazione e
jerk:

[v(B)] < Vmax, la(t)| < amax, 17 (O] = jmax (3.24)

dove j(t) = a(1).

Vincoli sullo sloshing. In molte applicazioni & piti importante garantire che lo slo-
shing rimanga entro soglie di sicurezza, piuttosto che minimizzarlo in senso assoluto.
Si introduce quindi un vincolo del tipo:

max [1(£X)| < Ny (3.25)
teg

dove 9 puo coincidere con la fase di moto, con la fase di sosta o con entrambe.

Valutazione numerica di obiettivo e vincoli. Dato un vettore x, la valutazione di f (x)
e dei vincoli (3.24)—(3.25) richiede una simulazione lungo 'orizzonte temporale:

e costruzione del profilo a(#) a partire dai ATj;
* integrazione per ottenere v(f) e s(¢);

* risoluzione del modello di sloshing (nel presente lavoro non lineare) per ottenere
n(1).

Cio giustifica I'impiego di un framework come CasADi, in grado di gestire funzioni
non lineari complesse, preservare la differenziabilita della catena di calcolo e fornire
al solutore derivate accurate per migliorare robustezza e convergenza.

Ottimizzatore. In continuita con la formulazione NLP descritta nelle precedenti se-
zioni, nel presente lavoro € stato implementato un primo ottimizzatore nel dominio
del tempo (Opt_trapezia) consultabile in Appendice [Al Lobiettivo & determinare
le durate ottimali dei sette tratti AT; della legge trapezia standard, trattandole come
variabili decisionali, imponendo vincoli di consistenza (somma dei tempi e durate
minime) e vincoli prestazionali di macchina quando richiesto.

Operativamente, a ogni iterazione del solver I'insieme di parametrix = [AT7,...,AT7] T
definisce il profilo di accelerazione a(f;x); tale forzante viene quindi impiegata nella
simulazione del modello dinamico di sloshing (cfr. Capitolo[2), ottenendo I’evoluzio-
ne di 77(#;x) lungo l'orizzonte temporale. La funzione obiettivo & costruita in forma
“worst-case”; ad esempio minimizzando il picco di [(#)| durante il moto, eventual-
mente vincolando la risposta in sosta tramite soglie di accettabilita.
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Capitolo 4

Metodi anti-sloshing

Nel controllo del moto di macchine automatiche e robot industriali, la mitigazione
dello sloshing non richiede soltanto buone prestazioni in condizioni nominali, ma an-
che la capacita di mantenere comportamenti accettabili al variare dei parametri fisici
e delle condizioni operative. In particolare, la frequenza naturale dominante del pelo
libero e lo smorzamento effettivo possono variare con il livello di riempimento, le pro-
prieta del liquido e la geometria del recipiente (cfr. Capitolo[2). In questo contesto, una
soluzione ottenuta ottimizzando unicamente su un modello nominale puo risultare ef-
ficace solo in un intorno ristretto delle ipotesi, mentre piccole variazioni parametriche
possono degradare sensibilmente la prestazione.

Per perseguire un comportamento piu robusto, & naturale ragionare in termini di
contenuto in frequenza della forzante imposta al recipiente. L'idea di fondo e ridurre
I’energia (o, piu in generale, 'ampiezza spettrale) della legge di accelerazione in cor-
rispondenza della frequenza naturale di sloshing w,, e possibilmente in un intervallo
attorno ad essa, cosi da limitare I’eccitazione anche in presenza di incertezze su wy
e (. Questo ragionamento richiama direttamente la logica delle tecniche di input sha-
ping, che realizzano una modifica della traiettoria standard con 'obiettivo di attenuare
(idealmente annullare) la vibrazione residua agendo in modo mirato sulle componenti
armoniche responsabili dell’eccitazione del modo vibrante dominante.

4.1 Tecniche diinput shaping

Le tecniche di input shaping costituiscono una classe di metodi in catena aperta che
mirano a ridurre le oscillazioni residue di un sistema vibrante evitando (o cancellan-
do) I'eccitazione dei suoi modi naturali [18]. Nella forma classica, I'idea & costruire un
filtro nel dominio del tempo sotto forma di un treno di impulsi (input shaper) e con-
volvere tale filtro con un comando di riferimento (una traiettoria standard), ottenendo
un comando modificato che produce vibrazioni residue ridotte.

La formulazione classica dell’'input shaping fa riferimento a un sistema lineare del
secondo ordine, rappresentativo del modo vibrante dominante del sistema fisico (nel
caso dello sloshing, tipicamente il modo fondamentale del modello equivalente linea-
re). Assumendo un rapporto di smorzamento 0 < {;, < 1 e una pulsazione naturale
w, > 0, larisposta del sistema a un’eccitazione impulsiva puo essere descritta in forma
chiusa.
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Per introdurre formalmente un input shaper, si richiama la definizione di impulso
di Dirac 6 (1), inteso come distribuzione tale che:

+oo
O0(t)=0 pert#0, f oyde=1. 4.1)

In particolare, un impulso unitario traslato all'istante f; viene rappresentato come
o(t—t j).

La risposta (normalizzata) di un sistema del secondo ordine sottosmorzato a un im-
pulso unitario applicato all'istante #; € una sinusoide esponenzialmente smorzata.

Indicando con:
wqg=wn\/1-02, (4.2)

Il periodo dell’oscillazione smorzata risulta:

_27r_ 27
o .
d wn\/l_C%

Treno di impulsi e ampiezza della vibrazione residua Linput shaper viene modella-
to come una sequenza di N + 1 impulsi, ciascuno caratterizzato da un’ampiezza A; e
da un istante di applicazione t;:

T (4.3)

N
g =) Ajé(t—t)). (4.4)
Jj=0

Per linearita, la risposta complessiva a tale treno di impulsi & la somma delle risposte
parziali. Per quantificare la vibrazione residua dopo l'ultimo impulso (ossia al tempo
t = ty), si introduce una misura scalare Z(wy, () che rappresenta I'ampiezza risultan-
te dell’oscillazione residua (Figura[4.1) . Tale grandezza é ricavabile in forma analiti-
ca per un sistema massa-molla-smorzatore come quello utilizzato nella modellazione
lineare dello sloshing (cfr. Capitolo [2). Per maggiori informazioni si fa riferimento
a [10].

Risposta al 1 impulso

= = Rispostaal 2_ impulso (traslato)
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Figura 4.1: Risposta a due impulsi e cancellazione della vibrazione residua: le risposte
parziali si sovrappongono fino ad annullarsi a regime.
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Per ottenere uno shaper a vibrazione residua nulla (Zero Vibration, ZV) ¢ sufficien-
te imporre che I'ampiezza della vibrazione residua del modo considerato sia nulla al
termine della sequenza di impulsi, ovvero:

Z(Wn,Cn) = 0. (4.5)

Imponendo questa condizione e assumendo uno shaper costituito da due soli im-
pulsi (cioe N = 1), ponendo il primo impulso all’istante #, = 0, si ricavano direttamente
lo sfasamento temporale e le ampiezze degli impulsi del treno ZV:

tr=0 nh= d (4.6)
0—Y 1= 2 ’ .
Ag = ! A = K 4.7)
T 1+K T4k '
dove T ¢ il periodo della risposta libera smorzata del modo dominante,
2m
I'=——, (4.8)
Wny/ 1- (%z
e il termine
b/
K =exp _ G (4.9)

V1-83

deriva dallo smorzamento del modo. La condizione di normalizzazione Ag+ A; =1
garantisce inoltre che il comando “shapato” preservi il guadagno statico rispetto al
comando originale.
Nella pratica, la cancellazione perfetta ottenuta imponendo ¢ garantita solo per
parametri nominali esatti. Se w, (o {,) € affetto da incertezza, lo shaper puo perde-
re efficacia. Per aumentare la robustezza, si introduce l'idea di imporre condizioni
aggiuntive sulla sensibilita della vibrazione residua rispetto ai parametri.

Se oltre alla condizione ZV, si impone I'annullamento della derivata della vibrazio-
ne residua rispetto a un parametro (tipicamente w;):

ACHON

0. 4.10
o, (4.10)

Si ottiene cosi uno shaper a tre impulsi caratterizzato dai seguenti parametri:

1
tHh=0, Ay=———7-—,
0 0T 12K+ K2
t —T A= 2K 4.11)
T T ok + k2 '
KZ
HL=T, A)=———.
2 2T 142K+ K2

Per aumentare ulteriormente l'insensibilita a errori su w,, si pud imporre anche la
condizione sulla derivata seconda:
2
0“Z(wn,Cn) _ 0

(4.12)
ow?,
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Il corrispondente shaper a quattro impulsi risulta:

1
=0 Ay =
’ 1+3K+3K2+K3’
; T A 3K
1=— 1=
2’ 1+3K+3K2+K3’
3K (4.13)
=T, Ay =
’ 1+3K+3K2+K3’
. 3T A K3
3:— 3: .
2’ 1+3K+3K2+K3
100 ~g : :
N
\s — v 7N
90 - \‘\ - == 7ZND
\ \\‘ ——ZNDD
80 | o
v
70 AR
v N
60 vy
’_E \ \\
50 vy
3 v
N40 \ \
A
30t v\
\
\
20 o !
\ /
vy ;
10+ .
\\ I
0 | | | h s~y 2 | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
LA."”/LD”

Figura 4.2: Curve di sensitivita di input shapers ZV, ZVD e ZVDD per {, = 0.

Tutti gli shaper precedenti sono progettati per annullare la vibrazione residua alla fre-
quenza nominale, ma differiscono per la loro robustezza rispetto a errori di modella-
zione: aumentando il numero di impulsi si amplia I'intorno di frequenze per cui I'atte-
nuazione rimane efficace. Di contro, il tempo dell’'ultimo impulso #x cresce e lo shaper
introduce un ritardo maggiore sul comando filtrato. La situazione & chiara in figura[4.2]
Un'ulteriore strategia, orientata esplicitamente alla robustezza, consiste nel non
imporre 'annullamento esatto di Z solo in un punto, ma nel limitare la vibrazione
residua a un livello tollerabile Z su un intervallo pil1 ampio di frequenze. In altre parole,
si accetta una vibrazione residua non nulla ma controllata, in cambio di una banda di
efficacia piu larga [16].
Nel caso ideale non smorzato utilizzando un treno di tre impulsi si ottiene uno shaper
detto Extra Insensitive (EI), definito dai seguenti parametri:

(=0 A _l+Z
0—Y, 0— 4 l}
T 1-2z
h=— A=-—2 (4.14)
1= 77
LT A _1+Z
2 — 4, 2 — 4
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4.1. Tecniche di input shaping

La scelta di z regola direttamente il compromesso tra ampiezza residua accettata e
robustezza: valori piu piccoli richiedono una regione di attenuazione (notch) piu pro-
fonda, ossia unariduzione piti marcata della vibrazione residua in corrispondenza del-
la frequenza nominale (comportamento piu simile a ZVD/ZVDD); valori piu grandi,
invece, aumentano la banda di insensibilita.

Convoluzione: estensione a forzanti generiche nel tempo La trattazione impulsiva
¢ utile per derivare gli shaper, ma nel caso reale I'ingresso al sistema € una funzione del
tempo generica (ad esempio un profilo di accelerazione). Un segnale arbitrario puo
essere visto come sovrapposizione di impulsi, e si dimostra che applicare I'input sha-
ping equivale a filtrare tale segnale tramite convoluzione con il treno di impulsi.

|

t fq t tq t

Figura 4.3: Operazione di convoluzione di un segnale generico del tempo con un im-
pulso di Dirac unitario traslato rispetto all’origine.

Dato (4.4), la convoluzione tra una forzante f(¢) e lo shaper g(¢) produce:

+00 N N
yo(t):f(t)*g(t)zf f@) Y Ajd(t—ti—-n)dr=) Ajf(t—tj). (4.15)

j=0 j=0

Linterpretazione ¢ immediata: il comando filtrato & una combinazione lineare di co-
pie ritardate del comando originale. Per una trattazione completa si rimanda a [10].

Loperazione di convoluzione nel dominio del tempo corrisponde a una molti-
plicazione nel dominio della frequenza: 'input shaper puo quindi essere interpretato
come un filtro che introduce zeri (notch) in corrispondenza delle frequenze indeside-
rate, attenuando I’eccitazione del modo naturale. Questa interpretazione e particolar-
mente rilevante per lo sloshing: pur non applicando direttamente un input shaper nel
presente progetto, si adotta la stessa logica di fondo, ossia agire sul contenuto armoni-
co della forzante (legge di accelerazione) per ridurre I'eccitazione in prossimita di w,
e, in ottica di robustezza, in un intorno di tale valore.
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4.2 Analisi e ottimizzazione spettrale della legge trapezia
standard

Come discusso nella sezione precedente, l'idea dell’input shaping consiste nel ridurre
le oscillazioni residue evitando di eccitare i modi naturali del sistema.

Nel presente lavoro, la forzante che eccita lo sloshing & ’accelerazione imposta al
contenitore, a(f), generata dalla legge trapezia standard a 7 tratti (Capitolo 2[e Capito-
lo[3). Per agire in modo mirato sui contributi che eccitano i modi propri del pelo libero,
€ quindi utile introdurre lo spettro di ampiezza della legge di accelerazione.

Trasformata di Fourier continua e spettro di ampiezza. Considerando un segnale
x(t) definito su una finestra temporale finita [#, f], 1a trasformata di Fourier continua

S

e:

tf )
X(w) :f x() e/t dr. (4.16)
1

0

Usando I'identita di Eulero e /®! = cos(wt) — jsin(wt), si puo riscrivere:

t t
X(w):f fx(t)cos(wt)dt -j fx(t)sin(wt)dt, 4.17)
f

0 lo
da cui seguono direttamente parte reale e immaginaria:

t

R{X(w)} = f ! x(t)cos(wt)dt

Ip
Y (4.18)

S{X (w)} = —f x(t)sin(wt)dt

To

Nel seguito si applicano queste definizioni al segnale x(¢) = a(t), ossia all’accelera-
zione della legge trapezia: si indichera quindi X,(w) = F{a(t)}, dove F{-} denotal’o-
peratore di trasformata di Fourier, mentre | X, (w)| rappresenta lo spettro di ampiezza
della forzante.

4.2.1 Determinazione di d,,.x € dni, per moto rest-to-rest

Si consideri la legge trapezia standard in accelerazione a sette tratti, definita dagli in-
tervalli temporali ATy, ...,AT; e dagli istanti di cambio tratto

fo =0, f=ATy,
=0 +ATs, t3=6+ATs,
4= +ATy, t5=13+ATs,
fo=ls+ATs, t7=1lg+ATs.

Il profilo di accelerazione a(t) € composto da rampe lineari (jerk costante) e tratti a
accelerazione costante. Con una parametrizzazione coerente con la trapezia standard



4.2. Analisi e ottimizzazione spettrale della legge trapezia standard

si puo scrivere, in forma a tratti:

I—1
amaxﬁy re [t()’tl]
1
Amax te (f, o]
t—1
amax_amaxv; re (tg,tg,]
3
0) re (t2) t4]
a(t) =1 f— t4
—Qmin AT 1 € (14, t5]
5
— Amin, re (t5) t6]
— le
—Amin T+ Amin F; t€ (16, t7]
7
0, altrove.

Vincolo di velocita finale nulla. Imponendo un moto rest-to-rest, la variazione com-
plessiva di velocita deve essere nulla:
Iz
v(t7) — v(ty) :f a(t)dt =0. (4.19)

Io

Tale integrale coincide con I'area sottesa dal profilo di accelerazione a(f). La parte
positiva (tratti 1-3) fornisce:

AT AT AT AT
A, = amaX(Tl+AT2+ 73) = Gmaxds,  ds= TI+AT2+ 73

mentre la parte negativa (tratti 5-7), essendo a(t) negativa, da:

AT AT AT AT
A_:—amin(—5+AT6+—7):amind4, dy=—|—+ATs+—"|.
2 2 2 2
Il vincolo (4.19) diventa quindi:

Vincolo sullo spostamento totale. Lo spostamento totale imposto &
Stot = X(7) — x(%o), (4.21)

dove, per definizione,

t t
x(t7):f 7U(t)dt, v(t) :f a(r)dr. (4.22)
f

0 fo

Sostituendo (4.22) in (4.21) e scambiando I'ordine di integrazione nel seguente modo:

t7 t7 S
Stot :f v(s)ds :f (f a(T) dr) ds (4.23)
0 0 0

dove il dominio di integrazione e il triangolo {(7,s) | 0 < 7 < s < t7}; invertendo
I'ordine, T variada 0 a #; e, fissato 7, si ha s € [, t;]:
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Capitolo 4. Metodi anti-sloshing

t7 t7
f (f a(T) ds) dt (4.24)
0 T

si ottiene una forma particolarmente utile:
t7
Stot = f a(T) (7 —71)dr. (4.25)
To

Come si nota, ciascun contributo di accelerazione viene pesato dal “tempo che resta”
alla fine della manovra, ; — 7.

Per rendere esplicita la dipendenza di s, dai soli parametri temporali A T;, si riscri-
ve il profilo trapezia in forma lineare rispetto ai livelli di accelerazione:

a(t) = amax P(1) + amin ¥ (1), (4.26)

dove ¢(t) e w(t) sono funzioni normalizzate (dipendono solo da AT; e dagli istanti
tx) che descrivono, rispettivamente, il “lobo” positivo e quello negativo della legge:

t—1y I—1y

_—, te |ty 1], -, t € (1y, 5],
AT, [0, 1] AT (14, t5]
1} IE(II)IZ]y _]-; tE(t5,t6],
70 1—"‘_t2 L€ (1, 3] . _(l—t_tG) L€ (1, t7] -
ATg ) 2y 31, AT7 » 6, L71)
0, altrove, 0, altrove.
Sostituendo (4.26) nella forma pesata (4.25) si ottiene:
7 7
Stot = Amax o) (t;—1)dt +aminf v(T)(t7; —1)dT, (4.28)
to Tp
& d
ovvero la combinazione lineare
Stot = A1 Gmax + d2 Gmin. (4.29)

Per calcolare d; e d, si integra a tratti (4.28). Ad esempio, sul primo tratto ¢(f) =
(t—t9)/ AT e siottiene:

t—0dt=t;— — —. 4.30
0 AT1(7 ) 7 3 ( )

Ripetendo lo stesso procedimento sui tratti 2 e 3 (per ¢) e sui tratti 5, 6, 7 (per ), si
ricavano espressioni chiuse in funzione delle sole durate AT;. In particolare, risulta:

ftl -1y ATy Ale
1

AT AT: AT? AT? ATIAT; AT,AT; AT?
dlzt7(—1+AT2+—3)— — L ATAT + —2 8 22 T8
2 2 3 2 2 2 6
(4.31)
AT? ATsATy AT:AT, AT? AT?
dz:_( 65+ 52 LA 52 Ty 6+AT6AT7+—37 . (4.32)

Le relazioni (4.31)-(4.32) mostrano quindi in modo esplicito che i coefficienti d;
e d, dipendono unicamente dalle durate AT;, rendendo la determinazione di amax €
amin Un problema lineare nelle due incognite, come discusso nel seguito.
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4.2. Analisi e ottimizzazione spettrale della legge trapezia standard

Sistema lineare e soluzione. Combinando (4.20) e (4.29) si ottiene un sistema lineare

in amax € Amin:
di dz) (amax) (Stot)
= . 4.33
(dS d4 Amin 0 ( )

Assumendo det(M) = dyds — dads # 0, 1a soluzione si ricava immediatamente (ad
esempio con il metodo di Cramer):

dy Stot d3 Stot
_ , = @3St 4.34
Imax = dds T T s — dods 4.34)

Tali espressioni consentono di determinare i livelli di accelerazione amax € amin
in funzione delle durate AT; e dello spostamento imposto, mantenendo esplicita la
dipendenza parametrica necessaria per le analisi spettrali sviluppate nel seguito.

4.2.2 Spettro analitico della trapezia standard: derivazione in forma
chiusa

In questa sezione si introduce una derivazione sintetica dello spettro analitico della
legge trapezia standard a sette tratti. La legge di accelerazione a(t) & quella definita
nella Sezione[4.2.1} con livelli amax € amin determinati imponendo moto rest-fo-rest e
lo spostamento totale.

Si considera la trasformata di Fourier continua dell’accelerazione, limitata alla finestra
temporale [1, £7] su cui la legge € definita:

t .
X, () = f ' a(t) e/t dt. (4.35)
I7

0

Poiché a(t) & una funzione a tratti, I'integrale puo essere scritto come somma dei con-
tributi dei sette segmenti:

X, (w) = ap(t) e 1t dt, (4.36)

7 52
k=1Y1k1

dove a () € 'espressione di a(t) sul tratto k-esimo.
Si consideri un segmento su cui l’accelerazione € costante:

a(t) = Ao, te[ta, tp].

Il contributo spettrale associato e:

= A, : . (4.37)
ta Jw

e—ja)t] Ip e J0ta _ p—jotp

Ip .
Xconst (W) :f A e ldt = A

la

Separando parte reale e immaginaria tramite e /“’ = cos(wt) — jsin(w?), si ottiene:
Aol .. : .
Xeonst(@) = — [(sm(a) 1p) —sin(wt,)) + j(cos(wty) — cos(wip)) ] (4.38)
w
da cui:
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Capitolo 4. Metodi anti-sloshing

Ag, . .
R{Xconst} = — (sin(wtp) — sin(wt,))

z’ (4.39)
S{Xconst) = ;O(COS(w ta) —cos(wtp))

Si consideri ora un segmento in cui l’accelerazione é lineare:
a(t)=mt+gq, L€ [ty tp]

dove m e g sono due coefficienti reali generici che definiscono la retta nel tratto con-
siderato: m e il coefficiente angolare della rampa di accelerazione e ¢ la relativa inter-
cetta. A questo punto, il contributo spettrale é:

Ip . Ip . Iy ,
Xin)=| mt+qe’®dt=m| te /" dt+q| e '°dt. (4.40)
la ta ta

Il secondo integrale & quello del caso costante. Per il primo si pu0 usare integrazione
per parti, ottenendo la primitiva:

X > t 1 —]wt
fte_]‘”dt:%, (@ #0). (4.41)

Valutando tra ¢, e ;, e combinando i contributi, si ottiene una forma complessa
chiusa:

(4.42)

(jot+1)e /vt g e~jot )t
T P

Xjin(w)=m [ ;
ta —JW Iy,

Sostituendo e~/** = cos(wt) — jsin(wt) e raccogliendo i termini reali e immaginari,
si ottiene una combinazione di contributi del tipo

cos(wty) cos(wtp) tasin(wt,) tpsin(wity)
+a +a +ay

R{Xjin} = a1 o2 27 3 " " (4.43)
sin(wt,) sin(wtp) ty,cos(wty) tpcos(wty)
S{Xin} = r— 5+ fa— 5 + fa=" © o+ Bat b (4.44)

w? W w

dove i coefficienti a; e ; si ottengono raccogliendo i termini in cos(w?,), cos(wtp),
sin(wt,),sin(wtp) e risultano:

ay=—m, ar»=m, agz—m—i, dyg =M+ —,

q b (4.45)

,Blzm, ﬁgz—m, ﬁgz—m—[—u, ,64:m+—.

Per completezza: i prodotti che compaiono in sono asty, = —(mt,+ q) e asty =

(mty+q), e analogamente B3t, = —(mt,+q) e sty = (mty+q) in (@.44). Nel caso £, =0
la combinazione ast, resta ben definita perché coincide con —af(¢,).
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4.2. Analisi e ottimizzazione spettrale della legge trapezia standard

Applicazione ai 7 segmenti della trapezia standard. I tratti della legge trapezia si
distinguono in:

e rampe lineari (tratti 1,3,5,7), per cui si applica (4.42) con (¢4, tp) = (tx—1, tx) € con
pendenza/intercetta (m, g) coerenti col profilo;

e tratti costanti (tratti 2 e 6), per cui si applica (4.37);
¢ tratto nullo (tratto 4), il cui contributo ¢ nullo.

In particolare, per le rampe lineari si puo scrivere a(t) = mt+ q con:

Amax Amax Amin Amin

+ , * , * , =
AT, ~ ATy’ ~ ATs' ~ AT,

m=

)

e g determinato imponendo continuita del valore di accelerazione agli estremi del
tratto.

Forma chiusa di R{X,(w)} e S{X,(w)}. Il contributo complessivo é:

7
Xaw) =) Xi(w),  Xi(w)=R{Xip()}+]S{Xk(w)} (4.46)
k=1

Dopo 'espansione e la raccolta dei termini in forma simbolica sviluppate con il soft-
ware Mathematica, si ottengono, a partire dalle eq. e ([.44), due espressio-
ni equivalenti alle forme chiuse riportate nelle eq. e (dove ricordiamo che
AT; = t; — tj— sono le durate dei tratti, € amax € amin ilivelli di accelerazione positiva e
negativa):

Notazione compatta. Per rendere piu leggibili le espressioni, si pone

s 2 sin(wty), cr = cos(wty), k=0,...,7.

Aminl6S7 = Amin 757 _ @min I587  AminlaS7 _ Omax 1383

Ri{Xa(w)} = - (4.47)
AT, w AT, w ATsw ATsw ATsw
Amax1283  Amaxl0S3 OAmax{1S3 dmax [ C1 Co
ATs0 ATvo  ATiw M(AH_AE)
Amax | C2 C3 Amin | C4 Cs Amin | C7 Ce
aﬂ(An_An) aﬂ(An_An) aﬂ(AE_AE)
X, ()} = — Amax?0C3 = Amaxl1C3 _ Omax [3€3  Omaxf2C3 _ @min I5C7 (4.48)
ATiw ATiw ATzw ATy w ATsw
Aminl4C7  Gminl6C7  Ominf7€7  Gmax|( So $1
ATsw AT AT, w M(AH_AE)
anmx(_ 2, 83 ) anun(_ S1_ S5 ) anﬁn( S6 Sz ).
w? AT3 ATg w? AT5 AT5 w? AT7 AT7

A partire da (4.47)-(4.48) si ottiene quindi lo spettro di ampiezza:
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Capitolo 4. Metodi anti-sloshing

[ Xa@)] = /RIXa(@)}2 + (X (@)}, (4.49)

Una trattazione analoga dello spettro della legge trapezia é riportata anche in [16]. Ri-
spetto a tale impostazione, tuttavia, la formulazione qui ottenuta mantiene esplicita-
mente la dipendenza da tutte le durate AT; dei singoli tratti e risulta quindi pit1 gene-
rale e particolarmente adatta al problema di ottimizzazione considerato nel presente
lavoro.

Spettro analitico e confronto con FFT. Le espressioni ricavate in (4.47)-(4.48) forni-
scono lo spettro analitico della legge trapezia standard, ossia una descrizione continua
di X, (w) (e quindi di | X,(w)|) in funzione delle durate dei sette tratti AT; e delle con-
dizioni al contorno del moto. Questa forma chiusa e particolarmente adatta quando
lo spettro entra in un problema di ottimizzazione, perché varia in modo regolare al
variare dei parametri AT; e non introduce dipendenze numeriche legate a scelte di
discretizzazione o campionamento.

In alternativa, lo spettro pu0 essere stimato numericamente campionando il se-
gnale a(f) e calcolando la trasformata discreta tramite Fast Fourier Transform (FFT).
Tuttavia, la stima effettuata in questa maniera dipende da come il segnale viene ac-
quisito e pre-processato: passo di campionamento At (Nyquist/aliasing), durata della
finestra T (risoluzione in frequenza A f =~ 1/T), eventuale finestratura e leakage, oltre a
scelte di zero-padding. Questi aspetti, pur essendo gestibili, rendono la misura nume-
rica piu dipendente dalle scelte di campionamento rispetto alla descrizione analitica,
quando si vuole imporre vincoli/obiettivi direttamente sul contenuto in frequenza.

Nel presente lavoro la FFT € quindi utilizzata come verifica (sanity check) del calco-
lo analitico. Per confrontare in modo coerente le ampiezze, si osservi che X,(w) defi-
nito dalla trasformata continua (integrale nel tempo) ha unita di [a] - [s], mentre
le ampiezze FFT sono spesso normalizzate per restituire un’ampiezza nella stessa uni-
ta di a(t). Nel caso di spettro single-sided, il legame pratico tra le due definizioni puo
essere espresso nella forma:

2
Aprrss(©) & = | Xa()], (4.50)

dove T e la durata della finestra su cui si calcola la FFT (nel nostro caso, tipicamente la
durata del tratto di moto).

4.2.3 Applicazione dello spettro analitico all’ottimizzazione della leg-
ge trapezia

Una volta ottenuta l’espressione analitica dello spettro | X, (w)| della legge trapezia, di-
venta possibile intervenire direttamente sul contenuto in frequenza della forzante re-
sponsabile dell’eccitazione del pelo libero. In particolare, I'obiettivo non e soltanto ri-
durre lo sloshing nel caso nominale, ma aumentare la robustezza del risultato rispetto
alle inevitabili incertezze sul modello (ad esempio variazioni del livello di riempimen-
to, dei parametri equivalenti, o dispersione della pulsazione naturale effettiva attorno
al valore nominale w,). In termini ingegneristici, infatti, una soluzione “ottima” nel
caso nominale puo risultare poco robusta se ottenuta imponendo cancellazioni molto
puntuali o sensitivita elevata ai parametri.
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4.2. Analisi e ottimizzazione spettrale della legge trapezia standard

Figura 4.4: Spettro di ampiezza analitico della legge trapezia standard non ottimizza-
ta. La linea verticale evidenzia la pulsazione naturale nominale w,, associata al modo
dominante del pelo libero.

Questa osservazione ha motivato la costruzione di ottimizzatori che agiscono sullo
spettro della legge trapezia, ricercando configurazioni dei parametri temporali AT; che
riducano I'ampiezza in corrispondenza della risonanza dominante, e piu in generale
in una banda attorno a w,. A titolo illustrativo, la Figura mostra lo spettro della
legge standard non ottimizzata, in cui 'ampiezza in prossimita di w,, € significativa; al
contrario, le Figure e evidenziano 'effetto dell'intervento spettrale su vari
livelli.

In continuita con la formulazione NLP introdotta nel Capitolo (3, i parametri tem-
porali AT; vengono trattati come variabili decisionali: la funzione obiettivo e/o i vin-
coli vengono costruiti direttamente a partire da | X, (w)| valutato sulle frequenze di in-
teresse. In questo modo, I'ottimizzazione ricerca leggi di moto che, pur mantenendo la
stessa struttura a sette tratti compatibile con I'implementazione industriale, presenta-
no un contenuto in frequenza ridotto (o controllato) in corrispondenza dei modi che
governano lo sloshing. Come accennato, I’approccio sperimentale € stato articolato su
tre livelli di intervento, descritti di seguito.

Metodo 1: ottimizzazione spettrale a notch singolo (strategia nominale). Il primo
livello di intervento mira a ridurre 'ampiezza spettrale in corrispondenza della pulsa-
zione naturale nominale w,, (Figura[d.5). In pratica, 'obiettivo & imporre un’attenua-
zione localizzata (“notch”) di | X, (w)| in prossimita di w,, poiché i contributi armonici
attorno a tale pulsazione sono quelli che eccitano maggiormente il modo dominante
del pelo libero. Una formulazione tipica per la funzione obiettivo e:

Jo = 1 Xa(@n)? = RiX ()} + S Xa(0p)}. (4.51)

Il parallelismo con l'input shaping € immediato: uno shaper di tipo ZV impone una
cancellazione puntuale del contributo alla pulsazione naturale (condizione “nomina-
le”). In questa formulazione l'attenuazione e perseguita solo nel dominio della fre-
quenza e non si impongono vincoli diretti sulla grandezza di sloshing 7n(¢): 'obiettivo
anti-sloshing e quindi indiretto, ottenuto agendo sulla forzante.

49



Capitolo 4. Metodi anti-sloshing

Figura 4.5: Esempio di spettro di ampiezza ottenuto imponendo |’attenuazione in cor-
rispondenza della sola w,, (strategia “nominale”, analoga a uno shaper ZV).

Metodo 2: ottimizzazione spettrale notch multi-zero in banda (strategia robusta).
Per ridurre la sensibilita a incertezze su w, (variazioni di riempimento, smorzamen-
to, ecc.), si introduce una variante “robusta” in cui I’attenuazione non é richiesta so-
lo nel punto w,, ma anche su pulsazioni adiacenti (Figura[4.6). Operativamente cio
equivale a imporre piu condizioni di attenuazione, in analogia con gli shaper robusti
(ZVD/EI). Una scelta semplice e molto efficace, utilizzata nel presente lavoro, consiste
nel considerare tre pulsazioni:

w1 = (1 = Pnotch) Wn, w2 = Wy, w3 = (1 + Pnotch) Wn, (4.52)

dove p rappresenta una tolleranza relativa (incertezza) sulla frequenza naturale. Ope-
rativamente, si costruisce una funzione obiettivo che minimizza la somma dei moduli
al quadrato:

Jimz = b1l Xa(@)I* + b2 Xa(@2)” + b3| Xa(w3) . (4.53)

con by, by, bs pesi scelti dall'utente. Lavorare su | X, (w) |2 = R2 + 32 evita la radice e mi-
gliora la regolarita numerica dell’obiettivo. Anche in questo caso non si impongono
vincoli espliciti su n(#): larobustezza e ottenuta spalmando! attenuazione su un intor-
no della risonanza nominale, riducendo I'impatto di un eventuale disallineamento tra
w, nominale ed effettiva. La logica puo essere consultata in Appendice B}

Metodo 3: minimizzazione del jerk con vincolo spettrale in banda. Una terza stra-
tegia introduce esplicitamente un criterio di “qualita del moto”. Si va ad agire diretta-
mente sul jerk, penalizzandoloin modo da evitare profili troppo aggressivi e migliorare
ripetibilita e compatibilita con vincoli meccanici, mantenendo pero al contempo un
controllo del contenuto in frequenza (Figura[4.7). Una scelta naturale della funzione
obiettivo, in questo caso, € la minimizzazione del jerk quadratico:

T
Jierk = f j(n?dt, (4.54)
0
affiancato da un vincolo di attenuazione spettrale “in banda” attorno a w:
| X, (w)| < A, Vwe[1-Aw,, 1+ANw,], (4.55)
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4.2. Analisi e ottimizzazione spettrale della legge trapezia standard

Figura 4.6: Esempio di spettro di ampiezza ottenuto con l'ottimizzazione multi-zero:
I’ampiezza viene ridotta in corrispondenza di w, e su frequenze aggiuntive (p=0.15)
attorno alla risonanza nominale per aumentare la robustezza rispetto a incertezze pa-
rametriche (strategia "robusta", analoga a shaper ZVD/EL

Figura 4.7: Esempio di spettro di ampiezza ottenuto con l'ottimizzazione min-jerk:
oltre alla riduzione in banda attorno a w,, la formulazione integra vincoli/obiettivi di
regolarita del profilo di accelerazione, coerenti con limiti di jerk e con I'esigenza di
migliorare ripetibilita e qualita del moto.

dove A definisce I'ampiezza relativa della banda e A & una soglia di tolleranza.Nella
pratica numerica, il vincolo continuo (4.55) viene imposto su una griglia di Npapgq punti
nella banda:

1 X (i) = RIX (@) + S X (0 < A%, k=1,..., Npand- (4.56)

Questa formulazione, consultabile in Appendice[C| rende esplicito il compromesso tra
robustezza e “regolarita” della legge: la minimizzazione del jerk tende a evitare solu-
zioni troppo aggressive, mentre il vincolo in banda impone un’attenuazione effettiva
attorno alla frequenza critica, riducendo la sensibilita a incertezze su w,.

In sintesi, la disponibilita dello spettro analitico della trapezia standard consente di
trasformare il problema anti-sloshing in un controllo diretto del contenuto in frequen-
za della forzante, mantenendo una parametrizzazione minimale (i AT;) compatibile
con i controlli industriali e coerente con la logica degli input shaper.
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Capitolo 5

Test sperimentali e risultati

La validazione sperimentale rappresenta un passaggio essenziale per verificare che
i profili di moto ottenuti tramite ottimizzazione producano una effettiva riduzione
misurabile dello sloshing in condizioni reali di macchina. In questo capitolo viene
descritto il banco prova sviluppato per eseguire test ripetibili su traiettorie monodi-
mensionali e viene introdotta I'impostazione sperimentale adottata (acquisizione vi-
deo e post-processing). Nei paragrafi successivi saranno poi presentati i risultati, con
confronto tra profili non ottimizzati e profili ottimizzati.

Figura 5.1: Modello CAD del banco prova: asse lineare e supporto recipiente. La geo-
metria e progettata per garantire un moto monodimensionale lungo una corsa definita
e per consentire acquisizione video frontale del pelo libero.

5.1 Ilbanco prova

Per eseguire prove controllate e ripetibili e stato prima progettato al CAD (Figura|5.1)
e poi realizzato (Figura|5.2), un banco prova basato su un sistema di movimentazio-
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Figura 5.2: Banco prova allestito per i test

ne lineare, concepito per riprodurre fedelmente la tipica forzante che eccita il feno-
meno dello sloshing nelle macchine automatiche, ovvero I'accelerazione imposta al
recipiente lungo un asse di traslazione.

Il banco e stato disegnato a partire dalla slitfa (guida lineare) utilizzata in azienda
sul RoboCombi, uno dei primi robot industriali sviluppati da Marchesini Group per
operazioni di handling e movimentazione in linea (ad esempio trasferimento/posizio-
namento di contenitori lungo stazioni di processo). In questo contesto, I'obiettivo non
e replicare 'intera macchina, ma isolare il problema fondamentale: un recipiente par-
zialmente riempito che viene accelerato e decelerato lungo una corsa nota, con profili
di moto programmabili.

Dal punto di vista architetturale, il banco é costituito da un asse lineare, sul cui car-
rello e fissato un supporto porta-recipienti. La componentistica industriale (sia mec-
canica che elettrica) consente di realizzare in modo affidabile e ripetibile profili rest-
to-rest coerenti con quelli trattati nei capitoli precedenti, mantenendo al contempo un
livello di eseguibilita comparabile a quello di un’applicazione reale.

La corsa utile del sistema e pari a 800 mm, valore sufficiente a riprodurre cicli di
accelerazione e decelerazione rappresentativi del caso di studio. La struttura portante
e il basamento sono stati progettati con I'obiettivo di garantire rigidezza e stabilita, in
modo da limitare flessioni e vibrazioni parassite che potrebbero interferire con I'osser-
vazione del pelo libero. Il supporto del recipiente ¢ stato realizzato in configurazione
modulare e, cosi come per gli elementi di fissaggio e centraggio (utili per adattare rapi-
damente il setup a diverse geometrie e facilitare la ripetibilita del posizionamento), si
e fatto ricorso alla stampa 3D.

Per la campagna sperimentale riportata in questo elaborato ¢ stato utilizzato un
contenitore cilindrico con diametro D = 97 mm e un’altezza di riempimento s = 82 mm.
Come fluido di prova e stata impiegata acqua addizionata con colorante blu: tale scel-
ta e finalizzata ad aumentare il contrasto ottico del pelo libero, rendendo piu robusta
’analisi dei filmati in post-processing. L'aggiunta di colorante modifica leggermente le
caratteristiche del sistema, comunque, vista la quantita esigua inserita, si puo trascu-
rare la variazione nelle proprieta del modello rispetto al caso in cui si utilizzi semplice
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Figura 5.3: Banco prova allestito per i test: contenitore bloccato, tramite i supporti,
sul carrello dell’asse lineare e configurazione per acquisizione video. La parete bianca
sullo sfondo aumenta il contrasto del pelo libero.

acqua pura. La medesima semplificazione é stata adottata in [8] e [10]. L'acquisizione
video € stata eseguita tramite action cam Easypix GoXtreme Vision Duo (4K Ultra HD)
che, essendo solidale al carrello grazie ai supporti stampati in 3D, permette di mante-
nere costante I'inquadratura durante le prove. Per migliorare ulteriormente la qualita
dell’estrazione del profilo della superficie libera, € stata inserita una parete bianca di
cartoncino sullo sfondo (Figura[5.3), cosi da ridurre disturbi visivi e rendere pili netto
il contorno del liquido nei frame.

5.2 Risultati sperimentali

Una volta registrati i video, si passa all’analisi degli stessi in modo da ottenere degli
andamenti dell’altezza di sloshing confrontabili con quelli ricavati dalle simulazioni
numeriche [19]. A tale scopo € stata impiegata una procedura di post-processing (la
stessa usatain [7] sviluppatain MATLAB (Figura, basata su tecniche di elaborazione
immagini e tracciamento fotogramma per fotogramma del pelo libero (Figura/5.5).

In sintesi, il metodo prevede:

e la lettura del video e la conversione dei frame in una rappresentazione adatta
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Figura 5.4: Primo step del post-processing: permette di controllare se il contrasto del
liquido all’'interno del recipiente € riconosciuto correttamente.

Figura 5.5: Istantanea di una legge di moto non ottimizzata dalla quale si evince che il
liquido andrebbe a fuoriuscire dal recipiente se quest’ultimo fosse aperto.
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alla segmentazione del liquido (sfruttando il contrasto cromatico introdotto dal
colorante);

» l'applicazione di una binarizzazione e di filtri morfologici per ottenere una ma-
schera pulita della regione di interesse;

* l'individuazione della quota del pelo libero in prossimita del bordo del recipien-
te, in modo coerente e ripetibile lungo tutta la sequenza.

Definita la scala di misura attraverso una grandezza geometrica nota del sistema (ad
esempio il diametro del recipiente), I'altezza misurata in pixel viene convertita in milli-
metri e restituita in uscita come serie temporale 7(#). Una volta esportati i punti (¢,7),
questi vengono infine riportati in grafico in MATLAB per confrontare direttamente le
prove sperimentali con i risultati di simulazione.

Le misure prese in questa maniera saranno affette da errori inevitabili. I principa-

li fattori che li determinano sono ad esempio: la forma cilindrica del recipiente, che
non facilita I'individuazione dell’effettivo punto in cui il pelo libero tocca il conteni-
tore sul piano del moto; o inevitabili piccole vibrazioni che si innescano sulla lamiera
di montaggio della fotocamera, che in alcuni frangenti possono determinare una leg-
gera perdita di messa a fuoco. Mentre, altri errori che interessano la discrepanza tra
il modello equivalente sviluppato e il sistema fisico reale sono dovuti agli scostamen-
ti tra il posizionamento di riferimento e quello reale del carrello, e alla modifica che i
parametri del modello subiscono a causa dell’aggiunta del colorante.
Nonostante questi fattori le misure ricavate risultano essere pilt che soddisfacenti. Ov-
viamente, per ottenere precisioni piu1 elevate sarebbe stato necessario disporre di pun-
tatori laser o strumenti di misura dedicati, che tuttavia non & stato possibile reperire
nei tempi previsti per il completamento delle prove.

Nel presente progetto, all'interno della procedura di post—processing & stata adot-
tata una scelta operativa leggermente diversa rispetto all'impostazione pil1 “canonica”’
per un moto rettilineo a 1 g.d.l. In linea di principio, infatti, nel caso di eccitazione
puramente traslazionale lungo un asse, la misura piti rappresentativa dell’ampiezza di
sloshing e I'altezza del pelo libero valutata al bordo del recipiente sul lato di moto (ad
esempio sul lato destro se la direzione positiva dell’accelerazione & verso destra), poi-
ché e in quel punto che si osservano tipicamente le massime escursioni durante la fase
di eccitazione.

Durante I'analisi dei filmati, tuttavia, si e scelto di stimare per ciascun frame la mas-
simaaltezza di sloshing lungo 'intero diametro del recipiente (nel piano di osservazio-
ne), anziché campionare la quota solo su un bordo. Questa scelta € stata adottata per
due motivi principali: (i) sul lato destro del recipiente il software di segmentazione ri-
sulta generalmente piu affidabile, poiché sono presenti meno zone d’ombra e riflessi
legati ai supporti del banco prova; (ii) la grandezza di interesse ai fini del confronto e
della validazione & proprio I'’escursione massima del pelo libero. Si osservi inoltre che,
mentre nel modello simulato il massimo di sloshing e tipicamente localizzato in pros-
simita della parete laterale, nel caso reale (soprattutto in fase di eccitazione) il picco
puod non trovarsi esattamente sulla parete laterale, ad esempio per dinamiche in cui si
manifesta il rotary sloshing.

Coerentemente con questa scelta, i risultati sperimentali sono stati rappresentati in
termini di valore assoluto dell’altezza di sloshing, ossia tramite |nj(¢)|. Tale rappresen-
tazione perde I'informazione di segno utile a distinguere un innalzamento da un ab-
bassamento rispetto alla quota indisturbata, ma consente di confrontare in modo piu
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robusto 'ampiezza del fenomeno tra profili di moto diversi, che & I'aspetto di interesse
principale ai fini della validazione e del confronto con le simulazioni.

5.2.1 Sequenza sperimentale

Le prove sperimentali sono state condotte eseguendo cicli ripetuti di andata e ritorno
lungo la guida lineare. Le due corse sono identiche in termini di parametri impartiti
alla legge di moto (durate dei tratti e livelli di accelerazione), con 'obiettivo di solleci-
tare il sistema in modo ripetibile e verificare la stabilita del comportamento nel tempo.
Nei grafici e nelle analisi riportate nel presente elaborato, tuttavia, vengono mostrati
principalmente i risultati relativi al primo moto (la prima corsa), poiché rappresenta la
condizione pilu coerente con l'ipotesi di progetto delle leggi rest-to-rest: il pelo libero
parte infatti da una configurazione indisturbata e 1'oscillazione osservata e attribui-
bile unicamente alla forzante imposta. Nei cicli successivi, invece, il moto inizia da
una condizione gia perturbata (residuo del ciclo precedente): se la legge non smorza
adeguatamente, possono comparire comportamenti peggiorativi o fenomeni di deriva.

La scelta di registrare sequenze con movimenti ripetuti rimane comunque utile
come stress-test sperimentale, perché consente di verificare la stabilita del compor-
tamento su piu ripetizioni e la presenza di eventuali accumuli di oscillazione. Si sot-
tolinea infine che, nelle applicazioni industriali reali, le movimentazioni non consisto-
no tipicamente in un moto alternato avanti-indietro, ma in trasferimenti tra stazioni;
pertanto i cicli ripetuti qui impiegati hanno un ruolo principalmente diagnostico.

La campagna sperimentale & stata inizialmente impostata fissando la corsa sy =
800 mm e un tempo di avanzamento fayan; = 1 s. A parita di queste specifiche, sono
state poi confrontate diverse famiglie di profili di accelerazione, ottenute con strategie
di ottimizzazione differenti e descritte dettagliatamente nelle Sezioni[3.4.3]e Si
rimanda per completezza anche alle Appendici[A} Be[C|

Come prima prova ¢ stata implementata in macchina una legge trapezia non ot-
timizzata (Figura [5.6), utilizzata come baseline di confronto: la parametrizzazione &
stata scelta assegnando durate uguali ai sette tratti (pesi uniformi, equivalenti a una
ripartizione iniziale AT; = 1/7). Questo profilo baseline rappresenta un confronto ne-
cessario per quantificare in modo oggettivo il beneficio dei metodi anti-sloshing: in
assenza di una progettazione mirata, lo smorzamento delle oscillazioni residue risul-
ta in genere limitato e la risposta pu0 presentare valori di 77(#) non compatibili con gli
obiettivi di riduzione.

Ottimizzazione spettrale in w, e in un intorno controllato (Sezione Appendi-
ce[B). Il primo livello di intervento (Figura[5.7) adotta la strategia di ottimizzazione
nel dominio della frequenza gia descritta nel Capitolo [4, Sezione e formalizzata
in Appendice [B| Qui si limita a richiamare il fatto che le variabili di decisione sono le
durate dei sette segmenti AT; e che I'intervento e costruito direttamente sullo spettro
analitico | X, (w)| della forzante: nella versione “notch singolo” la riduzione € imposta
in corrispondenza della pulsazione naturale nominale w,,. I risultati sperimentali sono
discussi nel seguito.

Successivamente, per aumentare la robustezza rispetto a possibili incertezze su w,,,
si e applicata la variante "robusta", ossia multi-notch in banda, descritta anch’essa
nella Sez. (Appendice B), mantenendo per coerenza sperimentale il parametro
Pnotch = 15%. 1l profilo risultante & riportato in Figural[5.8|
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Figura 5.6: Profilo baseline non ottimizzato (ripartizione uniforme dei sette segmenti)
per corsa Sy = 800 mm e tempo di avanzamento fayan; = 1 s (ID: 1egge_100).
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Figura 5.7: Profilo ottimizzato con notch singolo in corrispondenza di w,, per corsa
Stot = 800 mm e tempo di avanzamento fyanz =1 s (ID: legge_1).
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Figura 5.8: Profilo ottimizzato con notch multipli (strategia spettrale robusta in banda),
per corsa Syt = 800 mm e tempo di avanzamento f,yan; = 1 S: caso rappresentativo 1.
(ID: legge_3).

Oltre a questo caso, sono state valutate due ulteriori traiettorie ottenute con la
stessa logica di attenuazione in banda e con lo stesso valore di ppotch = 15%), ma
introducendo interventi mirati sulla parametrizzazione della legge.

In particolare, per entrambe le traiettorie qui discusse si € imposto che il tratto cen-
trale a accelerazione nulla (tratto 4) sia vincolato a zero, cosi da eliminare la fase inter-
media di sosta e rendere la legge pil1 “compatta” a parita di fuvan,. Questa scelta con-
sente di valutare I'effetto dell’ottimizzazione spettrale in condizioni piu stringenti, in
cui la ripartizione dei tratti deve contemporaneamente rispettare i vincoli cinematici e
garantire la riduzione del contenuto in frequenza attorno a w,.

La prima variante presenta appunto il vincolo sul tratto 4 e, in aggiunta, introduce
limiti sui tratti 2 e 6, imponendo limiti inferiori alle rispettive durate, cosi da evitare
che i plateau di accelerazione si riducano eccessivamente durante 1'ottimizzazione.
Lattenuazione corrispondente e riportata in Figura

La seconda variante mantiene anch’essa il vincolo sul tratto 4, ma rimuove i limiti
aggiuntivi per lasciare maggiore liberta alla ricerca. In questo caso, inoltre, € stata ac-
centuata I'azione sul punto w,, aumentando il peso ("b," nell’eq. del termine di
costo legato all’ampiezza spettrale in corrispondenza della pulsazione naturale domi-
nante: I'intento & ottenere un notch piu pronunciato in w, (pur rimanendo nel quadro
di attenuazione in banda), a fronte di una minore regolarizzazione della soluzione. Il
risultato e riportato in Figura[5.10]

Nel presente lavoro, per la campagna sperimentale é stato fissato il parametro pnotch
15%, che definisce la semi-ampiezza relativa della banda di attenuazione attorno alla
pulsazione naturale: in altri termini, I'intervento spettrale viene richiesto non solo in

60



5.2. Risultati sperimentali

(n) reale
(n) simulazione
= = fine moto

0 0.5 1 1.5
t[s]
Figura 5.9: Profilo ottimizzato con notch multipli (strategia spettrale robusta in banda),

per corsa Syt = 800 mm e tempo di avanzamento fyan; = 1 S: caso rappresentativo 2.
(ID: 1egge_b).
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Figura 5.10: Profilo ottimizzato con notch multipli (strategia spettrale robusta in ban-
da), per corsa sy = 800 mm e tempo di avanzamento f,yan; = 1 S: caso rappresentativo
3. (ID: legge_7).
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w,, ma anche nell’intervallo

we [(1 — Pnotch) @Wn, (1+ Pnotch) wn]»

cosi da imporre una riduzione del contenuto in frequenza su un intorno pari com-
plessivamente al 30% di w,. Tale scelta rappresenta un compromesso tra robustezza
(banda pit ampia, minore sensibilita a errori su w,) e conservativita, visto che una
banda troppo ampia puo penalizzare eccessivamente la forma della legge, riducendo i
gradi di liberta utili all’ottimizzazione.

Per coerenza metodologica e per rendere confrontabili i risultati, il valore ppotch =
15% viene mantenuto anche nelle prove successive condotte su tempi di avanzamento
inferiori e, ove previsto, su corse inferiori. Al contempo, sono stati effettuati test anche
con guess iniziali e percentuali di banda differenti; nel seguito vengono riportate solo
le configurazioni piu significative e prestazionalmente migliori, in modo da evitare di
appesantire la trattazione con varianti marginali e da mantenere il confronto chiaro e
leggibile.

Ottimizzazione spettrale con minimizzazione del jerk su banda (Sezione Ap-
pendice[C). Successivamente, € stata sperimentata una seconda famiglia di ottimiz-
zazione spettrale, che introduce anche un criterio di regolarita del profilo, penalizzan-
do variazioni troppo brusche e favorendo leggi con jerk pit contenuti(Figura[5.11). In
questa impostazione la banda attorno a w, viene discretizzata in un numero finito
di punti: Npang rappresenta proprio il numero di campioni in frequenza utilizzati per
valutare 1'obiettivo/vincolo spettrale nella banda, ad esempio Npang = 51 punti equi-
spaziati; mentre parametri quali Ageq € tole regolano rispettivamente I'ampiezza della
banda e la tolleranza relativa con cui si richiede I'attenuazione. Anche per questa stra-
tegia sono state testate diverse inizializzazioni e varianti dei parametri di vincolo, ma
si riporta la configurazione con il miglior compromesso tra riduzione dello sloshing e
regolarita del profilo.

Ottimizzazione nel dominio del tempo sul modello non lineare (Sezione Ap-
pendice [A). In aggiunta alle strategie nel dominio della frequenza, & stata testata
anche la procedura di ottimizzazione time-domain basata sulla risposta del modello
equivalente non lineare, descritta in Sezione In questa fase sperimentale, si ri-
corda che la configurazione adottata e caratterizzata dall'imposizione esplicita di un
vincolo sulle oscillazioni residue in fase di riposo:

riposo
N <3 mm,

mentre il resto dell'impostazione del problema (parametrizzazione tramite le durate
AT;, simulazione della dinamica sotto la forzante a(f) e settaggi numerici del solutore)
€ mantenuto coerente con quanto definito nel riferimento teorico. Il profilo ottenuto
e impiegato nelle prove € mostrato in Figura Per coerenza metodologica e per
rendere confrontabili i risultati tra campagne di test, il vincolo np < 3 mm viene

mantenuto invariato anche nelle prove successive.

Metriche di confronto e sintesi dei risultati. Per ciascuna legge testata, a partire dai
dati video post-processati, sono stati estratti in MATLAB i massimi di interesse in due
fasi: durante il moto (picco in avanzamento) e durante la sosta (oscillazione residua).
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Figura 5.11: Profilo ottimizzato con criterio spettrale e penalizzazione del jerk per corsa
Stot = 800 mm e tempo di avanzamento fyanz = 1 s (ID: 1legge_10).

30
(n) reale
(n) simulazione
- = = Vincolo su 7.
25 1 - riposo
= = = fine moto

n(t) [mm]

—_
o
T

Figura 5.12: Profilo ottimizzato nel dominio del tempo sulla risposta del modello non
lineare, con vincolo sulle oscillazioni residue in riposo, per corsa sy = 800 mm e tempo
di avanzamento fayanz = 1 s (ID: legge_22).
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Tali valori sono stati poi confrontati con quelli della legge baseline non ottimizzata, cal-
colando miglioramenti percentuali separatamente per fase di moto e fase di riposo. La
sintesi numerica delle leggi testate a fayan, = 1 s € riportata nella tabella riassuntiva

Tabella 5.1: Risultati sperimentali per corsa Sy = 800 mm € fayan; = 1.0 s. I migliora-
menti percentuali sono calcolati rispetto alla traiettoria baseline (trapezia standard a 7
tratti con ripartizione uniforme; ID: 1egge_100) e sono rappresentati come riduzioni.

Mmoto Mriposo  ATmoto ATlriposo
Traiettoria (caratteristiche principali) [mm] [mm] (%] (%]

Trapezia standard (baseline) 57.2 455 - -
ID: legge_100

Notch singolo in w, 382 297 332 -347
ID: legge_1

Notch multipli in banda, ppotch = 15% 29.9 8.7 -—47.7 -80.9
caso 1

ID: legge_3

Notch multipli in banda, ppotch = 15% 28.3 83 -50.6 —81.8
caso 2

ID: legge_5

Notch multipli in banda, ppotch = 15% 30.9 6.7 —-46.0 -85.3
caso 3

ID: legge_7

Min-jerk in banda, A f = 15%, 29.0 6.8 —-494 -85.0
tolye] = 20%, Npang = 51

ID: legge_10

Ottimizzazione nel tempo sul modello 28.1 104 -50.8 -77.1
non lineare, et < 3 mm

ID: legge_22

5.2.2 Prove con t,,,, inferiori

Dopo la campagna a st = 800 mm e f3yanz = 1.0 s, si € scelto di ridurre progressiva-
mente il tempo di avanzamento a parita di corsa, passando a fayanz = 0.9 s e succes-
sivamente a fyanz = 0.8 s. Questa scelta consente di verificare se le strategie proposte
mantengono efficacia anche in condizioni pilt “spinose”, caratterizzate da accelera-
zioni piu elevate e quindi da un’eccitazione potenzialmente pitt marcata dei modi di
sloshing. Per rendere i confronti metodologicamente significativi, si € deciso di riu-
tilizzare i medesimi settaggi “migliori” individuati nel caso fayanz = 1.0 s, replicandoli
alle nuove condizioni (stessa corsa, ma tempo ridotto).

Caso f3yanz = 0.9 s. Anche per questa campagna viene introdotta una traiettoria ba-
seline non ottimizzata, ottenuta con ripartizione uniforme dei sette tratti, che fornisce
il riferimento per la valutazione dei miglioramenti percentuali. Successivamente sono
state replicate le configurazioni piu rappresentative emerse nel caso a 1 s, lasciando
invariati tutti i parametri (consultabili in Tabella utilizzati proprio per quel caso:
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5.2. Risultati sperimentali

(i) strategia spettrale con notch singolo in corrispondenza di w,; (ii) strategia spettrale
“robusta” con attenuazione imposta anche su frequenze adiacenti a w,; (iii) strate-
gia min-jerk in banda; (iv) ottimizzazione nel dominio del tempo basata sul modello
non lineare. Le Figure[5.13H5.17|riportano i profili di accelerazione associati alle leggi

considerate.

Figura 5.13: Profilo baseline non ottimizzato per corsa syt = 800 mm e tempo di avan-
zamento fayan; = 0.9 s (ripartizione uniforme dei sette segmenti; ID: 1egge_900).

Figura 5.14: Profilo ottimizzato con notch singolo in corrispondenza di w,, per corsa
Stot ® 800 mm € fayanz = 0.9 s (ID: 1legge_36).
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Figura 5.15: Profilo ottimizzato con strategia spettrale robusta (attenuazione su w;, e
frequenze adiacenti) per corsa sy = 800 mm e fuyanz = 0.9 s (ID: legge_40).

Figura 5.16: Profilo ottimizzato con strategia min-jerk in banda per corsa sy ® 800 mm
€ favanz = 0.9 s (ID: legge_41).
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Figura 5.17: Profilo ottimizzato nel dominio del tempo sulla risposta del modello non
lineare per corsa syt = 800 mm e fuyan, = 0.9 s (ID: 1legge_50).

Tabella 5.2: Risultati sperimentali per corsa syt = 800 mm € f3yan; = 0.9 s. I migliora-
menti percentuali sono calcolati rispetto alla traiettoria baseline (trapezia standard a
7 tratti con ripartizione uniforme; ID interno: legge_900) e sono rappresentati come
riduzioni.

Nmoto Mriposo Aflmoto  Afriposo

Traiettoria (caratteristiche principali) [mm] [mm] [%] [%]
Trapezia standard (baseline) 73.3 707 - -
ID: 1egge_900

Notch singolo in w, 335 175 543 =753
ID: legge_36

Notch multipli in banda, ppotch = 15% 46.1 121 -37.0 -82.8
ID: legge_40

Min-jerk in banda, A f = 15%, 388 119 —-470 -83.2
tolye] = 20%, Npand =51

ID: legge_41

Ottimizzazione nel tempo sul modello 37.7 6.6 —48.5 —90.7
non lineare, Mrest < 3 mm
ID: legge_50
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Capitolo 5. Test sperimentali e risultati

Caso f,yan; = 0.8 s. Riducendo ulteriormente il tempo a t,yan; = 0.8 s, 'obiettivo e ve-
rificare la tenuta dei metodi in una condizione ancora pitt dinamica. Come per il caso
precedente, si definisce una baseline a pesi uniformi e si replicano le migliori confi-
gurazioni emerse nel caso a 1 s, mantenendo invariati i parametri di tuning: strate-
gia spettrale direttamente robusta senza nuovamente fissare il confronto con il notch
singolo, min-jerk in banda e ottimizzazione nel dominio del tempo sul modello non li-
neare. Per rendere il confronto coerente con le prove precedenti, si analizzano le stesse
grandezze sintetiche gia introdotte: i massimi di 77(#) durante il moto e in fase di riposo.
Le Figure[5.185.21] mostrano, per ciascun profilo, 'andamento temporale della quota
di sloshing misurata e quella ottenuta in simulazione; anche qui la linea verticale trat-
teggiata indica l'istante di fine moto e consente di distinguere chiaramente le due fasi.
La Tabella[5.3|riassume i valori massimi e i miglioramenti percentuali rispetto alla ba-
seline, permettendo una lettura immediata dell’efficacia relativa delle strategie in una
condizione caratterizzata da dinamiche piu spinte.

60 1
I (n) reale
I (n) simulazione
= = = fine moto
50 - \
|
1
40 - '
1
1
= I
Esof !
= |
1
1
20 r |
1
1
| N
10 - i
1
1
|
O 1 | I L 1 | 1 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

t[s]

Figura 5.18: Profilo baseline non ottimizzato per corsa sy, = 800 mm e tempo di avan-
zamento fayanz = 0.8 s (ripartizione uniforme dei sette segmenti; ID: 1egge_800).
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Figura 5.19: Profilo ottimizzato con strategia spettrale robusta (attenuazione in banda
attorno a wy) per corsa Sior = 800 mm € fayanz = 0.8 s (ID: 1legge _54).

Figura 5.20: Profilo ottimizzato con strategia min-jerk in banda per corsa si¢ = 800 mm
€ favanz = 0.8 s (ID: legge_51).
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Figura 5.21: Profilo ottimizzato nel dominio del tempo sulla risposta del modello non
lineare per corsa sy = 800 mm e fuyan, = 0.8 s (ID: 1legge_57).

Tabella 5.3: Risultati sperimentali per corsa sy = 800 mm € f3yan; = 0.8 s. I migliora-
menti percentuali sono calcolati rispetto alla traiettoria baseline (trapezia standard a
7 tratti con ripartizione uniforme; ID interno: legge_800) e sono rappresentati come
riduzioni.

Nmoto Mriposo  Almoto  Aflriposo
Traiettoria (caratteristiche principali) [mm] [mm] [%] (%]

Trapezia standard (baseline) 53.2 52.9 - -
ID: legge_800

Notch multipli in banda, ppotch = 15% 723  19.2 359 -63.7

ID: legge_54

Min-jerk in banda, A f = 15%, 525 169 -1.2 -68.1
tolye] = 20%, Npandg = 51

ID: legge_51

Ottimizzazione nel tempo sul modello 52.0 12.0 -23 =774
non lineare, Myest < 3 mm

ID: legge_57
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5.2.3 Prove su corsaridotta: s;,; = 500 mm

Conclusa la campagna su corsa s, = 800 mm, si e ritenuto utile testare i metodi an-
che in condizioni differenti, riducendo la corsa e, in modo coerente con le esigenze di
automazione, riducendo proporzionalmente il tempo di avanzamento. Lobiettivo di
questa fase e valutare se le strategie risultate piu efficaci nelle condizioni precedenti
mantengano un comportamento migliorativo anche quando la dinamica diventa piu
spinta.

In prima battuta, sono state replicate le tre condizioni migliori emerse dai test a
favanz = 0.8 s (i.e. notch multipli in banda, min-jerk con vincolo spettrale in banda e
ottimizzazione nel dominio del tempo sul modello non lineare), applicandole ad una
corsa di sio¢ = 500 mm e a un tempo di avanzamento di fayan; = 0.65 s. In questa con-
figurazione si e riscontrato che l'elevata “spinta” della manovra porta a un livello di
sollecitazione per cui i margini di mitigazione si riducono sensibilmente: gli interventi
di ottimizzazione non risultano piu efficaci in modo ripetibile e il beneficio rispetto
alla traiettoria di riferimento tende a degradare. Le Figure riportano i profili
di accelerazione associati alle leggi considerate, mentre la Tabella|5.4|riassume i valori
massimi e i miglioramenti percentuali rispetto alla baseline.

Influenza della durata del moto sui limiti di mitigazione. Dall’analisi complessiva
delle prove sperimentali e numeriche, emerge un trend ricorrente: a parita di corsa
imposta sio¢, riducendo il tempo di esecuzione della traiettoria il fenomeno dello slo-
shing diventa progressivamente piu difficile da mitigare, e la corrispondenza tra rispo-
sta prevista dal modello e misura sperimentale tende a degradare. Un comportamento
analogo si osserva sia con Sy = 800 mm di corsa e tempi di avanzamento inferiori a
0.8 s, sia (in modo piu marcato) nelle prove su corsa ridotta s¢ = 500 mm quando il
tempo di avanzamento scende sotto 0.7 s.

Questa evidenza € coerente con un’osservazione di scala: per moto rest-to-rest su
corsa fissata, una riduzione della durata complessiva T richiede, in media, profili pit
“aggressivi”, con valori caratteristici di accelerazione e jerk che crescono rapidamente
al diminuire di T. Al’aumentare di tali sollecitazioni, la forzante a(t) trasferisce piu
energia al fluido in tempi piu brevi, favorendo 'eccitazione dei modi dominanti e, pitt
in generale, di componenti dinamiche non pienamente descritte dal modello equiva-
lente adottato (ad esempio contributi modali superiori, effetti tridimensionali, evolu-
zioni della superficie libera piu complesse, fino a regimi con non linearita pitt marcata).
A supporto di questa interpretazione, si menziona il fatto che i picchi di accelerazio-
ne sono dell’ordine di 7 m/s? per le prove a 500 mm in 0.65 s, contro circa 5 m/s? per
500 mm in 0.7 s: la maggiore sollecitazione si riflette in una ridotta “ottimizzabilita”
del fenomeno, con benefici che tendono a ridursi rispetto ai casi meno spinti.

Dal punto di vista dell’ottimizzazione, cio si traduce in un compromesso struttu-
rale tra tempo ciclo e riduzione dello sloshing: restringendo il tempo disponibile, lo
spazio delle soluzioni ammissibili si riduce (vincoli cinematici e di regolarita diven-
tano piu stringenti) e ’obiettivo basato su 7(¢) presenta una diminuzione di efficacia
“raggiungibile”. In altre parole, oltre una certa aggressivita del profilo, anche una legge
ottimizzata pu0 non riuscire a ridurre significativamente I’ampiezza di sloshing rispet-
to a profili standard, perché il limite dominante non € piu solo I'ottimizzatore, ma la
combinazione di vincoli di macchina e fisica del fenomeno.
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Per questi motivi, le durate delle leggi di moto considerate nella campagna speri-
mentale sono state scelte in un intervallo che consenta, da un lato, di generare oscil-
lazioni misurabili e significative, e dall’altro di evitare condizioni troppo estreme in
cui la misura e la modellazione risultano meno affidabili. Tale scelta riflette inoltre
un vincolo tipico delle applicazioni industriali: le movimentazioni devono comunque
essere eseguite in tempi contenuti, quindi e importante valutare I'efficacia dei profili
anti-sloshing proprio in un regime di moto “veloce” ma realisticamente eseguibile.

Per queste ragioni, si  scelto di ripetere la campagna mantenendo la corsa ridotta
a 500 mm ma con un tempo di avanzamento leggermente meno aggressivo (fayanz =
0.7 s), cosi da collocarsi in una condizione sperimentale piu rappresentativa e mag-
giormente gestibile. Anche in questo caso sono state testate: (i) una traiettoria baseli-
ne non ottimizzata, (ii) una legge ottenuta con ottimizzazione spettrale robusta (notch
multipli in banda con ppich = 15%), (iii) una legge ottenuta con minimizzazione del
jerk con vincolo spettrale in banda (A f = 15%, tolye] = 20%, Npand = 51) e (iv) una legge
ottenuta con ottimizzazione nel dominio del tempo sul modello non lineare con vinco-
lo sulle oscillazioni residue 75 < 3 mm. Nel seguito si riportano i profili sperimentati
e la sintesi quantitativa dei risultati; come nelle sezioni precedenti, i valori percentuali
sono riferiti alla baseline della stessa campagna.

Figura 5.22: Profilo baseline non ottimizzato per corsa sy, = 500 mm e tempo di avan-
zamento fayanz = 0.7 s (ID interno: legge_700).
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Figura 5.23: Profilo ottimizzato con notch multipli in banda (ppotch = 15%, Appendi-
ce B) per corsa Sior = 500 mm € fayanz = 0.7 s (ID interno: legge_67).

Figura 5.24: Profilo ottimizzato con min-jerk e vincolo spettrale in banda (A f = 15%,
tolye] = 20%, Npand = 51, Appendice C) per corsa Siot = 500 mm € t3yanz = 0.7 s (ID inter-

no: legge_66).
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Figura 5.25: Profilo ottimizzato nel dominio del tempo sul modello non lineare con
vincolo 7rest < 3 mm (Appendice A) per corsa Syt = 500 mm e fayan; = 0.7 s (ID interno:
legge_65).

Tabella 5.4: Risultati sperimentali per corsa Sy = 500 mm € fayan; = 0.7 s. I migliora-
menti percentuali sono calcolati rispetto alla traiettoria baseline (trapezia standard a
7 tratti con ripartizione uniforme; ID interno: legge_700) e sono rappresentati come
riduzioni.

Nmoto Mriposo Afmoto  Ariposo
Traiettoria (caratteristiche principali) [mm] [mm] (%] (%]

Trapezia standard (baseline) 62.0 304 - -
ID: legge_700

Notch multipli in banda, ppotch = 15% 46.7 98 -248 -67.7

ID: legge_67

Min-jerk in banda, A f = 15%, 448 122 =277 -59.9
tolye; = 20%, Npand = 51

ID: legge_66

Ottimizzazione nel tempo sul modello 47.8 109 -23.0 -64.1
non lineare, Nyest <3 mm
ID: legge_65
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5.3 Discussione complessiva dei risultati sperimentali

Le tabelle di sintesi (Tabelle mostrano in modo chiaro che tutte le strategie
testate consentono, nelle condizioni considerate, di ridurre in misura significativa I’al-
tezza di sloshing rispetto alle rispettive traiettorie baseline. In particolare, il benefi-
cio risulta generalmente pitt marcato nella fase di riposo (oscillazione residua), mentre
nella fase di moto i miglioramenti percentuali tendono ad essere pili contenuti e, so-
prattutto, piu sensibili alle condizioni dinamiche della prova e al contenuto armonico
effettivamente introdotto dalla legge di accelerazione.

Nel caso Sior = 800 mm € fayanz = 1.0 s (Tabella5.1I), tutte le strategie ottengono una
riduzione consistente sia in moto sia in riposo, con miglioramenti in riposo tipicamen-
te molto elevati e miglioramenti in moto comunque importanti. In particolare, nella
fase di riposo si osservano riduzioni che raggiungono circa1'85%, come per il caso del-
la legge_7, mentre in fase di moto il miglioramento massimo si attesta intorno al 51%
(per la legge_22, a conferma che la mitigazione dell’oscillazione residua e il beneficio
pitt marcato nelle condizioni meno spinte.

Riducendo il tempo a fayanz = 0.9 s (Tabella[5.2), il quadro resta complessivamen-
te positivo: il notch singolo in w, produce un beneficio solamente in moto, mentre
le strategie robuste in banda e min-jerk mostrano un’elevata efficacia sulla riduzione
della vibrazione residua. La formulazione time-domain sul modello non lineare con
vincolo 75t < 3 mm si distingue per la forte riduzione in riposo anche in questa con-
dizione. Dal confronto quantitativo, nella fase di riposo si arriva fino a circa il 91%
di riduzione con la 1legge_50), mentre in fase di moto il miglioramento puo ancora
superare il 50% (fino a 54.3% nel caso della legge_36).

Quando la dinamica aumenta ulteriormente (Zayanz = 0.8 s su 800 mm, Tabella[5.3),
emerge invece un aspetto importante: non tutte le strategie mantengono lo stesso
comportamento. In particolare, la strategia multi-notch in banda (1egge_54) risulta
addirittura controproducente sulla fase di moto (aumental’altezza di sloshing del 36%),
pur riducendo la vibrazione residua in riposo. Al contrario, sia la strategia min-jerk
(legge_51) sia la strategia time-domain sul modello non lineare (1egge_57) manten-
gono un comportamento migliorativo, con una riduzione piu netta nella fase di riposo
rispetto a quella di moto.

Un comportamento analogo si osserva anche per corsa ridotta sy = 500 mm e
tavanz = 0.7 s (Tabella : in questa configurazione, i miglioramenti in moto resta-
no dell’ordine del 23-28%, mentre in riposo si raggiungono riduzioni nell'intervallo
60-68%, confermando che la fase di sosta beneficia maggiormente dell’ottimizzazio-
ne rispetto alla fase di moto. I tre metodi selezionati dalle prove pit lente (multi-notch
robusto, min-jerk in banda e time-domain sul modello non lineare) restano complessi-
vamente efficaci, ma la ripartizione del beneficio tra moto e riposo cambia. In partico-
lare, la strategia min-jerk mostra il miglioramento in moto piu elevato tra i tre metodi,
mentre le altre due strategie risultano particolarmente efficaci sul contenimento del-
l'oscillazione residua. Anche in questa casistica, complessivamente, seppur con valori
piu contenuti di miglioramento, i tre metodi isolati in quanto i piu efficaci, portano a
considerevoli migliorie di mitigazione e smorzamento.

Il caso della legge legge_54 (Tabella[5.3) evidenzia che I'ottimizzazione basata sul
solo contenuto spettrale puo perdere efficacia quando la dinamica diventa piu “aggres-
siva”. Questo esito e coerente con la natura della traiettoria, che e ricavata consideran-
do solo la frequenza naturale del pelo libero, parametro caratterizzante del modello
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lineare, e risulta quindi piu efficace quando la dinamica del sistema puo essere appros-
simata bene in regime quasi-lineare; al crescere delle accelerazioni e delle non lineari-
ta, la riduzione spettrale “a notch” puo perdere efficacia e, in casi estremi, peggiorare
la risposta durante la fase di moto. In tali condizioni, imporre notch puntuali, o anche
una banda relativamente stretta, puo non essere sufficiente a garantire un migliora-
mento globale durante il moto, e in alcuni casi puo produrre profili che, pur riducendo
la risposta residua, risultano sfavorevoli nella fase di accelerazione/decelerazione.

Rispetto alla multi-notch, la strategia min-jerk in banda mostra una migliore “te-
nuta” all’laumentare delle dinamiche. Cio e plausibile perché, oltre a imporre un’atte-
nuazione spettrale in banda, la formulazione include un termine che penalizza il jerk,
favorendo profili piu regolari e riducendo la probabilita di introdurre contenuti ad alta
frequenza che possono peggiorare la risposta durante il moto.

La formulazione time-domain sul modello non lineare con vincolo esplicito sulla
fase di riposo 7nrest < 3 mm risulta, nel complesso, la pit1 coerente con I'obiettivo fisico
di interesse (agire direttamente su 7)(f)) e mostra un comportamento particolarmente
robusto nel mantenere bassa la vibrazione residua (fino al 90% in alcune configurazio-
ni) anche al variare delle condizioni di prova. Il principale limite operativo osservato e
legato alla fattibilita numerica: vincoli troppo stringenti sulla risposta possono ridurre
lo spazio delle soluzioni ammissibili e portare piu facilmente a fallimenti del solver.
Per questa ragione, un valore di soglia “rilassato” ma ingegneristicamente significati-
VO come 7egt < 3 mm, rappresenta un buon compromesso tra efficacia e robustezza
numerica.

Le considerazioni precedenti aiutano anche a interpretare l'esito delle prove su
Stot = 500 mm e fuyan; = 0.65 s, dove i metodi risultano meno efficaci e meno ripeti-
bili. Tale condizione & confrontabile con il caso a fzyanz = 0.8 s su corsa 800 mm: in
entrambi i casi la manovra porta a sollecitazioni elevate e a un contenuto armonico
piu critico. In aggiunta, le misure a bordo macchina indicano che le accelerazioni ti-
piche nella campagna a 0.65 s su 500 mm raggiungono valori massimi dell’ordine di
7 m/s?, mentre per 0.7 s su 500 mm scendono a circa 5 m/s?: questa differenza contri-
buisce a spiegare perché, nella configurazione pitu “estrema”, il margine di mitigazione
siriduce e diventa piu difficile ottenere benefici netti e robusti.

In sintesi, i risultati sperimentali confermano che le strategie proposte possono ri-
durre in modo significativo lo sloshing, ma mostrano anche che, aumentando la dina-
mica del moto, il problema diventa pitu “rigido” e la mitigazione in fase di moto tende a
saturare prima rispetto alla fase di riposo. In tale regime, le strategie che integrano cri-
teri di regolarita (min-jerk) o che lavorano direttamente sulla risposta del modello nel
tempo (time-domain sul non lineare) risultano complessivamente pit robuste rispetto
a ottimizzazioni esclusivamente spettrali basate su notch.

Un aspetto ricorrente e la diversa “ottimizzabilita” delle due fasi: durante il moto,
I’'andamento di n(#) € dominato dalla forzante imposta (accelerazione/decelerazione)
e dai vincoli cinematici, quindi la riduzione del picco nmoto € limitata dal fatto che il
profilo deve comunque completare la corsa nel tempo assegnato. Al contrario, nel-
la fase di riposo |'obiettivo € prevalentemente ridurre I’energia residua del modo do-
minante; per questo motivo si osservano spesso miglioramenti percentuali molto piu
marcati Su 7riposo IiSPetto a Nmoto-
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Conclusioni

Il presente lavoro di tesi ha affrontato il problema della mitigazione dello sloshing in
movimentazioni ad alte prestazioni tipiche dell’automazione industriale, con I’obietti-
vo di ottenere leggi di moto compatibili con 'implementazione in macchina e, al tem-
po stesso, efficaci e robuste al variare di condizioni dinamiche. Lidea guida e stata
quella di non limitarsi alla ricerca dell’“ottimo” in condizioni nominali, ma di costruire
strategie che mantengano prestazioni accettabili anche in presenza di incertezze, in
particolare lavorando sul contenuto in frequenza della forzante imposta al recipiente.

A partire dai modelli equivalenti meccanici lineare e non lineare dello sloshing, & stato
formulato un problema di ottimizzazione su leggi di moto a tratti e piu in particola-
re su trapezia standard a 7 segmenti, scegliendo come variabili decisionali le durate
dei segmenti e imponendo i vincoli di fattibilita necessari per un moto rest-to-rest. Sul
piano metodologico, il contributo centrale consiste nell’'introduzione esplicita di una
descrizione nel dominio della frequenza: € stato ricavato lo spettro analitico della leg-
ge trapezia e lo si & utilizzato per costruire obiettivi e vincoli spettrali direttamente
in funzione dei parametri temporali della traiettoria. In parallelo, € stata mantenuta
una strategia nel dominio del tempo basata sulla risposta del modello non lineare, in
modo da disporre di un termine di confronto “fisico” quando la dinamica risulta piu
aggressiva.

Le campagne sperimentali su banco monodimensionale hanno consentito di confron-
tare in modo controllato traiettorie baseline e traiettorie ottimizzate, variando pro-
gressivamente la dinamica (corsa e tempo di avanzamento) e mantenendo costante la
struttura della legge. Dall’analisi complessiva emerge che tutte le strategie considerate
possono ridurre in modo significativo lo sloshing rispetto alle baseline nelle condizio-
ni investigate, con un beneficio generalmente piti marcato nella fase di riposo (oscil-
lazione residua) rispetto alla fase di moto. Il miglioramento in moto risulta invece piu
variabile e tende a degradare al crescere dell’“aggressivita” della manovra: riducendo
il tempo a parita di corsa, aumentano accelerazioni e jerk caratteristici, la forzante tra-
sferisce piu energia al fluido in tempi piu brevi e diventa piti probabile eccitare compo-
nenti non pienamente rappresentate dal modello equivalente (modi superiori, effetti
tridimensionali e non linearita pitt marcate). In tali condizioni, anche la corrispon-
denza tra risposta modellistica e misura sperimentale tende a peggiorare. I risultati
ottenuti risultano inoltre coerenti con quelli riportati in [10] e in [4], in cui la riduzione
dello sloshing e ottenuta mediante tecniche di input shaping applicate al recipiente di
dimensioni maggiori. Questo confronto qualitativo suggerisce che I'approccio basato
sull’analisi spettrale consente di ottenere prestazioni analoghe a quelle degli shaper,
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pur senza modificare esplicitamente la forma della legge di moto.

All'interno di questo quadro, si distinguono tre livelli di intervento: (i) ottimizzazione
spettrale “puntuale” (notch singolo in corrispondenza di w,); (ii) ottimizzazione spet-
trale robusta in banda (multi-notch attorno a w,, con banda definita da un parametro
di ampiezza relativa fissato nella campagna sperimentale); (iii) strategie che introdu-
cono esplicitamente requisiti di regolarita/robustezza aggiuntivi, come la minimizza-
zione del jerk con vincolo spettrale in banda e 'ottimizzazione nel dominio del tempo
sul modello non lineare con vincolo sulle oscillazioni residue.

In particolare, quando la dinamica diventa pit spinta, I'ottimizzazione basata sul solo
contenuto spettrale puo perdere efficacia nella fase di moto e, in alcuni casi, diventare
controproducente: cid & coerente con il fatto che la logica “tipo input shaping” (at-
tenuazione mirata del contenuto armonico) risulta pil1 adatta a contesti dominati da
pochi modi e da dinamiche prossime alla linearita. Viceversa, la strategia min-jerk
in banda e soprattutto 1'ottimizzazione time-domain sul modello non lineare han-
no mostrato un comportamento piu stabile al variare delle condizioni, mantenendo
riduzioni significative della vibrazione residua anche per manovre piu aggressive.

I principali elementi di forza del lavoro possono essere riassunti come segue:

* Compatibilita industriale: 'intervento avviene su un numero limitato di para-
metri (AT;) e mantiene una struttura a tratti direttamente implementabile nei
controllori di macchina.

 Spettro analitico e ottimizzazione “intrinseca”: la disponibilita di una forma
chiusa evita dipendenze da scelte di campionamento quali: passo At, finestra,
leakage o zero-padding e consente di costruire obiettivi/vincoli spettrali continui
rispetto alle variabili decisionali.

* Validazione sperimentale: le prove su banco e il post-processing video hanno
reso possibile un confronto quantitativo su pitt dinamiche e la traduzione dei
benefici simulativi in riduzioni misurabili dello sloshing in condizioni operative
concrete.

Dalle prove si evidenzia un limite strutturale: esiste un compromesso inevitabile tra
tempo ciclo e riduzione dello sloshing. Riducendo troppo la durata del moto, lo spazio
delle soluzioni ammissibili si restringe (vincoli pit stringenti e profili pit1 aggressivi) e
la riduzione “raggiungibile” tende a diminuire; in queste condizioni il limite dominan-
te puo non essere I'ottimizzatore, ma la combinazione di vincoli di macchina e fisica
del fenomeno. Inoltre, I'efficacia delle strategie spettrali dipende dalla validita dell’i-
potesi modale sottostante (pochi modi dominanti) e dalla vicinanza a un regime “qua-
si lineare”; all’aumentare della non linearita effettiva, diventa piti importante intro-
durre criteri che tengano conto direttamente della dinamica nel tempo o che rendano
I'intervento spettrale meno “puntuale”.

Inoltre, la campagna sperimentale ha utilizzato un unico contenitore cilindrico (D =97
mm, h =82 mm) con acqua addizionata di colorante, rappresentativo di una condizio-
ne specifica; in particolare, le prove sono state condotte con un solo valore del rapporto
h/R, parametro centrale nel modello modale del liquido. Di conseguenza, la generaliz-
zazione dei risultati a configurazioni caratterizzate da rapporti h/R differenti richiede
ulteriori verifiche sperimentali, cosi come 'estensione a fluidi con proprieta reologi-
che differenti. Infine, la misura dell’altezza di sloshing tramite analisi video, pur robu-
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sta e conveniente, introduce inevitabilmente incertezze di tipo ottico e di calibrazione
che potrebbero essere ridotte con strumenti di misura dedicati.

A partire dai risultati conseguiti, diversi sviluppi futuri appaiono di interesse sia scien-
tifico che applicativo. In primo luogo, sarebbe utile estendere la campagna sperimen-
tale a configurazioni piu1 variegate: da un lato, testare corse pit brevi e tempi di avanza-
mento ulteriormente ridotti, per caratterizzare i limiti assoluti di mitigazione in regimi
dinamici molto spinti; dall’altro, ripetere le stesse prove con contenitori di diametro
diverso, al fine di verificare la scalabilita del metodo e la sua dipendenza dalla pulsa-
zione naturale del sistema, che varia significativamente con la geometria del recipiente
e il livello di riempimento. Altri sviluppi comprendono:

* Estensione a profili raccordati e jerk-limited: mantenendo I'idea di parametriz-
zazione a segmenti, ottimizzare anche leggi trapezoidali con raccordi ad esempio
sinusoidali, per garantire continuita del jerk e ridurre ulteriormente vibrazioni
strutturali e contenuti ad alta frequenza.

* Modelli ancora piu1 precisi: estendere i modelli meccanici equivalenti includen-
do pitt modi di sloshing e/o effetti tridimensionali; in alternativa, adottare for-
mulazioni non lineari piu espressive quando la dinamica entra in regimi forte-
mente non lineari. In parallelo, sulla base dei risultati sperimentali si puo preve-
dere di ottenere stime pil1 accurate del rapporto di smorzamento effettivo intro-
dotto (e della sua possibile dipendenza da riempimento, geometria e condizioni
operative), migliorando I’aderenza tra simulazioni e prove.

* Integrazione “format-driven” in macchina: passare da soluzioni precalcolate a
un approccio parametrico, in cui, dato un formato (geometria e riempimento
noti e codificati a bordo linea), la macchina possa calcolare automaticamente i
parametri della legge di moto tramite un metodo robusto pre-caricato, rendendo
’anti-sloshing adattivo al cambio formato.

In conclusione, il lavoro mostra che I'ottimizzazione di leggi a tratti puo produrre be-
nefici sperimentali rilevanti, soprattutto sulla vibrazione residua, e che la combina-
zione tra analisi spettrale e criteri di regolarita/dinamica nel tempo rappresenta una
direzione promettente per ottenere prestazioni robuste in scenari industriali reali.
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Appendice A

Codice ottimizzazione nel dominio del
tempo sul modello non lineare

1 import casadi as ca

2 import numpy as np

s import math

+ import matplotlib.pyplot as plt

s def calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot):
7 DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

9 cl = (DT1*DT7**2 + 2xDT2*DT7**2 + DT3*DT7**2)/(2*xDT7) + DT3*DT6/2 +
< DT2*DT6 + DT1#DT6/2 + (DT1*DT5**2 + 2%DT2*DT5*%2 + DT3*DT5**2)
— /(2*DT5) + \

10 (DT3/2 + DT2 + DT1/2)*DT4 + (DT1#DT3**2 + 24DT2*DT3*x2 +
< (2.0/3.0)*DT3%%3) /(2+«DT3) + DT1*DT2/2 + DT2%*2/2 + DT1%%2/6

1 c2 = (-DTS*DT7**2 - 2+¥DT6*DT7**2 - (2.0/3.0)*DT7**3)/(2*xDT7) - DT6
— %%x2/2 - DT5*DT6/2 - DT5**2/6

12 c3 = DT3/2 + DT2 + DT1/2

13 c4d -DT7/2 - DT6 - DT5/2

15 denom = (cl*c4 - c2%*c3)

c4 * s_tot / denom
18 aMin -c3 * s_tot / denom
19 return aMax, aMin

17 aMax

20

21 def build_trap_coeffs_casadi(DT, s_tot_m):

23 #Verstone CasADt di calc_trap:

24 #DT: MX(7,1) con [DT1..DT7]
2 #s_tot_m: spostamento totale scalare [m]
26 #Ritorna:

27 # coeff: MX(24,1) con coefficienti polinomiali e valori di jerk
28 # t_switch: MX(8,1) con [tO..t7]
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84

DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

t0 =0

tl = DT1

t2 = DT1 + DT2

t3 = DT1 + DT2 + DT3

t4 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4

t5 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5

t6 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5 + DT6

t7 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5 + DT6 + DT7

# condizioni al contorno

pos_0 = 0.0
vel_0 = 0.0
acc_0 = 0.0

pos_7 = s_tot_m
vel 7 = 0.0
acc_7 = 0.0

# questa legge ha il tratto 4 a accelerazione nulla (velocit
— costante)

A3 = 0.0

a0_1 = pos_0

al_1 = vel_O

a2_1 = acc_0/ 2.0
a2_4 = A3 / 2.0
a2_b = a2_4

A = ca.MX.zeros(24, 24)

Afo, 0] = 6.0; A[0, 20] = -1.0

A[1, 0] = -DT1%x*3; Al1, 11 =1.0

A2, 2] =1.0; A[2, 0] = -3.0 * DT1*x*2

A[3, 3] = 2.0; A[3, 0] = -6.0 *x DT1

Al4, 4] = -1.0; Al4, 11 =1.0; A[4, 2] = DT2; Al4,
— 3] = DT2*x*2

A[5, 5] = -1.0; A[5, 21 =1.0; A[5, 3] = 2.0 *x DT2

Al6, 6] = 1.0; Al6, 3] = -1.0

A7, 7] = 6.0; A7, 21] = -1.0

A8, 8] = -1.0; A[8, 41 = 1.0; A[8, 5] = DT3; Afs,
— 6] = DT3**2; A[8, 7] = DT3**3

Al9, 91 = -1.0; A[9, 5] =1.0; A[9, 6] = 2.0 * DT3; A[9,
«— 7] = 3.0 x DT3*x2

A[10, 6] = 1.0; A[10, 7] = 3.0 * DT3

Al11, 10] = 1.0; A[11, 8] = -1.0; A[11, 9] = -DT4




80

81

82

83

84

85

86

88

89

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

Al12, 11] = 1.0; Al12, 9] = -1.0

A[13, 12] = 6.0; A[13, 22] = -1.0

Al14, 13] = 1.0; Al14, 10] = -1.0; A[14, 11] = -DT5; A
— [14, 12] = -DT5*%3

A[15, 14] = 1.0; A[15, 11] = -1.0; A[15, 12] = -3.0 * DT5**2
Al16, 15] = 1.0; A[16, 12] = -3.0 * DTS

A[17, 16] = -1.0; A[17, 13] = 1.0; A[17, 14] = DT6; A
— [17, 15] = DT6**2

A[18, 17] = -1.0; A[18, 14] = 1.0; A[18, 15] = 2.0 * DT6

A[19, 18] = -1.0; A[19, 15] = 1.0

A[20, 19] = 6.0; A[20, 23] = 1.0

Al21, 16] = 1.0; A[21, 17] = DT7; A[21, 18] = DT7*x*2;

— A[21, 19] = DT7**3

A[22, 17] = 1.0; A[22, 18] = 2.0 * DT7; A[22, 19] = 3.0 * DT7
— k%2

A[23, 18] = 2.0; A[23, 19] = 6.0 * DT7

b = ca.vertcat(
0,
a0_1 + al_1 * DT1 + a2_1 * DT1x*x%2,
al_1 + 2.0 x a2_1 * DT1,
2.0 * a2_1,
0.0,

3
s
3

b

O O O O O
O O O O O

>

a2_4,

a2_4 x DT4x*x*2,
2.0 x a2_4 * DT4,
0.0,

a2_5 * DTb*x*2,
2.0 x a2_5 * DT5,
a2_5,

0.0,

0.0,

0.0,

0.0,

pos_7,

vel 7,

acc_7

coeff = ca.solve(A, b)
t_switch = ca.vertcat(t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7)
return coeff, t_switch
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146

147

148

149

150

160

161

162

163

164

165

166

86

122 def trapStd_kinematics_casadi(t, coeff, t_sw, s_tot_m):

#Ritorna p(t), v(t), a(t), j(t) (MX) per la legge a 7 tratts.

t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7 = [t_sw[i] for i in range(8)]

pos_0 = 0.0

vel 0 = 0.0

acc_0 = 0.0

A3 = 0.0

a0_1 = pos_0

al_1 = vel O

a2_1 = acc_0/ 2.0
a2_4 = A3 / 2.0
a2_b = a2_4

# estrazione dei coefficientt

a3_1 = coeff[0]

a0_2, al_2, a2_2 = coeff[1], coeff[2], coeff[3]

a0_3, al1_3, a2_3, a3_3 = coeff[4], coeff[5], coeff[6], coeff[7]
a0_4, al_4 = coeff[8], coeff[9]

a0_5, al_5, a3_5b coeff[10], coeff[11], coeff[12]

a0_6, al_6, a2_6 = coeff[13], coeff[14], coeff[15]

a0_7, al_ 7, a2_7, a3_7 = coeff[16], coeff[17], coeff[18], coeff[19]

# tratto 1
taul = t - t0
pl = a0_1 + al_1xtaul + a2_1*taul**2 + a3_l*taul**3

vl = al_1 + 2%a2_1*xtaul + 3*xa3_1*xtaulxx*2
al = 2%a2_1 + 6*a3_1x*taul

jl = 6*%a3_1

# tratto 2

tau2 = t - ti
p2 = a0_2 + al_2*xtau2 + a2_2*tau2**2

v2 = al_2 + 2%a2_2*xtau?2
a2 = 2%a2_2

j2 = 0.0

# tratto 3

tau3 = t - t2
p3 = a0_3 + al_3*tau3d + a2_3*taud**2 + a3_3*taud**3

v3 = al_3 + 2*%a2_3%taud + 3*xa3_3xtaul3**2
a3 = 2*%a2_3 + 6*xa3_3*taul
j3 = 6*a3_3

# tratto 4 (accelerazione nulla se 43=0)
taud = t - t3
p4d = a0_4 + al_4xtaud + a2_4*taud*x2




174 v4d = al_4 + 2*a2_4x*taud

175 ad = 2%a2_4
176 j4 = 0.0

177

178 # tratto &5

179 taub =t - t4
180 pd = a0_5 + al_bxtaub + a2_bxtaub**2 + a3_b*taub**3

181 vb = al_b + 2%a2_b*taub + 3*a3_b*taub**2
182 ab = 2%a2_5 + 6*a3_bxtaub

183 jb = 6*a3_b

184

185 # tratto 6

186 tau6 = t - tb

187 p6 = a0_6 + al_6*xtaub6 + a2_6xtaub**2

188 v = al_6 + 2%a2_6%*taub

189 a6 = 2*xa2_6

190 j6 = 0.0

191

192 # tratto 7

193 tau7 = t - t6

194 p7 = a0_7 + al_7xtau7 + a2_7*tau7**2 + a3_T7*xtau7**3
195 v7 = al 7 + 2xa2_Txtau7 + 3*a3_T7*xtau7**2
196 a7 = 2*%xa2_7 + 6*xa3_7*xtau’

197 j7 = 6*%a3_7

198
199 p = ca.if_else(t <= t0, 0.0,
200 ca.if_else(t <= t1, pi,

201 ca.if_else(t <= t2, p2,
202 ca.if_else(t <= t3, p3,
203 ca.if_else(t <= t4, p4,
204 ca.if_else(t <= t5, pb5,
205 ca.if_else(t <= t6, p6,
206 ca.if_else(t <= t7, p7, s_tot_m))))))))
207

208 v = ca.if_else(t <= t0, 0.0,
209 ca.if_else(t <= t1, vi,
210 ca.if_else(t <= t2, v2,
211 ca.if_else(t <= t3, v3,
212 ca.if_else(t <= t4, v4,
213 ca.if_else(t <= t5, vb,
214 ca.if_else(t <= t6, v6,
215 ca.if_else(t <= t7, v7, 0.0))))))))
216

217 a = ca.if_else(t <= t0, 0.0,
218 ca.if_else(t <= t1, ail,
219 ca.if_else(t <= t2, a2,
220 ca.if_else(t <= t3, a3,
221 ca.if_else(t <= t4, a4,
222 ca.if_else(t <= t5, ab,
223 ca.if_else(t <= t6, a6,

224 ca.if_else(t <= t7, a7, 0.0))))))))
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226 j = ca.if_else(t <= t0, 0.0,

227 ca.if_else(t <= t1, ji,

228 ca.if_else(t <= t2, j2,

229 ca.if_else(t <= t3, j3,

230 ca.if_else(t <= t4, j4,

231 ca.if_else(t <= t5, j5,

232 ca.if_else(t <= t6, j6,

233 ca.if_else(t <= t7, j7, 0.0

234

235 return p, v, a, j

236

237 # e e e e e i)
s # FFT (per confronto)

239 # e e e e e e e e e i

240

2n def calc_trajectory_fft_np(t, acc):

242 T = t[1] - t[0]

243 Fs =1.0/T

244 L = len(acc)

245 n = int(2**np.ceil(np.log2(10 * L)))

246

247 Y = np.fft.fft(aoc, n)

218 trasf_calc = np.abs(Y / L)

249 trasf = trasf_calcl[:n//2 + 1]

250 if trasf.size > 2:

251 trasf[1:-1] *= 2.0

252

253 f = Fs * np.arange(0, n//2 + 1) / n
254 w = f % 2*np.pi

255 return w, trasf

s def trapStd_amplitude_spectrum_np(w, DT_vec, s_tot, t0=0.0):

260 #Verstione NumPy (vettoriale) per plottare A() della trapezia
— standard

261

262 DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT_vec
263

264 tl = t0 + DT1
265 t2 = t1 + DT2
266 t3 = t2 + DT3
267 t4 = t3 + DT4
268 tb = t4 + DTS5
269 t6 = tb + DT6
270 t7 = t6 + DT7
271

272 # aMaz/aMin
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279

280

281

283

284

285

286

287

288

289

290

291

299

300

301

302

303

304

305

306

308

309

310

311

cl = (DT1*DT7#*2 + 2*xDT2+DT7*%2 + DT3*DT7**2)/(2*DT7) + DT3*DT6/2 +
< DT2*DT6 + DT1*DT6/2 + (DT1*DT5%%2 + 2%DT2*DT5%%2 + DT3*DT5**2)
— /(2«DT5) + \
(DT3/2 + DT2 + DT1/2)*DT4 + (DT1xDT3**2 + 2*DT24DT3**2 +
< (2.0/3.0)*DT3**3) /(2*DT3) + DT1%DT2/2 + DT2x*2/2 + DT1*%*2/6
c2 = (-DTE*DT7**2 - 2xDT6xDT7**2 - (2.0/3.0)*DT7*%*3)/(2xDT7) - DT6
— *x%x2/2 - DT5*DT6/2 - DT5%%2/6
c3 DT3/2 + DT2 + DT1/2
c4 -DT7/2 - DT6 - DT5/2
denom = (cl*xcd - c2*c3)
aMax c4 * s_tot / denom
-c3 * s_tot / denom

aMin

w = np.asarray(w, dtype=float)

sin_wt0 = np.sin(w*t0); cos_wt0 = np.cos(w*t0)
sin_wtl = np.sin(w*tl); cos_wtl = np.cos(wxtl)
sin_wt2 = np.sin(w*t2); cos_wt2 = np.cos(wxt2)
sin_wt3 = np.sin(w*t3); cos_wt3 = np.cos(w*t3)
sin_wt4 = np.sin(w*t4); cos_wt4 = np.cos(wxt4)
sin_wtb5 = np.sin(w*t5); cos_wtb = np.cos(wxth)
sin_wt6 = np.sin(w*t6); cos_wt6 = np.cos(wxt6)
sin_wt7 = np.sin(w*t7); cos_wt7 = np.cos(w¥t7)

with np.errstate(divide=’ignore’, invalid=’ignore’):
RePart = -aMin*t6*sin_wt7/(DT7*w) + aMin*t7+*sin_wt7/(DT7*w) -
— aMin*t5*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*t3*sin_wt3/(DT3*w) + \
aMax*t2*sin_wt3/(DT3*w) + aMin¥td*sin_wt7/(DT5%w) -
— aMax*tO*sin_wt3/(DT1*w) + aMax*tlxsin_wt3/(DT1*w) + \
aMax*cos_wt1l/(DT1*wx*2) - aMax*cos_wt3/(DT3*w**2) +
— aMax*cos_wt2/ (DT3*w*x*2) + aMin¥cos_wt4/(DT5*xw**2) - \
aMin*cos_wt5/ (DT5*w**2) + aMin*cos_wt7/(DT7*w*%*2) -
— aMinxcos_wt6/(DT7*w**2) - aMax*cos_wt0/(DT1xw**2)

ImPart = -aMax*tO*cos_wt3/(DT1*w) - aMin*t5*cos_wt7/(DT5*w) +
— aMin*t7*cos_wt7/(DT7*w) - aMin*t6xcos_wt7/(DT7+*w) + \
aMax*ti*cos_wt3/(DT1*w) - aMax*t3*cos_wt3/(DT3*w) +
— aMax*t2*cos_wt3/(DT3*w) + aMin*td*cos_wt7/(DT5*w) - \
aMax*sin_wt1l/(DT1*w**2) + aMax*sin_wt3/(DT3*w**2) -
— aMax*sin_wt2/(DT3*w*x*2) - aMin*sin_wt4/(DT5*xw**2) + \
aMin*sin_wt6/ (DT7*w**2) - aMin*sin_wt7/(DT7*w**2) +
— aMin*sin_wt5/(DT5*w*x*2) + aMax*sin_wt0/(DT1*xw**2)

A = np.sqrt(RePart**2 + ImPart*x2)

# gestione "0

eps = le-6

mask_small = np.abs(w) < eps

if np.any(mask_small):
A = np.asarray(A, dtype=float)
Almask_small] = 0.0

return A
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312

313

314 # B e e e it
sis # OPTI (problema di ottimizzazione)

316 # e e e e e it
317

318 Opti = ca.Opti()

319

21 # Parametri sloshing

323

24 R_mm = 48.5

27 R = R_mm / 1000.0
26 h = h_mm / 1000.0
329 rho = 1000.0

330 ST 0.073

331 mu = le-3

32 nu = mu / rho

333 & 9.81

334

1.84118
335 alpha_n = 0.58

337

i
'_l.
1]

338

339 # B e e e e e e e e e e e i
ss0 # Impostazioni moto

341 # e e e e e e e e e e e e e e i
342

313 s_tot_mm = 800.0

34 S_tot_m = s_tot_mm / 1000.0

345

us t_avanz = 1.0

307 t_rest 1.0

t_avanz + t_rest

t
ot
[}
ct

Il

348

349

350 eta_rest_max_mm = 3 #mm

351 eta_rest_max_m = eta_rest_max_mm / 1000.0

352

353 #eta_moto_maz_mm = 40 #mm

s #eta_moto_max_m = eta_moto_maxz_mm / 1000.0

57 # griglia temporale

38 N = 101

359 dt = t_tot / (N - 1)

s0 t_grid = np.linspace(0.0, t_tot, N)
361

s2 # tntegro su N-1 step, usando a(t_k) al nodo sinistro
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363

364

365

366

380

381

382

383

384

385

386

389

390

391

392

393

394

395

396

397

398

399

400

401

402

403

404

405

406

t_matrix = ca.DM(t_grid[:-1]).reshape((1, N - 1))

# indice dt separaztone tra fase di moto e fase di sosta
idx_moto_end = int(np.searchsorted(t_grid, t_avanz, side="right"))

— # puntt t <= t_avanz
# 3 r st s r =+ +3
# Vartabili decisional?:
# ==========================================================

# durate grezze mon negative
DT = opti.variable(7, 1)

opti.subject_to(ca.sum(DT) == t_avanz)

# durate minime (imposte sut DT effettivi)
opti.subject_to(DT[0] >= 0.05)

opti.subject_to(DT[1] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[2] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[3] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[4] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[5] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[6] >= 0.05)

# Guess iniziale
w7 = np.array([0.14286, 0.14286, 0.14286, 0.14284, 0.14286, 0.14286,
— 0.14286]) #somma = 1

#configurazione del risolutore numerico
opti.solver(’ipopt’, {

"ipopt.print_level": 3, #livello di stampa
"ipopt.max_iter": 2000, #numero massimo dt tteraziont

b

# =====================================================================

# Parametrt fisict calcolatt per caratterizzare la dinamica dello
— sloshing

m_f = math.pi * R¥*2 x* h * rho
(m_f * 2.0 * R * math.tanh(xi * h / R)) / (xi * h * (xi**2 - 1.0)
— )

math.sqrt((g * xi / R) * math.tanh(xi * h / R))

=]
0
]

wn
Rel = nu / math.sqrt(g * R**3)

zeta_l = 0.79 * math.sqrt(Rel) * (1.0 + (0.318 / math.sinh(1.84 * h / R
— )) * (1.0 + (1.0 - h / R) / math.cosh(1.84 x h / R)))
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w07 def C_n_val(xi_val, h_val, R_val):

108 return xi_val * math.tanh(xi_val * (h_val / R_val))

409

20 Cn_const = C_n_val(xi, h, R)

411

w2 # conversione da zn ad altezza di sloshing eta in (metri)

s K_eta = (h * (xi**2) * ms) / m_f

414

415

416 # T T T S T S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S EEEEE S EEE S
a7 # Accelerazione trapezoidale a(t) come Function + map

418 # T S T T S S S T S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S EEEEEEEEE S
419

w2 t_sym = ca.MX.sym(’t’)

w21 DT_sym = ca.MX.sym(’DT’, 7)

422

13 coeff_sym, t_sw_sym = build_trap_coeffs_casadi(DT_sym, s_tot_m)
w24 _, _, a_trap_sym, _ trapStd_kinematics_casadi(t_sym, coeff_sym,
— t_sw_sym, s_tot_m)

425

s a_fun = ca.Function(’a_fun’, [t_sym, DT_sym], [a_trap_sym])

427

w28 # Valuta a(t_k) su tutta la griglia in un colpo (map)

129 DT_rep = ca.repmat(DT, 1, N - 1) # 7z (N-1)

s a_trap_grid = a_fun.map(N - 1) (t_matrix, DT_rep) # I =z (N-1)

431

w32 # prodotto elemento-per-elemento

1w a_grid = a_trap_grid #* mask # prodotto elemento-per-elemento (in
— CasADi Python * elemento-per-elemento)

434

ws # vettore dt (costante)

s dt_grid = ca.DM.ones(1, N - 1) * dt

437

438

wo # Dimamica + Function di step RKY4

442
w X_sym = ca.MX.sym(’x’, 2) # [zn, znd]
wus a_in = ca.MX.sym(’a’) # ingresso: accelerazione a(t)

us dt_sym = ca.MX.sym(’dt’)
446

w7 xn_sym = x_sym[0]

wus xnd_sym = x_sym[1]

449

50 Den = 1.0 + (Cn_const**2) * (xn_sym**2)

51 terml = 2.0 * wn * zeta_l * (xnd_sym + (Cn_const**2) * xnd_sym * (
> Xn_sym¥*2))

152 term2 = (Cn_const**2) * xn_sym * (xnd_sym**2)
153 term3 = (wn**2) * xn_sym * (1.0 + alpha_n * (xn_sym**2))
e term4d = a_in / R
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459

460

461

462

463

464

465

466

467

468

469

470

480

481

482

483

484

485

486

487

488

489

490

491

492

493

494

495

496

497

498

Num = -(terml + term2 + term3 + term4)
xndd = Num / Den

xdot = ca.vertcat(xnd_sym, xndd)

f = ca.Function(’f’, [x_sym, a_in], [xdot])

k1 = f(x_sym, a_in)

k2 = f(x_sym + 0.5 * dt_sym * k1, a_in)
k3 = f(x_sym + 0.5 * dt_sym * k2, a_in)
k4 = f(x_sym + 1.0 * dt_sym * k3, a_in)

x_next = x_sym + (dt_sym / 6.0) * (k1 + 2.0 * k2 + 2.0 * k3 + k4)
RK4_step = ca.Function(’RK4_step’, [x_sym, a_in, dt_sym], [x_next])

# Integro l’intera traiettoria con mapaccum (sostituisce il ciclo for)
RK4_accum = RK4_step.mapaccum(N - 1)

x0 = ca.DM([0.0, 0.0])
x_acc = RK4_accum(x0, a_grid, dt_grid) # atteso: 2 = (N-1)

X = ca.horzcat(x0, x_acc) #2ax N

xn_grid = X[0, :] #1ax N

eta_grid = K_eta * xn_grid #1x N

# =====================================================================
# Vincoli costrutti sull’intero vettore eta(t)----> Si pu scegliere di

— minimizzare l’altezza in moto wvincolando quella a Tiposo e
— wiceversa

# e e
eta_moto = eta_grid[0, :idx_moto_end] #t an [0, t_avanz]
eta_rest = eta_grid[0, idx_moto_end:] # t in (t_avanz, t_tot]

# Vincolo in sosta: -eta_rest_max <= eta_rest <= eta_resti_mazx
opti.subject_to( eta_rest <= eta_rest_max_m )
opti.subject_to( eta_rest >= -eta_rest_max_m )

#opti.subject_to( eta_moto <= eta_moto_maz_m )
#opti.subject_to( eta_moto >= -eta_moto_maz_m )

# Obiettivo: minimizzare 1l picco durante il moto tramite una variabile
— austiliaria
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499

500

501

502

503

504

505

506

507

508

509

510

511

512

513

514

518

519

520

521

522

523

524

526

528

529

530

531

532

533

538

539

540

541

542

543

544

546

94

eta_peak = opti.variable()
opti.subject_to(eta_peak >= 0.0)
opti.subject_to( eta_moto <= eta_peak )
opti.subject_to( eta_moto >= -eta_peak )

opti.minimize(eta_peak)

#eta_peak_rest = opti.variable()
#opti.subject_to(eta_peak_rest >= 0.0)
#opti.subject_to( eta_rest <= eta_peak_rest )
#optt.subject_to( eta_rest >= -eta_peak_rest )

#opti.minimize (eta_peak_rest)

# Per sicurezza: verifico postizione finale a t_avanz

coeff, t_switch = build_trap_coeffs_casadi(DT, s_tot_m)

p_fin, _, _, _ = trapStd_kinematics_casadi(t_avanz, coeff, t_switch,
— s_tot_m)

opti.subject_to(p_fin == s_tot_m)

#Se si volessero constiderare anche det limitt su accelerazione massima
— e jerk massimo, uncommentare questa parte

#Consultare la Wikt relativa a questo script su GitlLab nel caso dt
— dubbi!

20

a_lim = 10

K_jerk = 25.0

#aMax, aMin = calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot_m)
#opti.subject_to( aMax <= a_lim )
#opti.subject_to( aMin >= -a_lim )

# limiti sul jerk J1..J4 (salvati in coeff[20..23])
J1 = coeff[20]; J2 = coeff[21]; J3 = coeff[22]; J4 = coeff[23]
J_1lim = K_jerk * a_lim

J_vec = ca.vertcat(J1, J2, J3, J4)
opti.subject_to( J_vec <= J_lim )
opti.subject_to( J_vec >= -J_lim )




560

561

562

563

566

567

568

569

570

588

589

590

591

592

593

# Solver basato sul guess iniztiale

w7 = wr7 / w7.sum()
DT_init = t_avanz * w7

# uncommentare .set_initial di eta_rest o eta_peak in base a se si sta
— minimizzando l’altezza di Tiposo o quella in moto

opti.set_initial(DT, DT_init.reshape((7, 1)))

opti.set_initial(eta_peak, le-4)

#opti.set_initial (eta_peak_rest, le-4)

sol = opti.solve()

DT_opt = np.array(sol.value(DT)).flatten()

DT_opt_clean = np.where(np.abs(DT_opt) < 1le-8, 0.0, DT_opt)
# DT in percentuale (somma = 100) con 3 cifre significative
DT_pct = 100.0 * DT_opt_clean / DT_opt_clean.sum()

# arrotondo "a display" a 3 cifre significative e forzo la somma esatta
— a 100

DT_pct_disp = np.array([float(f"{p:.3g}") for p in DT_pct])

DT_pct_disp[-1] = 100.0 - DT_pct_disp[:-1].sum()

np.save("DT_opt.npy", DT_opt_clean)

eta_grid_num = np.array(sol.value(eta_grid)).ravel()
eta_rest_num = eta_grid_num[idx_moto_end:]

# 3 3 3 3 3 3 3 3 J F 3 F F F F S 3 F S 3 F P 3 S S S F T 2 2 3 3 3 3 3 53

# Stampe

# 3 3 3 5 T P P P P P

print("DT_opt = [" + " , ".join(f"{x:.6f}" for x in DT_opt_clean) + "]"
— )

print ("DT_opt_tot = ", DT_opt_clean.sum())

print("Space_tot = ", float(sol.value(p_£fin)))

print("DT_opt [%] = [" + ", ".join(f"{p:.3g}" for p in DT_pct_disp) + "
[ ] II)

print ("DT_opt_tot = ", DT_pct_disp.sum())

print("eta_peak_opt [mm] = ", 1000.0 * float(sol.value(eta_peak)))

print("eta_rest_max [mm] = ", 1000.0 * np.max(np.abs(eta_rest_num)))

f ==========================================================

# Plot

f ==========================================================

# --- Ricostruisct a(t) su tutta la griglia (N punti) ---
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594

595

596

598

599

600

601

602

603

604

605

606

607

608

609

610

611

612

613

614

615

616

617

618

619

620

621

622

623

624

625

626

628

629

630

631

632

633

634

635

636

96

t_eval = ca.DM(t_grid).reshape((1, len(t_grid))) # 1z N
DT_rep_full = ca.repmat(ca.DM(DT_opt), 1, len(t_grid)) #7x N

a_sol = np.array(a_fun.map(len(t_grid)) (t_eval, DT_rep_full)).flatten()
— # ()

# --- Converto eta in mm per plot pi leggibile ---
eta_sol_mm = 1000.0 * eta_grid_num

# --- Figura unica con due subplot (una sola immagine) ---
fig, (axl, ax2) = plt.subplots(2, 1, sharex=True, figsize=(11, 7))

# 1) Accelerazione

axl.plot(t_grid, a_sol, linewidth=1.5)

axl.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
axl.axvline(t_avanz, linestyle="--", linewidth=1.2)
axl.set_ylabel("a(t) [m/s]")

axl.set_title("Legge di accelerazione e altezza di sloshing")

# 2) Sloshing eta

ax2.plot(t_grid, eta_sol_mm, linewidth=1.2)

ax2.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
ax2.axvline(t_avanz, linestyle="--", linewidth=1.2, label="t_avanz")

# Vincolt SOLO dopo t_avanz (fase di Tiposo): due linee orizzontalt
— rosse tratteggiate
ax2.hlines(+eta_rest_max_mm, xmin=t_avanz, xmax=t_tot, colors="red",

— linestyles="--", linewidth=1.6)
ax2.hlines(-eta_rest_max_mm, xmin=t_avanz, xmax=t_tot, colors="red",
— linestyles="--", linewidth=1.6)

ax2.set_xlabel("t [s]")
ax2.set_ylabel("eta(t) [mm]")

# Accelerazione a(t) come Function + map (riuso della stessa legge
— trapezia)

t_sym_sim = ca.MX.sym(’t’)

DT_sym_sim = ca.MX.sym(’DT’, 7)

coeff_sym_sim, t_sw_sym_sim = build_trap_coeffs_casadi(DT_sym_sim,
— s_tot_m)

_, _, a_trap_sym_sim, _ = trapStd_kinematics_casadi(t_sym_sim,
— coeff_sym_sim, t_sw_sym_sim, s_tot_m)

a_fun_sim = ca.Function(’a_fun_sim’, [t_sym_sim, DT_sym_sim], [
— a_trap_sym_sim])

# Ricostruisco a(t) su una griglia fitta per fare una FFT pi pulita
N_plot = 2001
t_grid_plot = np.linspace(0.0, t_tot, N_plot)




637

638

640

641

642

643

644

645

646

647

648

649

650

652

654

655

656

657

658

659

660

661

662

663

664

665

t_eval = ca.DM(t_grid_plot) .reshape((1, N_plot))
DT_rep = ca.repmat(ca.DM(DT_opt_clean).reshape((7, 1)), 1, N_plot)
a_sol_plot = np.array(a_fun_sim.map(N_plot) (t_eval, DT_rep)).ravel()

# Spettro analitico su un asse di frequenze

w_plot = np.linspace(0.0, 3.0 * wn, 2500)

A_plot = trapStd_amplitude_spectrum_np(w_plot, DT_opt_clean, s_tot_m,
— t0=0.0)

# per confrontarlo con la FFT (che single-stded) uso lo stesso scaling
— gt adottato
A_plot_fft = (2.0 / t_avanz) * A_plot

# FFT numerica dell’accelerazione (solo tratto di moto)

mask_moto = t_grid_plot <= t_avanz + le-12

w_fft, A_fft = calc_trajectory_fft_np(t_grid_plot[mask_moto],
— a_sol_plot[mask_moto])

fig2, ax = plt.subplots(1l, 1, figsize=(11, 4.5))
ax.plot (w_plot, A_plot_fft, linewidth=1.8, label="Analitico [A(j)|")

ax.plot(w_fft, A_fft, linestyle="--", linewidth=1.2, label="FFT (check
— numerico)")

ax.axvline(wn, linestyle="--", linewidth=1.5, label=r"$\omega_n$")

ax.set_x1im(0.0, 3.0 * wn)

ax.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)

ax.set_xlabel(r"$\omega$ [rad/s]")

ax.set_ylabel(r"$|A(j\omega) [$")

ax.set_title("Spettro di ampiezza dell’accelerazione (focus su n)")
ax.legend ()

plt.tight_layout()
plt.show()

Listing A.1: Script di ottimizzazione: Opt_trapezia
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Codice ottimizzazione spettrale
multi-notch in banda attorno a w,,

20

21

22

23

24

25

26

import casadi as ca

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt

def build_trap_coeffs_casadi(DT, s_tot_m):

#Verstone CasADt di calc_trap:

#DT: MX(7,1) con [DT1..DT7]

#s_tot_m: spostamento totale scalare [m]

#Ritorna:

# coeff: MX(24,1) con coefficienti polinomiali e valori di jerk
# t_switch: MX(8,1) con [tO..t7]

DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

t0 =0

tl = DT1

t2 = DT1 + DT2

t3 = DT1 + DT2 + DT3

t4 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4

t5 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5

t6 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5 + DT6

t7 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5 + DT6 + DT7

# condiziont al contorno (rest-to-rest)
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100

pos_0
vel_O
acc_0

pos_7
vel_ 7
acc_7

O O O
O O O

s_tot_m
0.0
0.0

# questa legge ha il tratto 4 a accelerazione nulla (veloctit
— costante)

Ao,
Al1,
Af2,
Af3,

Al4,

Al5,
Ale,

Al7,

A3 = 0.0

a0_1 = pos_0

al_1 = vel_0

a2_1 = acc_ 0/ 2.0
a2_4 = A3 / 2.0
a2_b = a2_4

A = ca.MX.zeros(24, 24)
A[0, 0] = 6.0;
A1, 0] = -DT1x%x*3;
A[2, 2] = 1.0;
A[3, 3] = 2.0;
Al4, 4] = -1.0;

— 3] = DT2*x*2

A[5, 5] = -1.0;
Al6, 6] = 1.0;
A[7, 7] = 6.0;
A[8, 81 = -1.0;

— 6] = DT3%*%2;

Af9,

9]

= -1.0;

— 7] = 3.0 * DT3%x*x2
A[10, 6] = 1.0;

A[11, 10] = 1.0;
Al12, 11] = 1.0;
A[13, 12] = 6.0;
Al14, 13] = 1.0;
— [14, 12] = -DT5*%*3
A[15, 14] = 1.0;
Al16, 15] = 1.0;
A[17, 16] = -1.0;

— [17, 15] = DT6%*2
Al18, 17] = -1.0;
Al19, 18] = -1.0;

A8,

20]
1]
0]
0]

1]

2]
3]

21]
4]

-1.0

1.0

-3.0 * DT1x%x%2
-6.0 * DT1

1.0; A[4, 2] =

1.0; A[5, 3]
-1.0

-1.0
1.0; A[8, 5] =

A[8, 7] = DT3%x3

A9,
Af10,

A[11,
Al12,

Al13,
Al14,

Al15,
Al16,

Al17,

A[18,
Al19,

5]

7]

8]
9]

22]
10]

11]
12]

13]

14]
15]

1.0; A9, 6]

3.0 *x DT3

-1.0; A[11, 9] =
-1.0

-1.0
-1.0; A[14, 11]

-1.0; A[15, 12]
-3.0 * DT5

1.0; A[17, 14]

1.0; A[18, 15]
1.0

DT2; Al4,
2.0 x DT2

2.0 * DT3; A[9,

DT4
-DT5; A
-3.0 * DTH5*x*2
DT6;
2.0 * DT6




78

79

80

81

82

83

84

85

86

88

89

90

91

92

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

119

120

def

A[20, 19] = 6.0; Al[20, 23] = 1.0

Al21, 16] = 1.0; A[21, 17] = DT7; A[21, 18] = DT7*x*2;

— A[21, 19] = DT7*%3

A[22, 17] = 1.0; A[22, 18] = 2.0 * DT7; A[22, 19] = 3.0 * DT7
s %%

A[23, 18] = 2.0; A[23, 19] = 6.0 * DT7

b = ca.vertcat(
0,
a0_1 + al_1 * DT1 + a2_1 * DT1x*x*2,
al_1 + 2.0 x a2_1 * DT1,
2.0 x a2_1,
0.0,

3
B
3

s

O O O O O
O O O O O

3

a2_4,

a2_4 x DT4x*x*2,
2.0 x a2_4 * DT4,
0.0,

a2_5 *x DTb*x*2,
2.0 * a2_5 *x DT5,
a2_5,

0.0,

0.0,

0.0,

0.0,

pos_7,

vel_ 7,

acc_7

coeff = ca.solve(A, b)

t_switch = ca.vertcat(t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7)
return coeff, t_switch

trapStd_kinematics_casadi(t, coeff, t_sw, s_tot_m):

#Ritorna p(t), v(t), a(t), 7(t) (MX) per la legge a 7 tratte.

t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7 = [t_sw[i] for i in range(8)]

pos_0 = 0.0
vel_0 = 0.0
acc_0 = 0.0
A3 =0.0
a0_1 = pos_0
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127 a1_1 = Vel_O

128 a2_1 = acc_0 / 2.0

129 a2_4 = A3 / 2.0

130 a2_5 = a2_4

131

132 # estrazione det coefficients

133 a3_1 = COfo[O]

134 a0_2, al_2, a2_2 = coeff[1], coeff[2], coeff[3]

135 a0_3, al1_3, a2_3, a3_3 = coeff[4], coeff[5], coeff[6], coeff[7]

136 a0_4, al_4 = coeff[8], coeff[9]

137 a0_5, al1_5, a3_5 = coeff[10], coeff[11], coeff[12]

138 a0_6, al_6, a2_6 = coeff[13], coeff[14], coeff[15]

139 a0_7, al_7, a2_7, a3_7 = coeff[16], coeff[17], coeff[18], coeff[19]
140

141 # tratto 1

142 taul =t - t0

143 pl = a0_1 + al_1xtaul + a2_1*taul**2 + a3_l*taul**3

144 vl = al_1 + 2%a2_1*xtaul + 3*xa3_1xtaulx*2
145 al = 2%xa2_1 + 6*a3_1xtaul

146 jl = 6*xa3_1

147

148 # tratto 2

149 tau2 =t - tl
150 p2 = a0_2 + al_2*tau2 + a2_2*tau2**2

151 v2 = al_2 + 2*%a2_2xtau?2

152 a2 = 2*%a2_2

153 j2 = 0- 0

154

155 # tratto 3

156 taud = t - t2

157 p3 = a0_3 + al_3*taud + a2_3*taud**2 + a3_3*taud**3
158 v3 = al_3 + 2%a2_3*%taul3 + 3*a3_3*xtaudx*2
159 a3 = 2%a2_3 + 6*a3_3*tauld
160 j3 = 6*a3_3

161

162 # tratto 4 (accelerazione nulla se 43=0)

163 taud = t - t3
164 p4d = a0_4 + al_4xtaud + a2_4*taud*x2

165 vd = al_4 + 2%a2_4x*taud
166 ad = 2*%a2_4

167 j4 = 0.0

166

169 # tratto 5

170 taub =t - t4
171 pS = a0_5 + al_b*taub + a2_b*taub**2 + a3_b*taub**3

172 vb = al_b + 2xa2_bxtaub + 3xa3_bxtaub**2
173 ab = 2*%a2_b + 6*a3_bx*xtaub

174 j5 = 6*%a3_5

175

176 # tratto 6

177 tau6 = t - tb
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179

180

181

182

183

184

186

187

188

189

190

191

199

200

201

202

203

204

205

206

207

208

209

210

p6 = a0_6 + al_6xtaub +

v6 = al_6 +
a6 =

j6 = 0.0

# tratto 7

tau7 = t - t6

p7 = a0_7 + al_7*tau7 +
v7 = al_7 +
a7 =
it =

p = ca.if_else(t <= 10,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= t5,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

v = ca.if_else(t <= t0,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= t5,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

a = ca.if_else(t <= tO0,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= t5,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

j = ca.if_else(t <= tO0,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= tb,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

return p, v, a, jJ

a2_6xtaub*x*2
2*a2_6xtaub
2*%a2_6

a2_Txtau7**2 + a3_T*xtau7**3

2%a2_Txtau7?7 + 3%a3_T7xtau7**2

2%a2_7 + 6*a3_7*xtau7
6*xa3_7

0.0,
pi,
p2,
p3,
p4,
p5,
p6,
p7, s_tot_m))))))))

0.0,
vi,
v2,
v3,
v4,
v5,
v6,
v7, 0.0))))))))

0.0,
al,
a2,
a3,
a4,
ab,
a6,
a7, 0.0))))))))

0.0,
i1,
j2,
i3,
j4,
j5,
j6,
j7, 0.0))))))))
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230

231

232

237

238

239

240

241

246

248

249

250

258

259

260

261

262

263

264

265

266

267

268

269

270
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# Spettro analitico della trapezia standard in CasAdDz

def

def

calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot):
DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

cl = (DT1*DT7**2 + 2*xDT2*DT7**2 + DT3*DT7**2)/(2xDT7) + DT3*DT6/2 +
< DT2*DT6 + DT1#DT6/2 + (DT1*DT5**2 + 2+DT2+DTH5+*2 + DT3*DT5**2)
— /(2%DT5) + \

(DT3/2 + DT2 + DT1/2)*DT4 + (DT1*DT3**2 + 2*xDT2*xDT3**2 +
< (2.0/3.0)*DT3%%3) /(2+«DT3) + DT1*DT2/2 + DT2%*2/2 + DT1%*x2/6
c2 = (-DT5+DT7#*%2 - 24«DT6+DT7**2 - (2.0/3.0)*DT7*%*3)/(2+*DT7) - DT6
— *%x2/2 - DT5*DT6/2 - DT5**2/6
c¢3 = DT3/2 + DT2 + DT1/2
c4 = -DT7/2 - DT6 - DT5/2

denom = (cl*c4 - c2%c3)

c4 * s_tot / denom
-c3 * s_tot / denom
return aMax, aMin

aMax
aMin

trapStd_amplitude_at_omega_casadi(w, DT, s_tot, t0=0.0):
#dmpiezza [A(5)]| della trasformata della legge di accelerazione
— trapezia standard (7 segmenti),

#valutata in un singolo (rad/s). Formula analitica.

DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[O0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

# switch times

tl = t0 + DT1
t2 = tl1 + DT2
t3 = t2 + DT3
t4 = t3 + DT4
tb = t4 + DTS
t6 = t5 + DT6
t7 = t6 + DT7

aMax, aMin = calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot)

sin_wt0 = ca.sin(w*t0); cos_wt0 = ca.cos(w*t0)
sin_wtl = ca.sin(w*tl); cos_wtl = ca.cos(w*tl)
sin_wt2 = ca.sin(w*t2); cos_wt2 = ca.cos(w*t2)
sin_wt3 = ca.sin(w*t3); cos_wt3 = ca.cos(w¥t3)




278

280

281

282

283

284

285

286

287

288

289

290

291

292

293

294

295

296

»
g

298

299

300

301

302

304

305

306

307

308

309

def

sin_wt4 = ca.sin(w*t4); cos_wtd = ca.cos(w*t4d)
sin_wtb5 = ca.sin(w*t5); cos_wtb = ca.cos(w¥th)
sin_wt6 = ca.sin(w*t6); cos_wt6 = ca.cos(w¥t6)
sin_wt7 = ca.sin(w*t7); cos_wt7 = ca.cos(w*t7)

RePart = -aMin*t6*sin_wt7/(DT7*w) + aMin*t7+*sin_wt7/(DT7*w) - aMin*
— tb*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*t3*sin_wt3/(DT3*w) + \
aMax*t2*sin_wt3/(DT3*w) + aMin*t4*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*
— tO0*sin_wt3/(DT1*w) + aMax*tl*sin_wt3/(DT1*w) + \
aMax*cos_wt1/(DT1*w**2) - aMax*cos_wt3/(DT3*w**2) + aMax*
— cos_wt2/(DT3*w**2) + aMin*cos_wt4/(DTS*w*x2) - \
aMin*cos_wt5/ (DT5*w**2) + aMin*cos_wt7/(DT7*wx*2) - aMinx
— cos_wt6/(DT7*w**2) - aMax*cos_wt0/(DT1*wx*2)

ImPart = -aMax*tO*cos_wt3/(DT1*w) - aMin*t5*cos_wt7/(DT5*w) + aMinx
— tT*cos_wt7/(DT7*w) - aMin*t6*cos_wt7/(DT7*w) + \
aMax*ti*cos_wt3/(DT1*w) - aMax*t3*cos_wt3/(DT3*w) + aMax*
— t2*cos_wt3/(DT3*w) + aMin¥td*cos_wt7/(DT5*w) - \
aMax*sin_wt1l/(DT1*wx*2) + aMax*sin_wt3/(DT3*w**2) - aMax*
— sin_wt2/(DT3*w**2) - aMin*sin_wt4/(DTS*xw**2) + \
aMin*sin_wt6/(DT7*w**2) - aMin*sin_wt7/(DT7*w**2) + aMin*
— sin_wt5/(DT5*w**2) + aMax*sin_wt0/(DT1*wx*2)

A = ca.sqrt(RePart**2 + ImPart**2)
return A

trapStd_ReIm_at_omega_casadi(w, DT, s_tot, t0=0.0):

#Parte reale e immaginartia della trasformata (accelerazione) della
— trapezia standard a 7 segmenti.

#Per la robustezza meglio lavorare su Re/Im:

#- A()=1X()| va a zero solo se Re()=0 e Im()=0

#- imporre/penalizzare anche d(Re)/d e d(Im)/d in =n rende lo zero
— "piatto"” (notch pi largo localmente)

#

#Nota: la formula contiene termini 1/ e 1/, quindt va usata per >0
— (qui n>0).

DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

# switch times
tl = t0 + DT1
t2 = t1 + DT2

t3 = t2 + DT3
t4d = t3 + DT4
t5 = t4 + DTb
t6 = t5 + DT6
t7 = t6 + DT7
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310

311

313

314

316

317

318

319

320

323

324

325

326

328

329

330

331

333

334

335

336

338

339

340

341

342

343

344

348

349

350
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aMax, aMin = calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot)

sin_wt0 = ca.sin(w*t0); cos_wt0 = ca.cos(w*t0)
sin_wtl = ca.sin(w*tl); cos_wtl = ca.cos(w*tl)
sin_wt2 = ca.sin(w*t2); cos_wt2 = ca.cos(w*t2)
sin_wt3 = ca.sin(w*t3); cos_wt3 = ca.cos(w*t3)
sin_wt4 = ca.sin(w*t4); cos_wtd = ca.cos(w*td)
sin_wt5 = ca.sin(w*t5); cos_wth5 = ca.cos(w*t5)
sin_wt6 = ca.sin(w*t6); cos_wt6 = ca.cos(w*t6)
sin_wt7 = ca.sin(wxt7); cos_wt7 = ca.cos(w*t7)

RePart = -aMin*t6*sin_wt7/(DT7*w) + aMin*t7+*sin_wt7/(DT7*w) - aMinx
— tb*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*t3*sin_wt3/(DT3*w) + \
aMax*t2*sin_wt3/(DT3*w) + aMin*t4xsin_wt7/(DT5*w) - aMax*
— t0*sin_wt3/(DT1*w) + aMax*tl*sin_wt3/(DT1*w) + \
aMax*cos_wt1/(DT1xwx*2) - aMax*cos_wt3/(DT3*w**2) + aMax*
— cos_wt2/(DT3*w**2) + aMinxcos_wt4d/(DTE*w**2) - \
aMin*cos_wt5/ (DT5*wx*2) + aMin*cos_wt7/(DT7*w**2) - aMin*
— cos_wt6/(DT7*w**2) - aMax*cos_wt0/(DT1*w**2)

ImPart = -aMax*tO*cos_wt3/(DT1*w) - aMin*t5*cos_wt7/(DT5*w) + aMinx
— t7xcos_wt7/(DT7*w) - aMin*t6*cos_wt7/(DT7*w) + \
aMax*ti*cos_wt3/(DT1*w) - aMax*t3*cos_wt3/(DT3*w) + aMax*
— t2*cos_wt3/(DT3*w) + aMin¥td*cos_wt7/(DT5*w) - \
aMax*sin_wt1/(DT1xwx*2) + aMax*sin_wt3/(DT3*w**2) - aMax*
— sin_wt2/(DT3*w**2) - aMinx*sin_wt4/(DTE*w*x2) + \
aMin*sin_wt6/ (DT7*wx*2) - aMin*sin_wt7/(DT7*w**2) + aMin*
— sin_wt5/(DT5*w**2) + aMax*sin_wt0/ (DT1*wk*2)

return RePart, ImPart

# N 5 = T . T
# FFT (per confronto)
# ====================================================================-=

def calc_trajectory_fft_np(t, acc):
T = t[1] - t[0]

Fs=1.0/T
L = len(acc)
n = int(2**np.ceil(np.log2(10 * L)))

Y = np.fft.fft(acc, n)
trasf_calc = np.abs(Y / L)
trasf = trasf_calcl[:n//2 + 1]
if trasf.size > 2:
trasf[1:-1] *= 2.0




352 f = Fs * np.arange(0, n//2 + 1) / n
353 w =f *x 2*%np.pi
354 return w, trasf

557 def trapStd_amplitude_spectrum_np(w, DT_vec, s_tot, t0=0.0):

359 #Versione NumPy (vettoriale) per plottare A() della trapezia
— standard

360

361 DT1, DT2, DT3, DT4, DTS5, DT6, DT7 = DT_vec

362

363 tl1 = t0 + DT1
364 t2 = t1 + DT2
365 t3 = t2 + DT3
366 t4 = t3 + DT4
367 tb = t4 + DTb
368 t6 = tb + DT6
369 t7 = t6 + DT7

370

371 # aMaxz/aMin

372 cl = (DT1*DT7#*2 + 2*DT2+DT7*%2 + DT3*DT7**2)/(2*DT7) + DT3*DT6/2 +
< DT2*DT6 + DT1*DT6/2 + (DT1*DT5%%2 + 24DT2*DT5%%2 + DT3*DT5**2)
— /(2*%DT5) + \

373 (DT3/2 + DT2 + DT1/2)*DT4 + (DT1xDT3**2 + 2*xDT2+DT3**2 +
< (2.0/3.0)*DT3**3) /(2*DT3) + DT1%DT2/2 + DT2x*2/2 + DT1*%*2/6

374 c2 = (-DT5*DT7#x2 - 2+«DT6*DT7*%2 - (2.0/3.0)*DT7**3)/(2*xDT7) - DT6
— x%x2/2 - DT5*DT6/2 - DT5%%2/6

375 c3 = DT3/2 + DT2 + DT1/2

376 cd = —DT7/2 - DT6 - DT5/2

377 denom = (cl*xcd - c2*c3)

578 aMax = c4 * s_tot / denom

379 aMin = -c3 * s_tot / denom

380

381 w = np.asarray(w, dtype=float)

382 sin_wt0 = np.sin(w*t0); cos_wt0 = np.cos(w*t0)
363 sin_wtl = np.sin(w*tl); cos_wtl = np.cos(wxtl)
384 sin_wt2 = np.sin(w*t2); cos_wt2 = np.cos(wxt2)
385 sin_wt3 = np.sin(w*t3); cos_wt3 = np.cos(wxt3)
386 sin_wt4 = np.sin(w*t4); cos_wt4 = np.cos(wxt4)
387 sin_wt5 = np.sin(w*t5); cos_wtb = np.cos(wxth)
388 sin_wt6 = np.sin(w*t6); cos_wt6 = np.cos(wxt6)
389 sin_wt7 = np.sin(w*t7); cos_wt7 = np.cos(w¥t7)

390

391 with np.errstate(divide=’ignore’, invalid=’ignore’):

392 RePart = -aMinx*t6*sin_wt7/(DT7*w) + aMin*t7+*sin_wt7/(DT7*w) -
— aMin*t5*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*t3*sin_wt3/(DT3*w) + \

393 aMax*t2*sin_wt3/(DT3*w) + aMin*t4x*sin_wt7/(DT5*w) -
— aMax*tO*sin_wt3/(DT1*w) + aMax*tlxsin_wt3/(DT1*w) + \
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394

395

396

398

399

400

401

402

403

404

405

406

407

408

409

410

411

412

413

4

4

415

429

430

431

432

433

434

436
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aMax*cos_wt1l/(DT1*w**2) - aMax*cos_wt3/(DT3*w**2) +
< aMax*cos_wt2/(DT3*w**2) + aMin*cos_wt4/(DTS*xw**2) - \

aMin*cos_wt5/ (DT5*w**2) + aMink*cos_wt7/(DT7*wx*2) -
— aMin*cos_wt6/ (DT7*w*x*2) - aMax*cos_wt0/(DT1*xw**2)

ImPart = -aMax*tOxcos_wt3/(DT1*w) - aMinxt5*cos_wt7/(DT5*w) +
— aMin*t7*cos_wt7/(DT7*w) - aMin*t6*cos_wt7/(DT7*w) + \
aMax*ti*cos_wt3/(DT1*w) - aMax*t3*cos_wt3/(DT3*w) +
— aMax*t2*cos_wt3/(DT3*w) + aMin*t4d*cos_wt7/(DT5*w) - \
aMax*sin_wt1l/(DT1*w**2) + aMax*sin_wt3/(DT3*w**2) -
— aMax*sin_wt2/(DT3*w**2) - aMin*sin_wt4/(DTS*xw**2) + \
aMin*sin_wt6/ (DT7*w**2) - aMin*sin_wt7/(DT7*w**2) +
— aMin*sin_wt5/(DT5*w**2) + aMax*sin_wt0/(DT1*xw**2)

A = np.sqrt(RePart**2 + ImPart**2)

# gestione "0

eps = le-6

mask_small = np.abs(w) < eps

if np.any(mask_small):
A = np.asarray(A, dtype=float)
A[mask_small] = 0.0

return A

# ==========================================================
# Parametri sloshing

# ==========================================================
R_mm = 48.5

h_mm = 82.0

R = R_mm / 1000.0
h = h_mm / 1000.0

rho = 1000.0
st = 0.073
mu = le-3

nu = mu / rho
g =9.81

xi = 1.84118

alpha_n = 0.58




437

438

439

440

441

442

443

444

445

446

447

448

449

450

458

459

460

461

462

463

464

465

466

467

468

469

470

480

481

482

483

484

s_tot_mm = 800.0

t_avanz = 1.0

t_rest =1.0

t_tot = t_avanz + t_rest

# e
# Vartabili decisionale:

# e

#Numero di campioni usati per costruire la griglia temporale
N_sim = 101

# durate grezze mon negative

7 DT = opti.variable(7, 1)

opti.subject_to(ca.sum(DT) == t_avanz)

# durate minime (imposte sut DT effettivi)

opti.subject_to(DT[0] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[1] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[2] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[3] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[4] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[5] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[6] >= 0.05)

# Guess 1niztale
w7 = np.array([0.14286, 0.14286, 0.14286, 0.14284, 0.14286, 0.14286,
— 0.14286]) #somma = 1

# percentuale dt tolleranza intorno a wn che definisce altre due
— frequenze (es. 0.03 = 37)
p_notch = 0.15

#pesi da dare poi, all’interno della funzione costo, alle ampiezze
— dello spettro calcolate nelle 3 frequenze

#(st sceglie quale minimizzare maggiormente)

bl = 1.0 #peso su (1-p)un

b2 = 1.0 #peso su wn

b3 = 1.0 #peso su (1+p)un

#configurazione del risolutore numerico
opti.solver(’ipopt’, {
"ipopt.print_level": 3, #livello di stampa
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485

486

488

489

490

491

492

493

494

495

496

497

498

499

500

501

502

503

504

505
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508

509

510

511

512

513

520
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"ipopt.max_iter": 2000, #numero masstmo dt tteraziont

i)

# Parametri fisici calcolat? per caratterizzare la dinamica dello
— sloshing

m_f = math.pi * R**2 *x h * rho

ms = (m_f * 2.0 * R * math.tanh(xi * h / R)) / (xi * h * (xi**2 - 1.0)
— )

wn = math.sqrt((g * xi / R) * math.tanh(xi * h / R))

Rel = nu / math.sqrt(g * R**3)

zeta_1l = 0.79 * math.sqrt(Rel) * (1.0 + (0.318 / math.sinh(1.84 * h / R
— )) * (1.0 + (1.0 - h / R) / math.cosh(1.84 x h / R)))

def C_n_val(xi_val, h_val, R_val):
return xi_val * math.tanh(xi_val * (h_val / R_val))
Cn_const = C_n_val(xi, h, R)

# conversione da zn ad altezza di sloshing eta (metri)

» K_eta = (h * (xi**2) * ms) / m_f

# Ss========================================================

# Multi-zero notch (stile ZWD / ZWDD)

# Ss========================================================

# Invece di imporre solo lo zero in n (e/o la pendenza tramite derivate
— ),

# wmposto un notch robusto annullando la trasformata

# complessa X()=Re()+j Im() su 3 frequenze vicine a n:

#

# 1=(1-p)n

# 2=n

# 3=(1+p)n

#

# con p = percentuale di tolleranza sull’incertezza di n.

#

# L’obtettivo diventa la somma (pesi ugualti) dei moduli al quadrato:

#

# J = 1X(1)]2 + [X(2)]~2 + [X(3)]"2

#

# dove [X()]~2 = Re()~2 + Im()"2.

#

# Nota:
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# - Lavoro su Re/Im per evitare la radice (pi stabile numericamente).
# - p pu essere aumentato se si vuole un notch pi largo (a costo di
— maggiore vincolo).

# frequenze target (rad/s)

wl_dm = ca.DM((1.0 - p_notch) * wn)
wn_dm = ca.DM(wn)
w3_dm = ca.DM((1.0 + p_notch) * wn)

# Re/Im in ctiascuna frequenza
Re_wl, Im_wil
Re_wn, Im_wn

# moduli al quadrato (niente sqrt)

A2_wl = Re_wlx*2 + Im_wl**2
A2_wn = Re_wn**x2 + Im_wn*x*2
A2_w3 = Re_w3**2 + Im_w3%%*2

# moduli (solo per stampa)

A_wl = ca.sqrt(A2_wl)
A_wn = ca.sqrt(A2_wn)
A_w3 = ca.sqrt(A2_w3)

# Funzione costo
#J = b2 * A2_wn
J =Dbl ¥ A2_wl + b2 * A2_wn + b3 *x A2_w3

opti.minimize(J)

coeff, t_switch = build_trap_coeffs_casadi(DT, s_tot_m)

p_fin, _, _, _ = trapStd_kinematics_casadi(t_avanz, coeff, t_switch,
— s_tot_m)

opti.subject_to(p_fin == s_tot_m)

w7 = wr7 / w7.sum()
DT_init = t_avanz * w7

opti.set_initial(DT, DT_init.reshape((7, 1)))

sol = opti.solve()
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trapStd_ReIm_at_omega_casadi(wl_dm, DT, s_tot_m, t0=0.0)
trapStd_ReIm_at_omega_casadi(wn_dm, DT, s_tot_m, t0=0.0)
Re_w3, Im_w3 = trapStd_ReIm_at_omega_casadi(w3_dm, DT, s_tot_m, t0=0.0)
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DT_opt = np.array(sol.value(DT)).flatten()

DT_opt_clean = np.where(np.abs(DT_opt) < le-8, 0.0, DT_opt)
# DT in percentuale (somma = 100) con 3 cifre significative
DT_pct = 100.0 * DT_opt_clean / DT_opt_clean.sum()

# arrotondo "a display” a 3 cifre significative e forzo la somma esatta
— a 100

DT_pct_disp = np.array([float(f"{p:.3g}") for p in DT_pct])

DT_pct_disp[-1] = 100.0 - DT_pct_disp[:-1].sum()

np.save("DT_opt.npy", DT_opt_clean)
A_wn_num = float(sol.value(A_wn))

# --- diagnostica multi-zero notch ---
A_wl_num = float(sol.value(A_wl))

A_w3_num = float(sol.value(A_w3))

J_num = float(sol.value(J))

# e

# eGP P P

# Post-processing sloshing: integrazione RK4 del modello mon lineare
# (NON entra nell’ottimizzazione: serve solo per plot e stampa
— 4ndicatori)

# griglia temporale per simulazione sloshing

_dt_sim = t_tot / (N_sim - 1)

t_grid_sim = np.linspace(0.0, t_tot, N_sim)

idx_moto_end = int(np.searchsorted(t_grid_sim, t_avanz, side="right"))

# Accelerazione a(t) come Function + map (riuso della stessa legge
— trapezia)

t_sym_sim = ca.MX.sym(’t’)

DT_sym_sim = ca.MX.sym(’DT’, 7)

coeff_sym_sim, t_sw_sym_sim = build_trap_coeffs_casadi(DT_sym_sim,
— s_tot_m)

_, _, a_trap_sym_sim, _ = trapStd_kinematics_casadi(t_sym_sim,
— coeff_sym_sim, t_sw_sym_sim, s_tot_m)

a_fun_sim = ca.Function(’a_fun_sim’, [t_sym_sim, DT_sym_sim], [
— a_trap_sym_sim])

# a(t_k) sui nodt (serve per plot)

t_eval_sim = ca.DM(t_grid_sim).reshape((1, N_sim))

DT_rep_sim_full = ca.repmat(ca.DM(DT_opt_clean).reshape((7, 1)), 1,
— N_sim)
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a_sol_sim = np.array(a_fun_sim.map(N_sim) (t_eval_sim, DT_rep_sim_full))
— .ravel()

# a(t_k) sui nodi sinistri per integrare su N_sim-1 step

# uso a(t_k) per lo step [t_k, t_{k+1}])

t_left_sim = ca.DM(t_grid_sim[:-1]) .reshape((1, N_sim - 1))

DT_rep_left = ca.repmat(ca.DM(DT_opt_clean).reshape((7, 1)), 1, N_sim -
— 1)

a_left = np.array(a_fun_sim.map(N_sim - 1) (t_left_sim, DT_rep_left)).
— ravel()

a_grid = ca.DM(a_left).reshape((1, N_sim - 1))
dt_grid = ca.DM.ones(1, N_sim - 1) * _dt_sim

# ---- dinamica non lineare + RK4

x_sym = ca.MX.sym(’x’, 2) # [zn, znd]

a_in = ca.MX.sym(’a’) # ingresso: accelerazione a(t)
dt_sym = ca.MX.sym(’dt’)

xn_sym = x_sym[0]
xnd_sym = x_sym[1]

Den = 1.0 + (Cn_const**2) * (xn_symx*2)

terml = 2.0 * wn * zeta_l * (xnd_sym + (Cn_const**2) * xnd_sym * (
— XN_Sym**2))

term2 = (Cn_const**2) * xn_sym * (xnd_sym**2)

term3 = (wn*+*2) * xn_sym * (1.0 + alpha_n * (xn_sym**2))
term4 = a_in / R

Num = -(terml + term2 + term3 + term4)

xndd = Num / Den

xdot = ca.vertcat(xnd_sym, xndd)
f = ca.Function(’f’, [x_sym, a_in], [xdot])

k1l = f(x_sym, a_in)

k2 = f(x_sym + 0.5 * dt_sym * k1, a_in)
k3 = f(x_sym + 0.5 * dt_sym * k2, a_in)
k4 = f(x_sym + 1.0 * dt_sym * k3, a_in)

x_next = x_sym + (dt_sym / 6.0) * (k1 + 2.0 * k2 + 2.0 * k3 + k4)
RK4_step = ca.Function(’RK4_step’, [x_sym, a_in, dt_sym], [x_next])
RK4_accum = RK4_step.mapaccum(N_sim - 1)

x0 = ca.DM([0.0, 0.0])

x_acc = RK4_accum(x0, a_grid, dt_grid) # 2 x (N_sim-1)

X = ca.horzcat(x0, x_acc) # 2 x N_sim
xn_grid_num = np.array(X[0, :]).ravel() # (N_sim,)
eta_grid_m = K_eta * xn_grid_num # (N_stim,) metri
eta_grid_mm = 1000.0 * eta_grid._m # (N_sim,) mm
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eta_moto_mm = eta_grid mm[:idx_moto_end]
eta_rest_mm = eta_grid _mm[idx_moto_end:]

eta_peak_opt_mm = float(np.max(np.abs(eta_moto_mm)))
eta_rest_max_mm = float(np.max(np.abs(eta_rest_mm)))

print("DT_opt = [" + " , ".join(f"{x:.6f}" for x in DT_opt_clean) + "]"
— )

print ("DT_opt_tot = ", DT_opt_clean.sum())

print("Space_tot = ", float(sol.value(p_fin)))

print(f"wn [rad/s] = {wn:.6f}")

print(£"|A(j*wn) | (analitico) = {A_wn_num:.6e}")

print (f"p_notch = {p_notch*100:.1£}%")

print(£"1 = {(1.0-p_notch)*wn:.6f} rad/s, [A(j1)| = {A_wl_num:.6e}")

print(£"2 = {wn:.6f} rad/s, [A(j2)| = {A_wn_num:.6e}")

print(£"3 = {(1.0+p_notch)*wn:.6f} rad/s, [A(j3)| = {A_w3_num:.6e}")

print(£"Objective J = {J_num:.6e}")

print("DT_opt [%] = [" + ", ".join(f"{p:.3g}" for p in DT_pct_disp) + "
— 1"

print(f"eta_peak_opt [mm] = {eta_peak_opt_mm:.6f}")
print(f"eta_rest_max [mm] = {eta_rest_max_mm:.6f}")

# =====================================================================
# Plot

# ST T S S S S S S S S = e e e e e e s
# ========================

# FIGURA 1: a(t) + eta(t)

# ========================

figl, (axl, ax2) = plt.subplots(2, 1, sharex=True, figsize=(11, 7))

axl.plot(t_grid_sim, a_sol_sim, linewidth=1.5)
axl.axvline(t_avanz, linestyle="--", linewidth=1.2)
axl.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
axl.set_ylabel("a(t) [m/s]")
axl.set_title("Legge di accelerazione e altezza di sloshing (post-
— processing)")

ax2.plot(t_grid_sim, eta_grid_mm, linewidth=1.2)




ax2.axvline(t_avanz, linestyle="--", linewidth=1.2)

ax2.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
ax2.set_xlabel("t [s]")

ax2.set_ylabel("eta(t) [mm]")

# (opzionale) linee di riferimento nella fase di riposo

# Qut NON sono wincolt dell’ottimizzazione: sono solo un riferimento
— grafico.

#eta_rest_limit_mm = 1

#ax2.hlines (+eta_rest_limit_mm, zmin=t_avanz, zmaz=t_tot, colors="red",

— linestyles="--", linewidth=1.6)
#ax2.hlines(-eta_rest_limit_mm, xzmin=t_avanz, zmaz=t_tot, colors="red",
— linestyles="--", linewidth=1.6)

plt.tight_layout()

# Ricostruisco a(t) su una griglta fitta per fare una FFT pi pulita
N_plot = 2001
t_grid_plot = np.linspace(0.0, t_tot, N_plot)

t_eval = ca.DM(t_grid_plot) .reshape((1, N_plot))
DT_rep = ca.repmat(ca.DM(DT_opt_clean).reshape((7, 1)), 1, N_plot)
a_sol_plot = np.array(a_fun_sim.map(N_plot) (t_eval, DT_rep)).ravel()

# Spettiro analitico su un asse di frequenze

w_plot = np.linspace(0.0, 3.0 * wn, 2500)

A_plot = trapStd_amplitude_spectrum_np(w_plot, DT_opt_clean, s_tot_m,
— t0=0.0)

# per confrontarlo con la FFT (che single-stded) uso lo stesso scaling
— g7 adottato
A_plot_fft = (2.0 / t_avanz) * A_plot

# FFT numerica dell’accelerazione (solo tratto di moto)

mask_moto = t_grid_plot <= t_avanz + le-12

w_fft, A_fft = calc_trajectory_fft_np(t_grid_plot[mask_moto],
— a_sol_plot[mask_moto])

fig2, ax = plt.subplots(l, 1, figsize=(11, 4.5))
ax.plot(w_plot, A_plot_fft, linewidth=1.8, label="Analitico [A(j)I[")

#ax.plot (w_fft, A_fft, linestyle="--", linewtdth=1.2, label="FFT (check
—  numerico)")

ax.axvline(wn, linestyle="--", c=’r’, linewidth=1.5, label=r"$\omega_n$
[ ll)

ax.axvline((1.0 - p_notch) * wn, linestyle=":", linewidth=1.2, label=r"

— $\omega_1$")
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ax.

ax.
ax.
ax.
ax.

axvline((1.0 + p_notch) * wn, linestyle=":", linewidth=1.2, label=r"
— $\omega_3$")

set_x1im(0.0, 3.0 * wn)

grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
set_xlabel (r"$\omega$ [rad/s]")

set_ylabel(r"$|A(j\omega) [$")

#ax.set_title("Spettro di ampiezza dell’accelerazione (focus su n)")

ax.

legend ()

plt.tight_layout()
plt.show()
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Listing B.1: Script di ottimizzazione: Opt_spettro_multizero




Appendice C

Codice ottimizzazione spettrale con
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import casadi as ca

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt

def build_trap_coeffs_casadi(DT, s_tot_m):

#Verstone CasADt di calc_trap:

#DT: MX(7,1) con [DT1..DT7]

#s_tot_m: spostamento totale scalare [m]

#Ritorna:

# coeff: MX(24,1) con coefficienti polinomiali e valori di jerk
# t_switch: MX(8,1) con [tO..t7]

DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

t0 =0

tl = DT1

t2 = DT1 + DT2

t3 = DT1 + DT2 + DT3

t4 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4

t5 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5

t6 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5 + DT6

t7 = DT1 + DT2 + DT3 + DT4 + DT5 + DT6 + DT7

# condiziont al contorno (rest-to-rest)
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pos_0
vel_O
acc_0

pos_7
vel_ 7
acc_7

O O O
O O O

s_tot_m
0.0
0.0

# questa legge ha il tratto 4 a accelerazione nulla (veloctit
— costante)

Ao,
Al1,
Af2,
Af3,

Al4,

Al5,
Ale,

Al7,

A3 = 0.0

a0_1 = pos_0

al_1 = vel_0

a2_1 = acc_ 0/ 2.0
a2_4 = A3 / 2.0
a2_b = a2_4

A = ca.MX.zeros(24, 24)
A[0, 0] = 6.0;
A1, 0] = -DT1x%x*3;
A[2, 2] = 1.0;
A[3, 3] = 2.0;
Al4, 4] = -1.0;

— 3] = DT2*x*2

A[5, 5] = -1.0;
Al6, 6] = 1.0;
A[7, 7] = 6.0;
A[8, 81 = -1.0;

— 6] = DT3%*%2;

Af9,

9]

= -1.0;

— 7] = 3.0 * DT3%x*x2
A[10, 6] = 1.0;

A[11, 10] = 1.0;
Al12, 11] = 1.0;
A[13, 12] = 6.0;
Al14, 13] = 1.0;
— [14, 12] = -DT5*%*3
A[15, 14] = 1.0;
Al16, 15] = 1.0;
A[17, 16] = -1.0;

— [17, 15] = DT6%*2
Al18, 17] = -1.0;
Al19, 18] = -1.0;

A8,

20]
1]
0]
0]

1]

2]
3]

21]
4]

-1.0

1.0

-3.0 * DT1x%x%2
-6.0 * DT1

1.0; A[4, 2] =

1.0; A[5, 3]
-1.0

-1.0
1.0; A[8, 5] =

A[8, 7] = DT3%x3

A9,
Af10,

A[11,
Al12,

Al13,
Al14,

Al15,
Al16,

Al17,

A[18,
Al19,

5]

7]

8]
9]

22]
10]

11]
12]

13]

14]
15]

1.0; A9, 6]

3.0 *x DT3

-1.0; A[11, 9] =
-1.0

-1.0
-1.0; A[14, 11]

-1.0; A[15, 12]
-3.0 * DT5

1.0; A[17, 14]

1.0; A[18, 15]
1.0

DT2; Al4,
2.0 x DT2

2.0 * DT3; A[9,

DT4
-DT5; A
-3.0 * DTH5*x*2
DT6;
2.0 * DT6
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def

A[20, 19] = 6.0; Al[20, 23] = 1.0

Al21, 16] = 1.0; A[21, 17] = DT7; A[21, 18] = DT7*x*2;

— A[21, 19] = DT7*%3

A[22, 17] = 1.0; A[22, 18] = 2.0 * DT7; A[22, 19] = 3.0 * DT7
s %%

A[23, 18] = 2.0; A[23, 19] = 6.0 * DT7

b = ca.vertcat(
0,
a0_1 + al_1 * DT1 + a2_1 * DT1x*x*2,
al_1 + 2.0 x a2_1 * DT1,
2.0 x a2_1,
0.0,

3
B
3

s

O O O O O
O O O O O

3

a2_4,

a2_4 x DT4x*x*2,
2.0 x a2_4 * DT4,
0.0,

a2_5 *x DTb*x*2,
2.0 * a2_5 *x DT5,
a2_5,

0.0,

0.0,

0.0,

0.0,

pos_7,

vel_ 7,

acc_7

coeff = ca.solve(A, b)

t_switch = ca.vertcat(t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7)
return coeff, t_switch

trapStd_kinematics_casadi(t, coeff, t_sw, s_tot_m):

#Ritorna p(t), v(t), a(t), 7(t) (MX) per la legge a 7 tratte.

t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7 = [t_sw[i] for i in range(8)]

pos_0 = 0.0
vel_0 = 0.0
acc_0 = 0.0
A3 =0.0
a0_1 = pos_0
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al_1 = vel_0

a2_1 = acc_0/ 2.0
a2_4 = A3 / 2.0
a2_b = a2_4

# estrazione det coefficients

a3_1 = coeff[0]

a0_2, al_2, a2_2 = coeff[1], coeff[2], coeff[3]

a0_3, al1_3, a2_3, a3_3 = coeff[4], coeff[5], coeff[6], coeff[7]
a0_4, al_4 = coeff[8], coeff[9]

a0_5, al1_5, a3_5 = coeff[10], coeff[11], coeff[12]

a0_6, al_6, a2_6 = coeff[13], coeff[14], coeff[15]

a0_7, al_7, a2_7, a3_7 = coeff[16], coeff[17], coeff[18], coeff[19]

# tratto 1
taul = t - t0
pl = a0_1 + al_1xtaul + a2_1*taul**2 + a3_l*taul**3

vl = al_1 + 2*%a2_1*taul + 3*a3_1xtaulx**2
al = 2%a2_1 + 6*a3_1*taul

j1 = 6*a3_1

# tratto 2

tau2 = t - ti
p2 = a0_2 + al_2*tau2 + a2_2*tau2**2

v2 = al_2 + 2%a2_2*xtau?2
a2 = 2*%a2_2

j2 = 0.0

# tratto 3

tau3 = t - t2
p3 = a0_3 + al_3*tau3

+

a2_3*taud**x2 + a3_3*tau3**3

v3 = al_3 + 2*%a2_3%tau3d + 3*xa3_3xtaul3**2
a3 = 2*%a2_3 + 6*xa3_3*taul
j3 = 6*a3_3

# tratto 4 (accelerazione nulla se 43=0)
taud = t - t3
p4d = a0_4 + al_4xtaud + a2_4*taud*x2

vd = al_4 + 2*%a2_4x*taud
ad = 2%a2_4

j4 = 0.0

# tratto &5

taub = t - t4
pS = a0_5 + al_b*taub + a2_b*taub**2 + a3_b*taub**3

v = al_b + 2%a2_b*taub + 3*xa3_b*xtaubxx*2
ab = 2%a2_5b + 6*a3_b*taub

j5 = 6*a3_b

# tratto 6

tau6 = t - tb
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210

p6 = a0_6 + al_6xtaub +

v6 = al_6 +
a6 =

j6 = 0.0

# tratto 7

tau7 = t - t6

p7 = a0_7 + al_7*tau7 +
v7 = al_7 +
a7 =
it =

p = ca.if_else(t <= 10,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= t5,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

v = ca.if_else(t <= t0,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= t5,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

a = ca.if_else(t <= tO0,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= t5,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

j = ca.if_else(t <= tO0,
ca.if_else(t <= t1,
ca.if_else(t <= t2,
ca.if_else(t <= t3,
ca.if_else(t <= t4,
ca.if_else(t <= tb,
ca.if_else(t <= t6,
ca.if_else(t <= t7,

return p, v, a, jJ

a2_6xtaub*x*2
2*a2_6xtaub
2*%a2_6

a2_Txtau7**2 + a3_T*xtau7**3

2%a2_Txtau7?7 + 3%a3_T7xtau7**2

2%a2_7 + 6*a3_7*xtau7
6*xa3_7

0.0,
pi,
p2,
p3,
p4,
p5,
p6,
p7, s_tot_m))))))))

0.0,
vi,
v2,
v3,
v4,
v5,
v6,
v7, 0.0))))))))

0.0,
al,
a2,
a3,
a4,
ab,
a6,
a7, 0.0))))))))

0.0,
i1,
j2,
i3,
j4,
j5,
j6,
j7, 0.0))))))))
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259

260
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264

265

266

267

268

269

270
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# Spettro analitico della trapezia standard in CasAdDz

def

def

calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot):
DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

cl = (DT1*DT7**2 + 2*xDT2*DT7**2 + DT3*DT7**2)/(2xDT7) + DT3*DT6/2 +
< DT2*DT6 + DT1#DT6/2 + (DT1*DT5**2 + 2+DT2+DTH5+*2 + DT3*DT5**2)
— /(2%DT5) + \

(DT3/2 + DT2 + DT1/2)*DT4 + (DT1*DT3**2 + 2*xDT2*xDT3**2 +
< (2.0/3.0)*DT3%%3) /(2+«DT3) + DT1*DT2/2 + DT2%*2/2 + DT1%*x2/6
c2 = (-DT5+DT7#*%2 - 24«DT6+DT7**2 - (2.0/3.0)*DT7*%*3)/(2+*DT7) - DT6
— *%x2/2 - DT5*DT6/2 - DT5**2/6
c¢3 = DT3/2 + DT2 + DT1/2
c4 = -DT7/2 - DT6 - DT5/2

denom = (cl*c4 - c2%c3)

c4 * s_tot / denom
-c3 * s_tot / denom
return aMax, aMin

aMax
aMin

trapStd_amplitude_at_omega_casadi(w, DT, s_tot, t0=0.0):
#dmpiezza [A(5)]| della trasformata della legge di accelerazione
— trapezia standard (7 segmenti),

#valutata in un singolo (rad/s). Formula analitica.

DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[O0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

# switch times

tl = t0 + DT1
t2 = tl1 + DT2
t3 = t2 + DT3
t4 = t3 + DT4
tb = t4 + DTS
t6 = t5 + DT6
t7 = t6 + DT7

aMax, aMin = calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot)

sin_wt0 = ca.sin(w*t0); cos_wt0 = ca.cos(w*t0)
sin_wtl = ca.sin(w*tl); cos_wtl = ca.cos(w*tl)
sin_wt2 = ca.sin(w*t2); cos_wt2 = ca.cos(w*t2)
sin_wt3 = ca.sin(w*t3); cos_wt3 = ca.cos(w¥t3)




278

280

281

282

283

284

285

286

287

288

289

290

291

292

293

294

295

296

»
g

298

299

300

301

302

304

305

306

307

308

309

def

sin_wt4 = ca.sin(w*t4); cos_wtd = ca.cos(w*t4d)
sin_wtb5 = ca.sin(w*t5); cos_wtb = ca.cos(w¥th)
sin_wt6 = ca.sin(w*t6); cos_wt6 = ca.cos(w¥t6)
sin_wt7 = ca.sin(w*t7); cos_wt7 = ca.cos(w*t7)

RePart = -aMin*t6*sin_wt7/(DT7*w) + aMin*t7+*sin_wt7/(DT7*w) - aMin*
— tb*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*t3*sin_wt3/(DT3*w) + \
aMax*t2*sin_wt3/(DT3*w) + aMin*t4*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*
— tO0*sin_wt3/(DT1*w) + aMax*tl*sin_wt3/(DT1*w) + \
aMax*cos_wt1/(DT1*w**2) - aMax*cos_wt3/(DT3*w**2) + aMax*
— cos_wt2/(DT3*w**2) + aMin*cos_wt4/(DTS*w*x2) - \
aMin*cos_wt5/ (DT5*w**2) + aMin*cos_wt7/(DT7*wx*2) - aMinx
— cos_wt6/(DT7*w**2) - aMax*cos_wt0/(DT1*wx*2)

ImPart = -aMax*tO*cos_wt3/(DT1*w) - aMin*t5*cos_wt7/(DT5*w) + aMinx
— tT*cos_wt7/(DT7*w) - aMin*t6*cos_wt7/(DT7*w) + \
aMax*ti*cos_wt3/(DT1*w) - aMax*t3*cos_wt3/(DT3*w) + aMax*
— t2*cos_wt3/(DT3*w) + aMin¥td*cos_wt7/(DT5*w) - \
aMax*sin_wt1l/(DT1*wx*2) + aMax*sin_wt3/(DT3*w**2) - aMax*
— sin_wt2/(DT3*w**2) - aMin*sin_wt4/(DTS*xw**2) + \
aMin*sin_wt6/(DT7*w**2) - aMin*sin_wt7/(DT7*w**2) + aMin*
— sin_wt5/(DT5*w**2) + aMax*sin_wt0/(DT1*wx*2)

A = ca.sqrt(RePart**2 + ImPart**2)
return A

trapStd_ReIm_at_omega_casadi(w, DT, s_tot, t0=0.0):

#Parte reale e immaginartia della trasformata (accelerazione) della
— trapezia standard a 7 segmenti.

#Per la robustezza meglio lavorare su Re/Im:

#- A()=1X()| va a zero solo se Re()=0 e Im()=0

#- imporre/penalizzare anche d(Re)/d e d(Im)/d in =n rende lo zero
— "piatto"” (notch pi largo localmente)

#

#Nota: la formula contiene termini 1/ e 1/, quindt va usata per >0
— (qui n>0).

DT1, DT2, DT3, DT4, DT5, DT6, DT7 = DT[0], DT[1], DT[2], DT[3], DT
— [4], DT[5], DT[6]

# switch times
tl = t0 + DT1
t2 = t1 + DT2

t3 = t2 + DT3
t4d = t3 + DT4
t5 = t4 + DTb
t6 = t5 + DT6
t7 = t6 + DT7
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aMax, aMin = calc_aMax_aMin_trapStd_casadi(DT, s_tot)

sin_wt0 = ca.sin(w*t0); cos_wt0 = ca.cos(w*t0)
sin_wtl = ca.sin(w*tl); cos_wtl = ca.cos(w*tl)
sin_wt2 = ca.sin(w*t2); cos_wt2 = ca.cos(w*t2)
sin_wt3 = ca.sin(w*t3); cos_wt3 = ca.cos(w*t3)
sin_wt4 = ca.sin(w*t4); cos_wtd = ca.cos(w*td)
sin_wt5 = ca.sin(w*t5); cos_wth5 = ca.cos(w*t5)
sin_wt6 = ca.sin(w*t6); cos_wt6 = ca.cos(w*t6)
sin_wt7 = ca.sin(wxt7); cos_wt7 = ca.cos(w*t7)

RePart = -aMin*t6*sin_wt7/(DT7*w) + aMin*t7+*sin_wt7/(DT7*w) - aMinx
— tb*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*t3*sin_wt3/(DT3*w) + \
aMax*t2*sin_wt3/(DT3*w) + aMin*t4xsin_wt7/(DT5*w) - aMax*
— t0*sin_wt3/(DT1*w) + aMax*tl*sin_wt3/(DT1*w) + \
aMax*cos_wt1/(DT1xwx*2) - aMax*cos_wt3/(DT3*w**2) + aMax*
— cos_wt2/(DT3*w**2) + aMinxcos_wt4d/(DTE*w**2) - \
aMin*cos_wt5/ (DT5*wx*2) + aMin*cos_wt7/(DT7*w**2) - aMin*
— cos_wt6/(DT7*w**2) - aMax*cos_wt0/(DT1*w**2)

ImPart = -aMax*tO*cos_wt3/(DT1*w) - aMin*t5*cos_wt7/(DT5*w) + aMinx
— t7xcos_wt7/(DT7*w) - aMin*t6*cos_wt7/(DT7*w) + \
aMax*ti*cos_wt3/(DT1*w) - aMax*t3*cos_wt3/(DT3*w) + aMax*
— t2*cos_wt3/(DT3*w) + aMin¥td*cos_wt7/(DT5*w) - \
aMax*sin_wt1/(DT1xwx*2) + aMax*sin_wt3/(DT3*w**2) - aMax*
— sin_wt2/(DT3*w**2) - aMinx*sin_wt4/(DTE*w*x2) + \
aMin*sin_wt6/ (DT7*wx*2) - aMin*sin_wt7/(DT7*w**2) + aMin*
— sin_wt5/(DT5*w**2) + aMax*sin_wt0/ (DT1*wk*2)

return RePart, ImPart

# N 5 = T . T
# FFT (per confronto)
# ====================================================================-=

def calc_trajectory_fft_np(t, acc):
T = t[1] - t[0]

Fs=1.0/T
L = len(acc)
n = int(2**np.ceil(np.log2(10 * L)))

Y = np.fft.fft(acc, n)
trasf_calc = np.abs(Y / L)
trasf = trasf_calcl[:n//2 + 1]
if trasf.size > 2:
trasf[1:-1] *= 2.0




352 f = Fs * np.arange(0, n//2 + 1) / n
353 w =f *x 2*%np.pi
354 return w, trasf

557 def trapStd_amplitude_spectrum_np(w, DT_vec, s_tot, t0=0.0):

359 #Versione NumPy (vettoriale) per plottare A() della trapezia
— standard

360

361 DT1, DT2, DT3, DT4, DTS5, DT6, DT7 = DT_vec

362

363 tl1 = t0 + DT1
364 t2 = t1 + DT2
365 t3 = t2 + DT3
366 t4 = t3 + DT4
367 tb = t4 + DTb
368 t6 = tb + DT6
369 t7 = t6 + DT7

370

371 # aMaxz/aMin

372 cl = (DT1*DT7#*2 + 2*DT2+DT7*%2 + DT3*DT7**2)/(2*DT7) + DT3*DT6/2 +
< DT2*DT6 + DT1*DT6/2 + (DT1*DT5%%2 + 24DT2*DT5%%2 + DT3*DT5**2)
— /(2*%DT5) + \

373 (DT3/2 + DT2 + DT1/2)*DT4 + (DT1xDT3**2 + 2*xDT2+DT3**2 +
< (2.0/3.0)*DT3**3) /(2*DT3) + DT1%DT2/2 + DT2x*2/2 + DT1*%*2/6

374 c2 = (-DT5*DT7#x2 - 2+«DT6*DT7*%2 - (2.0/3.0)*DT7**3)/(2*xDT7) - DT6
— x%x2/2 - DT5*DT6/2 - DT5%%2/6

375 c3 = DT3/2 + DT2 + DT1/2

376 cd = —DT7/2 - DT6 - DT5/2

377 denom = (cl*xcd - c2*c3)

578 aMax = c4 * s_tot / denom

379 aMin = -c3 * s_tot / denom

380

381 w = np.asarray(w, dtype=float)

382 sin_wt0 = np.sin(w*t0); cos_wt0 = np.cos(w*t0)
363 sin_wtl = np.sin(w*tl); cos_wtl = np.cos(wxtl)
384 sin_wt2 = np.sin(w*t2); cos_wt2 = np.cos(wxt2)
385 sin_wt3 = np.sin(w*t3); cos_wt3 = np.cos(wxt3)
386 sin_wt4 = np.sin(w*t4); cos_wt4 = np.cos(wxt4)
387 sin_wt5 = np.sin(w*t5); cos_wtb = np.cos(wxth)
388 sin_wt6 = np.sin(w*t6); cos_wt6 = np.cos(wxt6)
389 sin_wt7 = np.sin(w*t7); cos_wt7 = np.cos(w¥t7)

390

391 with np.errstate(divide=’ignore’, invalid=’ignore’):

392 RePart = -aMinx*t6*sin_wt7/(DT7*w) + aMin*t7+*sin_wt7/(DT7*w) -
— aMin*t5*sin_wt7/(DT5*w) - aMax*t3*sin_wt3/(DT3*w) + \

393 aMax*t2*sin_wt3/(DT3*w) + aMin*t4x*sin_wt7/(DT5*w) -
— aMax*tO*sin_wt3/(DT1*w) + aMax*tlxsin_wt3/(DT1*w) + \
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aMax*cos_wt1l/(DT1*w**2) - aMax*cos_wt3/(DT3*w**2) +
< aMax*cos_wt2/(DT3*w**2) + aMin*cos_wt4/(DTS*xw**2) - \

aMin*cos_wt5/ (DT5*w**2) + aMink*cos_wt7/(DT7*wx*2) -
— aMin*cos_wt6/ (DT7*w*x*2) - aMax*cos_wt0/(DT1*xw**2)

ImPart = -aMax*tOxcos_wt3/(DT1*w) - aMinxt5*cos_wt7/(DT5*w) +
— aMin*t7*cos_wt7/(DT7*w) - aMin*t6*cos_wt7/(DT7*w) + \
aMax*ti*cos_wt3/(DT1*w) - aMax*t3*cos_wt3/(DT3*w) +
— aMax*t2*cos_wt3/(DT3*w) + aMin*t4d*cos_wt7/(DT5*w) - \
aMax*sin_wt1l/(DT1*w**2) + aMax*sin_wt3/(DT3*w**2) -
— aMax*sin_wt2/(DT3*w**2) - aMin*sin_wt4/(DTS*xw**2) + \
aMin*sin_wt6/ (DT7*w**2) - aMin*sin_wt7/(DT7*w**2) +
— aMin*sin_wt5/(DT5*w**2) + aMax*sin_wt0/(DT1*xw**2)

A = np.sqrt(RePart**2 + ImPart**2)

# gestione "0

eps = le-6

mask_small = np.abs(w) < eps

if np.any(mask_small):
A = np.asarray(A, dtype=float)
A[mask_small] = 0.0

return A

# ==========================================================
# Parametri sloshing

# ==========================================================
R_mm = 48.5

h_mm = 82.0

R = R_mm / 1000.0
h = h_mm / 1000.0

rho = 1000.0
st = 0.073
mu = le-3

nu = mu / rho
g =9.81

xi = 1.84118

alpha_n = 0.58
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438

439
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443

444
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465

466

467

468

469

470

472

478

479

480

481

482

483

s_tot_mm = 800.0

t_avanz = 1.0

t_rest =1.0

t_tot = t_avanz + t_rest

# e
# Vartabili decisionale:

# e

#Numero di campioni usati per costruire la griglia temporale
N_sim = 101

# durate grezze mon negative
DT = opti.variable(7, 1)

opti.subject_to(ca.sum(DT) == t_avanz)

# durate minime (imposte sut DT effettivi)

opti.subject_to(DT[0] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[1] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[2] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[3] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[4] >= 0.05)
opti.subject_to(DT[5] >= 0.0)
opti.subject_to(DT[6] >= 0.05)

# Guess 1niztale
w7 = np.array([0.14286, 0.14286, 0.14286, 0.14284, 0.14286, 0.14286,
— 0.14286]) #somma = 1

#Larghezza (in [) del range di frequenze che voglio considerare nell’
— 2ntorno di wn
Delta_freq = 0.15

#Numero di frequenze campionate nella banda [ attorno a wn
N_band = 51 # dispari perch cos wn sta al centro

#Fattore con cut trasformo l’ampiezza spettrale in una soglia dt
— tolleranza da imporre come vincolo.

# relativo all’inttial guess scelto

#Se 1l problema infeasible, aumentare tol_rel. Se invece si vuole p1
— mnotch, ridurre.

tol_rel = 0.2
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128

w1 #configurazione del risolutore numerico

w5 opti.solver(’ipopt’, {

486 "ipopt.print_level": 3, #livello di stampa

487 "ipopt.max_iter": 2000, #numero massimo di tteraziont

488 })

489

490

491 # e e e e e e e Sl

192 # Parametrti fisicti calcolatt per caratterizzare la dinamica dello
— sloshing

493 # B e e e

494

195 m_f = math.pi * R**2 *x h * rho

w6 ms = (m_f * 2.0 * R * math.tanh(xi * h / R)) / (xi * h * (xi**2 - 1.0)
=)

w97 wn = math.sqrt((g * xi / R) * math.tanh(xi * h / R))

498

199 Rel = nu / math.sqrt(g * R**3)

s0 zeta_l = 0.79 * math.sqrt(Rel) * (1.0 + (0.318 / math.sinh(1.84 *x h / R
— )) * (1.0 + (1.0 - h / R) / math.cosh(1.84 *x h / R)))

501

502

s03 def C_n_val(xi_val, h_val, R_val):

504 return xi_val * math.tanh(xi_val * (h_val / R_val))

505

s Cn_const = C_n_val(xi, h, R)

507

sos # conversione da zn ad altezza di sloshing eta (metri)

so0 K_eta = (h * (xi**2) * ms) / m_f

510

511

512 # T T S T T T S S S T S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S EE S S

si3 # Minimizzazione del jerk + wvincolo su spettiro a wn

514 # T S S T S T S T S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S ESESEEEEEEEEEEES

sis # Il jerk costante nei trattt 1,3,5,7. Minimizzo l’integrale del jerk
— "2:

si6 # J_jerk = j(t)"2 dt = J1°2*DT1 + J2°2*DT3 + J3°2#DT5 + J4 2%
— DT7

517 #

sis # Anchde qui uso [X(wn)/[~2 = Re(wn)~2 + Im(wn) 2 per evitare la radice.

519 # e e el

520

521 coeff, t_switch = build_trap_coeffs_casadi(DT, s_tot_m)

522

53 # solo per stampa

s2¢ wn_dm = ca.DM(wn)

s Re_wn, Im_wn = trapStd_RelIm_at_omega_casadi(wn_dm, DT, s_tot_m, t0=0.0)

50 A2_wn = Re_wn**2 + Im_wn**2 # [X(un) /"2

27 A_wn = ca.sqrt(A2_wn) # solo per stampa




528

529

530

531

532

533

534

536

537

538

539

540

541

542

543

544

546

548

549

550

559

560

561

562

563

564

565

566

567

# Vincolo spettrale su una banda [ attorno a wn (con .map)

#crea N_band punti equispaziatt dentro quellintervallo
w_band = np.linspace((1.0 - Delta_freq) * wn, (1.0 + Delta_freq) * wn,
— N_band)

# Function CasADi: (w, DT) -> (Re, Im)

w_sym = ca.MX.sym(’w’, 1, 1) #la rendo simbolica

DT_sym = ca.MX.sym(’DT’, 7, 1) #la rendo simbolica

Re_sym, Im_sym = trapStd_ReIm_at_omega_casadi(w_sym, DT_sym, s_tot_m,
— 1t0=0.0)

fReIm = ca.Function(’fReIm’, [w_sym, DT_sym], [Re_sym, Im_sym])
— #creo questa function casadi che, data una coppia (, DT),
— ritorna (Re, Im)

# Map su N_band frequenze
fReIm_map = fReIm.map(N_band, ’serial’) # come un for che

— wvaluta fReIm per N_band volte, una per ciascun punto

# Prepara gli Input al map: w come (1 z N_band), DT replicato come (7 z

— N_band)

w_vec = ca.DM(w_band).reshape((1, N_band)) #cos contiene tutte
— le frequenze della banda

DT_mat = ca.repmat(DT, 1, N_band) #prende DT (71) e

— lao copia su N_band colonne

Re_vec, Im_vec = fReIm_map(w_vec, DT_mat) #anche qui valutats
— su tutti T punte
A2_vec = Re_vec**2 + Im_vec**2

# Vincolo: [X(wk)[~2 <= tol~2 per tuttt i wk nella banda (il valore
— della tolleranza glie lo do sotto, in base al guess intziale)

A_wn_tol_par = opti.parameter()

opti.subject_to(A2_vec <= A_wn_tol_par**2)

# jerk nei tratti 1,3,5,7
J1 = coeff [20] # tratto
J2 = coeff[21] # tratto
J3 = coeff[22] # tratto
J4 = coeff [23] # tratto

RGO W~

# funzione costo: integrale del jerk~2
J_jerk = (J1x*2) * DT[0] + (J2*x2) * DT[2] + (J3**2) * DT[4] + (J4*x2)
— x DT[6]

opti.minimize(J_jerk)
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# Vincolo posizione finale a t_avanz

p_fin, _, _, _ = trapStd_kinematics_casadi(t_avanz, coeff, t_switch,
< s_tot_m)
opti.subject_to(p_fin == s_tot_m)

w7 = w7 / w7.sum()
DT_init = t_avanz * w7

opti.set_initial(DT, DT_init.reshape((7, 1)))

# ---- Imposto la tolleranza su [X(wn)| relativamente allo spettro
— ottenuto col guess iniziale

# Se i1l problema infeasible, aumentare tol_rel (es. 0.10). Se si wuole
— pt notch, ridurre (0.02, ...).

Aref_wn = float(trapStd_amplitude_spectrum_np(np.array([wn]), DT_init.
— flatten(), s_tot_m, t0=0.0)[0])

A_wn_tol_val = tol_rel * Aref_wn

opti.set_value(A_wn_tol_par, A_wn_tol_val)

print(f£"[tolleranza spettro] Aref(wn)={Aref_wn:.6e}, tol_rel={tol_rel
— :.3f} -> A_wn_tol={A_wn_tol_val:.6e}")

sol = opti.solve()

DT_opt = np.array(sol.value(DT)).flatten()

DT_opt_clean = np.where(np.abs(DT_opt) < 1e-8, 0.0, DT_opt)
# DT in percentuale (somma = 100) con 3 cifre significative
DT_pct = 100.0 * DT_opt_clean / DT_opt_clean.sum()

# arrotondo "a display” a 3 cifre significative e forzo la somma esatta
— a 100

DT_pct_disp = np.array([float(f"{p:.3g}") for p in DT_pctl)

DT_pct_disp[-1] = 100.0 - DT_pct_disp[:-1].sum()

np.save("DT_opt.npy", DT_opt_clean)

A_wn_num = float(sol.value(A_wn))

J_jerk_num = float(sol.value(J_jerk))

J1_num = float(sol.value(J1))

J2_num = float(sol.value(J2))
J3_num = float(sol.value(J3))
J4_num = float(sol.value(J4))

j_peak_num = max(abs(J1_num), abs(J2_num), abs(J3_num), abs(J4_num))
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# Post-processing sloshing: integrazione RK4 del modello mon lineare
# (NON entra nell’ottimizzazione: serve solo per plot e stampa)

# griglta temporale per simulazione sloshing

_dt_sim = t_tot / (N_sim - 1)

t_grid_sim = np.linspace(0.0, t_tot, N_sim)

idx_moto_end = int(np.searchsorted(t_grid_sim, t_avanz, side="right"))

# Accelerazione a(t) come Function + map (riuso della stessa legge
— trapezia)

t_sym_sim = ca.MX.sym(’t’)

DT_sym_sim ca.MX.sym(°DT’, 7)

coeff_sym_sim, t_sw_sym_sim = build_trap_coeffs_casadi(DT_sym_sim,
— s_tot_m)

_» _, a_trap_sym_sim, _ = trapStd_kinematics_casadi(t_sym_sim,
— coeff_sym_sim, t_sw_sym_sim, s_tot_m)

a_fun_sim = ca.Function(’a_fun_sim’, [t_sym_sim, DT_sym_sim], [
— a_trap_sym_sim])

# Jerk 7(t) come Function (per plot)

—s —s —, Jj_trap_sym_sim = trapStd_kinematics_casadi(t_sym_sim,
— coeff_sym_sim, t_sw_sym_sim, s_tot_m)

j_fun_sim = ca.Function(’j_fun_sim’, [t_sym_sim, DT_sym_sim], [
— j_trap_sym_sim])

# a(t_k) sui nodi

t_eval_sim = ca.DM(t_grid_sim).reshape((1, N_sim))

DT_rep_sim_full = ca.repmat(ca.DM(DT_opt_clean).reshape((7, 1)), 1,
— N_sim)

a_sol_sim = np.array(a_fun_sim.map(N_sim) (t_eval_sim, DT_rep_sim_full))
— .ravel()

# 7(t_k) sui modt
j_sol_sim = np.array(j_fun_sim.map(N_sim) (t_eval_sim, DT_rep_sim_full))
— .ravel()

# a(t_k) sui nodi sinistri per integrare su N_sim-1 step

# uso a(t_k) per lo step [t_k, t_{k+1}])

t_left_sim = ca.DM(t_grid_sim[:-1]) .reshape((1, N_sim - 1))

DT_rep_left = ca.repmat(ca.DM(DT_opt_clean).reshape((7, 1)), 1, N_sim -
— 1)

a_left = np.array(a_fun_sim.map(N_sim - 1) (t_left_sim, DT_rep_left)).
— ravel()

a_grid = ca.DM(a_left) .reshape((1, N_sim - 1))
dt_grid = ca.DM.ones(1, N_sim - 1) * _dt_sim
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63 # ---- dimamica mon lineare + RK4

o0 Xx_sym = ca.MK.sym(’x’, 2) # [zn, znd]

s a_in = ca.MX.sym(’a’) # ingresso: accelerazione a(t)
6 dt_sym = ca.MX.sym(’dt’)

657

8 xn_sym = x_sym[0]

659 Xnd_sym = X_sym[l]

660

oo Den = 1.0 + (Cn_const**2) * (xn_sym**2)

2.0 * wn * zeta_l * (xnd_sym + (Cn_const**2) * xnd_sym * (
— Xn_sym**2))

s term2 = (Cn_const**2) * xn_sym * (xnd_sym**2)

o1 term3 = (wn**2) * xn_sym * (1.0 + alpha_n * (xn_sym*x2))

ss termd = a_in / R

62 terml

666
67 Num = -(terml + term2 + term3 + term4d)
Num / Den

ses  xndd
669

s0 xdot = ca.vertcat(xnd_sym, xndd)

sn £ = ca.Function(’f’, [x_sym, a_in], [xdot])

o3 k1 = f(x_sym, a_in)

o1 k2 = f(x_sym + 0.5 * dt_sym * k1, a_in)
o5 k3 = f(x_sym + 0.5 * dt_sym * k2, a_in)
o6 k4 = f(x_sym + 1.0 * dt_sym * k3, a_in)

677

os x_next = x_sym + (dt_sym / 6.0) * (k1 + 2.0 * k2 + 2.0 * k3 + k4)
s79 RK4_step = ca.Function(’RK4_step’, [x_sym, a_in, dt_sym], [x_next])
o0 RK4_accum = RK4_step.mapaccum(N_sim - 1)

681

62 X0 = ca.DM([0.0, 0.0])

s x_acc = RK4_accum(x0, a_grid, dt_grid) # 2 x (N_sim-1)
e X = ca.horzcat(x0, x_acc) # 2 x N_sim

685

6 xn_grid_num = np.array(X[0, :]).ravel() # (N_sim,)

e7 eta_grid_m = K_eta * xn_grid_num # (N_sim,) metrs
s eta_grid_mm = 1000.0 * eta_grid_m # (N_sim,) mm

689
00 eta_moto_mm = eta_grid_mm[:idx_moto_end]
601 eta_rest_mm = eta_grid_mm[idx_moto_end:]

692
03 eta_peak_opt_mm = float(np.max(np.abs(eta_moto_mm)))
s eta_rest_max_mm = float(np.max(np.abs(eta_rest_mm)))

695
696 # ==========================================================
697 # Stampe

698 # ==========================================================

699

— )

701 print ("DT_opt_tot = ", DT_opt_clean.sum())
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700 print("DT_opt = [" + " , ".join(f"{x:.6f}" for x in DT_opt_clean) + "]"




708

710

727

print ("Space_tot = ", float(sol.value(p_fin)))

print(f"wn [rad/s] = {wn:.6f}")

print(£"|X(wn) | (analitico) = {A_wn_num:.6e} (tolleranza = {
— A_wn_tol_val:.6e})")

print(£"j_peak = {j_peak_num:.6e} [m/s~3]")

print(£"J_jerk = {J_jerk_num:.6e}")

print("DT_opt [%] = [" + ", ".join(f"{p:.3g}" for p in DT_pct_disp) + "
— 1"

print(f"eta_peak_opt [mm] {eta_peak_opt_mm:.6f}")

print(f"eta_rest_max [mm] = {eta_rest_max_mm:.6f}")

# e e e e e

# Plot

# =====================================================================

# o __

# FIGURA 1: a(t) + eta(t)

# o __

figl, (axl, ax3, ax2) = plt.subplots(3, 1, sharex=True, figsize=(11, 7)
— )

axl.plot(t_grid_sim, a_sol_sim, linewidth=1.5)

axl.axvline(t_avanz, linestyle="--", linewidth=1.2)

axl.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
axl.set_ylabel("a(t) [m/s]")

axl.set_title("Legge di accelerazione")

ax3.plot(t_grid_sim, j_sol_sim, linewidth=1.5)

ax3.axvline(t_avanz, linestyle="--", linewidth=1.2)

ax3.grid(True, which="both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
ax3.set_ylabel("j(t) [m/s]")

ax3.set_title("Jerk j(t) minimizzato")

ax2.plot(t_grid_sim, eta_grid _mm, linewidth=1.2)

ax2.axvline(t_avanz, linestyle="--", linewidth=1.2)

ax2.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
ax2.set_xlabel("t [s]")

ax2.set_ylabel("eta(t) [mm]")

ax2.set_title("Altezza di sloshing")

# (opzionale) linee di riferimento nella fase di riposo

# Qut NON sono wincolt dell’ottimizzazione: sono solo un riferimento
— grafico.

#eta_rest_limit_mm = 1

#ax2.hlines (+eta_rest_limit_mm, xzmin=t_avanz, zmaz=t_tot, colors="red",

— linestyles="--", linewidth=1.6)
#ax2.hlines(-eta_rest_limit_mm, zmin=t_avanz, zmaz=t_tot, colors="red",
— linestyles="--", linewidth=1.6)
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plt.tight_layout ()

# Ricostruisco a(t) su una griglia fitta per fare una FFT pi pulita
N_plot = 2001
t_grid_plot = np.linspace(0.0, t_tot, N_plot)

t_eval = ca.DM(t_grid_plot).reshape((1, N_plot))
DT_rep = ca.repmat(ca.DM(DT_opt_clean).reshape((7, 1)), 1, N_plot)
a_sol_plot = np.array(a_fun_sim.map(N_plot) (t_eval, DT_rep)).ravel()

# Spettro analitico su un asse di frequenze

w_plot = np.linspace(0.0, 3.0 * wn, 2500)

A_plot = trapStd_amplitude_spectrum_np(w_plot, DT_opt_clean, s_tot_m,
— t0=0.0)

# per confrontarlo con la FFT (che single-sided) uso lo stesso scaling
— g7 adottato
A_plot_fft = (2.0 / t_avanz) * A_plot

# FFT numerica dell’accelerazione (solo tratto di moto)

mask_moto = t_grid_plot <= t_avanz + le-12

w_fft, A_fft = calc_trajectory_fft_np(t_grid_plot[mask_moto],
— a_sol_plot [mask_moto])

fig2, ax = plt.subplots(1l, 1, figsize=(11, 4.5))

ax.plot(w_plot, A_plot_fft, linewidth=1.8, label="Analitico [A(j)I[")

#axz.plot(w_fft, A_fft, linestyle="--", linewtdth=1.2, label="FFT (check
— numerico)")

w_low (1.0 - Delta_freq) * wn
w_high = (1.0 + Delta_freq) * wn

ax.axvline(w_low, linestyle="--", linewidth=1.2, alpha=0.9, color="C0"
— , label=r"$(1\pm\Delta)\,\omega_n$")

ax.axvline(wn, linestyle="--", linewidth=1.5, c=’r’, alpha=0.9,
— color="C0", label=r"$\omega_n$")

ax.axvline(w_high, linestyle="--", linewidth=1.2, alpha=0.9, color="C0"
— )

A_tol_plot = (2.0 / t_avanz) * A_wn_tol_val

ax.axhline(A_tol_plot, linestyle="--", linewidth=1.5, color="red",

label=rf"Tolleranza con (tol_rel={tol_rel:.2f})")

ax.set_x1im(0.0, 3.0 * wn)

ax.grid(True, which=’both’, linestyle="--", linewidth=0.6, alpha=0.5)
ax.set_xlabel(r"$\omega$ [rad/s]")

ax.set_ylabel(r"$|A(j\omega) |$")




#azx.set_title("Spettro di ampiezza dell’accelerazione (focus su n)")
ax.legend()

plt.tight_layout()
plt.show()

Listing C.1: Script di ottimizzazione: Opt_spettro_minjerk_robusto
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Appendice D

Dichiarazione sull’uso di strumenti di
IA generativa

Durante la preparazione di questa tesi € stato utilizzato uno strumento di intelligen-
za artificiale generativa (ChatGPT, OpenAl), modello GPT-5.2 Thinking, nel periodo
[Ottobre 2025 — Marzo 2026].

Lo strumento e stato impiegato come supporto alla stesura e revisione linguistica
(coerenza logica e correttezza grammaticale) e per ottenere indicazioni operative sul
posizionamento e I'impaginazione di elementi grafici e di codice (in particolare nei
Capitoli 3 e 4), senza sostituire 'attivita di ricerca, analisi e sintesi svolta dall’autore.

Tutti i contenuti tecnici, i risultati sperimentali e numerici e le conclusioni resta-
no di responsabilita dell’autore, che ha verificato criticamente e validato i contenuti
prodotti dallo strumento prima dell’'inserimento nell’elaborato.
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