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Sommario

L’approccio al problema a molti corpi e in generale fortemente limitato dallo sca-
ling esponenziale nel numero di componenti dei costi computazionali. Tuttavia,
per un’ampia gamma di modelli a bassa dimensionalita vincoli sulla struttura di
entanglement degli stati fondamentali rendono possibile uno studio efficiente, tra-
mite algoritmi di rinormalizzazione basati su ansatz che catturano ottimamente
tale struttura. Entrambi possono essere formulati naturalmente in un linguaggio
diagrammatico, quello dei Tensor Network.

In questa trattazione si dara un’introduzione generale e si considerera poi in par-
ticolare il caso unidimensionale, introducendo i Matrix Product States e il Density
Matrix Renormalization Group ed illustrandone una semplice applicazione.
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I would like to make a confession
which may seem immoral: I do not
believe in Hilbert space anymore.

John Von Neumann
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Introduzione

La sfida fondamentale della fisica quantistica dei sistemi a molti corpi e quello della
rappresentazione e manipolazione della vasta quantita di informazioni necessaria
per caratterizzare lo stato di sistemi formati da un numero elevato di componen-
ti (infinito nel limite termodinamico), da cui se ne possono calcolare le proprieta
fisiche. In linea di principio si tratta di un problema molto arduo sia a livello teori-
co che numerico, a causa della maledizione della dimensionalita, ovvero la crescita
esponenziale nel numero di componenti della quantita di valori da considerare per
definire uno stato generico, dovuta al fatto che questo “vive” nello spazio di Hil-
bert dato dal prodotto tensore degli spazi associati alle singole unita, anziché nel
semplice prodotto cartesiano.

Questa proprieta ¢ all’origine del fenomeno dell’entanglement (lett. “intreccio”),
che riveste un ruolo fondamentale soprattutto nei sistemi fortemente correlati, at-
tualmente il maggior interesse di ricerca nella fisica degli stati condensati per via
delle loro grandi potenzialita applicative: si parla in primo luogo di supercondutti-
vita ad alta temperatura, ma anche di altre fasi esotiche della materia come quelle
topologiche, che permettono un controllo senza precedenti sulle proprieta dei ma-
teriali - e quindi la realizzazione di sensori estremamente accurati o piattaforme
di computazione e simulazione quantistica facilmente manipolabili ma al contempo
molto “robuste”. Purtroppo, proprio in virtu dell’interrelazione che si stabilisce
tra gli stati dei singoli componenti I’applicazione dei principali strumenti analitici e
numerici ai modelli che astraggono le caratteristiche fondamentali di questi sistemi
incontra grandi difficolta: la diagonalizzazione esatta diviene impraticabile a scale
ben lontane dal limite termodinamico (ove si manifestano le transizioni di fase), le
tecniche perturbative e di campo medio falliscono in presenza di forti correlazioni
soprattutto in basse dimensioni, i metodi Monte Carlo sono afflitti dal sign problem,
ovvero 'emergere di probabilita negative.

Negli ultimi decenni, tuttavia, € emerso che per un’ampia classe di sistemi a bas-
sa dimensionalita la struttura di entanglement e di correlazione tra osservabili e
soggetta a importanti vincoli fisici, in virtu dei quali gli stati rilevanti a livello pra-
tico, ovvero quelli fondamentali, sono localizzati in un “angolo” esponenzialmente
piccolo dello spazio di Hilbert complessivo del sistema, la cui esplosione si rivela
pertanto un problema fittizio. Grazie a cio e stato possibile lo sviluppo di tecniche
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di approssimazione efficienti, ossia che richiedono un impiego di risorse computa-
zionali con scaling meramente polinomiale nel numero di componenti sia per la
rappresentazione degli stati che per 'estrazione di informazioni.

Queste tecniche si basano sull'impiego di un “linguaggio” diagrammatico ideato
originariamente dal fisico matematico Roger Penrose [1] - un grande wvisual thin-
ker - che permette di operare intuitivamente con strutture numeriche complesse: i
Tensor Networks. Si tratta di insiemi di tensori, ovvero essenzialmente matrici mul-
tidimensionali, rappresentati da forme; queste sono collegate da fili che stabiliscono
il modo in cui i vari indici sono contratti, ovvero come i corrispondenti ingressi sono
da moltiplicarsi e sommarsi per produrre nuovi tensori.

Costruendo istanze peculiari di tensor networks (di seguito abbreviati in TN) che
riproducono la struttura di entanglement degli stati a bassa energia, sia per sistemi
finiti che nel limite termodinamico, si ottengono degli ansatz ottimali per algoritmi
di rinormalizzazione, che vanno proprio ad approssimare con bonta arbitraria (e
sufficiente accrescere le dimensioni degli indici “di entanglement”) il sottoinsieme
degli stati fisicamente rilevanti. In particolare in questa trattazione ci si concen-
trera sugli Stati Prodotto di Matrici (MPS), che modellano sistemi unidimensionali,
e il corrispondente Gruppo di Rinormalizzazione della Matrice Densita (DMRG).
Storicamente hanno ricoperto un ruolo pionieristico per ’approccio con TN al pro-
blema a molti corpi, rappresentando un significativo salto in avanti con la loro
introduzione negli anni '90, ma costituiscono tuttora lo stato dell’arte nel proprio
ambito.

Va in realta notato che il quadro complessivo che si puo tracciare oggi e stato intuito
a posteriori: originariamente non si era compreso che il DMRG si basasse sugli MPS
ed al contempo non si sapeva spiegare 'efficacia di questi nell’approssimare gli stati
fondamentali. Come spesso nella ricerca, e ’analogia piu immediata e forse proprio
con la rinormalizzazione in teoria dei campi, prima ¢ giunta la rivoluzione in termini
di efficienza e precisione dei calcoli e solo successivamente ¢ stata elaborata una
concettualizzazione fisica che ha permesso di giustificarne il successo, illuminando
le strutture profonde catturate dal formalismo.
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Capitolo 1
Tensori e Tensor Networks

St introduce innanzitutto il “linguaggio” diagrammatico che si adoperera per costruire le
rappresentazioni degli stati quantistici e applicarvi le opportune manipolazioni, in modo
efficiente e soprattutto intuitivo. Si descrive [’operazione fondamentale di contrazione, le
possibili decomposizioni e si quantifica lo scaling delle risorse computazionali richieste.

1.1 Tensori

A livello pratico, e sufficiente la definizione dei tensori come generalizzazioni delle
matrici, ovvero array numerici multidimensionali. Tuttavia, analogamente a quanto
possibile con queste e gli operatori lineari su spazi vettoriali, si ¢ in grado anche
in questo caso di fornire una definizione intrinseca, che prescinde dalla scelta di
specifiche basi [2, 3, 4]:

Definizione 1.1. Sia V spazio vettoriale d-dimensionale su un generico campo K.
Si definisce lo spazio duale V* come spazio dei funzionali lineari su V' a valori in
K. Un tensore di tipo (p,q) ¢ una mappa multilineare:

T:V X xV'xVx...xV =K (1.1)

~ ~

p q

che associa quindi a q vettori e p covettori uno scalare. FEquivalentemente puo
essere definito come un elemento del prodotto tensore:

TeVe - VaV'e -V (1.2)

/

~
q

~-
p

'Di norma si considerano campi algebricamente chiusi. Specificamente, nella trattazione di
bl
tensori che descrivono stati di sistemi quantistici si ha sempre K = C, in conseguenza del primo
postulato (si faccia riferimento al capitolo 2).



Tensori e Tensor Networks

Il prodotto tensore di due spazi V e W sul medesimo campo puo essere definito,
fissate due basi (canoniche) {v;} C V e {w;} C W, come lo spazio generato da:

{viow; : 1<i<dimV,1<j<dimW} (1.3)

O piu formalmente come lo spazio V ® W assieme ad una mappa ¢ : V x W —
V ® W che soddisfa la proprieta universale: Vg : V x W — U (U spazio
generico) J¢* lineare t.c. il seguente diagramma commuta:

VxW —2 U

x Q*T (1.4)

VoW

L’equivalenza delle due definizioni di tensore si ha considerando I'isomorfismo na-
turale in dimensione finita tra uno spazio vettoriale ed il suo doppio duale V**2.

Per i tensori che saranno trattati la definizione e in generale da ampliarsi am-
mettendo che nelle varie posizioni possano essere collocati spazi differenti da una
sola coppia V', V* (ma sempre su medesimo campo) [4]. Fissando una base su ogni
spazio (che ne identifica direttamente una sul rispettivo duale) si puo quindi rap-
presentare il tensore come collezione di scalari 7}, ;, € K% x .- x K% ove d ¢ la
dimensione dello spazio corrispondente all’indice k-esimo, che puo quindi assumere
valori 1 < j, < d;3. Facendo riferimento alla rappresentazione grafica che sara
introdotta a breve, gli indici sono anche definiti gambe del tensore; il loro numero
totale definisce 'ordine & del tensore [2]. La dimensione del tensore ¢ invece il
prodotto delle dimensioni degli indici d = [] ; d;; la denominazione ¢ appropriata in
quanto corrisponde alla dimensione dello spazio vettoriale cui appartengono tensori
dello stesso tipo*. Questi possono quindi essere combinati linearmente: per la rap-
presentazione in componenti il tensore risultante dalla somma e dal prodotto per
scalare si ottiene effettuando le operazioni componente per componente. Si noti che
¢ possibile reinterpretare le entita algebriche elementari come istanze particolari di
tensori: gli scalari sono tensori di ordine 0, i vettori di ordine 1, le matrici (operatori
lineari) di ordine 2 [5].

Di seguito si fara implicitamente uso della definizione “da lavoro” dei tensori, ma
sara fatto riferimento ove possibile a quella intrinseca in quanto permette una com-
prensione piu chiara e profonda delle rappresentazioni che si andranno a costruire.
In generale gli spazi associati alle gambe sono spazi di Hilbert complessi H; finito

2L’azione di un vettore su un covettore ¢ definita come la valutazione del covettore sul vettore.
3Nella letteratura sui TN non si distinguono normalmente indici covarianti e controvarianti.

4Per la definizione intrinseca la proprietd universale implica dim(V @ W) = dim V - dim W
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Tensori e Tensor Networks

dimensionali, dunque isomorfi a C% [2]. Considerando tensori di ordine elevato e
operazioni che ne combinino diversi per costruirne di nuovi, tenere conto dei vari
indici in gioco e delle corrispondenti dimensioni puo essere molto complesso. Per
questo e di grandissima utilita introdurre una rappresentazione grafica dei tensori,
come forme (identificate dalla denominazione) da cui si protendono le citate gambe

corrispondenti agli indici [5].

® @O @
Figura 1.1: Rappresentazione di uno scalare S, un vettore V' ed una matrice M

Sui tensori e possibile effettuare una serie di operazioni, che possono essere gene-
ralmente suddivise in due categorie: manipolazioni della forma, ovvero splitting,
fusione e prodotto tensore, e operazioni di algebra lineare, ovvero contrazioni e
decomposizioni. A livello computazionale & importante notare che solo le seconde
richiedono operazioni con numeri a virgola mobile (FLOPs) per trattare gli ingressi
in C e sono pertanto pitt complesse (quindi costose) e prone ad errori [6].

1.1.1 Manipolazione degli indici

Una conseguenza delle varie definizioni e che spazi di tensori con solamente la
stessa d sono isodimensionali e pertanto isomorfi. A livello pratico, cio significa che
e possibile ridimensionare i tensori fondendo e separando gli indici [7].

Fusione Un generico tensore di ordine k£ si puo sempre ridimensionare per otte-
nerne uno di ordine k' < k tramite 1'operazione di fusione degli indici.

71

,'Z—jjl,j27"'7jk/

/ ............. \

jk/ jq+1 jk’ jq-i—l j2 jk’

Figura 1.2: Fusione di indici

Per effettuarla si identificano ¢ < k indici da riunire in uno solo; ognuno corrispon-
de ad uno spazio vettoriale locale con rispettiva base.

3



Tensori e Tensor Networks

Il singolo indice « risultante corrispondera alla base complessiva del prodotto
tensore di questi spazi, che e a sua volta uno spazio a dimensione finita:

{|j1,---,jq>5]a>:azl,...,d:Hdi} (1.5)

Si ha cosi un tensore di ordine k' = k—q+1. L’operazione ¢ reversibile: ¢ sufficiente
invertire la corrispondenza univoca tra « e le combinazioni degli indici originari.

Splitting Viceversa e possibile effettuare lo splitting di un indice, che & sempli-
cemente 'inverso della fusione. Si noti che non essendo fissate le dimensioni degli
spazi in cui si vuole decomporre quello di partenza, sottoposte solo al vincolo che il
loro prodotto dia la dimensione dell’indice originario, 'operazione non ¢ in generale
definita univocamente.

J1

. . — Ta;,...,o_zq,
ooyl oot

T;

jk j2 jk’ j2 jk’ jq+1
Figura 1.3: Splitting di indici

Prodotto tensore Infine, € possibile combinare tensori privi di connessioni fra
loro per ottenerne uno di ordine maggiore tramite I'operazione di prodotto ten-
sore; in generale in notazione indiciale il simbolo ® viene omesso. A livello pratico
I'operazione si compone di due parti: prima si fondono indipendentemente i due
gruppi di indici coinvolti dei due tensori, quindi si fondono i due indici risultanti in
un singolo indice del tensore finale [2].

Diagrammaticamente viene indicato accostando i tensori coinvolti o pil praticamen-
te inglobandoli in una sola forma che conserva le gambe preesistenti. In generale
tensori disconnessi possono muoversi relativamente in modo libero all’interno di un
diagramma, ovvero ¢ possibile effettuarne una deformazione piana [4]. A livello
simbolico cio significa che vale:

I®B)(A®I) =A®B=(AxI)(I® B) (1.6)

Si tratta di una proprieta fondamentale in quanto rende le manipolazioni diagram-
matiche molto pitt immediate di quelle algebriche.

4



Tensori e Tensor Networks

Figura 1.4: Prodotto tensore

1.2 Contrazione

L’operazione fondamentale di contrazione ¢ alla base delle manipolazioni permesse
dai TN e rappresenta la generalizzazione del prodotto matriciale [2]. Dati due
tensori A e B di ordine k e ¢ e individuati due sottoinsiemi di [ indici di entrambi da
contrarre fra loro, graficamente sono connesse le gambe corrispondenti e si produce
un nuovo tensore C' di ordine k + g — 2l le componenti sono date secondo:

Z Am1,.--,mk—17j17--~,jlle,--~7jz7n1,--~,nq—z = YUmy,omp_,nt,.ng—g (1‘7>
el

Figura 1.5: L’operazione di contrazione

Gli indici non contratti sono detti liberi. L’espressione delle contrazioni puo essere
semplificata, come si fara di seguito, facendo uso della convenzione di Einstein, per
cui si somma implicitamente sugli indici ripetuti [4]. E essenziale che le gambe
contratte siano riferite ai medesimi spazi [2].

1.2.1 Efficienza

Facendo uso delle manipolazioni viste in precedenza si puo sempre esprimere una
contrazione con ordini dei tensori e numero di gambe contratte arbitrari come
un’operazione tra tensori di basso ordine, ovvero vettori e matrici: dopo averli
ordinati opportunamente, si fondono fra loro tutti gli indici contratti e non contratti
rispettivamente e si ottiene quindi l'ordinario prodotto matriciale (le matrici si
riducono a vettori se non vi sono indici esclusi dalla contrazione):

Am,ij,n = Cm,n (18>
)



Tensori e Tensor Networks

Splittando infine gli indici liberi residui, si recupera C. Lungi dall’essere utile solo
a livello diagrammatico, questa procedura permette di efficientare il calcolo delle
componenti del tensore risultante, grazie all’ottimizzazione del prodotto tra vettori
e matrici possibile con le tecniche moderne, come quelle implementate nelle librerie
LAPACK e BLAS. Infatti, se il costo della contrazione non dipende dal metodo
scelto ed ¢ comunque pari al prodotto delle dimensioni degli indici liberi per quelle
degli indici contratti®, ovvero [8]:

d(A) - d(B)

cost(A- B) = WAND)

(1.9)
(ove d(+) indica la dimensione totale del tensore e A N B indica il tensore formato
dai soli indici contratti), il tempo richiesto per il calcolo e significativamente mi-
nore se si fa uso delle routine ottimizzate [2, 8], grazie alla parallelizzazione [6].
Chiaramente per la fusione iniziale e lo splitting finale necessari per passare dalla
forma originaria a quella matriciale e viceversa e aggiunto un overhead; pero di
norma questo non inficia significativamente il vantaggio computazionale in quanto
i pacchetti specializzati nella manipolazione di tensori non modificano la posizione
in memoria delle componenti, bensi solo il modo in cui sono indicizzate.

In realta esistono algoritmi, come quello di Strassen, che permettono di ridurre
anche il costo, passando per matrici quadrate n x n da uno scaling O(n?) a O(n*%)
[9]; tuttavia non trovano ampio utilizzo pratico in quanto il vantaggio si ottiene per
dimensioni molto elevate ed a fronte di una maggiore instabilita numerica, ovvero
minore robustezza rispetto ad errori in input [10].

1.2.2 Traccia e norma

Dato un tensore con due indici di medesima dimensionalita, si puo definire la trac-
cia (parziale) rispetto ad essi come il tensore di ordine k — 2 prodotto dalla loro
contrazione [6]:

[Trp,q 77 (1.10)

J1yeeosdp—1oJp+1semdq—1sdq+1sd Tj17~--,J'p—1704,J'p+17~--,jq—1ya,jq+1,~~-,jk

Abusando della notazione, si dice traccia di due tensori A e B appartenenti allo
stesso spazio lo scalare risultante dalla contrazione di tutti gli indici corrispondenti,
ovvero dalla traccia parziale del prodotto su tutte le coppie di indici:

Tr(A, B) = Ajy i B, (1.11)

Dalla rappresentazione diagrammatica dell’operazione e evidente la proprieta di

SIntuitivamente: per ogni combinazione degli indici liberi del tensore risultante, bisogna
moltiplicare tutte le coppie di ingressi per ogni combinazione di indici contratti e quindi sommare.

6



Tensori e Tensor Networks

ciclicita, per cui vale Tr(A, B) = Tr(B, A) [7]. Questa ¢ facilmente estesa a per-
mutazioni cicliche della traccia di piu tensori (a questo punto non necessariamente
dello stesso tipo) se questi formano un percorso chiuso [5].

v 6 (D ,:; -

Figura 1.6: Traccia: proprieta ciclica per due tensori e generalizzazione

Tramite la traccia e possibile definire in ciascuno spazio di tensori a data dimen-
sionalita un prodotto scalare (o interno), ovvero una forma sesquilineare hermitia-
na definita positiva, che generalizzando il caso matriciale viene definita prodotto
scalare di Frobenius:

(A, B)p = Tr(A*, B) (1.12)

ove A* indica il tensore complesso coniugato. Tale p.s. induce una norma, detta
norma di Frobenius o di Hilbert-Schmidt [6]:

JAl = V(A A) = /45, Anes = [ 2 Al (1.13)

J1ysJk

Questa ¢ particolarmente utile in quanto genera secondo d(A, B) = |A — BJ| una
metrica d che permette di quantificare la bonta delle approssimazioni. Si noti che
la norma ¢ invariante per splitting e fusione degli indici e che analogamente a quella
matriciale soddisfa la proprieta di sub-moltiplicativita [11]:

Proposizione 1.1. Sia C il tensore prodotto dalla contrazione di uno o piu indici
di una coppia di tensori A e B. Allora se A e B hanno norma finita anche C' ha
norma finita e specificamente vale®

I < 1AlIBI] (1.14)

6Si verifica facilmente applicando la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz

7



Tensori e Tensor Networks

Grazie alla sub-moltiplicativita e alla diseguaglianza triangolare 1’errore di appros-
simazione sui vari tensori di una decomposizione controlla quello sull’intero tensore
decomposto’. Considerando la contrazione di due tensori (la generalizzazione & im-
mediata), se si approssima A con A e B con B di modo che lerrore di troncamento
per ciascun tensore sia controllato dal medesimo €, ovvero si abbia ||[A — A|| < ¢ e
I|B -B | < e, allora detto C' = AB il tensore complessivo approssimato, per I'errore
si ha:

|C—C| = ||AB— AB|| = |AB — AB+ AB — AB|| <
< |[A(B - B)|| + (A= A)B| < ||A||||B - B + [|A = A[||B|| <
<elAll+< (Bl +e) = (IA] +1IBl}) e +£* (1.15)

che puo essere a sua volta controllato da Ce, con una costante C' opportuna dipen-
dente dalle sole norme dei tensori di partenza, per ¢ — 0. Come si vedra di seguito,
¢ tuttavia possibile migliorare questa stima applicando opportune decomposizioni
al tensori, di modo da rimuovere la dipendenza dalle norme.

1.3 Tensori rilevanti

Un classe di tensori triviali ma di particolare importanza ¢ quella dei tensori iden-
tita, che esprimono l'azione del delta di Kronecker ¢;;; graficamente sono rap-
presentati come semplici fili [2]®. La loro generalizzazione multidimensionale ¢ il
tensore copia (copy tensor), che impone I'uguaglianza di tutti gli indici associati
alle gambe. Corrisponde pertanto al delta multidimensionale 4j,...;,, motivo per
cui e definit anche tensore superdiagonale; puo essere ridotto alla composizione dei
delta ordinari per coppie di indici’:

Ojy-rjn = Og1205255 ** * 01 (1.16)
o graficamente alla concatenazione di tensori identita. Questa proprieta puo essere
espressa anche in senso inverso, ove ¢ indicata come fusion rule: la contrazione di
uno o piu indici di due copy tensor (incluso il caso di ordine 1, quindi 'identita)
produce un copy tensor sugli indici liberi residui [12].

7A patto che le norme siano finite, un assunto generalmente valido

8 importante notare che la rappresentazione non fornisce informazioni sugli specifici spazi
vettoriali associati alle gambe: 'identita agisce come semplice connessione. Gli spazi divengono
rilevanti una volta promosse le identita a operatori, operazione possibile contraendole con gli ope-
ratori |i) (j|, ovvero ottenendo una risoluzione dell’identita [2]. Considerazioni analoghe valgono
per copy e swap tensor.

9F equivalente una qualsiasi permutazione dell’ordine.
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J1

— T—T—T— .......... _T — 6j17j2,~~-7]'n

J2 J3 Ji o J2 Js Jn
Figura 1.7: Tensore identita e copy tensor

Cio da un importante vantaggio computazionale nel caso della contrazione di piu
indici di due copy tensor, in quanto permette di ridurla a quella di un singolo indice
senza alcuna approssimazione.

Con due tensori identita si pud anche realizzare un tensore di scambio (swap ten-
sor), che agendo su un sistema composto descritto dal prodotto tensore di spazi
identici inverte 'ordine di due di questi. Qualsiasi permutazione pit complessa &
riducibile alla composizione di singoli scambi [2].

= 0ij 0

k J

Figura 1.8: Swap tensor

1.4 Tensor Network

E ora possibile dare la definizione di tensor network [2, 7]:

Definizione 1.2. Un tensor network é un insieme di tensori con una parte degli
indici contratti sistematicamente. Il criterio di contrazione e specificato tramite
una rappresentazione diagrammatica, sotto forma di rete.

1.4.1 Efficienza: rappresentazione

Come detto in precedenza, i TN permettono in generale una rappresentazione effi-
ciente dello stato di un sistema composto. Per definizione, cio richiede che il numero
totale di parametri sia polinomiale nel numero di componenti e dunque che siano
controllati sia il numero di tensori che la loro dimensione.

Se N e il numero di componenti, si ha quindi per il numero di tensori Npp =
O(poly(NN)) (talvolta anche costante, N = O(1)), mentre per il numero di parametri

9
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necessari a definire ciascuno di essi vale'”:
rank T
m(T) = O (T di, ) (1.17)
e di conseguenza:

m(T) = O (&™) ove dr= max d,, (1.18)

1<ip<rankT

Unendo il tutto, il numero di parametri totali scala come:

Mot = Z{T}m(T) = Z{T}O (d?nkT) = O (poly(N)poly(d)) (1.19)

ove d = maxyry dr [5]. Quest’efficienza di rappresentazione € pero ottenuta aggiun-
gendo degli indici non liberi, ovvero nel caso di sistemi a molti corpi non riferiti agli
spazi locali dei vari componenti, che vengono contratti all’interno del network, che
vengono definiti indici di legame o ancillari (bond o ancillary indices). Analoga-
mente si definisce la loro dimensione come bond dimension, termine che riferito
all'intero TN indica il massimo valore tra i vari bond indices (si indica di norma con
X)- Essendo in principio non vincolate, le bond dimension possono essere regolate
a seconda del grado di approssimazione che si intende ottenere; incrementando-
le arbitrariamente si puo in linea di principio rappresentare qualsiasi stato, anche
quelli non soggetti ai vincoli fisici che rendono efficiente I'uso dei TN, chiaramente
al prezzo di perdere la ratio del loro impiego. In ogni caso, di norma & proprio la
bond dimension a determinare la d del TN [5, 6].

Nonostante non siano indici associati agli stati dei vari componenti concreti del si-
stema, i bond indices hanno un importante significato fisico: caratterizzano infatti
la struttura di entanglement del sistema, e le loro dimensioni forniscono una misura
quantitativa del grado di correlazione quantistica tra i vari siti [5].

1.4.2 Efficienza: contrazione

E essenziale notare che un’efficienza nella rappresentazione in memoria non si tra-
duce, come nel caso di alcune tipologie di TN, in un’efficienza nella manipolazione
e quindi estrazione di informazioni rilevanti: in primo luogo questo vale per le con-
trazioni. Un TN ¢ detto esattamente contraibile se il costo della sua contrazione
¢ polinomiale nella dimensione dei tensori elementari [12, 13].

L’approccio di “forza bruta” alla contrazione di un tensor network prevederebbe
di effettuare tutte le contrazioni come una singola operazione, con una serie di
loop iterativi (for) nidificati [8]. Chiaramente non e quello ottimale, come si puo
verificare da un semplice esempio.

10Una denominazione alternativa per I'ordine di un tensore ¢ “rango” [12]. Non la si utilizza in
questa trattazione per non confondere con il rango matriciale, con cui non ha relazione.
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Esempio 1.1. Si consideri la contrazione di tre tensori, assunti non sparsi'':
Ejk - AlijilnCnmk (120)
Siano inoltre tutte le dimensioni uguali ad un dato x non triviale (ovvero > 1).

e Calcolando a forza bruta ogni elemento di F' sono necessarie O(x?) operazioni,
e dunque in totale la contrazione ne richiede O(x°);

e Se invece si calcola prima il tensore intermedio
Dijmn = Alij'iln (121)

e quindi

allora sia il costo per ottenere D, essendo un solo indice contratto per ognu-
no dei O(x?) elementi, che quello per ottenere infine F', essendo due indici
contratti per ognuno dei O(x?) elementi, & O(x°).

Questo caso esemplifica una proprieta del tutto generale dei TN. Definendo 1'effi-
cienza in termini di costo [8]:

Teorema 1.1. Per qualsiasi network di 3 o pit tensori densi (non sparsi) ¢ sempre
almeno altrettanto efficiente suddividere la contrazione in una serie di contrazioni
di coppie (pairwise contractions). Per bond dimension non triviali é in generale pit
efficiente.

La riduzione a contrazioni di coppie porta con se un altro vantaggio fondamentale:
come visto in precedenza, queste possono essere riformulate come prodotti matri-
ciali tramite manipolazione degli indici e quindi permettere 'impiego di routine
altamente ottimizzate di algebra lineare. Dunque in generale consente un efficien-
tamento anche in termini di complessita computazionale.

L’ordine di contrazione, detto bubbling [7], non & pero di principio univoco e la
scelta non e generalmente a sua volta indifferente a livello di costo e complessita,
come si puo verificare in semplici casi pratici [2, 14]:

Esempio 1.2. Si consideri la contrazione di tre tensori:
Fij = Aiti BimCliim (1.23)

Come in precedenza si assuma una dimensione uniforme non triviale degli indici
X > 1. Si nota innanzitutto che il costo di forza bruta & O(x?).

1 Ovvero con un porzione importante di ingressi non nulli. Un controesempio sono i copy tensor.
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e Se si contrae prima A con C| il primo step ha un costo O(x°), quindi la
contrazione di AC' con B ha un costo O(x*);

e Se si contrae invece prima C' con B e quindi BC con A (o equivalentemente
prima A con B e quindi AB con C), entrambi gli step hanno un costo O(x*).

Il guadagno computazionale si puo comprendere intuitivamente tramite la rappre-
sentazione diagrammatica, contando il numero di gambe del tensore contratto ad
ogni step (le gambe sono ordinate in senso orario, partendo dalle “ore 6”).

Figura 1.9: Importanza dell’'ordine di contrazione

Al contempo, questo esempio illustra il principale vantaggio della rappresentazione
diagrammatica: la possibilita di determinare il modo piu efficiente in cui contrarre
un network tramite l'ispezione visiva. Questo non vale solo per TN con pochi
tensori, ma anche e soprattutto per quelli di grandi dimensioni (al limite infiniti)
che esibiscono periodicita [7].

Esempio 1.3. Si consideri una doppia fila di tensori di una certa lunghezza, co-
munque ben maggiore di 2 tensori: ¢ decisamente piu conveniente contrarre uno
“scalino” alla volta anziché procedere per il lungo, in quanto in questo modo non si
dovranno tenere in memoria tensori di ordine superiore a 3, anziché arrivare ad un
ordine pari alla lunghezza totale della fila. Scalando esponenzialmente il numero
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di componenti nell’ordine (assumendo dimensionalita fissa o anche solo commen-
surabile degli indici) questo riduce notevolmente lo spazio in memoria necessario e
mantiene pressoché costante il costo di ogni contrazione; di conseguenza anche il
tempo richiesto per eseguire ogni step rimane controllato.

33243 A A 3 e
333 «23 33 3 - 3 -

Figura 1.10: Esempio di bubbling inefficiente (sopra) ed efficiente (sotto) per la
geometria a “ladder”

Esistono pero anche geometrie per cui non ¢ immediata 'individuazione di una
strategia di contrazione ottimale; ad esempio talvolta puo essere piu efficace un
approccio multibubbling. In generale sono state nel tempo sviluppate euristiche
efficaci per network con meno di 20 tensori, che in genere sono sufficienti per gran
parte dei casi pratici [8]. Purtroppo ¢ difficile superare questa soglia, in quanto
I’algoritmizzazione della ricerca soffre in generale di un’importante limitazione di
scalabilita [15, 16, 17]:

Teorema 1.2. La determinazione dell’ordine di contrazione ottimale a livello sia di
costo che di complessita (di spazio o di tempo) é un problem NP-hard e in particolare
NP-completo.

Addirittura possono presentarsi delle situazioni in cui non esiste una sequenza ot-
timale che permetta di contenere su tutti gli step la quantita di risorse necessarie,
nonostante in principio la rappresentazione potesse essere efficiente [7].

Esempio 1.4. Un esempio all’apparenza non tanto distante dal caso precedente e
quello di una griglia piana con anche l’altra dimensione estesa: ¢ inevitabile che
col progredire delle contrazioni si ottenga un tensore di ordine paragonabile alle
lunghezze dei lati del network.

Figura 1.11: Geometria senza bubbling efficiente
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1.5 Decomposizione

L’operazione inversa della contrazione ¢ la decomposizione di un tensore in piu
tensori, che ¢ alla base delle tecniche di TN in quanto permette di ridurre un tensore
generico a tensori particolari per cui e piu agevole la manipolazione e 'estrazione
di informazioni rilevanti. Come si puo intuire, analogamente allo splitting non
¢ definita univocamente; tuttavia sono di particolari interesse alcune decomposi-
zioni specifiche ottenute generalizzando quelle matriciali. Come per le operazioni
precedenti si ottengono trasformando i tensori in matrici, applicandole e quindi
invertendo la fusione degli indici [2]. Di seguito si assumera che le matrici siano in
generale complesse.

I costi delle decomposizioni sono espressi in termini delle dimensioni matriciali con
m > n ; considerando la fusione degli indici di un tensore T, . i.).(jpi1,.in) © da
assumersi [6]:

m = max{dl 'dg"'dp,dp+1 dk} n = min{d1 . dg"'dp,dp+1"'dk} (124)

1.5.1 Decomposizione spettrale (o autodecomposizione)

Una matrice quadrata diagonalizzabile puo essere ridotta, tramite una similitudine,
ad una diagonale, univocamente definita a meno di un riordino degli autovalori.
Considerando 'applicazione dei TN ai sistemi quantistici le matrici diagonalizzabili
rilevanti sono quelle hermitiane, per cui la matrice di cambio di base ¢ unitaria:

Mop=UayD, U, UTU=UUT =1 (1.25)

Se la dimensione delle matrici € n X n, il costo della decomposizione spettrale scala
come O(n?) [2].

o +ne 8

Figura 1.12: Decomposizione spettrale

1.5.2 Decomposizione ai valori singolari (Singular Value
Decomposition)

Una decomposizione molto piu generale, possibile per qualsiasi matrice di dimensio-
ne arbitraria (anche non diagonale) m x n , permette di esprimerla come prodotto
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di due matrici unitarie (quindi quadrate) m X m e n X n, e una matrice diagona-
le'? con medesima dimensione di quella di partenza e ingressi solo positivi, definiti
valori singolari, determinati univocamente da M a meno di un riordino:

Mos=UarS,, V.,  UUT=UU =1, VVi=VIV=I, (1.26)

In generale il numero di valori singolari non nulli, uguale al rango di M, puo es-
sere minore di min(m,n): cid permette di esprimere in modo piu compatto la
decomposizione:

Mog = UsrSyiVi, (1.27)

r=1

ove S ¢ ora una matrice diagonale quadrata r X r con ingressi diagonali non nulli, U
&mxr con solo colonne ortonormali (UTU = 1,,,), dette normalizzate a sinistra e V7
& 7 x n con righe ortonormali (VVT = 1,,), dette normalizzate a destra. Assumendo
m > n, il costo computazionale per la SVD ¢ O(mn?) [2].

@ - P @2

Figura 1.13: Decomposizione ai valori singolari

Si noti che i valori singolari sono le radici quadrate degli autovalori di MM e
MTM e in particolare quindi per una matrice hermitiana sono i valori assoluti
degli autovalori. Se M e anche semi-definita positiva autovalori e valori singolari
coincidono e le due decomposizioni sono equivalenti [8].

L’impiego della SVD e particolarmente importante in quanto agendo solo sulla
matrice S si puo ridurre il numero di parametri della rappresentazione tensoriale
nel modo che conserva la migliore approssimazione possibile dello stato di partenza
a parita di rango. Vale infatti un risultato fondamentale per I'approssimazione di
matrici di dimensionalita m x n arbitraria, il Teorema di Eckart-Young [18]:

Teorema 1.3. La maiglior approssimazione di una matrice M data con una ma-
trice di rango r < rank M si ottiene considerandone la SVD e, ordinati in senso
decrescente 1 valori singolari, ponendo a 0 gli ultimi rank M — r.

Inoltre, Uerrore di approssimazione (detto errore di troncamento [12]) é pari

12Definita in generale come una matrice con tutti gli ingressi fuori dalla diagonale nulli.
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alla somma in quadratura dei valori singolari “tagliati”™*3:

31 =300 = || 303 [y~ M =

i=1 j=1

Come metrica si utilizza la norma di Frobenius, ma il risultato e stato poi genera-
lizzato da Minsky a norme unitariamente invarianti, ovvero tali per cui

|UMV]| = || M]] (1.29)

con qualsiasi U e V unitarie m X m e n X n rispettivamente [4].

1.5.3 Decomposizione QR

Una matrice di dimensione arbitraria m x n puo essere decomposta nel prodotto di
una matrice unitaria m X m e una triangolare superiore, ovvero con elementi non
nulli solo per indice di colonna maggiore o uguale a quello di riga:

Mypg = QarRyp (1.30)

Se m > n, le ultime m — n righe di R sono nulle e quindi si puo riscrivere in forma
compatta:

Mog=> Qo R4 (1.31)
y=1

ove (' ¢ m x n normalizzata a sinistra e R’ n X n.

_@_:R_ @_:

Figura 1.14: Decomposizione QR

Si possono equivalentemente definire la decomposizione R() con ordine inverso e ()
normalizzata a destra o la L@ con L triangolare inferiore [2].

Il costo della QR completa scala come O(m?n), mentre quello della versione com-
patta o economica (utilizzata pilt spesso negli algoritmi) solo come O(mn?) [8].

BDunque eliminando valori singolari nulli non si ha alcun errore, mentre se sono piccoli si
mantiene comunque un’ottima approssimazione.
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Il fatto che @ per la decomposizione ridotta sia un’isometria a sinistra, ovvero che
determini una base ortonormale per lo spazio delle colonne della matrice di parten-
za'*, & di grande utilita a livello pratico: implica infatti che abbia norma unitaria
[3].

1.6 Liberta di gauge

Gli indici di bond di un TN che descrive lo stato quantistico di un sistema a molti
corpi rappresentano delle dimensioni ulteriori dei tensori non associate agli spazi
locali dei vari componenti, ovvero dei gradi di liberta non fisici: dunque e possibile
manipolarli senza alterare la fisica del sistema (essenzialmente, i valori di aspet-
tazione delle osservabili) [12]. Questo puo avvenire applicando ad un dato indice
ausiliario una trasformazione invertibile e la sua inversa (che contraggono fra loro
all’identita)'®, le quali sono quindi contratte separatamente con i tensori ai due
estremi della gamba producendo i trasformati; trasformazioni piu generali - ma
sempre implementabili in modo efficiente - si ottengono quindi combinando quelle
per singoli link differenti [6].

In analogia alle teorie di campo, le trasformazioni ammesse sono dette trasforma-
zioni di gauge del TN. Spesso una variazione del gauge fizing al runtime e utile
per efficientare gli algoritmi [6].

Figura 1.15: Trasformazione di gauge

1.6.1 TN loop-free e gauge locali

Alcune scelte di gauge particolarmente utili si ottengono applicando sistematica-
mente le decomposizioni introdotte in precedenza qualora il TN esibisca opportune
proprieta generali. Una classe molto ampia, che include la tipologia di network su

14Te colonne di @ non sono che il risultato dell’applicazione della procedura di ortonormaliz-
zazione di Gram-Schmidt a quelle di M. Si comprende facilmente in questo modo la generalita
della decomposizione [19].

15Tn generale ¢ sufficiente che sia un’isometria, in quanto pud alterare la dimensione della gamba,
[7]. Sui link liberi o “fisici” le trasformazioni sono ristrette alle unitarie per mantenere una base
ortonormale [6].
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cui si concentrera questa trattazione, ¢ costituita dai TN privi di loop*® [6]. Con-
siderato la struttura di un TN definisce naturalmente un grafo (non orientato)!,
al netto di opportune tensorizzazioni si puo identificare questa classe con i Tree
Tensor Network (TTN), in quanto un albero & un grafo connesso privo di loop,
o loop-free |2, 8]. La struttura di grafo ¢ utile in quanto permette di definire una
metrica per i vertici, corrispondente al numero di spigoli che compongono il per-
corso (path) piu breve che li connette; per network privi di cicli questo percorso
¢ chiaramente unico. La caratteristica fondamentale dei TTN e che qualsiasi link
contratto definisce univocamente una bipartizione del sistema [6].

Preliminarmente ¢ utile dimostrare tramite la SVD un fatto fondamentale: per
TN loop-free, se la struttura del network ¢ vincolata le sole trasformazioni globali
ammissibili sono quelle realizzate combinando risoluzioni dell’identita sui link vir-
tuali. Tramite questa procedura si verifica anche che, per una data gamba virtuale,
¢ possibile determinare chiaramente la corrispondente dimensione di bond minima
per mantenere una rappresentazione esatta del network: ¢ il rango della matrice
ottenuta ridimensionando il network secondo la partizione degli indici liberi definita
dalla gamba stessa [6].

Data una forma generica del network, ne si consideri I’espressione ottenuta fondendo
gli indici liberi e contraendo quelli virtuali sui due lati della partizione:

Top = AarByp (1.32)

ove la somma ¢ su tutta la dimensione D dell’indice d’interesse. Si operi ora invece
la SVD ridotta di 7' (in questa forma), che & sempre possibile:

Togp = meé%ﬁ (1.33)

assorbendo i valori singolari in una delle matrici risultanti. La somma ¢ solo su
un numero di termini dato dal rango x, che ¢ determinato dalla sola T, g, ovvero
dal tensore T' e dalla partizione degli indici, e soddisfa x < D per definizione (o
equivalentemente per proprieta della SVD) - chiaramente a patto che la forma 1.32
sia esatta. Ora, se la dimensione di T, 5 € m X n:

e A ¢ una matrice m x y di rango x, dunque ha rango colonna massimo (le
colonne sono Li.). Di conseguenza ammette un’inversa a sinistra A=1%;

e B ¢ una matrice xy x n di rango x, dunque ha rango riga massimo (le righe
sono 1.i.). Di conseguenza ammette un’inversa a destra B~1E.

16Sotto opportune condizioni le manipolazioni illustrate si possono generalizzare anche a
network che presentino cicli [8].

17Ovvero una coppia G = (V, E), ove V & un insieme di vertici ed E di spigoli che li connettono.
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Considerato che AB = T = AB, si ottiene quindi una coppia di trasformazioni la
cui applicazione al link considerato trasforma il tensore dalla forma 1.32 alla 1.33:

A=ABL")y=AX B=(A"A)B=YB (1.34)

Queste sono D x y e x X D e contraggono all’identita, ma solo in un senso'®:

YX =1, XY #1p (1.35)

[terando questa procedura per ogni gamba virtuale si ottiene quindi una forma
equivalente a dimensione di bond minima. Non essendo stata fatta alcuna ipotesi
sulla forma 1.32; si tratta di un risultato del tutto generale; inoltre scambiando i
ruoli di X e Y si puo recuperare la forma originaria dalla 1.33 (con Y in questo
caso inversa a destra anziché a sinistra di X'). Ma cio implica che date due qualsiasi
rappresentazioni del tensore a forma fissata e possibile determinare un insieme di
trasformazioni locali che mappino I'una nell’altra [6].

1.6.2 Gauge centrale e canonica

Il vantaggio fondamentale dell’applicazione sistematica di decomposizioni QR o
SVD e risiede nella possibilita di ridurre i nodi a delle isometrie, che semplificano
notevolmente le contrazioni e di conseguenza permettono un computo immediato
dell’errore di approssimazione complessivo su un network a partire da quello locale
[8].

Gauge centrale o unitaria Si fissa innanzitutto un nodo come centro di or-
togonalita. Tramite la metrica sul network, si possono definire dei livelli rispetto
ad esso, ovvero insiemi di punti alla medesima distanza. Si applica quindi iterati-
vamente una procedura detta di pulling-through, partendo dal livello a distanza
massima:

1. Si applica la decomposizione QR ridotta a ciascun tensore del livello;

2. Lo si rimpiazza con I'isometria a sinistra () e si assorbe la matrice triangolare
R nel tensore adiacente nel livello inferiore.

Una volta completata, si ottiene un network in cui tutti i tensori salvo il centro
sono isometrie a sinistra. Di conseguenza, sono isometrici gli interi rami che se ne
dipartono, ovvero le porzioni connesse di network contratte con ogni sua gamba,
che contratti con il proprio aggiunto danno il tensore identita. Cio e di grande
utilita in quanto implica che, detto T il network complessivo e C' il centro [8]:

18Tn quanto in generale vale meramente y < m,n, D e quindi le matrici sono solo isometriche.
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o [IT] = lICl;

e Piu in generale, sostituendo C' — C’ (con la medesima forma) si ha (T,7") =

(C.C);
e Per lerrore in norma |7 — 17| = ||C — ||

Il costo computazionale del pulling through ¢ dominato dalle decomposizioni; se
I'ordine massimo di un tensore del network ¢ K allora & O(x%*1)!%. Si noti che
facendo uso della QR ridotta si ha il vantaggio di ridurre la dimensione di un link
virtuale se questa ¢ maggiore della dimensione complessiva delle altre gambe del
tensore decomposto [6].

Esiste in realta un altro modo, computazionalmente piu efficiente ma al contempo
piu instabile numericamente, per creare un centro di ortogonalita. Anziché ma-
nipolare i singoli nodi, si puo infatti rendere isometrici i rami nella loro interezza
procedendo come di seguito [§]:

1. Si contrae ciascun ramo con il proprio aggiunto, ottenendo una matrice her-
mitiana p, che & semi-definita positiva®’;

2. La si diagonalizza: p = UDUT. Se ha autovalori nulli, si tronca la dimensione
per eliminarli, di modo da renderla definita positiva;

3. Se ne prende la radice quadrata principale X = p'? = UD'"?U?'. Per
definizione p = X XT;

4. X ¢ invertibile con X' = UD~'UT; si applica allora come trasformazione di
gauge sulla gamba tra il ramo e il centro, assorbendo X ~! nel primo e X nel
secondo.

Si verifica quindi facilmente che:
P=XTp(X DN = X1 XXI(XD =T (1.36)

Spesso negli algoritmi puo essere utile spostare il centro di ortogonalita: questo
puo essere fatto semplicemente applicando una procedura analoga sul percorso che
connette i due nodi, facendo uso eventualmente anche di decomposizioni LQ [2].
Chiaramente questo metodo, necessitando di decomposizioni ripetute, non e effi-
ciente come ’applicazione di un’opportuna gauge che realizzi lo spostamento del
tensore non isometrico; per poterlo esprimere nel secondo modo ¢ tuttavia necessa-
rio che il centro, ovvero la parte non isometrica del network, ammetta a sua volta

9Suffice considerare il costo della ridotta con m = x?~' e n = x.

200vvero ha autovalori non negativi.
Definendo diag(A1, ..., A\y)® = diag(Af, ..., A2).
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un’inversa - ovvero abbia rango massimo. Sebbene la gauge centrale possa permet-
tere di ridurre le dimensioni dei link virtuali, non garantisce che siano minimali e
quindi che righe o colonne eccedenti il rango siano completamente scartate: si puo
ovviare ricorrendo alla SVD ridotta [6].

Gauge canonica Si consideri un T'TN in gauge unitaria; senza perdita di ge-
neralita si puo assumere che il centro di ortogonalita sia una matrice, in quanto
si puo isolare su un singolo link applicando la QR ad un centro che avesse ordine
diverso da 2. Applicandovi la SVD ridotta e scartando i valori singolari nulli, si
ottiene una matrice S invertibile; se si opera in questo modo analogamente per
tutti i possibili centri in forma matriciale ottenuti spostandolo su ogni link j-esimo
del network, le isometrie UU!, VUl corrispondenti danno le trasformazioni di gauge
ricercate. Si noti che i tensori prodotti contraendole con quelli isometrici in gauge
unitaria rimangono isometrici [6].

La loro applicazione permette cosi di ridurre la dimensione delle gambe al rango del
corrispondente centro, che per quanto visto e la dimensione minima che mantiene
una rappresentazione esatta del network. Lo spostamento del centro di ortogonalita
nella gauge canonica diviene molto piu efficiente in quanto per ogni link e espresso
dalla matrice dei valori singolari corrispondente: a livello algebrico, per ottenere il
tensore isometrico per un centro sul link z-esimo da quello per un centro sul link
j-esimo ¢ sufficiente moltiplicare per SUlSlH-122,

Si noti che anziché considerare simultaneamente tutte le gambe virtuali del net-
work, si puo piu praticamente realizzare la gauge canonica procedendo a partire
dal centro di ortogonalita come di seguito:

1. Si applica la SVD e si assorbe SVIVUIT o UV1SU] nel tensore adiacente;

2. Si applica a questo la SVD rispetto ad ogni link verso il livello successivo,
sostituendo ogni volta il tensore UU!SU! prodotto al tensore di partenza salvo
per l'ultima gamba, ove si mantiene solo U

3. Si itera per il livello successivo, assorbendo le SUIVUIT23 nei tensori adiacenti;

Il network finale, al netto delle isometrie residue sugli indici liberi, € cosi in gauge
canonica. Infatti, poiché i valori singolari su ogni link sono determinati - al netto
dell’ordine - dal solo network iniziale, la gauge canonica ¢ unica e non dipende dalla
specifica procedura di implementazione, un fatto di grande utilita in quanto evita

221,’unico svantaggio & che per valori singolari piccoli I'inversione amplifica gli errori e pertanto
comporta instabilita. La soluzione, anziché troncare solo sul rango delle matrici, ¢ fissare un
cutoff.

23Recuperabili per le gambe diverse dall’ultima trasformata tramite la semplice inversione dei
valori singolari.
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che gli errori dipendano dall’ordine in cui si effettuano le compressioni e permette
di operare in parallelo sul network [6].

1.7 Differenziazione

Negli algoritmi variazionali si impone la condizione di estremalita su una certa
funzione (tipicamente il valore di aspettazione dell’energia) rispetto ad un certo in-
sieme di parametri; per un TN tipicamente si ottimizza rispetto alle componenti di
un tensore del network il valore lo scalare prodotto dalla contrazione complessiva.
La condizione puo essere equivalentemente formulata come annullamento del dif-
ferenziale della funzione rispetto al tensore; poiché la contrazione ¢ un’operazio-
ne lineare, il gradiente rispetto al tensore in considerazione e calcolabile in modo

immediato e corrisponde al network privato di esso?*:
0
o4 (AasTsq) = Tpy (1.37)

24Per praticita si sono vettorizzati gli indici liberi e contratti.
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Capitolo 2
Sistemi quantistici a molti corpi

L’oggetto cui si applicheranno gli strumenti descritti ¢ lo stato dei sistemi a molti corpi.
St illustra il formalismo della Meccanica Quantistica, su cui si fonda la loro descrizione;
tramite 'operatore densita si introducono quindi gli osservabili d’interesse e le misure di
accuratezza delle approssimazioni. Si definisce infine la classe di sistemi d’interesse.

2.1 Postulati della MQ

Il framework alla base della fisica dei sistemi a molti corpi e la Meccanica Quantisti-
ca (di seguito MQ)!; per le finalita della trattazione ¢ utile fornirne la formulazione
piu generale ed astratta, sviluppata principalmente ad opera di Paul A.M. Dirac e
John Von Neumann. A Dirac si deve inoltre la notazione bra-ket, di cui si fara uso
di seguito. Per i contenuti del capitolo si fa riferimento, ove non diversamente spe-
cificato, ai testi originali di Dirac [20] e Von Neumann [21], all’oramai altrettanto
“classico” Nielsen-Chuang [22] e al gia citato volume di Collura et al. [2].

2.1.1 Primi postulati

I primi postulati della MQ definiscono la natura matematica dello stato di un
sistema quantistico isolato, ovvero I'oggetto che ne da la descrizione completa 2, gli
osservabili, ovvero le quantita fisiche misurabili, I’evoluzione temporale dello stato
e le misure.

LA rigore non da considerarsi una teoria fisica, bensi un generale paradigma per lo sviluppo di
teorie, che concernono una specifica classe di sistemi e le rispettive leggi - e hanno pertanto un
dato campo di applicabilita. Ad esempio, la teoria quantistica dell’interazione EM ¢ la QED.

2Qvvero da cui & possibile ricavare tutte le proprieta del sistema, in altri termini i risulta-
ti di ogni possibile misura. A differenza dello stato classico, il punto di fase, lo stato quan-
tistico non é direttamente osservabile. La questione della sua realta e in generale il problema
dell’interpretazione della MQ esulano dagli scopi di questo lavoro.
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Postulato 1 (Stato). Ad ogni sistema fisico isolato € associato uno spazio di Hilbert
complesso H (separabile®). Il sistema ¢ completamente descritto dal suo vettore

di stato, ovvero un elemento |¢b) dello spazio di norma unitaria®.

Postulato 2 (Osservabili). Ad ogni osservabile del sistema é associato un operatore
lineare autoaggiunto® su H. La misura di un’osservabile su uno stato |¢) da come
risultato uno tra v suoi autovalori \; , con probabilita:

P= (A (2.1)

ove |\;) ¢ lUautostato associato®, che corrisponde allo stato del sistema immediata-
mente dopo la misura.

In virtu del teorema spettrale, operatori autoaggiunti sono unitariamente dia-
gonalizzabili e hanno spettro reale. Un’osservabile A ammette quindi sempre
decomposizione spettrale”:

A= N (2.2)

Il valore medio della sua misura su uno stato e definito valore di aspettazione e
corrisponde al valore della forma quadratica associata:

(A, = S0P = S (1A () = (I (S O ) 19) = (wldfy)  (23)

Non ¢ necessariamente uguale a uno degli autovalori, bensi in ossequio alla legge
dei grandi numeri al valore cui tende la media di misure identiche ripetute su stati
identicamente preparati®.

Ad esso ¢ associata una varianza o e quindi una deviazione standard o4 = /c%:

0% =P\ — (A))? = PN — (A) = (A%) — (A)? (2.4)

Puo essere utile considerare un’estensione della definizione di misura:

3Una precisazione di poco riguardo nel caso di dimensione finita in quanto la separabilita vale
trivialmente.

4Due elementi proporzionali descrivono lo stesso stato a meno di un fattore di normalizzazione.
Dunque equivalentemente si puo definire stato un raggio proiettivo dello spazio H.

5Anche in questo caso, la dimensione finita ¢ pilt “mansueta”: non & necessario distinguere
gli operatori autoaggiunti da quelli hermitiani. In dimensione infinita le due definizioni non sono
equivalenti e il teorema spettrale vale solo per i primi.

6Si somma sui vari contributi se I’autovalore & degenere.

7Si fa uso di seguito di sommatorie ma chiaramente si pud generalizzare a spettri continui o
parzialmente continui tramite integrale.

8Per una definizione di preparazione, per quanto dichiaratamente operazionista, si puo fare
riferimento a Peres [23]
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Postulato 3 (Misura). Una misura ¢ descritta da una collezione di operatori di
maisura {M,,} suH che soddisfano l’equazione di completezza:

La probabilita di ogni possibile esito m € R e p,, = (| M,, |v) e lo stato del
sistema immediatamente dopo la misura ¢ dato da:

1 ~
im) = —=Mp, |¢) (2.6)
Vom
La misura di un’osservabile ¢ quindi ridefinita come un tipo peculiare di misura,
detta proiettiva, in cui gli operatori sono proiettori ortogonali - sugli autospazi’:

M =M,  MyuM, = 6,,M, (2.7)

Postulato 4 (Evoluzione temporale). L’evoluzione di un sistema quantistico chiuso
e descritta da una trasformazione unitaria dipendente esclusivamente dalla diffe-
renza det tempi:

[W(t2)) = Ulta — t1) [¥(t1)) (2.8)
Per sistemi che evolvono in tempo continuo [’evoluzione é equivalentemente descrit-
ta dall’equazione di Schrodinger:

. d ~
i o) = H 1) (29)

ove h ¢ la costante di Planck e H un’osservabile detta Hamiltoniana del sistema®.

He 'analogo della funzione H(p, q) per un sistema hamiltoniano classico!'. Risol-
vendone l’equazione agli autovalori, detta equazione di Schrodinger indipen-
dente dal tempo:

F[ |¢n> = E, |wn> (2-1())

se ne determinano gli autovalori, che sono le possibili energie del sistema {E,}, e
gli autostati, detti stati stazionari; o stato associato all’energia minima in par-
ticolare ¢ detto stato fondamentale (ground state). In generale lo spettro
dell’Hamiltoniana puo essere degenere - in particolare possono esserci piu stati fon-
damentali - e pertanto ¢ necessario considerare altre osservabili che commutano
con essa (ovvero compatibili) per avere un insieme completo che rimuova tutte le
degenerazioni; la base spettrale comune e quindi indicizzata tramite una stringa di
autovalori.

9In realtd una misura generica & sempre esprimibile come misura proiettiva, a meno di una
trasformazione unitaria e dell’aggiunta di un altro sistema “ancillare”.

10 "operatore di evoluzione si ottiene dall’esponenziale formale U (t —t1) = exp{—1 (to —t;)H}

1 Anche quantisticamente per un sistema non isolato H & dipendente dal tempo; quindi U non &
invariante per traslazione temporale - in particolare i termini della serie esponenziale sono integrali
multipli ordinati temporalmente, in quanto Hamiltoniane a tempi diversi non commutano.
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2.1.2 Postulato per i sistemi composti

Di particolare interesse per la presente trattazione e il quinto postulato:

Postulato 5 (Sistemi composti). Lo spazio di Hilbert associato ad un sistema
composto e dato dal prodotto tensore degli spazi associati ai suoi sottosistemai:

H=Q)H (2.11)
i=1
Ove il prodotto interno ¢ costruito secondo (in notazione si omette il simbolo ®):

(il (al [01) -+ 16n) ) = (Wn, oo ulbr, s ) = l:[l@/fi!@) (2.12)
Dunque fissata una base {|k;) 2‘21%1 per ogni spazio, per convenienza ortonormale,
una base per gli stati del sistema composto e:

a sua volta ortonormale e si ha dimH = dimH; - dim Hs - - - dim H,,. Allo stesso
modo si definisce 1'algebra degli osservabili'? del sistema composto come prodotto
tensore di quelle dei singoli sottosistemi'®, ove ogni operatore “locale” agisce sullo
spazio corrispondente:

(A1 ® Ag) [th1) [1h2) = (A1 Y1) ® (As [1)2)) (2.14)

Un generico stato del sistema € un tensore di tipo (n,0) e si puo sviluppare sulla
base, ottenendo un tensore scalare complesso di dimensione dim H:

1) :Z"'Z¢k1,...,kn|k1, o k) :ZZ @
k1 kn k1 kn

ky k.,

Essendo di norma nota l'azione degli osservabili sulle basi locali, ¥y, x, contiene
equivalentemente tutta l'informazione sullo stato del sistema. Per uno stato ge-
nerico, se la dimensione dei singoli spazi e controllata da un parametro finito d
il numero di ingressi scala in quello dei sottosistemi n come O(d"), ovvero espo-
nenzialmente: in cio consiste la maledizione della dimensionalita (curse of
dimensionality) del problema a molti corpi.

Una tale quantita di valori e necessaria per descrivere la grande maggioranza degli

stati dello spazio tensore, che esibiscono la proprieta di entanglement.

120Qvvero lo spazio B(H) degli operatori continui, che & uno s. di Hilbert con il prodotto interno
di Hilbert-Schmidt, dotato della composizione come prodotto associativo [24].

13Che vi possono essere incluse in modo naturale tensorizzando con un’azione triviale su tutti
gli altri spazi.
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Definizione 2.1. Un vettore di stato del sistema composto si dice decomponibile
se puo essere espresso come prodotto tensore di n vettori, ciascuno appartenente
allo spazio di un sottosistema. In caso contrario lo stato ¢ entangled.

Dunque, dato un sistema composto in uno stato entangled, ciascun sottosistema
di cui non e possibile “raccogliere a fattor comune” un vettore di stato individuale
non ¢ in uno stato definito; inoltre una misura su un sottosistema “intrecciato”
ad un altro altera lo stato del sistema complessivo e di conseguenza comporta una
determinazione (esatta o parziale) degli stati ammissibili del secondo, senza che in
principio sia stato necessario interagirvi.

2.2 Operatore densita

Sistemi per cui la preparazione non determina univocamente uno stato, come quelli
termici, sono descritti da una miscela statistica di vettori di stato'* - definiti in
questo contesto piu specificamente stati puri, ovvero un insieme di piu di essi con
assegnate delle probabilita!'®:

{pi, )} pie01] Ypi=1 (2.15)

La descrizione di stati puri e misti puo essere unificata introducendo 'operatore
densita:

Definizione 2.2. L’operatore densita (o matrice densita) associato ad un siste-
ma descritto da uno stato puro e il proiettore ortogonale sul vettore di stato:

p= [0y (2.16)

L’operatore densita associato ad un sistema descritto da una miscela statistica é
invece'® la somma convessa'” degli operatori associati ai vari stati puri, con i pesi
equali alle rispettive probabilita:

p=2pipi = 3_;pi [¥i)¥i] (2.17)

14Non necessariamente ortogonali.

I5E importante notare che non si tratta di una sovrapposizione, che & uno stato ben definito,
ovvero puro. La differenza si puo verificare matematicamente: essenzialmente, gli stati di una
miscela non possono interferire.

16Chiaramente il caso puro si pud assorbire in quello misto come miscela con un solo elemento
a probabilita unitaria.

17Ovvero con coefficienti non negativi che sommano all’unitd. Nello spazio operatoriale giace
quindi internamente al simplesso definito dai termini della somma.
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Si tratta di uno strumento estremamente utile in quanto ¢ possibile riformulare
integralmente i postulati della MQ facendo esclusivamente riferimento agli operatori
densita, includendo cosi sia stati puri che ensemble nel medesimo formalismo.
Preliminarmente e necessario definire la traccia di un operatore:

Definizione 2.3. La traccia di un operatore A ¢ definita come lo scalare:
Tr[/l] => <k;|/1|k:> (2.18)

ove {|k)} € una generica base ortonormale. La definizione é ben posta in quanto
invariante per trasformazioni unitarie.

La denominazione e opportuna in quanto la traccia operatoriale possiede tutte
le proprieta di quella matriciale (e tensoriale), incluse in particolare linearita e
ciclicita. Innanzitutto si da quindi un teorema di caratterizzazione degli operatori
densita, che stabilisce una corrispondenza con possibili ensemble di stati puri:

Teorema 2.1. Un operatore p e ['operatore densita associato ad un qualche en-

semble di stati puri se e solo se soddisfa le sequenti due condizioni's:

1. Ha traccia unitaria: Tr[p] =1
2. E positivo (o semi-definito positivo): Y (¥]ply) € R A (¥]ple) >0

Non si riporta la dimostrazione ma si annota solamente che la positivita ¢ condi-
zione sufficiente per I'hermitianita e che i proiettori ortogonali sono hermitiani e
idempotenti (e quindi positivi). Questa corrispondenza ¢ biunivoca solo consideran-
do classi di equivalenza di ensemble, in quanto un medesimo stato misto ammette
pill espressioni come combinazione convessa di stati puri'® - chiaramente non di-
stinguibili a mezzo di misure o evoluzione temporale. In virtu di cio € opportuno
fare primariamente riferimento all’operatore densita, per cui come detto si puo
formulare consistentemente la MQ. Vale poi il seguente criterio:

Teorema 2.2. Per un operatore densita p generico vale Tr[p?] < 1. Si ha 'ugua-
glianza se e solo se p € uno stato puro.

Si delineano quindi i punti essenziali della riformulazione dei postulati:

Post. 1. La descrizione completa del sistema e data da un operatore densita defi-
nito sullo spazio degli stati H associato;

A~

Post. 2. Il valore di aspettazione?® di un’osservabile & dato da (A) , = Tr[pA]

18Che sono di fatto le condizioni di buona definizione della probabilita.
YEquivalenti a meno di una trasformazione unitaria “pesata” \/p; [1i) = 3, Uij\/Tj |6;)

20Pi1 precisamente, la media pesata sull’ensemble dei valori di aspettazione.
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Post. 3. La probabilita di un risultato m di una misura ¢ p,, = Tr[Mjanp] e lo
stato corrispondente successivamente alla misura e:

1 - ~
pm = — VI, (2.19)

Pm

Post. 4. Lo stato evolve unitariamente secondo p(ts) = U(ty —t1)p(t1) Ut (ts — t1);
in tempo continuo vale I’equazione di Von Neumann:

A

dp .
h— = |H,p 2.20
S = A (2.20)

Post. 5. L’operatore densita del sistema composto agisce sul rispettivo spazio degli
stati, quindi e espresso da una c.l. di termini nella forma p, ®po®- - - ® py,

2.2.1 Heisenberg picture

Nella formulazione della M(Q data, le osservabili sono operatori costanti e 1’evolu-
zione temporale riguarda gli stati. In realta questa e solo una delle diverse possibili
rappresentazioni (pictures), detta di Schrddinger: equivalentemente - ovvero senza
alcuna modifica a livello delle predizioni fisiche - si puo considerare la rappresenta-
zione detta di Heisenberg, in cui gli stati?! sono fissi ed a evolvere sono gli operatori.
Come si vedra brevemente di seguito, questo cambiamento di prospettiva e utile
in particolare per formulare una descrizione matematicamente coerente di sistemi
infiniti.

I postulati non sono essenzialmente da modificarsi, salvo appunto per 1’evoluzione
temporale; a livello discreto I'unitaria, definita analogamente, evolve le osservabili:

A(ty) = Ul(ty, t2) A(t1) U (11, t) (2.21)

mentre in tempo continuo I'equazione di Schrodinger e rimpiazzata dall’equazione
di Heisenberg:

dA(t) i DA(t)

= 2[aw, An] + =57

— 2.22
dt h ( )

Si noti 'evidente corrispondenza con 1’equazione per 1’evoluzione di osservabili
di un sistema hamiltoniano classico, che si ottiene semplicemente invertendo la
quantizzazione canonica, rimpiazzando il commutatore con la parentesi di Poisson.

21Sja puri che misti.
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2.2.2 Stati di Gibbs

Come anticipato, un caso rilevante descrivibile tramite 'operatore densita e quello
dei sistemi termici. A rigore, cio significa che quantisticamente si puo definire un
ensemble canonico per un sistema in contatto termico con un bagno a temperatura
T?2 e che il suo stato ¢ uno stato di Gibbs (Gibbs state), ovvero ha la forma:

p= e = 5 (223)

ove 8 = ks & la temperatura inversa e Z = Tr[e™##] = 3 e~Fr 1a funzione di

partizione canonica.

2.2.3 Operatore ridotto

Piu in generale I'estensione del formalismo agli stati misti possibile tramite I'ope-
ratore densita e utile per la trattazione di sistemi composti, in quanto permette di
definire uno stato anche per sottosistemi entangled. Per farlo € necessario introdurre
I'operatore ridotto:

Definizione 2.4. Sia p*P 'operatore densita che descrive lo stato di un sistema
composto da due sottosistemi A e B. L’operatore ridotto per il sistema A e definito
secondo:

Pt = Trp[p?P] (2.24)

ove la traccia parziale Try ¢ ['operatore ottenuto tracciando rispetto ad una
qualsiasi base ortonormale del solo spazio degli stati di B.

Anche in questo caso sono valide tutte le proprieta dell’analoga operazione tenso-
riale. Si puo dimostrare che 'operatore ridotto € un operatore densita ben definito
e che i valori e le probabilita dei risultati delle misure (e quindi in particolare delle
misure di osservabili) definite sul solo spazio degli stati di A tramite p* corrispon-
dono a quelli delle misure associate nell’algebra tensore?*. Per gli osservabili in
particolare si ha quindi:

(0a) 4 = TH[p" 04l = (04 ®Lp)p"") = (Oa®1s),yy  (225)

22Dunque aperto.

230vvero, nell’espressione dell’operatore totale, riducendo in ogni termine tensore I'operatore
associato a B alla propria traccia. Il risultato € quindi effettivamente un’operatore sul solo spazio
degli stati di A.

24Intuitivamente, la traccia parziale corrisponde a un’“integrazione” sui gradi di liberta del
secondo sottosistema, non rilevanti per gli osservabili locali.
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corrispondendo la traccia su AB a quella combinata su A e B (vedasi la definizione
della base ortonormale del prodotto tensore). Viceversa si puo verificare che I'ope-
razione di traccia parziale e 'unica a soddisfare questa condizione.

E utile notare che tramite I'operatore ridotto si puo formulare una descrizione del-
I'evoluzione anche per sistemi aperti. Infatti per un’ampia gamma di situazioni®® si
puo costruire un pit ampio sistema chiuso - per definizione - accoppiando un oppor-
tuno ambiente costituito dai gradi di liberta addizionali necessari, e rappresentare
una generica trasformazione locale come restrizione di un’unitaria di tale sistema
chiuso complessivo. Si definiscono cosi le operazioni sul sistema, una classe di

trasformazioni che generalizza unitarie e misure:

Definizione 2.5. Un’operazione £ é un super-operatore sugli operatori densita di
un sistema che puo essere espresso nella forma

~

E(p) = TrglU(p® pr)UT] (2.26)
ove pg € uno stato di un opportuno ambiente e U un'unitaria.

E possibile dare una definizione pitt ampia, espressa in termini di operatori sul solo
spazio degli stati del sistema originario, che rende esplicita la generalizzazione:

Definizione 2.6. Un’operazione é un super-operatore che ammelte la sequente
espressione, detta Operator Sum Representation (OSR)*:

E(p) = XhErpE} (2.27)
ove gli operatori di Kraus Ej soddisfano®: Y, ElFj, <1

La prima definizione corrisponde al sottoinsieme delle operazioni che preservano la
traccia®®, per cui vale la completezza degli operatori di Kraus. E immediato osser-
vare che le misure sono parte delle operazioni e lo stesso per I’evoluzione temporale,
in cui si ha un unico operatore di Kraus che corrisponde all’'unitaria.

Prima di proseguire ¢ utile a fini di quanto si discutera nel prossimo capitolo da-
re un’ultima caratterizzazione assiomatica delle operazioni, che ha la medesima
generalita di quella appena riportata:

Definizione 2.7. Un’operazione é una mappa £ sugli operatori densita tale che:

25Quando il sistema non interagisce con i d.o.f. usati per la preparazione dopo di essa.

26La cui esistenza ¢ di per s¢ condizione necessaria e sufficiente perché la mappa sia
completamente positiva, secondo il Teorema di Choi [25].

2TQperatori hermitiani possono essere ordinati definendo A > B < A — B ¢ positivo.

28Nel caso generale per ottenere uno stato bisogna propriamente riscalare su Tr[f:' ()]

31



Sistemi quantistici a molti corpi

1. 0 < Tr[E(p)] < 1 per ogni p;
2. E lineare sulle combinazioni convesse;
3. E completamente positiva (CP), ovvero:

(a) E positiva, cioé mappa operatori positivi in operatori positivi;

(b) Introducendo un sistema ancillare A di dimensione arbitraria, (Ia®E)(0)
e positivo per ogni O positivo sul sistema composto.

Seguendo questa caratterizzazione le operazioni che preservano la traccia sono anche
dette mappe Completely Positive Trace-Preserving (CPTP). Si noti che in
generale la OSR di un’operazione non e univocamente determinata, ma i differenti
insiemi possibili di operatori di Kraus sono unitariamente equivalenti. E utile ai
fini della trattazione successiva riportare infine un teorema per le mappe CPTP che
generalizza un risultato per matrici reali, il Teorema di Perron-Frobenius [26]:

Teorema 2.3. Una mappa CPTP E:
1. Ha raggio spettrale unitario, ovvero |\;| < 1 per ogni suo autovalore \;;
2. Ha un autovalore dominante pari a 1;

3. L’autovettore corrispondente, che risulta per definizione un punto fisso di £, ¢
un operatore positivo normalizzato.

Si puo ora procedere ad esporre la descrizione dell’entanglement in termini di ope-
ratore densita. Tuttavia e preliminarmente necessario riformularne la definizione,
in quanto in generale uno stato misto non ¢ necessariamente entangled:

Definizione 2.8. Un operatore densita di un sistema composto si dice separabile
se puo essere espresso come combinazione convessa di prodotti tensori di operatori
densita sui singoli sottosistemi. In caso contrario lo stato é entangled.

Un operatore esprimibile come singolo prodotto tensore viene definito piu specifi-
camente stato prodotto. In generale la separabilita e difficile da caratterizzare
ed esistono diverse condizioni necessarie in generale ma sufficienti solo in basse di-
mensioni. Per gli stati puri e invece piu semplice determinare se un dato vettore
e entangled e lo si puo fare sfruttando una decomposizione legata strettamente
all’operatore ridotto: la decomposizione di Schmidt.

2.2.4 Decomposizione di Schmidt

Vale il seguente risultato:
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Teorema 2.4. Un generico stato puro 1) di un sistema composto AB ammette
sempre un’espressione nella forma:

) = 225Ailia) lis) (2.28)

ove {|ia)} e {|ig)} sono insiemi ortonormali in Ha4 e Hp* e i \; sono numeri reali
non negativi detti coefficienti di Schmidt che soddisfano >, A7 = 1.

Dalla decomposizione dello stato complessivo seguono le seguenti espressioni per le

matrici ridotte:
P =30 A7 fia)ial PP = A2 lig)is| (2.29)

Sono dunque diagonalizzate con i medesimi autovalori, pari al quadrato dei coeffi-
cienti di Schmidt; ma tali autovalori non sono che le probabilita dei vari stati della
miscela, che in questa particolare espressione risultano ortonormali. Il loro rango -
si noti: limitato dalla dimensione dello spazio degli stati pit piccolo - € quindi pari
al numero di coefficienti non nulli, che viene detto rango di Schmidt.

La decomposizione di Schmidt non e che un caso di SVD, applicata alla matrice
dei coefficienti dello stato composto su una generica base del prodotto tensore; ope-
rando diagrammaticamente si puo verificare rapidamente il risultato per le matrici
ridotte (si illustra la procedura per p4 ma chiaramente & analoga per B):

Figura 2.1: Decomposizione di Schmidt diagrammatica

Grazie alla decomposizione di Schmidt e possibile definire un’operazione “inversa”
della traccia parziale, la purificazione: data un generico operatore densita, even-
tualmente misto, € sempre possibile introdurre un sistema aggiuntivo di dimensione
almeno pari al numero di suoi autovalori non nulli, di modo che tale operatore sia
la traccia parziale rispetto al sistema ausiliario di uno stato puro del sistema com-
posto. Essenzialmente si costruisce di modo che la base di Schmidt per il sistema
di partenza sia la base spettrale dell’operatore. La purificazione non ¢ chiaramente
unica, ma vi e una liberta limitata:

Teorema 2.5. Tutte le possibili purificazioni di un dato stato misto sono equivalenti
a meno di un’unitaria sul sistema ausiliario - o piu generalmente un’isometria,
ammettendo dimensioni differenti per il corrispondente spazio degli stati°.

29G8enza perdita di generalita assumibili completi (i coefficienti possono essere nulli).

3011 rango di Schmidt determina solo un minimo.
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Come anticipato, la decomposizione di Schmidt permette di formulare una con-
dizione necessaria e sufficiente per I'entanglement di uno stato puro arbitrario:

Teorema 2.6. [¢)) € Hy ® Hp ¢ decomponibile se e solo se ha un coefficiente di
Schmidt uguale a 1 e tutti gli altri nulli**, ossia un rango di S. pari ad 132

2.3 Misure di entanglement

Al di la della distinzione binaria tra stati entangled e separabili, & possibile intro-
durre delle grandezze che permettono di quantificare 'entanglement di uno stato, al
fine di definire una misura del grado di correlazione non classica tra i sottosistemi.
Pit tecnicamente, ad esserne descritto ¢ il contenuto informativo, che pragmatica-
mente si puo far corrispondere alle risorse necessarie per la specificazione ottimale
dello stato. Infatti questi strumenti sono alla base della teoria dell’informazione
quantistica, che estende la corrispondente teoria classica ai sistemi quantistici.

La grandezza fondamentale da introdurre ¢ ’entropia di entanglement. Questa
essenzialmente quantifica il grado di incertezza della definizione dello stato dei sot-
tosistemi, o equivalentemente quello di informativita medio dei possibili valori delle
variabili stocastiche discrete associate, le quali non sono che gli stati delle rispettive
miscele, di cui le probabilita corrispondenti definiscono la distribuzione. E cattu-
rato cosl 'aspetto fondamentale, gia evidenziato, del fenomeno: anche se lo stato
complessivo € ben definito, cio non implica lo sia anche quello dei sottosistemi, ed un

maggior grado di entanglement corrisponde ad una maggiore indeterminatezza3?.

2.3.1 Entropia di Von Neumann

La quantita che in teoria dell’informazione classica misura l'incertezza di una di-

stribuzione di probabilita ¢ ’entropia di Shannon?*:

H(X) = =3 yp(x)log, p(x) (2.30)

310vvero se e solo se gli operatori ridotti sono stati puri.

32Nel cap. 1 si & detto che la SVD & univoca a meno di riordino dei valori singolari; segue che
i coefficienti di Schmidt sono univocamente determinati dallo stato |¢), e quindi anche il rango.
La condizione sul rango & equivalente poiché i coefficienti sono normalizzati.

33Nelle parole di Schrodinger [27]: La conoscenza dei sistemi singoli puo calare al minimo,
proprio fino a zero, mentre quella del sistema complessivo resta costantemente massimale. La
conoscenza migliore possibile di un tutto mon include la conoscenza migliore possibile delle sue
parti [...].

3411 nome fu scelto da Shannon in analogia alla grandezza termodinamica, ed & in effetti possibile
stabilire una corrispondenza in entrambi i sensi (si pensi al principio di Landauer).
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ove si definisce 0log, 0 = 0. Se la distribuzione e quella degli stati di una miscela

statistica quantistica, si ottiene 'entropia di Von Neumann?>’:

Definizione 2.9. L’entropia di Von Neumann di uno stato p e la quantita:

S(p) = — Trlplog, j) (2.31)

Chiaramente a meno di un fattore costante puo essere ridefinita per qualsiasi altra
base del logaritmo; la principale alternativa al binario ¢ il logaritmo naturale®.
Per proprieta della traccia, S dipende dal solo stato p e non da una sua particolare
espressione; dunque diagonalizzando 'operatore si puo esprimere piu semplicemente
in funzione dei suoi autovalori {«; }:

S(p) = =) ,a;loga; (2.32)

Poiché per uno stato puro del sistema composto gli autovalori della matrice ridotta
di un sottosistema sono i quadrati dei coefficienti di Schmidt, I'entropia di Von
Neumann e univocamente determinata dal solo stato complessivo. Tuttavia in
generale i coefficienti e quindi I'entropia dipendono dalla bipartizione scelta.
Dall’espressione data segue immediatamente che uno stato puro ha S = 0, come
da attendersi considerando che non vi e alcuna incertezza nella sua definizione;
tale valore corrisponde inoltre al minimo di S in conseguenza della definizione delle
probabilita. Si verifica poi che I'entropia ha anche un massimo, corrispondente allo
stato massimamente misto, ovvero per cui la distribuzione non ha alcun bias:
tutti gli elementi della miscela sono egualmente probabili. In tal caso la matrice
densita diagonalizzata non ha che la semplice forma di una risoluzione dell’identita
riscalata sulla probabilita uniforme.

In generale I'entropia di Von Neumann ha una serie di proprieta, anche non triviali,
che la rendono una misura ben definita dell’entanglement. Prima di dare un teorema
di caratterizzazione completo e utile introdurre una grandezza affine definita sempre
in analogia al caso classico: I’entropia relativa.

Definizione 2.10. L’entropia relativa di due operatori densita p e 6 e la quantita:
S(pll6) = Trlplog f] — Tr[plogd] = —S(p) — Trlplogs]  (2.33)

Essa misura la distanza tra le due distribuzioni statistiche degli stati misti (per
quanto non sia una vera metrica non essendo simmetrica). Piu formalmente, quan-
tifica la differenza tra I'entropia dello stato e I'informazione media che si puo otte-
nere da un esito sulla distribuzione p assumendo a priori che la distribuzione sia 6:

35 Anch’egli scelse il nome in analogia alla quantitd termodinamica, congetturando una piena
corrispondenza. Questa € tutt’oggi argomento di dibattito, ma ad esempio i Gibbs states so-
no ottenuti in analogia all’estremizzazione vincolata classica nell’insieme canonico sostituendo
all’energia media (H' ) e all’entropia di Gibbs proprio quella di Von Neumann [23].

3611 logaritmo di un operatore & 'operatore che esponenziato lo produce.
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I'informazione associata a ogni realizzazione ¢ data da logd ma la sua probabilita
vera ¢ comunque descritta da p [28]. Chiaramente assumendo una qualsiasi distri-
buzione, in generale differente, 'informativita media sara maggiorata dall’entropia
della distribuzione vera: dunque I’entropia relativa € non negativa. Questo risultato
si puo dimostrare rigorosamente ed e detto diseguaglianza di Klein. All’estremo
opposto, se la distribuzione ipotetica assegna probabilita nulla a degli esiti contem-
plati da quella vera, ovvero il nucleo di ¢ ha intersezione non triviale con il supporto
di p, il verificarsi di uno di questi sara infinitamente meno informativo sotto l'ipo-
tesi errata, che risulta del tutto inutile: si assegna il valore S(p||o) = +oc.

Infine, considerando un sistema composto la restrizione allo stato ridotto di un
sottosistema rende necessariamente piu difficile distringuere due stati complessivi:
I’entropia relativa realizza matematicamente questa condizione tramite la proprieta
di monotonia.

Teorema 2.7. Per qualsiasi coppia di operatori densita per un sistema composto

P8 e 648 wale:

S(plle) < S(p*7]64) (2.34)
Si enunciano quindi le proprieta di S:
Teorema 2.8. L’entropia di Von Neumann soddisfa le sequenti proprieta:
1. E non negativa e si annulla se e solo se lo stato e puro;

\

2. Se lo spazio degli stati ¢ d-dimensionale, S < logd®". Il massimo ¢ ottenuto
se e solo se il sistema ¢ nello stato massimamente misto, ovvero p = Cll]Id;

3. Per un operatore di rango r, vale S(p) < logr;
4. E una funzione continua’®;

5. E invariante per trasformazioni unitarie S(p) = S(UpUT);

6. Se un sistema composto AB ¢é in uno stato puro, S(A) = S(B);

37Se si considera la base 2, 'entropia di Shannon non ¢ che il numero medio di domande binarie
necessarie per identificare un esito. Quantisticamente cio corrisponde al numero di misure che
distinguono singoli stati necessarie per identificare uno stato della miscela; e allora chiaro che deve
valere 25 < D.

38Considerando per gli operatori la topologia indotta dalla metrica definita tramite la traccia.

39Tn quanto sono invarianti gli autovalori dell’operatore. Si noti che per un sistema composto si
considerano unitarie sullo spazio del sottosistema, quindi un’evoluzione unitaria complessivamente
ma non localmente (non decomponibile) puo variare, ed in particolare aumentare, I’entanglement
- si pensi alla porta CNOT in computazione quantistica. In generale I'entanglement non puo
aumentare per LOCC, ossia operazioni locali e comunicazione classica.
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7. Per una combinazione convessa di operatori con supporti ortogonali*® vale:
S(>pipi) = H{pi}) + >ipiS(6s) (2.35)

8. Teorema dell’entropia congiunta (joint entropy) Siano {|i)} stati or-
togonali di un sistema A e {p;} operatori densitd di un altro sistema B; allora
per una combinazione convessa vale:

S liXil ® pi) = H({pi}) + 3piS (1) (2.36)

Dal teorema dell’entropia congiunta segue un utile risultato per stati prodotto,
analogo a quanto vale classicamente per sistemi statisticamente indipendenti:

S(p®6) = S(p) + S(5) (2.37)

Piu in generale, ammettendo la possibilita di correlazione tra i sottosistemi I’entro-
pia dello stato totale e controllata dalle due diseguaglianze triangolari:

Teorema 2.9. L’entropia di un sistema composto con due componenti A e B,
indicata con S(A, B) = — Tr[pA8 log p*5], soddisfa le sequenti disequaglianze:

S(A, B) < S(A) + S(B) (2.38)
S(A,B) > [S(A) — S(B)| (2.39)

In particolare la prima definisce la proprieta di subadditivita di S.

Grazie alla subadditivita si puo dimostrare che I’entropia ¢ una funzione concava.
Data una combinazione convessa di operatori densita vale infatti:

S(ipiti) = 22ipiS(pi) (2.40)

ossia l'incertezza sulla distribuzione complessiva e maggiore della media pesata delle
incertezze sulle singole distribuzioni, in quanto e da considerarsi la stessa incertezza
su come queste sono pesate; I’'entropia relativa e invece convessa rispetto a ciascun
argomento (mantenendo 'altro costante).

La concavita e una problematica per sistemi complessivamente in uno stato misto,
per cui i sottosistemi - descritti da una combinazione convessa delle ridotte corri-
spondenti agli stati puri dell’ensemble - hanno un entanglement maggiore di quello
che avrebbero se lo stato completo fosse puro, sebbene 'incertezza introdotta sia
di origine classica e non quantistica. Di conseguenza S € piu appropriata come
misura per stati puri di sistemi composti; per quelli misti una prima soluzione puo
essere considerare I'estremo inferiore per le possibili decomposizioni*': si ottiene
cosi I’entanglement di formazione.

400vvero che descrivono miscele di stati che generano sottospazi ortogonali.

410vvero le possibili preparazioni che danno miscele equivalenti.

37



Sistemi quantistici a molti corpi

Definizione 2.11. L’entanglement di formazione di uno stato misto di un sistema
composto ¢ definito secondo la sequente espressione, ove p; € [0,1] e >, p; = 1:

Sp(p"") = imf {3295 (Tep[p??]) = 47 = S0 i)l } (2.41)
Alternativamente si possono introdurre altre grandezze, come la negativita*?:

Definizione 2.12. Dato uno stato p di un sistema composto AB, la negativita del
sottosistema A ¢ definita secondo:

R
N(p) = (2.42)
ove T ¢ la trasposizione parziale®® rispetto al solo sottospazio di B**. Equivalen-
temente si puo definire la negativita logaritmica secondo:

E(p) = log|lp"™|x (2.43)

Per le finalita di questa trattazione ¢ comunque sufficiente limitarsi a considerare
misure per stati puri. Grazie alla concavita si puo estendere la proprieta 7 dell’en-
tropia di Von Neumann a un caso misto generico p = >, p;f; , ottenendo un limite
superiore (oltre a quello inferiore che essa da direttamente):

S(p) < H({pi}) + > ;piS(pi) (2.44)

Intuitivamente, se gli stati descritti dai vari operatori non sono pienamente di-
stinguibili, diminuisce il contenuto informativo; il massimo & ottenuto per stati
ortogonali, nel cui caso alla media pesata delle entropie si aggiunge il massimo con-
tributo possibile di incertezza dalla distribuzione delle {p;}, ovvero la sua entropia.
Un’ultima proprieta interessante ¢ I’estensione della subadditivita a sistemi tripar-
titi:

Teorema 2.10. Per un sistema composto di tre sottosistemi A, B, C wvalgono le
sequenti disequaglianze (in realta equivalenti tramite una purificazione):

S(A) + S(B) < S(A,C) + S(B,C) (2.45)
S(A,B,C) + S(B) < S(A,B) + S(B,C) (2.46)

e analoghe per permutazioni. Questa proprieta ¢ detta di subadditivita forte.

42Tn generale una misura valida ¢ un qualsiasi entanglement monotone, ovvero una funzione
che: (a) si annulla su stati separabili e (b) non aumenta per LOCC.

43La definizione viene dal criterio Peres-Horodecki o PPT.
4La 1-norma & || X||; = Tr[V Xt X], ovvero per diagonalizzabili | X|; = 3, |\il-
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Sempre seguendo ’analogia con il corrispettivo classico, si possono quindi definire
a partire dall’entropia di Von Neumann delle altre misure di correlazione:

Definizione 2.13. Dato un sistema composto con due componenti A e B, si
definisce l’entropia condizionale di A (condizionata su/a B):

S(A|B) = S(A,B) — S(B) (2.47)
e l'informazione mutua, indicata alternativamente con I(A: B):

S(A: B) = S(A)+ S(B) — S(A, B) = (2.48)
= S(A) — S(A|B) = S(B) — S(B|A) (2.49)

L’entropia condizionale misura quanta informazione sullo stato di A possiamo otte-
nere osservando B (ed infatti ¢ nulla per stati prodotto); I'informazione mutua (che
e simmetrica) quantifica invece il grado di correlazione, ovvero quanta piu incertezza
e presente sugli stati individuali rispetto allo stato congiunto. Dalla subadditivita
dell’entropia di Von Neumann segue la subadditivita dell’entropia condizionale, sia
nei singoli argomenti che congiuntamente.

E importante notare che non vale una diseguaglianza elementare soddisfatta dall’en-
tropia classica: H(X) < H(X,Y) - o, equivalentemente, che I’entropia condizionale
puo essere negativa, come si puo verificare nel caso di un qualsiasi stato puro entan-
gled del sistema composto. Il significato di questa proprieta e chiaro alla luce dei
ragionamenti fatti: I'incertezza sullo stato complessivo puo essere minore (al limite
nulla!) di quella sugli stati dei sottosistemi. Si tratta in realta di una condizione
necessaria e sufficiente, ovvero I'entropia e additiva se e solo se lo stato e prodotto:

Teorema 2.11. Uno stato puro di un sistema composto AB ¢é entangled se e solo
se l’entropia condizionale per A (o equivalentemente B) é negativa.

In generale tramite 1’entropia condizionale e la mutua informazione si possono dare
riformulazioni di proprieta dell’entropia di Von Neumann con un’interpretazione
pit immediata:

Teorema 2.12. Per un sistema composto con tre sottosistemi ABC walgono le
sequenti disequaglianze:

S(A|B,C) < S(A|B)  S(A:B)<S(A:B,C) (2.50)

Inoltre considerando l'informazione mutua prima e dopo l'applicazione di una qual-
siasi operazione su B che preserva la traccia di pP vale:

S(A:B) < S'(A: B) (2.51)

Le prime due diseguaglianze possono essere interpretate come segue: consideran-
do piu sottosistemi si riduce 'entropia condizionale (la loro osservazione da piu
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informazioni sullo stato del terzo) e restringendo invece i sistemi considerati non
aumenta la mutua informazione (in quanto al piu si rimuove una quantita nulla di
correlazione, che non puo essere negativa). Il significato della terza relazione & al-
trettanto immediato: agendo localmente con operazioni che preservano l'incertezza
dello stato ridotto non si puo aumentare la quantita di correlazione tra sottosistemi.

2.3.2 Entropie di Renyi

L’entropia di Von Neumann puo essere sussunta in una famiglia pitu generale di
entropie di entanglement, regolata da un singolo parametro scalare: le entropie di
Renyi. Sono il diretto analogo delle grandezze definite in campo classico da Alfréd
Rényi rilassando i postulati di Fadeev, che determinano univocamente la forma
dell’entropia di Shannon come misura di incertezza per una distribuzione [29]:

Teorema 2.13. L’entropia di Shannon di una distribuzione é univocamente deter-
minata dalle sequenti proprieta:

1. E simmetrica per scambio di qualsiasi coppia di probabilita;
2. H{{p,1—p}) ¢é continua in p;
3. E normalizzata: H( 1,3} =log2;

4. Per 0 <t <1 soddisfa:

H({tp1, (1 = t)p1,p2,-- -, pn}) = H{p1,p2, -, pn}) + 1 H({t, 1 — t}) (2.52)

Renyi osservo che queste proprieta implicano 1’additivita, la quale pero viceversa e
piu debole della 4.. Dunque se la si sostituisce alla /. si ottiene una famiglia di
entropie, che dimostro avere la seguente forma:

Ha({p}) = 7 log (S) (2.53)
con parametro reale & > 0 e & # 1. Nel medesimo articolo in cui dava questa
definizione Renyi formulo anche una caratterizzazione piu immediata in termini di
variabili stocastiche e distribuzioni generalizzate, che includono sia quelle ordinarie
(ridefinite complete) sia quelle incomplete, ovvero non normalizzate o piu precisa-
mente definite su un sottoinsieme proprio degli eventi - a rigore, con misura inferiore
a quella dell’insieme universo (unitaria per definizione) [29]. L’analogo quantistico
delle distribuzioni di variabili incomplete sono operatori positivi non normalizzati,
con traccia minore di 1 - dunque a rigore non stati. Si possono cosi riformulare gli
assiomi per 'entropia di Von Neumann [30]:

Teorema 2.14. [l funzionale sugli operatori densita entropia di Von Neumann e
definito univocamente dalle sequenti proprieta:
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1. E continuo;

2. E invariante per unitarie;

~o

E normalizzato: S(31,) = logd;

4. E additivo: S(p® &) = S(p) + S(5);
5. Proprieta della media Per la somma diretta di operatori positivi 7 e & t.c.
Tr[p + 6] < 1%° con supporti a intersezione triviale vale:
o Tr[p] ) Tr[o] )
(©0) = g5 5750) + 5 1 5750 (254)

ove p® & ¢ un operatore che valuta alla somma delle azioni di p e 6.

L’assioma da rilassare, sempre in analogia con il ragionamento di Renyi, ¢ il quinto.
Anziché solo quella aritmetica, si ammette una media generica: e sufficiente che
esista una funzione continua e strettamente monotona (dunque invertibile) g t.c.

Tr5 Tr[o]

S(p@eo)= g_l(mg( p)) + mg( (5))> (2.55)

Scegliendo una g lineare si ottiene di nuovo l’entropia di Shannon; se invece si
adotta una forma esponenziale, regolata da un parametro reale (la base & da variare
a seconda del logaritmo che si sceglie di utilizzare):

Golx) = 20D (2.56)
si ottengono le entropie di Renyi:

Definizione 2.14. Dato un qualsiasi numero reale o €0, +o0|, o # 1, ’entropia
di Renyi di ordine o di uno stato p € la quantita:

R 1
Sa(p) = 1

— log Tr[p°] (2.57)

La definizione é estesa a o = 0,1, 400 secondo S,(p) = lim S, (p).
Y=o

Come per I'entropia di Shannon/Von Neumann, si pone convenzionalmente f(0) =
0 per funzioni divergenti all’origine. Alcune osservazioni [30]:

e Per a — 1 (il limite & univoco) si recupera proprio I’entropia di Von Neumann;

450vvero t.c. la loro somma possa essere interpretata a sua volta come “stato generalizzato.”

465i puod pensare specificamente ai due operatori come proiettori pesati su stati ortogonali.
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e Per a > 1 viene dato maggior peso agli autovalori maggiori, ovvero agli stati
piu probabili della miscela ortonormale. Nel limite o — +o00 si ottiene la

min-entropy Se.(p) = Smin(p) = — log (r?aic ;) = —log||pll

e Per a < 1 contribuiscono invece maggiormente gli stati piu “soprendenti”,
ovvero meno probabili. Nel limite o — 0 si ottiene I'entropia di Hartley:
So(p) = log rank ji7;

e Per qualunque stato, S, ¢ non crescente in o/,

Le proprieta dell’entropia di Von Neumann ulteriori a quelle caratterizzanti in ge-
nerale non si estendono alle entropie di Renyi di ordine arbitrario. Ad esempio, S,
e concava per o < 1 ma per a > 1 diviene convessa sopra una soglia che dipende
dalla cardinalita della miscela. Si possono invece generalizzare naturalmente le de-
finizioni delle grandezze derivate, ovvero I'entropia relativa, I’entropia condizionale
e 'informazione mutua [30]. Per la prima si ha in particolare:

Sa(pllo) =

T 1-a

Tr[p*6' ] (2.58)

Si nota che rimane congiuntamente convessa solamente per a < 2 [30].

2.4 Misure di distanza

Si e introdotta in precedenza ’entropia relativa come prima misura della distanza
tra due stati quantistici. In generale si possono definire diverse grandezze che
quantificano la vicinanza tra due stati e quindi la bonta dell’approssimazione di un
vettore di stato o pill generalmente un operatore densita.

2.4.1 Overlap

Per stati puri uno strumento rudimentale ma efficace e I’overlap, ovvero il prodotto
scalare tra i vettori (assunti normalizzati), piu frequentemente definito a rigore come
il modulo quadro di questo:

(¥le)]* (2.59)

Si ottiene cosi un numero reale non negativo con una chiara interpretazione: quan-
tifica la probabilita di ottenere un risultato affermativo effettuando su uno stato
una misura che distingua l’altro, ovvero piu in generale quanto e difficile statisti-
camente distinguere i due stati tramite misure. Stati ortogonali sono chiaramente
discernibili con una singola misura, opportunamente costruita. Si noti che si tratta
di una misura di vicinanza: stati piu distanti hanno un overlap minore.

47A rigore pertanto non soddisfa la continuita sugli operatori.

48Dunque per qualsiasi entropia di Renyi vale S, < log rank p.
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2.4.2 Fidelity

L’overlap puo essere generalizzato (si chiarira in che termini) agli operatori densita
definendo la fedelta (fidelity), definita in analogia ad una grandezza classica
omonima per distribuzioni di probabilita:

Definizione 2.15. Dati due stati p e ¢ la loro fidelity € la quantita:
F(p,6) = Tr[ ﬁ1/26;31/2] (2.60)

Si tratta di una funzione simmetrica e concava sia in ciascun argomento che con-
giuntamente; inoltre € invariante per unitarie (applicate a entrambi gli argomenti).
Poiché operatori positivi ammettono sempre radice quadrata, ¢ sempre ben definita
e si puo esprimere anche come F(p,d5) = &1/2/31/2“1; da questa forma e semplice
verificare che il suo intervallo di valori ¢ [0,1], con I'unita ottenuta se e solo se i due
stati coincidono. E d’interesse esaminare alcuni casi particolari:

e Se i due stati commutano, e sono dunque simultaneamente diagonalizzabili*?,
la fidelity si riduce all’espressione classica per le distribuzioni associate:

F({ri}, {si}) = 2iv/risi - ove  p=2 mi|ifil o =2 sili)i] (2.61)

e Se uno stato e puro, corrisponde alla radice quadrata del valore di aspettazione
dell’altro stato, ovvero della media pesata degli overlap:

F(p, [)w]) =V (@lple) = \/ Zipiliaile)|* ove p=pildiel (2.62)

e Se entrambi sono puri, ¢ il modulo dell’'overlap: F(|¢p)¢|, [v)¢]) = |(d])]

In realta ammette un’interpretazione in termini di overlap anche nel caso doppia-
mente misto, grazie al Teorema di Uhlmann:

Teorema 2.15. Siano p e & stati di un sistema S. Introducendo una copia S di
S, wvale il sequente risultato:

F(p.) = max [(0l,) (2.63)

ove st massimizza sulle possibili purificazioni di p e & nel sistema composto SS.

49La non commutativitd, che segue dall’overlap tra gli stati - ovvero la non piena distinguibilita
degli “esiti”, ¢ la differenza fondamentale del caso quantistico.
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A rigore, definire la fidelity una “misura” della vicinanza di due stati ¢ un abuso di
terminologia, in quanto non si tratta di una metrica. Tuttavia e possibile ricavarne
una distanza® secondo:

d(p, o) = arccos F(p, ) (2.64)

questa non & che 'angolo (ovvero la lunghezza della geodetica) tra i due stati sulla
sfera unitaria, ove si adotti per definirla la 1-norma.

2.4.3 Trace distance

Si e osservato per i tensori che il prodotto scalare di Hilbert-Schmidt induce natu-
ralmente una norma omonima; questo vale quindi nel caso particolare dello spazio
degli operatori. Non si tratta chiaramente dell’'unica possibile: ad esempio si ¢ gia
introdotta per definire la negativita la l-norma. In piena analogia con gli spazi
L? & in realta possibile definire una classe di norme - e annessi spazi normati di
operatori limitati - regolata da un parametro: le norme di Schatten [31].

Definizione 2.16. Per ogni operatore limitato tra due spazi di Hilbert A e numero
reale p € [0, +o0[ si definisce la p-norma di Schatten di A secondo:

Al = (l(Atay=) " (2.65)

Per operatori diagonalizzabili la norma si riduce a (>, IA;?)"””. E interessante
notare che nel limite p — 400 si ottiene la norma operatoriale; valgono inoltre
tutte le altre proprieta delle p-norme per vettori, successioni e funzioni, incluse
in particolare le diseguaglianze di Hélder e Minkowski. Per i prodotti tensori (a
prescindere da differenze tra gli spazi locali) vale un’interessante proprieta [31]:

lAv @ ® Anll, = [ Allp -~ | Anlly (2.66)

Ogni norma genera una distanza che permette di esprimere la vicinanza di due
operatori in termini di differenti proprieta; quella piu utilizzata e proprio la 1-
norma, che da luogo alla cosiddetta distanza di traccia (trace distance).

Definizione 2.17. La trace distance tra due stati p e 6 € definita secondo:
o L. .
D(p,6) = 5llp = lh (2.67)

Essa ¢ 'analogo quantistico della distanza di Kolmogorov per distribuzioni:

D({r:}, {si}) = %Zi!n — si (2.68)

50Che quindi soddisfa tutti gli assiomi della definizione tra cui in particolare la diseguaglianza
triangolare.
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cui si riduce sempre per operatori commutanti. Classicamente la trace distance ¢
interpretabile come la massima differenza di probabilita cumulativa ottenibile per
un sottoinsieme degli eventi opportunamente scelto; quantisticamente ha invece un
significato geometrico intuitivo: e meta della distanza tra i vettori di Bloch associati
ai due stati (vedasi dopo). A livello pratico il suo utilizzo ¢ equivalente a quello
della fidelity, in quanto vale la coppia di diseguaglianze:

1 - F(pA7 5-) < D(ﬁ, 5’) < V 1 - F(pA7 5-)2 (269>

A differenza di F', pero, D & una metrica e quindi soddisfa in particolare la dise-
guaglianza triangolare. Inoltre ¢ invariante per unitarie, monotona (nel senso uti-
lizzato per I'entropia relativa), convessa in ciascun argomento e piu generalmente
fortemente convessa:

Teorema 2.16. Considerando due combinazioni convesse di operatori densita con
medesimo numero di termini vale:

D (3_pipi, >230i0:) < D ({pi} {ai}) + 22 D(7i, 64) (2.70)
La monotonia in realta ¢ un caso particolare di una proprieta pit generale:

Teorema 2.17. Dati due stati p e 6 e un’operazione £ che preserva la traccia, vale:
D(&E(p),€(6)) < D(p,0) (2.71)

La traccia parziale ¢ infatti un’operazione che preserva la traccia complessiva. A
rigore, per dimostrare questo risultato e sufficiente assumere come ipotesi che £ sia
una mappa positiva e non specificamente un’operazione.

2.5 Spin chains

Lo studio di sistemi a molti corpi, gia arduo per la maledizione della dimensionalita,
risulta del tutto proibitivo se si intende tenere conto della piena complessita degli
oggetti fisici. Fortunatamente si tratta di complicazioni spesso superflue, in quan-
to e possibile definire sistemi ben piu trattabili isolando i limitati gradi di liberta
rilevanti nei contesti sperimentali d’interesse: si ottengono cosi modelli dalla defini-
zione essenziale ma pur sempre all’origine di una fisica sufficientemente elaborata.
Una classe generale di modelli con amplissimo campo di applicazione sono quelli
su reticolo (lattice), originati dalla discretizzazione dello spazio(-tempo) e/o dei
gradi di liberta associati ai nodi del reticolo. Sono ampiamente utilizzati anche in
meccanica statistica classica, ma per i fini della trattazione si considera specifica-
mente il caso quantistico.

Di seguito si da una breve introduzione ai concetti fondamentali per descrivere un
sistema su reticolo, delineando le modifiche al formalismo necessarie per trattare il
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caso infinito, che e rilevante in quanto descrive il limite termodinamico. Per la
definizione rigorosa di un lattice system sono necessari tre elementi®! [24, 32]:

Definizione 2.18. Un modello su reticolo d-dimensionale ¢ definito da:

1. Un reticolo, ovvero un insieme di punti A C R? finito o al pit. numerabile®?.
Alternativamente si utilizza un grafo, ove gli spigoli definiscono le relazioni di
vicinato. In entrambi v casi € naturalmente definita una metrica,

2. Uninsieme di spazi di Hilbert H; associati a ciascun punto x; € A del reticolo.
1l sistema complessivo ha quindi spazio degli stati Hy = ®Ij€A H;%%;

3. Una mappa ® sullinsieme delle parti del reticolo, detta interazione, t.c.
VX € P(A) ®(X) € B(Hx) A ®(X)T = &(X);

L’hamiltoniana per ciascun sottosistema definito da Z C A e Hy =3y cp(z) P(X)

Se gli spazi locali sono di dimensione finita o al pitt numerabile, di principio la
separabilita dello spazio degli stati complessivo e garantita; tuttavia la definizione
immediata come prodotto tensore infinito & patologica in quanto il prodotto sca-
lare puo divergere [33]. Si considerano allora primariamente gli operatori [34], in
particolare quelli locali, che sono ben definiti e hanno senso fisico [24, 33, 35]:

Definizione 2.19. Il supporto di un operatore su un reticolo ¢ il piu piccolo
msieme di siti su cui la sua azione € non triviale.
Un operatore su reticolo e detto locale se equivalentemente:

1. Ha supporto compatto;
2. Ha supporto su un numero finito di siti;
3. Detto raggio dell’operatore il diametro del supporto®, se ha raggio finito.

Specificamente se ha raggio k ¢ detto k-locale. A rigore si puo distinguere tra un
operatore con supporto connesso di raggio k, detto propriamente k-locale, e un
generico operatore con supporto su k siti eventualmente anche non limitrofi, detto
a k corpi (k-body).

In quest’ottica e giustificata la costruzione dell’hamiltoniana tramite la mappa di
interazione: la somma infinita ¢ infatti definita solo formalmente [34, 33]. Per

5!La definizione data richiede a ri
2Quindi in generale in biezione con un sottoinsieme di Z<.

53A rigore, la definizione dello spazio generale e di conseguenza le considerazioni di seguito
richiedono alcune modifiche per il caso di sistemi di seconda quantizzazione; tuttavia non si
ritiene necessario dettagliarle in quanto tali sistemi non saranno specificamente presi in esame.

54 0vvero la distanza massima tra due suoi punti.
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costruire ’algebra del sistema complessivo si considera innanzitutto I'insieme degli
osservabili locali, che ¢ 1'unione delle algebre per tutti i sottoinsiemi finiti®:

Bo.= | Bx (2.72)
XCA
#X <0
L’algebra complessiva ¢ quindi ottenuta completando rispetto alla norma operato-
riale®® [34]. A questo punto si possono definire gli stati sfruttando essenzialmente
le proprieta caratterizzanti dell’operatore densita (e della traccia) [34, 24]:

Definizione 2.20. Uno stato ¢ un funzionale w su By tale per cui® :

wl=1 A wO0)>0 VA (2.73)

Si puo dimostrare che sono generalizzate tutte le proprieta rilevanti degli opera-
tori densita su spazi a dimensione finita. In questo formalismo, si puo dare una
definizione rigorosa anche per gli stati fondamentali, che saranno rilevanti nella
trattazione successiva, per quanto non si possa diagonalizzare rigorosamente 1’ha-
miltoniana infinita [24, 34]. Si noti innanzitutto che in termini di operatore densita:

Definizione 2.21. Uno stato fondamentale é un operatore densita il cui supporto
¢ incluso nell’autospazio dell’energia minima.

Infatti se I'autovalore ¢ degenere bisogna considerare anche possibili miscele. Per
generalizzare questa definizione ¢ necessario determinare una proprieta caratteriz-
zante che si possa trasportare naturalmente nel caso infinito.

Si consideri uno stato fondamentale puro di un sistema finito, assunto normalizzato.
Applicandovi una generica perturbazione:

||V |1/’0> H <¢0|VTV|¢0>

)

chiaramente la sua energia non puo diminuire, in quanto al piu lo stato trasformato
ha componenti su autospazi a energia maggiore:

(ol VIHV )
(Wol VIV |ho)

(8| H|o) = > (ol H |1ho) (2.75)

55La procedura ha senso in quanto, generalizzando quanto discusso per il prodotto tensore di
spazi di Hilbert, se un sottoinsieme ne contiene un altro allora vi ¢ una naturale inclusione anche
per le rispettive algebre [24].

56Intuitivamente, di modo da includere gli operatori approssimabili con precisione arbitraria da
quelli locali, detti “quasi-locali”; formalmente & necessario per avere la proprieta di Banach.

57L’identita & 1'unita dell’algebra.
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Questa diseguaglianza si puo riformulare sfruttando il fatto che il proiettore sullo
stato fondamentale commuta con ’hamiltoniana, come si puo verificare consideran-
done la decomposizione spettrale, e che [ig) € normalizzato:

(o VIHV [ibo) > (1o VIV [who)abo| H|tbo) = (36| VIV H|1ho) (2.76)

Ovvero:

(o VITH, V] [tho) > 0 (2.77)

Si puo notare poi che questa condizione, oltre ad essere necessaria, e anche suffi-
ciente. Infatti considerando il contronominale dell’implicazione inversa, se |¢)) non
& uno stato fondamentale, allora la diseguaglianza & violata per V = |1 )1)].
Questa proprieta puo essere immediatamente generalizzata per linearita agli ope-
ratori densita:

Teorema 2.18. Un’operatore p descrive uno stato fondamentale se e solo se per
qualsiasi operatore V' wvale:

Te[p(VI[H, V])] = 0 (2.78)

Ora, sebbene 'hamiltoniana nel limite infinito - detto limite termodinamico - sia
definita solo formalmente, per operatori locali si puo ben definire il commutatore:

[H,0] = [Hy, O] A =suppO (2.79)
Si puo cosi dare la definizione generale [24, 34]:

Definizione 2.22. Uno stato wy € uno stato fondamentale di H se vale:

~

w(O'H,0]) >0 YO € By, (2.80)

In questo lavoro si considereranno specificamente sistemi con spazi locali finito
dimensionali, che sono definiti in generale sistemi di spin (spin systems) [24].
La denominazione ¢ appropriata poiché osservabili e interazioni sono di norma
costruiti sull’algebra dei momenti angolari, in conseguenza del fatto che fisicamente
descrivono interazioni tra dipoli magnetici originati da momenti di cariche.

2.5.1 Spin

Fisicamente lo spin ¢ il momento angolare intrinseco; ¢ associato propriamente
alle particelle elementari - per cui ¢ introdotto rigorosamente tramite la teoria
dei campi - ma per estensione indica anche quello degli oggetti composti, come
gli atomi, dato dalla composizione dei singoli momenti intrinseci ed orbitali. Si
tratta di una grandezza vettoriale quantizzata sia in modulo che in lunghezza delle
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proiezioni sui vari assi di un qualsiasi sistema cartesiano [36].

Formalmente, uno spin s (o un sistema di spin s), con s intero o semintero -
ovvero s € 3N, ¢ definito da una rappresentazione irriducibile®® di dimensione
finita d = 2s 4+ 1% del gruppo unitario speciale SU(2)%

La rappresentazione ¢ determinata fissando quella dell’algebra dei generatori del
gruppo, che sono gli operatori corrispondenti alle proiezioni dello spin sui tre assi
ortogonali ST Sv. 87 - o alternativamente S, 52, §3; tramite questi e l'identit si
costruisce 'algebra degli osservabili (2s + 1)2 —dlmensmnale [37]. Le componenti
dello spin soddisfano le relazioni di commutazione (espresse concisamente tramite
il tensore di Levi-Civita):

157, §7] = ihe ;55" (2.81)

e possono essere racchiuse in forma compatta in un vettore S, che perd in conseguen-
za della noncommutativita non e osservabile. Il modulo dello spin ¢ determinato
dal parametro dimensionale e vale i%s(s+ 1) - unico autovalore sullo spazio dell’os-
servabile associata S2 = S-S = 515" = h2s(s + 1)5,41%2. Questo commuta con le
singole proiezioni e di conseguenza con qualsiasi ham11ton1ana63

Le proiezioni hanno spettro non degenere e pertanto ¢ possibile definire una base
scegliendo autovettori di una di esse; di consueto si utilizza 1'asse z (3). I ket so-
no denominati tramite un parametro s* soggetto al vincolo |s*| < s e legato allo
spettro secondo® [38]:

5% |s%) = hs® |s*) (2.82)

E utile definire una coppia di operatori di innalzamento e abbassamento, detti
generalmente operatori scaletta (ladder operators) che mappano gli autospazi

580 piu in generale da una classe di rappresentazioni equivalenti a meno di un unitaria, ovvero
essenzialmente una rotazione del sistema di riferimento.

% Lo spazio degli stati & identificabile con C25*1.
60Che ¢ il doppio ricoprimento del gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale SO(3).

61Sono una base per la rappresentazione fondamentale s = 1/2, per quelle di dimensione maggiore
si considerano anche delle combinazioni di prodotti.

621 ’azione non & triviale per sistemi composti, ove il prodotto tensore delle singole rappresen-
tazioni ne da una riducibile, ovvero decomponibile in somma diretta di rappresentazioni a diversi
valori del modulo (tramite i coefficienti di Clebsch-Gordan). Per singolo spin vale invece il lemma
di Schur, per cui un operatore che commuta con le tre proiezioni deve essere multiplo dell’identita
[37].

63 Trivialmente qualsiasi operatore commuta con 'identita.

641 suoi valori sono i cosiddetti pesi della rappresentazione; essendo la proiezione compatibile

con I’hamiltoniana si dice che s* & un buon numero quantico.
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di 5% in quelli adiacenti, con s* rispettivamente maggiore e minore [38]:

ST|s%) = h/s(s + 1) — s*(s* + 1) |s* + 1) (2.83)
S7|s%) = ha/s(s + 1) — s*(s* — 1) |s* — 1) (2.84)

Si puo dare un’espressione in termini di questi per le proiezioni sugli altri assi:

Sr= (8T8 s = (58 (2.85)

Per praticita le espressioni possono essere semplificate, come si fara di seguito,
usando il sistema delle unita naturali, per cui A = 1.

Spin /2 Un caso particolarmente rilevante ¢ quello della rappresentazione fonda-
mentale, ovvero lo spin !/. In questo caso si puo sfruttare l'isomorfismo con C?
e rappresentare gli stati come vettori complessi bidimensionali. Scegliendo la base
che diagonalizza la componente z, gli stati possono essere rappresentati secondo:

) = ) = (2.86)

Gli operatori di spin sono invece rappresentati tramite le matrici di Pauli [39]:

A1 01 0 —i 1 0
S'= o' ot = o’ = of = (2.87)
2 10 i 0 0 —1

Come annotato, assieme all’identita queste danno una base completa per le osser-
vabili [36]. In particolare qualsiasi stato puo essere espresso nella forma:

.1

p= 5(]12 +r-o) (2.88)

ove le matrici sono riunite in un vettore o%.

2.5.2 Dimensione finita e infinita

La tipologia piu semplice di sistemi di spin non triviali sono quelli unidimensionali,
per cui A C R o equivalentemente A C Z, che sono detti catene di spin (spin
chains) [39]. Le spin chains sono classificate come:

6571 vettore r definisce un punto interno alla sfera unitaria in R3, che in questo contesto & detta
sfera di Bloch. Si noti che, per la caratterizzazione degli operatori densita, uno stato e puro se e
solo se il punto corrispondente & sulla superficie della sfera.
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¢ Finite o infinite, in base alla cardinalita del reticolo. Il caso infinito ¢ definito
come limite termodinamico n — oo di quello finito;

e Aperte o chiuse, a seconda delle condizioni al contorno specificate dall’in-
terazione (indicate di norma come Open Boundary Conditions, OBC o
Periodic Boundary Conditions, PBC).

Come anticipato, gli osservabili e le interazioni sono costruite a partire dalle algebre
dei singoli siti, dunque dagli operatori di spin locali S7, S;’, S7. Considerati come
elementi dell’algebra complessiva, hanno supporti a intersezione triviale e quindi
sono compatibili; si hanno cosi relazioni generalizzate di commutazione [37]:

[S%,59) = ibapeijuSE (2.89)
Si possono quindi definire gli operatori di spin per il sistema complessivo:

S=3.5. (2.90)

Ogni componente commuta trivialmente con le singole componenti dei siti, e quin-
di vi & compatibile; questo non vale perd per il modulo (la rappresentazione e
riducibile). Di conseguenza S commuta con ogni prodotto scalare di due spin [37]:

[S,S0-S5] =0 Va+p S.-Ss =55} (2.91)

2.6 Problema generale

Definito il formalismo e il tipo di sistema d’interesse, e ora possibile formulare il
problema a molti corpi considerato, specificando quali siano i dati, la soluzione e le
osservabili rilevanti.

1. 1l problema ¢ specificato definendo:

(a) Il sistema, quindi lo spazio degli stati;

(b) L’hamiltoniana associata.

Come detto nel caso infinito la definizione e solo formale e si deve far uso del
formalismo piu generale per considerazioni rigorose;

2. Il problema ¢ risolto determinando lo spettro { £, } dell’hamiltoniana e una cor-
rispondente base di stati stazionari {|1,,)}. In realta e sufficiente determinare
la porzione a bassa energia in quanto ¢ la sola rilevante intorno all’equilibrio
per temperature considerate ordinariamente in contesto sperimentale;

3. Gli stati danno una descrizione completa del sistema, quindi e possibile estrarre
i valori di aspettazione per qualsiasi osservabile. In generale hanno rilevanza
classi specifiche:
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(a) Osservabili a singolo sito;

(b) Correlatori connessi a due siti: (OZO;> — (Oi) (O;) In particolare per
sistemi uniformi si considerano in generale correlatori ad una data distan-
za:

C(r) = (0:0L,) — (03) (Oi,) (2.92)

In generale lo scopo non e determinare una configurazione esatta del sistema, bensi
proprieta locali e globali nel limite termodinamico. In questo senso correlatori sono
utili per descrivere la struttura delle correlazioni (classiche e puramente quantisti-
che) degli stati e di conseguenza 1’ordine su diverse scale - permettendo di definire
parametri d’ordine che lo quantificano. Si noti che oltre alle proprieta statiche sono
anche d’interesse dal punto di vista dinamico, in quanto caratterizzando 1’accop-
piamento tra diverse regioni permettono di descrivere la propagazione di pertur-
bazioni®. Tramite i parametri d’ordine si possono cosi definire delle fasi, ovvero
degli insiemi di stati che esibiscono le medesime proprieta. Sotto un cambiamento
di parametri di controllo lo stato di equilibrio del sistema puo spostarsi tra le fasi
in una transizione [7].

Nella teoria classica di Landau, le transizioni di fase sono associate a fluttuazioni
termiche e pertanto il parametro di controllo ¢ di consueto la temperatura. Per i
sistemi fortemente correlati in basse dimensioni, invece, si possono avere (a rigore
per T' = 0, dunque quando lo stato di equilibrio & lo stato fondamentale) transizioni
di fase associate a fluttuazioni quantistiche, dette appunto Transizioni di Fase
Quantistiche (Quantum Phase Transitions, QPT) - in cui il parametro di
controllo ¢ una quantita (energetica) che regola gli accoppiamenti dell’hamiltonia-
na [36, 40]. In virtu delle correlazioni, alcune di queste fasi possono esibire ordine
a lungo raggio e di conseguenza degli invarianti di simmetria - ovvero, nel senso
formale del termine, delle cariche - la cui conservazione determina la struttura
energetica del sistema (si dice che le simmetrie proteggono certe proprieta). Per via
di tali caratteristiche si parla di fasi topologiche, particolarmente rilevanti nel
contesto della superconduttivita ad alta temperatura o del fault-tolerant quantum
computing [7].

66n generale proprieta di equilibrio e di risposta dinamica di un sistema sono legate, come noto
dal teorema di fluttuazione-dissipazione.
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Definito il problema e sviluppato il linguaggio dei TN con cui esprimerlo e risolverlo,
st illustra la particolare categoria di network che realizza ansatz ottimali per il caso 1D.
Se ne descrivono le proprieta, le gauge e le procedure diagrammatiche per estrarre le
informazioni rilevanti; in primo luogo pero si giustifica formalmente la loro efficacia per
descrivere ['insieme degli stati rilevanti.

3.1 Area law

Per superare i limiti delle tecniche tradizionali di risoluzione del problema a molti
corpi un approccio naturale e del tutto generale ¢ quello di generalizzare il campo
medio, ossia di applicare il principio variazionale su un particolare insieme - piu
precisamente, una wvarieta - di stati, identificato secondo ragioni fisiche, parame-
trizzabile in modo efficiente (rispetto al numero di siti). Il punto cruciale di questo
lavoro e che per una classe estremamente ampia di modelli unidimensionali si puo
giustificare rigorosamente, fissato un errore arbitrariamente piccolo, 'esistenza di
una varieta - ovvero equivalentemente di una struttura di ansatz - tramite cui si
possono approssimare stati fondamentali, primi eccitati e termici' e che questa ¢
ottimamente caratterizzata tramite una particolare forma di TN [41].

La dimostrazione - la quale suggerisce anche in modo naturale la costruzione di
questa classe di stati - si basa sul fatto che, sebbene nominalmente si tratti di siste-
mi fortemente correlati, se le interazioni avvengono solo localmente e vi € una soglia
finita di energia per eccitarli dallo stato fondamentale, allora negli stati rilevanti
I’entanglement e egualmente locale, ovvero coinvolge solo siti limitrofi: formalmen-
te, I'entropia di entanglement di blocchi di siti non e estensiva, bensi dipende
essenzialmente solo dal numero di siti prossimi alla frontiera.

'In quest’ultimo caso chiaramente si parametrizza un operatore densita.
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3.1.1 Localita e gap

Di seguito si assume in generale che 'hamiltoniana abbia intensita finita, ovvero
che la norma operatoriale di un qualsiasi termine sia controllata da una costante
uniforme finita. Si considerano quindi specificamente sistemi con hamiltoniana
locale:

Definizione 3.1. Un sistema ha hamiltoniana locale (o interazione locale) se H¢
definita da una somma di operatori locali (secondo la definizione rigorosa,).

Si tratta chiaramente di un requisito poco restrittivo in quanto di norma giustificato
sul piano fisico; le considerazioni di seguito possono comunque essere generalizzate
con correzioni non sostanziali al caso di interazione quasi-locale con decadimento
esponenziale, ovvero t.c. in norma operatoriale [42]:

(X[l < e7®m¥e >0 (3.1)

Una seconda proprieta riguarda lo spettro energetico in prossimita dello stato fon-
damentale: si considerano sistemi che presentano - a rigore, nel solo limite infinito?
- un gap tra l'energia di ground e il primo livello eccitato, ovvero sono gappati
(gapped) (in alternativa si dicono gapless) [41, 35]. In dimensione finita, sfruttan-
do il fatto che & sempre possibile traslare lo spettro di un operatore aggiungendovi
un termine proporzionale all’identita, si puo porre in tutta generalita £y = 0 e
definire il gap AE secondo [24, 42]:

AE = sup{y > 0 : specH N ]0,~[ = 0} (3.2)

Un primo modo di generalizzare a sistemi infiniti la definizione ¢ analogo a quanto
si e fatto per lo stato fondamentale; tuttavia in questo caso si ottiene piu restritti-
vamente un ground state localmente unico, ovvero non trasformabile localmente
in un altro stato fondamentale ortogonale [34].

Senza perdita di generalita, si consideri una trasformazione che mappa il ground
|19) (normalizzato) in uno stato ad esso ortogonale:

o) o> lgy = —000 VIO o ol =0 (3.9)

IV o) | (o VIV[¢ho)

Allora per definizione di gap, se 0 < v < AFE:

(ol VI HV|tko)
(ol VIV [10)

(0| H|¢) = > oy + (4| H 1o (3.4)

2I’hamiltoniana di un sistema finito ha spettro discreto, quindi ha sempre un gap.
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Sfruttando sempre la commutazione del proiettore con 'hamiltoniana:

WolVEEV 90) > v (ol VIV]o) + (ol VIV [aho)tbo| Hltbo) =
= (Wo|VIVIvo) + (WolVIVHp) (3.5)

OVVero: R o o
(o|VI[H, V] [tbo) = 7 (o] VTV |1hg) (3.6)

La condizione ottenuta ¢ anche sufficiente in quanto se uno stato |1) non la soddisfa
si puo, come per la definizione generale di stato fondamentale, prendere V' = |10}
Generalizzando al caso infinito [34]:

Definizione 3.2. Uno stato fondamentale wy € localmente unico e gappato se esiste
una costante reale v > 0 t.c.

w(OH,0]) > yw(VIV) VO € By : w(0) =0 (3.7)
I’estremo superiore dei ~y per cui vale questa proprieta e il gap AE.

Si noti che uno stato fondamentale unico e anche localmente unico, ma non vale in
generale il viceversa: se si ha rottura spontanea di simmetria due stati fondamentali
ortogonali, per quanto di medesima energia, possono non essere collegati tramite
trasformazioni locali® [34].

Per avere una definizione generale di sistema gappato, anziché operare direttamente
nel limite infinito si puo considerare la sua costruzione tramite successioni di sistemi
su reticoli finiti A,, — A [24, 34]. Per ciascuno di questi ha senso diagonalizzare
'hamiltoniana Hy, e si pud fissare uno stato fondamentale |thn); € cosl costruita
una successione per cui si puo definire sensatamente un limite, sebbene non sia
possibile fare lo stesso per gli spazi di Hilbert:

w(0) = lim (Ua|Olhn) VA € Bioe (3.8)

In generale non e assicurato che il limite esista, ma si puo ovviare a questo pren-
dendo una sottosuccessione convergente wy,) = wy, *: in questo modo, sebbene per

3E interessante notare che una fase puo essere definita come una classe di equivalenza di stati
fondamentali dati dal limite infinito di sistemi le cui hamiltoniane al finito sono collegate da una
trasformazione continua che non chiude il gap [42]. Questo ha anche un’interpretazione naturale
nel contesto dei TN, che tuttavia non sara trattata in questo elaborato. Si veda per approfondire
ad esempio [41].

4Si applica il Teorema di Banach-Alaoglu, per cui una successione di funzionali lineari su uno
spazio di Banach separabile ammette una sottosuccessione convergente puntualmente. Si noti
che la convergenza puntuale non ¢ che la convergenza debole per gli elementi del doppio duale
identificabili naturalmente con quelli dello spazio originario (in dimensione infinita non si pud
assumere corrispondenza suriettiva).

59



Matrix Product States

un dato sistema il limite non sia necessariamente univoco, si ¢ definito uno stato
fondamentale su A, che soddisfa equivalentemente la definizione 2.22. Si puo ora
definire il gap [34, 42, 24]:

Definizione 3.3. Se per ogni sistema finito il gap spettrale ¢ AE®), allora il gap
del sistema infinito é:

AE =liminf AE®W = lim inf AE® (3.9)
k—o0 k—oo >k
In pratica, il sistema nel limite infinito e gappato se si puo determinare un elemento
finito della successione Ay dopo il quale il gap non si “richiude” piu. E interessante
notare che la presenza di un gap entro una certa dimensione finita non implica che
questo permanga anche nel limite. La definizione della classe rilevante di sistemi e
ora completa e si pud dare il primo risultato fondamentale [43, 12]:

Teorema 3.1. In un sistema unidimensionale locale gappato i correlatori connessi
decadono esponenzialmente®, ovvero esiste una lunghezza di correlazione finita:

30,00 1 C(r) =0 TY0,0 (3.10)

Una dimostrazione rigorosa dell'implicazione esula dagli scopi di questa trattazione;
tuttavia ¢ possibile giustificarla in modo intuitivo tramite un’analogia [33]. Nelle
teorie quantistiche di campo (QFT) che presentano un mass gap sopra lo stato di
vuoto, i correlatori decadono esponenzialmente, in quanto essenzialmente i mediato-
ri sono massivi. Ora, sebbene in principio si operi in contesto non relativistico, per
spin systems con interazioni locali e stato dimostrato che esiste una velocita limite
di propagazione dell’informazione®, detta velocita di Lieb-Robinson. Dunque &
legittimo attendersi che si abbia un vincolo simile al caso relativistico sull’andamen-
to dei correlatori quando & presente un gap spettrale (che puo essere intepretato
come massa delle eccitazioni con proprieta quasiparticellari). Si puo stimare la
scala di lunghezza a cui si possono stabilire correlazioni in un tempo di evoluzione
finito tramite un semplice argomento dimensionale:

v
T ~N — —> ~ T ~ —— 311

o~ 2 (311)
L’andamento dei correlatori suggerisce che complessivamente la correlazione tra gli
stati dei singoli siti nei ground state in questi sistemi sia locale e di conseguenza i
parametri di principio necessari per descrivere ’entanglement tra siti distanti siano
superflui.

5Per operatori con norma limitata, un assunto del tutto generale.

60vvero, formalmente, di espansione del supporto di un operatore locale nella rappresentazione
di Heisenberg.
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3.1.2 Formalizzazione dell’area law

Considerando I’entanglement tra blocchi di siti, questa natura locale implica che
a determinarlo siano essenzialmente i soli elementi collocati lungo la partizione, e
non quelli nel bulk. Una tale struttura di entanglement area law [2]:

Definizione 3.4. Uno stato a molti corpi soddisfa un’area law se il contributo do-
minante” all’entropia di entanglement per qualsiasi partizione & al pit proporzionale
alla dimensione® della frontiera tra i due sottosistemi che determina.

Ovvero per l'entropia di una regione vale:
S(ps) = O(|0B]) (3.12)

In particolare, se il blocco ha una scala di lunghezza L? e il sistema & d-dimensionale
si ha [12]:
S = 0L (3.13)

In 1D un’area ¢ quindi un punto: di conseguenza ’area law implica che ’entropia
sia costante nella dimensione del blocco. Si tratta di una proprieta assolutamente
non triviale: per uno stato generico ’entropia e estensiva, ovvero scala proporzio-
nalmente al volume del blocco; gli stati soddisfacenti ’area law occupano quindi
un “angolo” esponenzialmente piccolo!” rispetto alla totalita dello spazio di Hilbert
- il quale risulta quindi essere in contesti fisicamente ragionevoli una “conveniente
illusione” [44, 2, 12].
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Figura 3.1: Blocchi e frontiere in 1D e 2D. Immagine da [45].

Cio ha profonde implicazioni fisiche: essenzialmente, indica che lo stato del bulk di
un sistema puo essere descritto osservandone solamente la boundary, diminuendo

"E quindi il solo rilevante nel limite di dimensione infinita.
8Espressa come numero di siti.
9Che ne controlla l’estensione in tutte le dimensioni

10Pinttosto che in relazione al numero di parametri, si pud definire rigorosamente una misura
di probabilita uniforme sugli stati. Per la precisione la misura, detta m. di Haar, & definita sul
gruppo unitario [26]: si fissa allora uno stato normalizzato e si definisce la misura di un insieme
di stati come la probabilita dell’insieme di unitarie che vi mappa lo stato di riferimento.
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quindi di una dimensione i gradi di liberta senza perdita di informazione. Questa
proprieta e in generale detta principio olografico ed ha grande importanza nello
studio dei buchi neri e piu in generale nelle teorie di quantizzazione della gravita,
ove si congettura che una teoria di gravita quantistica in un volume possa essere
descritta da una teoria di campo senza gravita sulla frontiera.

In realta 'area law vale anche piu in generale per entropie di Renyi, anche quelle
piu sensibili alla coda dei coefficienti di Schmidt[43]:

Teorema 3.2. Per sistemi 1D con hamiltoniana locale il ground state soddisfa la
sequente area law per le entropie di Renyui:

S%(py) ~ g (1 + é) log & (3.14)

ove ¢ ¢ la carica centrale’ e & la lunghezza di correlazione. Nel caso di sistemi
critict vi e una lieve violazione in quanto e presente una correzione logaritmica,
ovvero & ¢ da sostituirsi con L'?.

3.1.3 Parametrizzazione degli stati rilevanti

Gli stati fondamentali riproducono quindi in qualche modo la localita dell’hamilto-
niana e di conseguenza ¢ ragionevole attendersi ammettano una parametrizzazione
efficiente.

Infatti dato un sistema di n siti con interazione k-locale® ogni termine dell’hamil-
toniana:

e Agisce su una combinazione di k siti'4;
e I operatore dell’algebra tensore d**-dimensionale.

Dunque in totale H ¢ definita da (Z) d** parametri, ovvero una quantitd polinomiale
in n [46, 45]; in altri termini, & rappresentata su una base dell’algebra operatoriale
complessiva da una matrice sparsa [41]. La localita dell'interazione & di grande
utilita anche in quanto comporta che il ground state contenga informazioni sullo
spettro eccitato, quantomeno a bassa energia: si puo infatti dimostrare che vincola
i primi stati eccitati a essere dati da mere perturbazioni locali (di natura quasipar-
ticellare) dello stato fondamentale, che possono essere caratterizzate quindi tramite

HUn parametro calcolabile tramite l'opportuna Teoria di Campo Conforme (CFT),
essenzialmente quantifica i modi indipendenti di eccitazione.

12Rispetto ad uno scaling lineare in L l’entropia resta comunque esponenzialmente minore.
130vvero tale per cui ®(X) & k-locale per ogni X.

14Gi puod assumere in generalitd in quanto se dei siti non sono esplicitamente presenti in un
termine ’azione su di essi e triviale.
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la sua struttura di correlazione [41]. E importante notare tuttavia che la localita
dell’interazione non e sufficiente perché il sistema soddisfi un’area law; difatti nella
derivazione ¢ stato necessario introdurre ipotesi ulteriori [12].
Poiché la minimizzazione globale dell’energia di uno stato fondamentale, come os-
servato nella definizione, € una conseguenza di quella locale, quantomeno in assenza
di frustrazione, la sua struttura completa puo essere caratterizzata studiandone le
proprieta locali [43]. Si consideri il caso di uno spin system con hamiltoniana locale
gappato con un unico stato fondamentale |1y) e un gap dipendente in generale dal
numero di siti n. Si assuma specificamente he il gap non decada piu rapidamente
di un polinomio in n: .
Apm = Olpoly(n)) (3.15)
una proprieta verificata sempre nel caso non critico e in tutti i casi noti per quello
non critico con invarianza traslazionale. Si assuma esista uno stato [i,y,) che
approssimi le proprieta locali del ground state entro una soglia globale ¢, ove la
distanza e misurata sugli operatori ridotti per coppie di siti vicini:

160 = Pappll <0 (3.16)

Allora si puo controllare ’errore globale secondo:

)
I tbenm) = 1) |2 < 5705 (3.17)

Questo indica che ¢ sufficiente regolare ’approssimazione locale per minimizzare
globalmente la distanza (o equivalentemente massimizzare la parte reale dell’over-
lap), ed in particolare per avere un errore globale costante aumentando il numero
di spin e sufficiente che l'errore locale scali come il reciproco di un polinomio in n:
cio suggerisce la possibilita di sviluppare algoritmi iterativi efficienti [43].
Si puo ora dare anche un argomento euristico che suggerisce naturalmente l'intro-
duzione di un ansatz di TN per descrivere questi ground state [43, 12]. Considerato
un tale sistema con lunghezza di correlazione finita £ se ne definisca una triparti-
zione in regioni connesse A, B, C. Per lo stato ridotto pac nel limite di distanza
tra i blocchi Lac > & varra:

pac = pa® pc (3.18)

al netto di correzioni esponenziali nei correlatori di operatori con supporto sui

blocchi® [47]:

Tr[O40pac] = Tr[O40Lp4 @ po) + Oe Lac/e) (3.19)

15n realtd la 3.19 non implica la 3.18, e si & dimostrato che esistono stati ortogonali fra loro
ma con andamenti esponenzialmente vicini dei correlatori. Pertanto I’argomento sviluppato non
puo essere reso rigoroso.
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Segue che lo stato del sistema complessivo ABC possa considerarsi una purificazione
di questo stato con la forma:

[YaB.) @ [¥Bre) (3.20)

ove B e Br sono due blocchi di siti sinistro e destro che partiscono B. Nel capi-
tolo precedente si ¢ osservato che tutte le possibili purificazioni di uno stato misto
sono equivalenti a meno di isometrie sul sistema ausiliario, o piu restrittivamente
unitarie; dunque e possibile “disintrecciare” A e C, o piu precisamente le porzioni
destra e sinistra del sistema, tramite un’unitaria su B:

14 Q@ Us @ ¢ |[Wase) = [ap,) ® [YBLc) (3.21)

Da cio segue che lo stato del sistema possa essere espresso come:

[Vaso) ~ BY [va) [07) [47) (3:22)

ove la dimensione di ciascuno degli indici sommati ¢ al piu pari alla dimensione
dello spazio locale di B. Questa procedura puo essere ora iterata aumentando
la “risoluzione” dei blocchi e ottenendo cosl una decomposizione del tensore (in
componenti) che descrive lo stato complessivo come contrazione di tensori di ordine
3 associati ai singoli siti.

3.2 MPS

Questa decomposizione definisce una classe di stati quantistici detti stati prodotto
di matrici (Matrix Product States), di seguito MPS. Il nome & dovuto al
fatto che permettono di rappresentare il tensore come prodotto di una serie di
matrici (sebbene si tratti di tensori di ordine 3, ma ci si concentra sugli indici
non fisici contratti [7]) associate ai singoli spazi locali [41]. Esistono diversi modi
equivalenti di definirli, ciascuno dei quali mette in evidenza differenti caratteristiche
fondamentali.

3.2.1 Matrix Product Decomposition

Sfruttando la liberta di ridimensionare i tensori, si possono iterare le decomposizio-
ni matriciali introdotte in precedenza per ridurre qualsiasi tensore (non triviale) ad
un prodotto di tensori di ordine 3: si parla di decomposizione in prodotto di
matrici (Matrix Product Decomposition)'®. Di seguito si fa uso della SVD
ma si puo ottenere il medesimo risultato (ovviamente in generale con tensori finali

6Per i matematici anche Tensor Train Decomposition (TTD) [5, 12]
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differenti) tramite le altre decomposizioni.

Dato T un tensore di ordine k, si procede come di seguito [2]:

1. Lo si ridimensiona in una matrice tramite fusione, si applica una prima SVD
e poi si splittano gli indici per recuperare la forma iniziale:

Tj1 v = i Gzsenin) = Ujrer® v ) — A;iTChjmu-,jk (3.23)

CLCL Y e1, (G250 Tk

rinominando U come A e contraendo S e VT per ridefinire T’

2. Si ripete la medesima procedura per quest’ultimo: fusione degli indici, SVD e
quindi contrazione e splitting delle matrici risultanti:

TCIJwajk — T(Clyj2)7(j37-~7jk) = U(617j2)7C2S VT = A;;’CQTC

€2,C2 ¥ ¢, (J3yeeesJk) 2,J35--50k
(3.24)
3. Si itera fino ad ottenere la decomposizione completa del tensore di partenza:
_ C1,C: Ck—2Ck—1 ACk—1
Tjhjz,---,jk - A;iAJ; BREE Ajkfl Ajk (3'25)

Quella ottenuta ¢ propriamente una Left Canonical Decomposition (LCD), in
quanto i tensori risultanti (eccetto quello pitt a destra) sono normalizzati a sinistra:

Cr_1C T /
Ac'p—lcp |:A P 1 Pi| = J»°p (326)

Jp Jp

Chiaramente non e univoca: si puo egualmente partire fondendo i primi k£ — 1 indici
e procedendo da destra verso sinistra, ricavando la Right Canonical Decomposition
(RCD), in cui tutti i tensori (eccetto quello piu a sinistra) sono normalizzati a
destra:

Jk—1 Jp

/ i
Cl—2Ck— Cl— Cp—1C Ch_1€ /
Tjhjz,..-,jk = B;;B]c;,cz e BT lBj: ' Br [Bj:: ' p] = 0P %1 (327)

Figura 3.2: Left e Right Canonical Decompositions

L’applicazione di questa procedura allo stato quantistico di un sistema composto e
esattamente equivalente a considerare iterativamente delle bipartizioni e applicare
la decomposizione di Schmidt, per poi assorbire la matrice dei valori singolari a
destra o a sinistra, a seconda della decomposizione scelta'” [7]. Si ha cosi una
prima definizione di MPS [2]:

17Si intuisce quindi che LCD e RCD sono equivalenti; si formalizzera e generalizzera questa
proprieta tramite la liberta di gauge dei MPS.
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Definizione 3.5. Uno stato di un sistema a molti corpi € un MPS se ¢ esprimibile

come un TN decomposto in prodotto di matrici, ovvero ha la forma'®:

|¢>: @ .......... Ik’l,---,kn>

ki ks Ky,

Gli indici di bond ¢, hanno quindi una chiara interpretazione: descrivono I’entangle-
ment attraverso la corrispondente bipartizione del sistema [7]. Per quanto visto in
precedenza questo € un primo elemento fondamentale che contribuisce all’efficienza
degli MPS [2, 7]:

e E sufficiente che la dimensione di bond Xp sia pari al rango di Schmidt associato
per avere una rappresentazione ottimale ma esatta dello stato!'?;

e Riducendo x, di modo da mantenere gli indici associati ai maggiori x < X,
coefficienti di Schmidt si ottiene la miglior compressione possibile a parita di
numero di parametri - e la distanza dallo stato esatto e facilmente quantificabile
con l'errore di troncamento?®. Un criterio alternativo ¢ la definizione di un
cutoff per i coefficienti [4], che permette una stima pit immediata dell’errore
globale al prezzo di non avere un controllo uniforme sulle dimensioni - in casi
estremi, potrebbe non essere addirittura “tagliato” alcun coefficiente?!.

18Tn generale da normalizzare [43].
YViceversa il rango di Schmidt per la corrispondente partizione ¢ minore o uguale a y, [4]

20Si noti che tuttavia non si ha una compressione ottimale effettuando il “taglio” dei coefficienti
su pit gambe virtuale contemporaneamente, in quanto si tratta di un’operazione non unitaria [6].

21Gia ¢ il cutoff e si abbia, ordinando in modo crescente i valori singolari:
M <o <A <ES< A < <)y [0) =35 Ailia)lig) (3.28)

Si rimuovano quindi i primi n vettori di Schmidt, ottenendo I’approssimazione (non normalizzata)
[v") di |[¢). Per stimare lerrore si sfrutta la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz considerando
Poverlap con un generico stato normalizzato |¢) (cid permette una stima pitt generale per qualsiasi
osservabile):

[l (1) = [¥")] < iy Nil(@liap)| < o0 N < né (3.29)
Dungque in generale I’errore in modulo ¢ lineare in £, ovvero O(&). Si puo stimare anche il prodotto
scalare tra |¢) e 'approssimazione normalizzata [¢") = m [4'):

(wl") = _%_A (i Gl ) (S0 A lias) ) = /1= X0, x2 (3.30)
Da cui 'andamento dell’overlap in ¢&:
(@) = 1= T X 2 1-ng? = 1+ 0(¢?) (3.31)
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Tuttavia, non essendo necessarie ipotesi particolari per ’applicazione della SVD, in
linea di principio qualsiasi stato composto ammette rappresentazione come MPS |7,
43]. Poiché in linea generale uno stato entangled presenta correlazioni significative
tra siti arbitrariamente distanti, cio significa che lo scaling esponenziale nel numero
di componenti ¢ meramente trasferito alle dimensioni degli indici di bond, o piu
limitatamente al rispettivo rango di Schmidt [36, 12]. Infatti considerando la LCD
di un tensore generico di ordine k vista in precedenza (ma la stima ¢ equivalente
per le altre costruzioni) e assumendo una dimensione uniforme d per i j; [2]:

e La dimensione dei tensori estremi e d x d = d? %?;

e Procedendo verso destra:
— per p < [#/2] la dimensione di A7~ & d x d"~" x dP = d*;

— per p > [k/2] la dimensione di A7~ & d x d*=#=D x dFP = @2FH1P),

Di conseguenza il rango di Schmidt per possibili partizioni di un MPS di un si-
stema composto con n sottosistemi & O(dl"/?), come si puo intuire euristicamente
considerando che a priori tutti i siti dei due blocchi possono essere coinvolti nell’en-
tanglement - e di conseguenza l'entropia di entanglement ¢ O(n), ovvero estensiva.
Per avere una crescita controllata dei parametri ¢ necessario che l'entanglement
dipenda piu debolmente da n - o per nulla, ovvero che solo porzioni limitate dei
blocchi siano correlate, in una proporzione fortemente decrescente all’aumentare
della dimensione di questi: in altri termini, deve valere un’area law.

Una dimensione di bond triviale (ovvero la rispettiva matrice che si riduce a sempli-
ce scalare) corrisponde a uno stato prodotto sulla partizione corrispondente, dunque
a entanglement nullo. Uno stato prodotto del sistema complessivo, ovvero un ansa-
tz di campo medio, & cosl semplicemente rappresentabile come MPS - rimuovendo
direttamente i link una volta normalizzato, secondo quanto visto per il prodotto
tensore [2, 9]. Cio permette un’intuizione grafica sul vantaggio di questa classe piu
generale: ¢ costruita proprio aggiungendo allo stato fattorizzato dei link per cattu-
rare i gradi di liberta ulteriori dati dall’entanglement - in un modo ottimizzato per
la sua struttura locale.

3.2.2 Tipologie di MPS

La costruzione che si ¢ data definisce propriamente un MPS finito aperto e di
principio non uniforme. Generalizzandola si possono introdurre MPS [5]:

e Periodici, in cui anche i tensori estremi sono matrici:

22Gi puo assorbire nei casi successivi in quanto d° = 1.
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Algebricamente sono espressi nella forma compatta [7]:
)y = Te[AV AR AT Ry ) (3.32)
Assumendo in generale matrici differenti per i vari siti;

e Invarianti per traslazione (Translation-Invariant, TT), ove tutte le ma-
trici sono identiche;

e Infiniti, che descrivono sistemi nel limite termodinamico?.

3.2.3 Valence Bond e Projected Entangled Pair States

In alternativa a quella vista, e possibile una definizione degli MPS tramite una co-
struzione piu formale e meno intuitiva ma che cattura piu profondamente la natura
di questi stati e soprattutto permette una generalizzazione a dimensioni maggiori
[7, 43]. Dato un generico sistema a molti corpi con n siti, si associ a ciascuno di
essi una coppia di spin virtuali di dimensione x e si assuma che ogni coppia di spin
adiacenti appartenenti a siti differenti si trovi in uno stato massimamente entan-
gled. Nel caso di condizioni al contorno aperte, i singoli spin virtuali estremi sono
posti in una sovrapposizione uniforme degli stati di base. Si applichi quindi a ogni
sito una mappa:

AZ‘ = AM

= Ysa,B

i, Bil (3.33)
ove l'indice latino e riferito al sito fisico e quelli greci ai siti virtuali. Questa mappa
¢ un tensore di rango 3 (o 2 per i siti estremi in assenza di PBC), e gli scalari
A; o3 ne definiscono la rappresentazione in componenti. Gli indici virtuali sono
completamente contratti, quindi I’applicazione delle mappe A; produce un nuovo
stato del sistema, che € proprio un MPS con coefficienti dati dalla contrazione dei
tensori corrispondenti. Questo si puo verificare considerando ’azione delle mappe
per i primi due siti fisici sulla coppia virtuale condivisa [7]:

(./211 ®A2) v, 7) = Ag-ll];ahﬁlAz];az,ﬁz 715 2, B, g, Ba| (|04><04|®|% V>®|5><5|) =

1 2 .. 1 2 ..
- Agl]EalﬁlA§2]§a275250‘170‘5/31a760¢2775ﬁ275 J1, J2 X, B = Agl};a77Ag2]§7,ﬁ |71, J2Xa, B
(3.34)

23Pertanto sovente sono TI
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Tramite la rappresentazione a legami di valenza si puo comprendere intuitivamen-
te la struttura di entanglement degli MPS: le coppie virtuali sono massimamente
“legate”, quindi la correlazione tra i siti fisici dipende da quanto siano correlati
al siti virtuali associati, che ¢ determinato dall’azione degli operatori A; - ovvero
equivalentemente dalla loro specificazione in componenti nei tensori A4;, o, g,- Questi
creano quindi entanglement tra siti non direttamente comunicanti tramite operazio-
ni su quelli intermedi, in analogia ai cosiddetti protocolli di entanglement swapping
in computazione quantistica [41]. L’applicazione di unitarie sugli indici di bond
che permette di modificare la MPD dello stato corrisponde semplicemente ad un
cambiamento di base per le coppie virtuali [7].

Questa costruzione ¢ talvolta detta a legame di valenza (Valence Bond, VB),
considerando le coppie massimamente entangled come legami; la configurazione
iniziale degli spin virtuali corrisponde a uno stato di grande importanza in fisica
della materia condensata, detto Valence Bond Solid (VBS) [37]; il suo vantaggio
principale rispetto alla costruzione tramite MPD, come detto, ¢ che si puo gene-
ralizzare naturalmente a dimensioni maggiori (in particolare 2D e 3D) e geometrie
arbitrarie, collocando una coppia virtuale in corrispondenza di ogni spigolo tra siti
primi vicini: si ottengono cosi i Projected Entangled Pair States (PEPS), una
classe di TN molto utilizzata per lo studio di sistemi a bassa dimensionalita [7].
La costruzione degli MPS tramite PEPS risulta naturale applicando alle spin chains
un risultato fondamentale di teoria dell’informazione quantistica: date N copie di
un sistema bipartito con un certo quantitativo di entanglement?* & possibile conver-
tirle tramite LOCC in N - S stati di Bell, ovvero coppie massimamente entangled
di sistemi bidimensionali, preservando® il quantitativo di entanglement [49]. Per
transitivita dell’equivalenza, si possono rimpiazzare le coppie di Bell con i Pairs
definiti in precedenza e cosi le proiezioni per ogni sito fisico vanno a corrispondere
alle operazioni locali [41].

...........

Figura 3.3: Costruzione di un PEPS. Immagine da [35].

24Quantificato nel caso puro dall’entropia di Von Neumann nel caso puro e in quello misto da una
sua generalizzazione detta Distillable Entanglement, definita proprio tramite questa procedura.

Z5Esattamente nel caso puro e asintoticamente, ovvero per N — oo, in quello misto [48].
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3.2.4 Proprieta di entanglement e approssimazione degli
stati rilevanti

E immediato verificare che MPS con dimensione di bond costante (o comunque
controllata da una costante) soddisfano 'area law unidimensionale. Considerando
infatti un blocco contiguo di siti, 'entropia di entanglement per la partizione che
definisce ¢ S(pg) = O(log X), in conseguenza del teorema 2.8%:

S(pp) <logx* = 2logx (3.35)

Dipendendo solamente dalla dimensione locale di bond tra i due blocchi, risulta cosi
costante nel numero di siti [2, 5]. Piu in generale si puo facilmente verificare che
PEPS a dimensione di bond costante soddisfano I’area law [5]. Considerando infatti
un blocco di siti L x L, 'entropia di entanglement del corrispondente operatore
ridotto e controllata dal logaritmo della dimensione complessiva delle gambe virtuali
“tagliate” dalla partizione:

S(pr) <logd* = 4Llogd (3.36)

Si noti che per proprieta del logaritmo si puo interpretare equivalentemente consi-
derando il limite complessivo come la somma sulle gambe del contributo massimo
di ciascuna, ovvero logd, e che concorrono allo scaling sia la dimensione di bond
che la geometria dei legami: gli ansatz in forma di TN non sarebbero di principio
utili se non riproducessero in modo ottimale la struttura fisica delle correlazioni dei
sistemi [5].

Il fatto che i MPS a dimensione di bond uniformemente limitata (definita di solito,
abusando della terminologia, come “finita”) soddisfino 1’area law per 1’entropia di
Von Neumann e di conseguenza le entropie di Renyi con o > 1 non implica che, vi-
ceversa, stati che soddisfano ’area law per S siano approssimabili in modo efficiente
con MPS; tuttavia e possibile dimostrare formalmente ’esistenza di tale approssi-
mazione qualora sia soddisfatta ’area law, anche con correzioni logaritmiche, per
entropie di Renyi con a@ < 1, piu sensibili alla coda dello spettro di entanglement.
Chiaramente vale al contempo la contronominale: uno scaling lineare di S o in
generale piu che logaritmico (ossia a potenza con un qualsiasi esponente positivo)
di S, con a > 1 & condizione sufficiente perché I’approssimazione non sia possibile
[50]. T risultati riportati di seguito sono originariamente derivati in [51] ma si puo
fare riferimento anche alla discussione in [43].

Innanzitutto vale il seguente teorema, che segue direttamente dalla decomposizione
in prodotto di matrici:

26La partizione & al pilt su due gambe virtuali.
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Teorema 3.3. Dato un generico stato |¢) di un sistema a n siti, esiste un MPS
|Uarps) con dimensione di bond x t.c.

1) = [oarps) [P < 2357 8:(0) (3.37)

ove g;(x) = Zf:nl; jil )\Li]? ¢ lerrore di troncamento sulla partizione tra i primi i siti,
con operatore ridotto p;, e gli ultimi n — i, con i coefficienti di Schmidt ordinati in

senso decrescente.

Cio indica che per sistemi i cui coefficienti di Schmidt sulle partizioni sono for-
temente soppressi per indici crescenti, ovvero con un errore di troncamento che
decade rapidamente in y, esiste una rappresentazione approssimativa con MPS che
cattura sia le proprieta locali, ovvero in particolare ’energia, che quelle globali,
ossia le correlazioni su larga scala.

Sfruttando la loro definizione, 'errore di approssimazione puo essere direttamente
collegato allo scaling delle entropie di Renyi - e quindi all’area law:

Teorema 3.4. Per 0 < a < 1, l’errore di troncamento ai primi x autovalori di un
operatore densita e controllato secondo:

log=(x) < - (S“@) ~log ; fa) (3.38)

Si noti tuttavia che I'esistenza di un’approssimazione efficiente non implica quella di
un algoritmo efficiente per determinarla. E infatti possibile, specificamente qualora
il gap non sia costante al variare della dimensione del sistema ma scali come l'inverso
di un polinomio in N, che tale problema sia NP-hard. Nel caso di gap costante ¢
stato invece derivato un algoritmo con scaling polinomiale; in generale non e stata
ancora data una caratterizzazione completa della complessita del problema per un
sistema qualsiasi [41].

Tramite questi risultati si puo determinare un limite per la dimensione di bond
necessaria per sistemi critici, che come detto in precedenza rappresentano il caso
limite. Considerando un sistema finito di 2L e come blocco meta della catena,
I’entropia di Renyi & data dalla 3.14 salvo per una correzione di dimensione finita
che scala come % Supponendo si voglia mantenere ’errore sullo stato complessivo
sotto:

€
Hbn) = o) I < = (3.39)
con ¢ costante indipendente da L si ha:
L2 & ctc* 14a
XL S cost - (m) L%% (340)

ovvero Y deve scalare solo polinomialmente in L e quindi la rappresentazione
approssimata tramite MPS ¢ efficiente.
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3.3 Manipolazioni ed estrazione di informazioni

Come gia si e osservato in generale nel capitolo 2, 1'utilizzo dei MPS non sarebbe
giustificato se l'efficienza riguardasse meramente rappresentazione degli stati e non
I’estrazione di informazioni da questi. In effetti, essi soddisfano anche la seconda
condizione, in virtu della loro struttura.

3.3.1 Transfer matrix

Un vantaggio cruciale dei MPS, che discende dalla loro costruzione, ¢ la possibilita
di determinare proprieta complessive tramite lo studio della struttura locale; questo
e di particolare utilita nel caso di invarianza traslazionale e permette un approccio
rigoroso ed efficiente al limite infinito. Questa proprieta fondamentale e del tutto
generale per stati in forma di TN di sistemi locali: per il calcolo di prodotti scalari
- quindi in particolare norme, overlap, valori di aspettazione ed elementi fuori dia-
gonale - si adotta una strategia di riduzione della dimensionalita [52]. L’oggetto
matematico fondamentale per caratterizzare la struttura locale e la matrice di
trasferimento (Transfer Matrix) [2]:

Definizione 3.6. Dato un MPS nella forma della definizione, la Transfer Matrix
per il sito j-esimo é il super-operatore:

Bl = Al g Al (3.41)

Ji Ji

ovvero tn componenti il tensore:

La matrice di trasferimento puo essere equivalentemente interpretata come funzio-

nale multilineare, secondo la definizione di tensore®7:

El —

E . C% @ CY @ CNtt @ CX+t — C (3.42)
0 come super-operatore:

Ell ;. B(CX) = CX — B(Cx+) =2 CXin (3.43)

27Sugli spazi associati agli indici virtuali.
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In questa seconda forma non ¢ che una mappa?®:
EY(X) = AlX Al (3.44)
= A :

Le matrici del MPS sono quindi operatori di Kraus per ’'OSR della matrice di
trasferimento, che di conseguenza ¢ una mappa completamente positiva [2, 43].
Senza perdita di generalita si puo assumere che soddisfino la relazione di Kraus
e pertanto la mappa sia un’operazione; se poi specificamente vale la completezza
- ovvero preserva la traccia - confrontando la costruzione 3.22 con la def.2.5
si puo notare che lo spazio ancillare necessario per costruire 1'unitaria globale e
proprio quello dell’indice fisico j;. La liberta unitaria nella determinazione degli
operatori di Kraus si traduce nella liberta di cambiare la base dell’indice fisico senza
alterare I'azione di E [43]. Assumendo che le dimensioni di bond siano uniformi,
essendo un operatore positivo su spazio complesso la matrice di trasferimento e
unitariamente diagonalizzabile. Il suo spettro contiene, come si vedra di seguito,
tutte le proprieta rilevanti del MPS. In particolare ¢ utile ai fini dello studio spettrale
I’applicabilita del teorema di Perron-Frobenius per mappe CPTP enunciato nel
capitolo precedente.

Si noti che la denominazione della TM non ¢ incidentale in quanto si puo stabilire
un’analogia con l'oggetto matematico omonimo che si introduce in la meccanica
statistica? [36]. La differenza ¢ che nel caso degli MPS si decompone uno stato
anziché ’hamiltoniano e si ha una struttura a doppio anziché singolo “strato” [54].

3.3.2 Forme canoniche

Si e visto in generale che i TN godono di liberta di gauge; nel caso degli MPS e
possibile sfruttarla sugli indici di bond senza alterare lo stato quantistico descrit-
t0%?. A rigore si pud dimostrare un’istanza specifica del risultato derivato nel primo
capitolo, ovvero che si tratta dell’'unica liberta nella parametrizzazione dello stato

28 Analogamente si puo considerare ’azione da destra, scambiando il ruolo delle Ae Af.

29Dato un sistema unidimensionale con interazioni solo tra primi vicini, si possono fattorizzare

i fattori di Boltzmann ed esprimere la funzione di partizione come prodotto di matrici - sia nel

caso classico che quantistico, con delle differenze formali che non si approfondiscono in questa
sede. Per OBC e PBC rispettivamente:

_ 711412 [n] _ 1

Z=T T, T 7 — TY[T[ 1., 7'[”]] (3.45)

E interessante notare che I’analogia si estende al calcolo dei valori medi sull’ensemble statistico

e dei valori di aspettazione sulla sovrapposizione in un MPS, in particolare con 'impiego delle

proprieta spettrali nel limite termodinamico. Sfruttando questa affinita sono state sviluppate

delle tecniche di TN per lo studio di sistemi classici, ad esempio un algoritmo di rinormalizzazione
basato sull’estensione della DMRG, detto Transfer Matriz Renormalization Group (TMRG) [53].

30Che dunque non determina univocamente 1’espressione come MPS, mentre vale il reciproco.
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come MPS, ovvero che tutte le possibili decomposizioni sono equivalenti a meno
di risoluzioni dell’identita sulle gambe virtuali [2]. Chiaramente questo a patto di
mantenere invariata la forma del network, ovvero il numero di siti; altrimenti si puo
considerare come liberta addizionale quella di fondere gli indici fisici di piu siti e
contrarre le corrispondenti matrici [7].

Gia con la costruzione MPD si sono introdotte delle forme canoniche (secondo il
senso definito nel primo capitolo). E di grande utilita osservare che se la matrice di
un sito e un’isometria a sinistra, allora la matrice di trasferimento ha come auto-
valore dominante 1 e come autovettore associato a sinistra l’identita; 'analogo vale
per isometrie a destra considerando I'autovettore a destra [2].

Anziché procedere unicamente da destra o sinistra, in analogia al procedimento ge-
nerale per creare centri di ortogonalita si puo anche procedere alla isometrizzazione
di un MPS contemporaneamente nelle due direzioni, fino a ottenere la Mixed-
Canonical Decomposition:

kl l{?g k'j kn—l kn

ove i due rami per costruzione definiscono vettori ortonormali:

) = Caksple) [k} 18)  (ala’) = baar (BIF') = dpp (3.46)

La procedura iterativa della MPD e semplice ed efficiente soprattutto nel caso di
OBC [7]. In generale LCD, RCD e MCD sono utilizzate di norma negli algoritmi
variazionali in quanto semplificano il computo delle contrazioni [7].

Si noti che tramite la matrice di trasferimento e possibile estendere la forma ca-
nonica al caso infinito, secondo una procedura detta ortonormalizzazione degli
indici [52]. Sinota infatti che per definizione della SVD gli indici di bond corrispon-
dono a destra ed a sinistra a basi ortonormali (in generale differenti); considerati
gli autovettori dominanti destro e sinistro della matrice di trasferimento, che sono
positivi per quanto visto in precedenza, se ne prendono le radici quadrate:

Li=Y'Y R =XXI (3.47)
X e YT definiscono quindi le trasformazioni di gauge da applicare agli indici di

bond per portare il MPS infinito in forma canonica.

3.3.3 Modulo e overlap

La rappresentazione diagrammatica suggerisce immediatamente come calcolare 1’o-
verlap con un altro MPS dalla stessa forma, e quindi anche il modulo:
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(V]9) =

@@ .......... @

Per MPS con condizioni aperte al contorno, la procedura di contrazione ottimale e
quella identificata tramite ispezione diagrammatica per la geometria a ladder (vd.
capitolo 2) [2]. Assumendo una dimensione di bond uniforme, il costo del calcolo
della norma ¢ quindi O(nx?) [2].

3.3.4 Valori di aspettazione

Si consideri innanzitutto il calcolo per un operatore decomponibile. La procedura
ottimale per la contrazione ¢ un’immediata generalizzazione di quella vista per
l'overlap. Procedendo da sinistra, si possono raggruppare le contrazioni per ogni
“scalino” in un unico step di aggiornamento della boundary matrix:

(L) = (AM) @) 2 (O0M) 5 (A3 (3.48)

Ove LI & uno scalare e L il risultato finale. Per dimensioni uniformi si evin-
ce dall’espressione della contrazione che il costo di un singolo step & O(d*x?) [2].
Per condizioni al contorno aperte, in un sistema finito il costo ¢ O(ndy?), in un
sistema infinito & O(dx?®). Nel secondo caso si opera infatti con una contrazione
simultanea da entrambi i lati, assunte opportune condizioni al contorno - una pro-
cedura equivalente allo studio spettrale della matrice di trasferimento, ovvero un
problema 0O-dimensionale. Nel caso di condizioni periodiche il punto di partenza ¢
I'espressione compatta®! [43]:

(@, 0) =Te[[TL B BY = G0k Al 4T (3.49)

- @

A livello computazionale, si sceglie un sito di partenza e si procede in analogia al
caso aperto; tuttavia essendo tutti i tensori di medesima dimensionalita il costo e

31La matrice di trasferimento ordinaria pud essere considerata il caso particolare di O; =1
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maggiore, in particolare O(ndyx?).

Il vantaggio di operare direttamente a livello di matrici di trasferimento e evidente
a livello di algoritmi di rinormalizzazione: ad ogni iterazione non risulta infatti
necessario scartare gradi di liberta per mantenere una rappresentazione efficace
efficiente dello stato del blocco di siti accumulato, in quanto la dimensione della
matrice ottenuta dalla contrazione sequenziale - ovvero la transfer matrix del blocco
- ¢ costantemente y* [7].

3.3.5 Correlatori

Con il formalismo appena introdotto si puo ora studiare anche la struttura di corre-
lazione dei MPS, oltre a quella di entanglement. Considerando un MPS uniforme,
il calcolo del correlatore a due corpi:

C(r) = (0,0},,.) — (0;) (O,,) (3.50)

si puo esprimere in termini della matrice di trasferimento [5]. Diagonalizzando e
sfruttando le proprieta di ortogonalita degli autovettori:

E = (NRTL) = NRTL; = ] <R1T L+ ZDl(Aj/M)TRZ’Li) (3.51)
ove si sono ordinati gli autovalori in senso decrescente e si € normalizzato su quello
dominante, assunto non degenere. Ora per r > 1 la somma residua ¢ dominata dal
secondo autovalore, pertanto detta ps la sua molteplicita:

B~ Al (RlTLl + (i) g‘leiTL,) (3.52)

il valore di aspettazione congiunto diviene, tenendo conto della normalizzazione:

A A LiEoRT)(LiEo RT r—lpy (L1EoRT)(L;Eo RT
00, ~ 8 l( EoTh) 4 ey s, ); D (353)
Nel limite termodinamico si ha quindi:
(00,,,) < L'E'R (3.54)

con L e R autovettori dominanti sinistro e destro rispettivamente.

Poiché si puo sempre normalizzare la matrice di trasferimento e di conseguenza
applicare Perron-Frobenius, si puo assumere senza perdita di generalita che I'auto-
valore dominante sia non degenere e che gli autovalori subdominanti giacciono entro
il disco unitario. Di conseguenza i correlatori possono essere costanti (autovalore
1) o decadere esponenzialmente (altri autovalori): quindi gli MPS a dimensione di
bond finita possono rappresentare solo stati con correlazioni che decadono esponen-
zialmente, ovvero sono sempre finitamente correlati, e non quelli a invarianza di
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scala, ovvero con lunghezza di correlazione divergente [7, 5]. Ora, il primo termine
nella 3.53 non e che (O;) (O;,,) e dunque:

C(r) ~ (/) '3k, <L1E0RflgLiEO’R1T) = f(r)ae™"/¢ (3.55)

con a = O(usy) costante reale, f(r) = e*(") fattore di fase che per operatori hermi-
tiani puo essere solo +1 e £ = —m lunghezza di correlazione.
Finora si sono considerati valori di aspettazione di operatori, quindi elementi di
matrice diagonali. Le considerazioni fatte si possono pero generalizzare al caso fuo-

ri diagonale rimpiazzando il vettore od il covettore di stato con quello di un altro
MPS [7].

3.3.6 Matrix Product Operators

Il calcolo visto per operatori a singolo decomponibili puo poi essere generalizzato
a qualsiasi osservabile sul sistema complessivo; per renderlo efficiente ¢ pero ne-
cessario determinare una rappresentazione pratica anche per gli operatori. Questa
¢ semplicemente ottenuta estendendo la MPD allo spazio degli operatori, che e il
prodotto tensore:

n

(®Hi) ® (@Hi)* =~ (R (H: @ H;) (3.56)

=1

Dato un operatore generico, lo si sviluppa su di una base ortonormale, costruita
tensorizzando basi di ket e bra per gli spazi ed i rispettivi duali: Ci si riduce alla
decomposizione per stati fondendo l'indice di ciascuno spazio locale con quello del
suo duale; al termine della procedura si effettua quindi lo splitting e si ottiene la
rappresentazione come Matrix Product Operator (MPO) [2]:

Definizione 3.7. Un operatore su un sistema a molti corpi é un MPO se é espri-
mibile nella forma:

jl j2 jn
O: @ .......... @ oy, - kX, - sl
k1 ko ky,

In linea di principio, la decomposizione di un operatore generico ¢ altamente inef-
ficiente a causa dell’elevata dimensionalita; tuttavia si puo determinare in modo
efficiente qualora l'operatore non incrementi eccessivamente il rango di Schmidt
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dello stato - ovvero non crei troppo entanglement [2].

Il caso triviale ¢ quello di operatori di singolo sito e di loro prodotti tensore, ove
in analogia al caso degli stati le matrici della MPD si riducono a scalari; piu in
generale pero la proprieta e soddisfatta dagli operatori locali, che come si e detto
in precedenza sono quelli di maggiore rilevanza fisica [7].

In realta vi ¢ anche un caso di operatore altamente non-locale di cui si puo ottenere
facilmente la rappresentazione come MPO: il proiettore su un MPS, ovvero l'opera-
tore densita dello stato puro. Infatti per costruirla e sufficiente accostare il MPS al
corrispondente covettore nella medesima forma3? [2, 7]. L’operatore ridotto per un
blocco di siti puo essere facilmente ottenuto portando le porzioni esterne del MPS
in forma canonica - destra o sinistra a seconda della posizione relativa al blocco, con
le matrici non isometriche residue assorbite nei siti estremi - e quindi contraendo
sulle gambe fisiche di queste. In tal modo non si ottiene che la contrazione delle
matrici di trasferimento, la quale per le proprieta viste si riduce all’identita da am-
bo i lati. Le operazioni lineari tra MPO sono definite in modo del tutto analogo
ai MPS [2]: in particolare, la somma produce un MPO con matrici diagonali a
blocchi. Tuttavia, per operatori locali (dunque anche hamiltoniane locali), esiste
una procedura per costruire sistematicamente rappresentazioni sempre esatte ma
piu efficienti, che evitino essenzialmente la ridondanza di matrici a blocchi in buona
parte sparse [2].

Il caso triviale ¢ quello di un’hamiltoniana non interagente, ovvero in cui ciascun
termine ha supporto su un solo sito:

H=yYThLe. L,oHel,. ol (3.57)

ossia € un operatore prodotto, rappresentabile da un MPO con dimensione di bond
triviale. Per identificare i tensori della decomposizione completa, ci si concentri su
quelli di bulk e 1i si consideri come matrici a valori operatoriali (nell’algebra degli
spazi fisici) agenti sulle gambe virtuali; 'espressione dell’hamiltoniana & costrui-
ta dalla loro contrazione progressiva, che si puo alternativamente concepire come
Iiterazione di processi a stati finiti:

1. Di base, I'azione su un sito e triviale, quindi si inserisce l'identita;

2. Se sul sito agisce un termine diverso dall’identita, lo si inserisce e se ne ha
memoria, OVvero successivamente vi puo essere collocata solo I'identita.

Gli stati per ogni sito sono quindi due: uno di “idle”, in cui l'azione di He triviale,
e uno in cui si passa se si incontra un termine non triviale - stato dal quale, per
la memoria, non si puo tornare indietro. Di conseguenza la dimensione di bond
della rappresentazione efficiente ¢ 2. Si puo visualizzare in modo pratico tramite
un diagramma:

320vvero effettuandone il prodotto tensore.
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Figura 3.4: Macchina a stati finiti per la costruzione dei tensori del MPO hamil-
toniano. Immagine da [2].

75



Matrix Product States

1 vettori estremi sono semplicemente dati dall’ultima riga e dalla prima colonna.
Per un’hamiltoniana interagente, i termini in generale tensorizzano pitt operatori
non triviali: di conseguenza anche in uno stato “attivo” si puo aggiungere un
operatore non triviale. In generale cio significa che ad ogni incremento del raggio
dell’interazione di un unita si fa corrispondere I'aggiunta di un layer di stati nel
diagramma, in numero pari a quello dei termini a piu siti; lo stato attivo finale
rimane unico e si ha sempre la memoria. L’ampiezza del layer intermedio si somma
quindi a 2 per dare la dimensione degli indici di bond.

Si noti che:

e Se l'interazione ¢ solo tra siti contigui, allora non vi sono loop sugli stati dei
layer intermedi, ovvero non vi si puo aggiungere l'identita, bensi sono solo
mappati in quelli successivi;

e Se l'interazione accoppia anche gruppi di siti non contigui, vi possono essere
dei loop sui layer intermedi.

In analogia a quanto possibile per gli stati la costruzione degli MPO puo essere
estesa a dimensioni maggiori tramite i Projected Entangled Pair Operators
(PEPO) [12].

3.3.7 Finitely Correlated States (FCS)

E interessante aggiungere in conclusione una digressione su un’altra caratterizza-
zione dei MPS, maggiormente legata alla struttura di correlazione che si ¢ appena
descritto. Come notato nell’introduzione, il quadro unificato che si puo presentare
oggi ¢ in realta frutto di una serie di sviluppi indipendenti le cui interconnessio-
ni naturali sono state rivelate solo in un secondo tempo. Cio vale anche per gli
stessi MPS, che non furono introdotti in origine utilizzando il linguaggio tensoria-
le, bensi quello puramente algebrico: la prima forma e infatti quella dei Finitely
Correlated States (FCS), a posteriori identificabili con gli stati infiniti TI, la
cui costruzione generalizzava VBS e AKLT e stabiliva soprattutto un primo legame
esplicito tra sistemi su reticolo e teoria dell’informazione quantistica, tramite la
caratterizzazione della struttura di correlazione locale in termini di canali quanti-
stici [55]. La costruzione ¢ infatti la seguente [43]: data una spin chain infinita, si
associa a ogni spazio di Hilbert locale Hg uno sistema ancillare H 4 e si definisce
una mappa & : B(Ha) — B(Ha® Hs) completamente positiva e che preserva la
traccia. Un FCS per la catena e uno stato tale per cui la matrice ridotta per un
blocco di n siti e ottenuta come traccia parziale sull’ancella:

~

P = Tra[E"(A)] (3.58)

ove A soddisfa A = Trg[E(A)], ossia & un punto fisso della mappa indotta sugli
stati di A. E immediato identificare questa con la matrice di trasferimento e gli
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spazi ancillari con gli spin virtuali negli MPS; la costruzione tramite l'iterazione
della mappa £ & detta difatti anche generazione sequenziale dei MPS [46].
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Capitolo 4

Il Density Matrix

Renormalization Group

Si definisce la tecnica di riferimento per il calcolo dello spettro e degli stati a bassa energia
di sistemi 1D. La si introduce come perfezionamento del gruppo di rinormalizzazione
numerico e si mostra la naturale riformulazione come algoritmo variazionale sui MPS.
Se ne da quindi un’applicazione tramite la libreria ITensor per il linguaggio Julia.

4.1 Rinormalizzazione

Il concetto di rinormalizzazione trae le proprie origini dalla teoria quantistica dei
campi: venne infatti introdotto negli anni '40 per descrivere una procedura, di
principio solo formale, che permetteva di eliminare le divergenze negli sviluppi
perturbativi dovute ai diagrammi di auto-interazione introducendo una dipenden-
za dell’accoppiamento dalla scala di energia in grado di sopprimere i contributi
nell’ultravioletto, ossia ad alte energie [56].

Fu pero solo negli anni 70 che venne formulata una teoria generale della rinorma-
lizzazione in grado di darne una giustificazione rigorosa sul piano matematico ed al
contempo illuminare le profonde ragioni fisiche della sua efficacia. A svilupparla fu
Kenneth Wilson, che defini il Gruppo di Rinormalizzazione (Renormalization
Group, RG) con lo scopo iniziale di risolvere un problema non di fisica delle intera-
zioni fondamentali, bensi degli stati condensati! - inaugurando un proficuo dialogo
tra i due ambiti che prosegue ancora oggi e che coinvolge anche le tecniche di TN
[57].

Il gruppo di rinormalizzazione ¢ formato da trasformazioni di scala spaziale od

M cosiddetto problema di Kondo, che riguarda ’andamento della resistivitd di metalli in
presenza di impurita magnetiche.
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energetica, regolate da un parametro di lunghezza o, appunto, energia; queste so-
no applicate incrementando progressivamente la scala del sistema ed effettuando
per ogni step una riduzione (detta decimazione) dei gradi di liberta, ottenendo
quindi una rappresentazione efficace dello stato e delle interazioni [58]. Il principio
fondamentale dietro una tale procedura e legato alle transizioni di fase del secondo
ordine?: queste sono infatti caratterizzate dalla presenza di fluttuazioni rilevanti
su tutte le scale, ovvero da una lunghezza di correlazione divergente, e pertanto
esibiscono invarianza di scala® - in altri termini, i punti critici sono punti fissi del
flusso di rinormalizzazione [59].

E interessante notare che una delle conseguenze principali dell’introduzione del RG
¢ la possibilita di definire delle classi di universalita, ovvero degli insiemi di si-
stemi che in virtu di alcune proprieta comuni del tutto generali, prescindenti dalla
specifica struttura microscopica - essenzialmente la dimensionalita, le simmetrie del
parametro d’ordine e I’ampiezza del range delle interazioni - presentano i medesimi
esponenti critici nello scaling delle grandezze termodinamiche in prossimita delle
transizioni. Questo fornisce la vera giustificazione formale per lo studio di modelli
semplificati su reticolo: per quanto concerne le proprieta nel limite termodinami-
co, sono infatti ininfluenti tutti quei gradi di liberta che divengono irrilevanti nella
definizione delle interazioni efficaci col procedere della rinormalizzazione - ossia le
strutture addizionali di un sistema che non ne discriminano la classe di universalita
da quella del modello semplificato [59].

4.1.1 Numerical Renormalization Group

Per gli scopi di questo lavoro, ci si concentrera sulle applicazioni del RG a spin
system, evitando la caratterizzazione formale generale della rinormalizzazione, che
non e necessaria per definirle e comprenderle. Per sistemi su reticolo si ha una
discretizzazione naturale del flusso, in quanto si puo definire uno step di riscala-
mento come 'aggiunta di uno o piu siti, e corrispondentemente anche della scala
energetica [60]. Si noti che a livello computazionale la soglia di decimazione de-
termina 'efficienza dell’algoritmo, in quanto limita la quantita di risorse necessarie
alla rappresentazione di stati ed hamiltoniane, ma che l'efficacia, ossia in particola-
re la convergenza, dipendono dal criterio con cui sono scelti gli stati da mantenere.
La prima tecnica di rinormalizzazione non perturbativa per lo studio di sistemi su
reticolo fu introdotta da Wilson stesso proprio per la soluzione del problema di Kon-
do e prende il nome di Gruppo di Rinormalizzazione Numerico (Numerical

20vvero quelle in cui, secondo la classificazione di Sommerfeld, le quantitd termodinamiche
rimangono continue ma le loro derivate presentano discontinuita.

3Una lunghezza di correlazione divergente implica un decadimento dei correlatori a legge di
potenza, (power law), che & invariante per riscalamento a meno di un fattore moltiplicativo
dipendente dal solo fattore di riscalamento.
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RG, NRG) *. Nel NRG il criterio di troncamento ¢ energetico: si mantengono gli
stati a energia minore [58].

L’algoritmo procede come di seguito. Si fissa preliminarmente una soglia dimen-
sionale D (di norma nell’ordine delle centinaia). Quindi si procede iterativamente
[58, 9]:

1. Si considera un blocco di lunghezza L t.c. Ld = D, ove d ¢ la dimensione dello
spazio locale. Si ottiene la rappresentazione dell’hamiltoniana su una base e
la si diagonalizza (esattamente o tramite Lanczos);

2. Si raddoppia la dimensione del blocco. Utilizzando per la rappresentazione la
base prodotto di quelle ottenute allo step precedente, si diagonalizza 1’hamil-
toniana. Si scelgono quindi i primi D autostati a energia minore come base
per il blocco 2L, ovvero si proiettano lo spazio degli stati e le osservabili sul
sottospazio generato da {|v;)}2 ;

3. Si ripete lo step 2 fino al raggiungimento della dimensione del sistema origina-
rio (nel caso finito) oppure un punto fisso, ovvero alla convergenza (nel caso
infinito).

Sebbene efficace in certe specifiche situazioni, come il problema di Kondo, in gene-
rale applicazione del NRG agli spin system da risultati del tutto errati [58]. La
ragione fondamentale ¢ che quando si raddoppia il blocco accostandovi una sua
copia non si tiene in conto degli effetti di bordo, ovvero dell’interazione tra i due:
se questa non ¢ trascurabile, come avviene in generale®, allora cade 1’assunzione
fondamentale del NRG, ovvero che gli stati a minore energia del blocco 2L in ge-
nerale siano dati da combinazioni dei soli stati a minore energia dei blocchi L [9].
Lo si puo verificare con un esempio semplice ma molto eloquente [58].

Esempio 4.1. Si consideri una particella in una buca rettangolare (“particle in a
box”). Questa puo essere semplicemente descritta come una versione a singolo sito
di un modello di tight binding®:

H =3, (i) + 1]+ |i + 1)4]) (4.1)

Tale hamiltoniana non ¢ che una discretizzazione del laplaciano [61], quindi ¢ dia-
gonale nella base dei momenti: la base spettrale ¢ data dalle onde piane con k che

4Sebbene nel caso specifico si tratti di un sistema fermionico - in cui peraltro i siti sono dati
dalle impurezze e dai livelli discretizzati logaritmicamente della banda di conduzione - la tecnica
si puo applicare senza alcuna modifica sostanziale al caso di spin systems.

5Basti pensare ad un sistema omogeneo con interazioni tra primi vicini.

60vvero I'approssimazione di una struttura elettronica come sovrapposizione di stati discreti
localizzati tra cui gli elettroni possono saltare.
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soddisfa alle condizioni di annullamento al contorno. Ma cio implica che lo stato
fondamentale per il sistema di lunghezza 2L non puo essere in alcun modo appros-
simato da combinazioni di stati a bassa energia dei due sottosistemi di lunghezza
L, in quanto queste presenteranno sempre un nodo al centro, ove esso ha invece un
antinodo.

Una prima soluzione e modificare opportunamente le condizioni al contorno per
risolvere questo problema di bordo, ma si tratta di un accorgimento ad hoc e di
scarsa praticita. Una via d’uscita molto piu efficace si puo invece trovare sfruttando
gli strumenti introdotti nel capitolo 3, in particolare I'applicazione del formalismo
dell’operatore densita a sistemi composti entangled: anziché considerare combina-
zioni di stati puri dei blocchi, si puo fare riferimento alle miscele degli stati ridotti
corrispondenti alle basse energie del superblocco di dimensione doppia, ottenuto
accoppiando al sistema un ambiente che descrive i gradi di liberta al contorno [62].
Fu seguendo questo principio che White introdusse il Gruppo di Rinormaliz-
zazione della Matrice Densita (Density Matrix Renormalization Group,
DMRG) [63]. Essenzialmente, anziché utilizzare un mero criterio energetico per la
decimagzione, si sfrutta la decomposizione di Schmidt per determinare gli stati dei
blocchi con maggiore rilevanza per la descrizione del sistema complessivo.

4.2 Density Matrix Renormalization Group

I1 DMRG puo essere formulato in due modi simili ma ciascuno piu adatto ad una
diversa situazione: il DMRG finito e il DMRG infinito, a seconda della natura del
sistema in esame [58]. Per comprendere il principio generale ¢ utile partire dal caso
infinito, che & anche quello storicamente precedente [9]. Si noti che si assumono
OBC.

4.2.1 DMRG infinito

Lo scopo e determinare lo spettro a basse energie nel limite termodinamico. Si
fissa preliminarmente la soglia di decimazione D (di norma anche nell’ordine delle
migliaia) e una base per i singoli siti. Si considerano quindi due blocchi A (sistema) e
B (ambiente) di uguale lunghezza, inizialmente composti di un singolo sito ciascuno.
Si procede come di seguito [58]:

1. Si aggiunge un sito ad entrambi i blocchi in posizione intermedia, ottenendo
il sistema A e e B;

2. Rappresentandola sulla base prodotto, si diagonalizza 1'hamiltoniana, deter-
minando in particolare gli stati a bassa energia. Di norma non si utilizza la
diagonalizzazione esatta bensi dei metodi che sfruttano la sparsita delle ha-
miltoniane locali e determinano solo parte degli autovettori e autovalori, come
quello di Lanczos o di Davidson [64]. Si seleziona quindi lo stato fondamentale;
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3. Si effettua la decomposizione di Schmidt di quest’ultimo, tramite la diagona-
lizzazione delle matrici ridotte. Se la dimensione dello spazio degli stati di
Ae e @ B & minore o uguale a D, si procede allo step successivo, altrimenti
si effettua la decimazione selezionando come base per ogni blocco i primi D
elementi della base di Schmidt corrispondente;

4. Si ripetono i punti 1. - 3. fino a convergenza.

Si noti che, al netto dell’argomento euristico sulla rilevanza degli stati, 1'utilizzo
della decomposizione di Schmidt - ovvero della SVD - e giustificato sul piano ma-
tematico in virtu del teorema di Eckart-Young [58]. La procedura descritta si puo
in realta estendere ai primi stati eccitati, approssimati iterativamente in parallelo
a quello fondamentale sotto il vincolo di ortogonalita; tuttavia il loro numero e
fortemente limitato dai requisiti di efficienza degli algoritmi di diagonalizzazione
approssimativa [62].

4.2.2 DMRG finito

Se si intende studiare un sistema di dimensione finita anziché stimare proprieta
nel limite termodinamico, si puo naturalmente pensare di interrompere 1’algorit-
mo infinito alla scala opportuna. Tuttavia questo puo portare a predizioni an-
che qualitativamente errate in presenza di disomogeneita (ad esempio impurezze)
e in generale strutture non triviali, per cui certi effetti si possono osservare solo
considerando ’hamiltoniana completa: il troncamento sulla base dell’hamiltoniana
costruita iterativamente produce in questi casi degli stati locali che offrono una
pessima approssimazione di quelli effettivamente rilevanti nel quadro complessivo.
Formalmente, in questo caso l'errore di approssimazione non e controllato mera-
mente dall’errore di troncamento dei coefficienti di Schmidt e pertanto si dice che
I’algoritmo non ¢ quasi-esatto, come avviene invece nel caso propriamente infini-
to. In conseguenza di cio, una volta raggiunta la dimensione completa ¢ opportuno
applicare una variante finita del DMRG, che si descrive di seguito [62, 64].

Il sistema & dato nella forma prodotta dall’algoritmo infinito, due superblocchi
con una coppia di siti intermedia. Si fissa sempre una soglia dimensionale D e si
prosegue quindi secondo degli sweep:

1. Si aggiunge al blocco-ambiente un sito e ne si sottrae uno al sistema;

2. Si diagonalizza '’hamiltoniana complessiva e si applica il troncamento della
base al solo blocco dell’ambiente, aggiornando quindi la base e la rappresen-
tazione efficace degli operatori;

3. Si prosegue fino a raggiungere una dimensione per cui lo spazio di Hilbert
del blocco-sistema ha dimensione minore od uguale a D, e quindi ¢ descritto
esattamente. A questo punto si inverte la direzione dello sweep e si procede
come in precedenza.
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Si ripetono quindi gli sweep fino a raggiungere la convergenza.

I | | |

e block A 2 sites block B
block A block B end of infinite
T o DMRG | [o]e]] |
2 sites
block B =
|o O] | growth [ (retrieved)  ]JO O[<+— | ?g;
D
i ¢ & i block A size g
superblock minimal DO Ol | o
| subsystem A : subsystem B I block A §
growth [—lo ] (retrieved) | 18
new block A new block B end of finite
of fini
| | | | DMRG | e]e] |

Figura 4.1: DMRG finito e infinito. Immagine da [62]

4.2.3 Legame con i MPS

La ragione profonda dell’efficacia del DMRG diviene evidente una volta applicativi i
concetti di teoria quantistica dell’informazione e il formalismo dei TN. Si ottengono
infatti due risultati fondamentali:

1. La procedura di rinormalizzazione definisce in generale naturalmente un MPS;

2. 1l criterio di decimazione sui coefficienti di Schmidt, ovvero sull’entanglement,
produce specificamente ’approssimazione ottimale a parita di soglia D, ossia
un MPS con dimensione di bond D.

Poiché gli stati a bassa energia che mira a ricostruire giacciono, in virtu dell’area
law, proprio nell’angolo dello spazio di Hilbert efficientemente parametrizzabile con
MPS a dimensione di bond finita, il DMRG converge molto rapidamente e fornisce
predizioni verificate con grande precisione. Si noti tuttavia che in virtu di quanto
osservato nel capitolo precedente questo vale rigorosamente in presenza di area law
per le entropie di Renyi con a < 1, che esclude la possibilita di spettri di Schmidt
patologici, cui non e invece sufficientemente sensibile ’entropia di Von Neumann.
Purtroppo in generale la seconda ¢ molto piu facilmente stimabile delle prime (che
richiedono I'applicazione di CFT) e pertanto ’argomento ha una valenza euristica,
per quanto sia verificato in pressoché la totalita dei casi pratici.

Si dimostra il primo fatto”, tramite una riformulazione dell’algoritmo da cui emerge
naturalmente la struttura di prodotto matrice dell’ansatz [46, 65]. Sia H; lo spazio
degli stati di uno spin e d; la sua dimensione. Procedendo a partire da due spin:

"Sfruttabile per migliorare 'efficacia della rinormalizzazione generica ad alte energie includendo
un approccio variazionale.
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1. Si effettua la prima decimazione, considerando un sottospazio Hy C H; ® H;
con dy < d?;

2. Si aggiunge un terzo spin e nuovamente si restringe al sottospazio Hy C Ho ®
Hl con dg S dldg;

3. Si itera fino ad ottenere H,, € H,_1 ® Hi con d,, < d,_1d;. A questo punto
si approssima 1’hamiltoniana tramite una proiezione da H" a H,,:

H— P,HP, (4.2)

In generale, se ad ogni step vale l'eguaglianza dimensionale® non si ha alcuna ap-
prossimazione e pertanto d, cresce esponenzialmente in n; si assuma pertanto la
decimazione sopra una dimensione fissata D.

Si studi quindi la struttura degli autostati approssimati. Formando un insieme
ortonormale nello spazio tensore H{" si possono esprimere in termini di una base
prodotto, o piu specificamente, di un suo sottoinsieme incluso in H,: sfruttando
questo fatto, anziché operare direttamente nello spazio finale se ne puo ricavare piu
praticamente procedendo iterativamente. Innanzitutto, si sviluppa una base di H»
su quella di H; ® Hi:

|5>2 = Blfl,kQ |k1>1 ’k2>1 (4‘3)

Il tensore B puo essere sempre espresso come:

B _ plla 4[2ap Lo _ sa 2l pp
B Akl Ak‘z Ak‘l - Yk Ak‘z =B

ki,ke — a,ka (44>

In conseguenza dell’ortonormalita della base su H; e della propria definizione questi
tensori soddisfano la completezza (per contrazione sull’indice fisico k;). Proseguen-
do allo step successivo, si sviluppa la base {|5);} di Hs su {|a), |ks),}; si itera
quindi fino a H,,, ottenendo:

18), = AL o),y [ka),  1<a<n-—1 (4.5)

ove gli ALZ] soddisfano a loro volta la completezza. Sostituendo ora le espressioni
ricavate ricorsivamente si giunge alla forma finale:

18),, = Apler gPlevez o gllentB g k) (4.6)

che altro non ¢ se non un MPS con dimensione di bond minore o uguale D. Si noti
che ora l'intera procedura di rinormalizzazione ¢ equivalentemente specificata dalle
matrici A,

8E dunque per teorema del completamento gli spazi coincidono.
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4.2.4 Formulazione variazionale

Poiché lo stato prodotto da una rinormalizzazione con soglia di decimazione D e
localizzato all’interno dell’insieme dei MPS con al piu dimensione di bond x = D
e la procedura e completamente parametrizzata dalle matrici, il problema della
determinazione dello stato fondamentale di H,, puo essere riformulato in termini
variazionali su tale insieme. Si noti che in questo modo non ¢ vincolato il criterio
di decimagzione, che e espresso proprio dalla struttura delle matrici: pertanto e esso
stesso ad essere ottimizzato a parita di D [46, 65].

Si richiama preliminarmente il teorema variazionale, che riformula semplice-
mente la caratterizzazione data in precedenza per il ground state:

Teorema 4.1. Uno stato |1p) é un ground state di un hamiltoniana H se e solo se
e un minimo del funzionale

(| H|)
(W)

Proiettando lo stato su una varieta la migliore approssimazione ¢ data dal minimo
vincolato del funzionale.

Elld)] = (4.7)

9

Si considera inizialmente il caso finito con OBC. Data un’hamiltoniana k-locale

generica:
ﬁIZZOf{@"'@OAﬁkq (4.8)
=1 «

Il valore di aspettazione dell’energia su un MPS e:

(| H|) = ZZE - EUEY, BB (4.9)

7,+k 1

Analogamente si puo formulare in termini di matrici di trasferimento il vincolo di
normalizzazione:

{Wly) = HEM =1 (4.10)

E immediato verificare che sia I’energia che la normalizzazione sono espresse da un
polinomio quadratico nelle A, Una strategia efficiente pud quindi essere quella di
minimizzare indipendentemente rispetto alle singole matrici, mantenendo fisse le
altre [46, 65, 7]; questa puo essere adottata anche nel caso di MPS TI rompendo

9A rigore, dall’estremo.
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la simmetria traslazionale di modo da rendere il problema piu trattabile [43]. In
virtu del teorema variazionale, ogni minimizzazione individuale non puo aumentare
I’energia: pertanto ’algoritmo deve convergere ad un minimo, che di principio puo
essere locale o globale [66]. Il funzionale energia si puo esprimere rispetto ad ogni
Al come quoziente di Rayleigh'® [67]:

(it prlil Al
E[AV] = % (4.11)
Ak?i NkiJiAji
ove i tensori HIY e NI sono definiti tramite la 4.9 e la 4.10 rispettivamente. Ora,
poiché H & hermitiana lo & anche HI! e analogamente per le proprieta delle matrici
di trasferimento N ¢ positiva; dunque E € R e si pud minimizzare determinando
il A minimo che risolve 1’equazione agli autovalori generalizzata:
H AL = AN Al (4.12)
i5di i idi* i
In questa forma generale possono presentarsi delle problematicita sul piano nume-
rico se lo spettro di NI presenta larghe differenze di scala, in quanto cid comporta
una forte sensibilita a minime variazioni del tensore incognito; nel caso di OBC si
puo ovviare adottando la gauge centrale, in cui diviene l'identita e quindi la 4.12
si riduce all’equazione agli autovalori ordinaria [45, 7]. Una volta ottimizzato Al
con un costo O(d>D*) [43], lo si isometrizza e si passa ad un tensore adiacente, in
cui e assorbita la componente non isometrica; si procede quindi fino all’estremita
della catena e da questa in verso opposto, per poi ripetere nuovamente lo sweep
fino a raggiungere la convergenza [46, 45]. Si noti che 'utilizzo della gauge centrale
corrisponde a rinormalizzare procedendo dalle due estremita della catena verso il
centro, anziché solo in un senso - procedura corrispondente invece alla gauge cano-
nica a destra o a sinistra.
Quella che si e ottenuta e, al netto di dettagli implementativi, una formulazione va-
riazionale equivalente del DMRG finito, che quindi risulta ottimale per costruzione
[46, 63]. Per sistemi gappati in conseguenza dell’area law si osserva una conver-
genza esponenzialmente veloce, con un tempo medio di rilassamento proporzionale
all’inverso del gap; poiché nel caso limite di sistemi critici il gap si chiude al piu
con un andamento polinomiale il DMRG variazionale ¢ efficiente in generale [43].
Tuttavia, poiché il problema non e convesso non si puo escludere che I’algoritmo
conduca ad un minimo meramente locale e, come anticipato nel capitolo precedente,
si ¢ dimostrato che la determinazione del minimo globale, ovvero del MPS ottimale,
¢ in generale NP-hard [68].
Si noti che lo sweep ripetuto in entrambe le direzioni ¢ un elemento fondamentale:

10A rigore generalizzato, anche se puo essere intepretato secondo la definizione ordinaria
ridimensionando ciascun tensore in vettore.
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il NRG corrisponde infatti solo ad un singolo sweep in una direzione, che quindi
non permette di avere feedback tra le varie scale (spaziali e quindi energetiche) [65].

4.2.5 Condizioni al contorno periodiche

Finora si e discusso il caso di OBC. Tuttavia, in linea di principio sarebbe preferibile
operare con condizioni periodiche, di modo da evitare effetti di bordo; purtroppo
applicando direttamente il DMRG al caso di PBC si ottiene una precisione molto
minore in quanto lo spettro degli operatori ridotti decade molto meno rapidamente
[62].

Fortunatamente, si tratta essenzialmente di un artefatto della specifica struttura
dell’algoritmo. Una prima soluzione ¢ modificarlo (nel caso infinito) mantenendo le
condizioni aperte ma incrementando i blocchi non con una coppia di siti intermedi,
bensi aggiungendo sia al sistema che all’ambiente un sito a destra. La formulazione
variazionale suggerisce perd un modo molto piu efficace, che risolve il problema alla
radice: si puo estendere la procedura variazionale al caso di MPS periodici, proce-
dendo non per sweep avanti e indietro ma in senso orario ed antiorario, ponendo
lo stato in forma canonica non mista ma sinistra o destra a seconda del senso di
iterazione [66].

4.3 Esempio di applicazione

Si puo dare un semplice esempio dell’applicazione del DMRG a un sistema di spin
unidimensionale sfruttando ITensor [69], una libreria dedicata alla manipolazione
efficiente dei TN per il linguaggio Julia [70].

4.3.1 ITensor

[Tensor - abbreviazione di Intelligent Tensor - ¢ una libreria basata direttamente
sul linguaggio tensoriale diagrammatico; in questo modo permette di definire gli
oggetti, effettuare decomposizioni e contrazioni ed infinite estrarre le informazioni
in un modo intuitivo ed ottimizzato. La caratteristica principale dell’'implementa-
zione ¢ che gli oggetti di base in I'Tensor non sono i tensori bensi gli indici, che
contengono al proprio le informazioni addizionali necessarie per realizzare corretta-
mente le contrazioni; inoltre sono identificati in modo permanente e pertanto non ¢
necessario conservare in memoria alcuna struttura addizionale per poter riprodurre
correttamente un network. In generale I'ordinamento e la verifica della corrette cor-
rispondenze di forma dei tensori sono gestiti implicitamente dall’implementazione,
ma e comunque possibile per I'utente effettuare manipolazioni manuali.

Di seguito si e fatto uso anche del pacchetto specializzato ITensorMPS, che permet-
te di creare e manipolare facilmente MPS e MPO (implementando in particolare la
compressione ottimale degli operatori non decomponibili) ed applicare il DMRG.
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4.3.2 Problema

Si considera il caso finito dimensionale con condizioni al contorno aperte e si calcola
esclusivamente il ground state. L’hamiltoniana e quella del cosiddetto modello di
Heisenberg (isotropo):

-1 . N-1
H = Sj St

1 j=1

=

TS+ 578, (4.13)

J

Specificamente si assume un numero di siti ¢ N = 100 e lo spin unitario (S = 1).

4.3.3 Risultati

I parametri della simulazione sono i seguenti:
e Si effettuano 5 sweep;
e Le soglie di decimazione sono in ordine: 10,20,100,100,200;
e Il cutoff sui coefficienti di Schmidt & 10719,

Al termine dell’esecuzione si ottiene come stima dell’energia di ground il seguente
valore (in unita naturali):
Ey=—-138.94 (4.14)

Si riporta quindi innanzitutto in figura 4.2 la convergenza dell’energia.

Si puo poi verificare che lo stato ottenuto soddisfi le proprieta che sono state carat-
terizzate in precedenza. In primis si grafica in figura 4.3 'andamento dell’entropia
di Von Neumann per ogni bond virtuale. Si osserva che, trascurando i bordi in cui
il valore ¢ minore in virtu delle OBC, nel bulk si raggiunge un valore costante di:

S ~ 0.855 (4.15)

che & nell’ordine dell'unita, come da attendersi considerando la dimensione degli
spazi locali (si & utilizzato il logaritmo naturale).
Infine si calcola il correlatore connesso di spin su z:

Clr) = (5757) = (S7) (57)  li—=jl =7 (4.16)
mediato sulle possibili coppie di siti, riportando ’andamento in figura 4.4. L’anda-
mento e, come da attese, esponenziale, e dal fit sull’inviluppo si ottiene una stima
della lunghezza di correlazione:

¢~ 3.82 (4.17)
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Figura 4.2: Convergenza in energia del DMRG
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Figura 4.4: Andamento del correlatore
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Conclusioni

Quello che si e illustrato e solamente I’esempio piu elementare delle tecniche di
Tensor Networks; come si e gia detto nell’introduzione, i TN rappresentano un pa-
radigma, un framework di estrema versatilita ed efficacia, che ha permesso sviluppi
importanti su una vastissima gamma di problemi, tanto sul piano analitico quanto
su quello numerico. Tra le varie applicazioni ulteriori si possono infatti menzionare:
sempre per i sistemi a molti corpi, lo studio spettrale in dimensioni maggiore di 1,
la determinazione degli stati termici, I’evoluzione temporale; nel quantum compu-
ting, la simulazione di circuiti e la progettazione di algoritmi; al di fuori dell’alveo
della fisica, la parametrizzazione di modelli di Machine Learning. Specificamen-
te, gli MPS possono essere generalizzati tramite i PEPS a dimensioni maggiori
o i Multiscale Entanglement Renormalization Ansatz (MERA) ai sistemi
critici, mente il DMRG propriamente detto si puo estendere a sistemi termici e
fuori equilibrio (rendendolo dipendente dal tempo), oppure applicare allo spazio
dei momenti, con particolare utilita per i sistemi fermionici. Per la dinamica dei
sistemi in particolare applicando gli stessi principi di decomposizione agli operato-
ri di evoluzione si ottiene la Time-Evolving Block Decimation (TEBD) [7, 14].

Alla radice dell’efficacia dei TN vi e sicuramente 'intuitivita del metodo diagram-
matico, ma anche il dialogo proficuo che permettono di stabilire tra diversi ambiti
di studio: si puo dire in particolare che rappresentino uno degli elementi fonda-
mentali dell’approccio information-theoretic alla fisica, in cui si incontrano la fisica
degli stati condensati, quella delle interazioni fondamentali e la teoria dell’informa-
zione quantistica. Questa generalita e fecondita dei TN suggeriscono che, lungi dal
costituire una semplice rappresentazione pratica per operazioni di algebra lineare,
questi catturino delle proprieta fondamentali comuni alle varie strutture matema-
tiche che vi trovano una riformulazione naturale. Cio ¢ effettivamente vero, e per
comprenderlo e necessario osservarli da un punto di vista estremamente astratto,
che generalizza persino 'approccio dello stesso Penrose nel suo paper fondamen-
tale: quello della teoria delle categorie. Questa considera classi estremamente
generali di oggetti e mappe fra di essi, entro cui sono unificate strutture definite
in varie branche della matematica - in particolare di quella applicata alla fisica, ed
¢ formulabile in modo naturale tramite un linguaggio diagrammatico di cui i TN
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costituiscono semplicemente un’istanza specifica [71].
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Appendice A
Complessita computazionale

La teoria della complessita computazionale si occupa di classificare i problemi in ba-
se alla loro difficolta, quantificata in termini delle risorse necessarie per determinare
una soluzione. Piuttosto che considerare specifiche istanze, si studiano tipologie ge-
nerali di problemi e la dipendenza delle quantita richieste per la risoluzione (nel
caso peggiore) dalla lunghezza dell’input di definizione; sono cosi definite delle clas-
si di problemi di difficolta simile, tra cui si possono anche stabilire delle relazioni
di reducibilita di grande importanza.

Di seguito si specificheranno le misure di efficienza utilizzate in questo lavoro e si
definiranno le principali classi di complessita. Ove non diversamente specificato, si
puo fare riferimento al Nielsen-Chuang [22].

A.1 Complessita computazionale

Per dare una nozione precisa di efficienza si classificano le possibile dipendenze
funzionali della complessita computazionale:

Definizione A.l1. La complessita computazionale di un algoritmo € la quantita
di risorse computazionali f(n) necessarie per eseguirlo su un input di lunghezza
nt. La complessita di un problema ¢ la complessita minima degli algoritmi che lo

risolvono.
Come detto:

e f(n) corrisponde al caso peggiore per un dato n, definito come estremo supe-
riore per i valori sui possibili input di lunghezza determinata;

I'Puo definire equivalentemente lo specifico valore o la funzione; di seguito si assume il secondo
significato.
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Complessita computazionale

e Interessa I’andamento asintotico, ovvero nel limite n — oo. Si utilizza pertanto
la notazione “O-grande”, definita secondo:

f(n)=0(g(n)) < 3IC >0,n9 >0 : Yn>ng f(n) <Cg(n) (A.1)
A parole si dice che f e “dell’ordine” di g.
In generale la complessita si classifica come:

e Polinomiale quando f(n) ¢ un polinomio di grado finito k, ovvero piu sempli-
cemente asintoticamente f(n) = O(n¥) (se k = 0 in particolare f & costante);

e Esponenziale se f(n) = O(a™) per qualche a > 1.

Si noti che la presenza di eventuali correzioni logaritmiche non incide sulla classifi-
cazione. Si puo ora formalizzare 'efficienza:

Definizione A.2. Un algoritmo ¢ efficiente se ha complessita polinomiale.

A.2 Risorse

Le principali risorse considerate per definire la complessita sono universali e pre-
scindono dallo specifico supporto fisico della computazione in quanto in si rifanno
al modello teorico della macchina di Turing. Esse sono:

e [l tempo, ovvero equivalentemente il numero di operazioni;
e Lo spazio in memoria.

Si noti che per definire 'efficienza delle manipolazioni sui TN si introduce anche
il costo, definito come numero di FLOPs, che ¢ una misura altrettanto valida ove
non sia rilevante considerare anche I’'overhead della manipolazione degli indici e in
generale delle operazioni di ricollocamento in memoria, che si basano sull’aritmetica
degli interi. E importante avere presente questa distinzione per capire come gli
algoritmi di moltiplicazione matriciale ottimizzati possano avere lo stesso costo dei
cicli nidificati ma essere piu efficienti.

A.3 Classi di complessita

Le principali classi di complessita sono definite rispetto al tempo per algoritmi
deterministici, ossia che producono sempre il medesimo output per un dato input,
che risolvono problemi di decisione, ovvero che possono essere formulati come una
serie di domande binarie sull’input:

Definizione A.3. Si definiscono le sequenti classi:

103



Complessita computazionale

e P ¢ la classe di problemi che ammettono una soluzione efficiente;

e NP ¢ la classe di problemi che ammettono soluzioni le quali possono essere
verificate efficientemente.

Chiaramente P ¢ incluso in NP, mentre 'inclusione inversa (e quindi l'uguaglianza
tra le classi) resta il principale problema aperto della teoria della complessita com-
putazionale. Dunque in generale ¢ possibile che esistano problemi non risolvibili
efficientemente, anche se e difficile dimostrare in generale 'inammissibilita di un
algoritmo efficiente: questi sono i problemi considerati “difficili”. In particolare e
d’interesse la sottoclasse dei problemi NP-completi:

Definizione A.4. Un problema ¢ NP-completo se:
1. E in NP;

2. Qualsiasi algoritmo che lo risolve puo essere adattato con un overhead al piu
polinomiale per risolvere qualsiast altro problema in NP.

La classe NP-completo puo essere anche definita come l'intersezione tra la classe
NP e la classe NP-hard, ottenuta semplicemente rimuovendo 1’assioma 1:

Definizione A.5. Un problema ¢ NP-hard se qualsiasi algoritmo che lo risolve
puo essere adattato con un overhead al pit polinomiale per risolvere qualsiasi altro
problema in NP.

Gli NP-hard, come indica il nome, possono essere pertanto considerati ancora piu
ardui degli NP-completi in quanto non & neppure noto se ammettano la verifica
efficiente delle soluzioni.

Si possono naturalmente definire classi anche rispetto allo spazio, anche se hanno
minore utilizzo; in particolare PSPACE ¢ 'equivalente di P (si ritiene che includa
sia P che NP). Le definizioni si possono poi estendere al caso di algoritmi probabi-
listici e di macchine di Turing quantistiche; per le seconde si hanno in particolare
due classi in diretta corrispondenza con il caso classico deterministico:

Definizione A.6. Per problemi risolvibili da algoritmi quantistici (ovvero esequiti
su computer quantistici) sono definite le sequenti classi:

e Bounded-error Quantum P, BQP (analoga di P) ¢é la classe dei problemi
risolvibili efficientemente con probabilita almeno 2/3;

e Quantum Merlin Arthur, QMA (analoga di NP) é la classe dei problemi
con soluzioni verificabili efficientemente con la medesima probabilita.

La relazione con le classi classiche non e del tutto definita, ma ¢ noto che BQP
include P ed ¢ incluso in PSPACE. E interessante notare che i principali problemi
considerati in questo testo rimangono difficili anche per macchine quantistiche:
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e La contrazione anche solo approssimata di un TN ¢ in generale QMA-hard. Un
modo interessante di interpretare questa proprieta e considerare che e possibile
mappare nella contrazione di un TN opportuno il problema della colorazione
di un grafo, un noto problema hard [7, 72];

e Il problema della determinazione del ground state di un’hamiltoniana k-locale
generica (detto Problema dell’hamiltoniana locale) ¢ QMA-completo per k > 2.
Se ridotto ad un problema classico & NP-completo [73, 7].
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Appendice B
Codice simulazione

Si riporta di seguito il codice utilizzato per I’esperimento numerico.

# PACCHETTI

using ITensors, ITensorMPS, Dates, LaTeXStrings, Measures, Peaks, LsqFit
import Plots
const plt = Plots

# Setup generale dei plot

plt.gr()

plt.default(fontfamily="Computer Modern",
titlefont=plt.font (50, "Computer Modern"),
guidefont=plt.font (40, "Computer Modern"),
tickfont=plt.font (40, "Computer Modern"),
legendfont=plt.font (40, "Computer Modern"),

let
# CONDIZIONI INIZIALI

# Spin chain
N = 100
chain = siteinds("S=1",N)

# MPO hamtltoniana

ham = OpSum()

for j=1:N-1
ham += 0.5,"S+",j,"S-",j+1
ham += 0.5,"S-",j,"S+",j+1
ham += "SZ",j,"SZ",j+1

end

H = MPO(ham,chain)
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# Parametri DMRG

nsweeps = 5 # sweeps

maxdim = [10,20,100,100,200] # soglia di decimazione
cutoff [1E-10] # soglia di troncamento

# Ansatz
psi_0 = randomMPS(chain,?2)

# Observer per estrarre datt durante l'esecuzione
obs = DMRGObserver ()

# ESECUZIONE ALGORITMO

# Sono prodottt energia e ground state finale. Il livello di output
— specifica la verbosita delle informazioni riportate ne terminale
energy,psi = Q@time dmrg(H,psi_O;nsweeps,maxdim,cutoff,observer=obs,
<~ outputlevel = 1)

# ANALIST

# Estrazione energie per vari sweep
energies = ITensorMPS.energies(obs)

# Calcolo correlatore connesso
exp_Sz = expect(psi, "Sz")
corr_Sz = correlation_matrix(psi, "Sz", "Sz")
corr = zeros(N)
for r=1:N
for i=1:(N-r)
corr[r] += (corr_Szl[i,i+r] - exp_Sz[il*exp_Sz[i+r]) / (N-r)
end
end

# Calcolo entropta di entanglement
ent = zeros(N-1)
for b=1:N-1
psi = orthogonalize(psi, b)
U,S,V = svd(psi[b], (linkinds(psi, b-1), siteinds(psi, b)))
for n=1:dim(S, 1)
p = S[n,n]"2
ent[b] -= p * log(p)
end
if b == N/2
println("Entropia di bulk: ", ent[b])
end
end
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end

# Fit esponenziale

positions, values = findmaxima(corr)

@. model(r,par) = par[1]*exp(-r*par[2])

par0 = [1.,10.]

fit = curve_fit(model, positions, values, par0)
corf(r) = fit.param[1]exp(-r*fit.param[2])
println("Lunghezza di correlazione: ", 1/fit.param[2])

# Data per indicizzazione det graficit
now_str = Dates.format(now(), "yyyy-mm-dd_HHMMSS")

# GRAFICI

conv = plt.plot(l:length(energies), energies, size=(4000,3200),

— title="Convergenza energia" , margin=40mm, w=10, xlabel="Sweep",
— ylabel="E", label=L"$E_0$")

plt.savefig("fig/conv_" * now_str * ".png")

corr = plt.plot([1:N], corr, size=(4000,3200), title=L"Correlatore
— connesso $57z3$" , margin=40mm, w=10, xlabel="r", label="C(r)",
— ylabel="n.u.", color=:lightseagreen)

plt.plot!(r -> corf(r), 1, N, w=10, label="Fi")
plt.savefig("fig/corr_" * now_str * ".png")

entr = plt.plot([1:N-1], ent, size=(4000,3200), title="Entropia di
— Von Neumann" , margin=40mm, w=10, xlabel="Indice bond",

< label="S")

plt.savefig("fig/entr_" * now_str * ".png")

return
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