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Sommario

In questa tesi si vogliono studiare e approfondire alcuni aspetti generali della teoria
delle rappresentazioni per poi andare a concentrarsi pitl in particolare sulle rappresen-
tazioni dei gruppi, piu precisamente sulle rappresentazioni dei gruppi finiti. In effetti
il risultato principale di questa tesi € la classificazione delle rappresentazioni dei gruppi
simmetrici S, su C ottenuta individuando e dando una descrizione delle rappresentazioni
irriducibili corrispondenti. Al fine di fare cio si sviluppa una vasta gamma di strumenti
principalmente di natura algebrica che ci permetteranno poi anche di applicare la teoria
matematica sviluppata allo studio della dinamica di sistemi quantistici aperti.
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Introduzione

La teoria delle rappresentazioni ¢ una branca della matematica in cui si vedono i primi
segni di interazione fra algebra e geometria. In effetti 'idea che sta alla base della teoria
delle rappresentazioni é quella di prendere oggetti algebrici e farli "agire" su oggetti piu
geometrici in modo da ottenere pit informazione sia sull’algebra che sulla geometria. In
termini euristici si potrebbe dire che la teoria delle rappresentazioni ¢ lo studio delle
simmetrie di spazi lineari. Le applicazioni che essa ha vanno dalla teoria dei numeri e
la combinatoria alla geometria, teoria della probabilita, meccanica quantistica e teoria
quantistica dei campi. In effetti ¢ il linguaggio con cui in fisica si formalizza la nozione
intuitiva di simmetria.

L’obbiettivo di questa tesi € lo studio e 'approfondimento di alcuni aspetti generali della
teoria delle rappresentazioni per poi andare a concentrarsi pitt in particolare sulle rappre-
sentazioni dei gruppi, pitt precisamente dei gruppi finiti. In effetti il risultato principale
di questa tesi ¢ la classificazione delle rappresentazioni dei gruppi simmetrici S,, su C
ottenuta individuando, e dando una descrizione, delle rappresentazioni irriducibili. Al
fine di fare cio svilupperemo una vasta gamma di strumenti principalmente di natura
algebrica che ci permetteranno poi anche di applicare la teoria matematica sviluppata
allo studio della dinamica di sistemi quantistici aperti. La tesi segue il seguente schema.
Nel Capitolo 1 si sviluppano alcuni strumenti elementari di Teoria dei Gruppi quindi,
definizioni di base, esempi e risultati elementari come ad esempio il Teorema di Lagran-
ge e il Primo Teorema di Omomorfismo. Successivamente ci si concentra sui gruppi di
permutazioni S, e si mostrano alcuni risultati elementari su di essi.

Nel Capitolo 2 iniziamo a sviluppare la teoria generale delle rappresentazioni delle al-
gebre associative studiando gli A-moduli. Vedremo alcuni risultati importanti come ad
esempio il Lemma di Schur e il Teorema di Jordan-Holder che ci prepareranno allo studio
di una classe molto importante di algebre e moduli ovvero quelli semisemplici. Ricon-
duciamo poi le rappresentazioni di gruppi alle rappresentazioni dell’algebra associata e
useremo questo fatto per dimostrare il Teorema di Maschke il quale ci dira che una vasta
gamma di algebre associate a gruppi finiti sono in realtd semisemplici e useremo questo
fatto per dare una prima classificazione delle rappresentazioni di gruppi finiti. Questo
capitolo si conclude con alcune nozioni sui prodotti tensoriali e rappresentazioni indotte
utili per lo studio delle rappresentazioni dei gruppi simmetrici.

Nel Capitolo 3 giungiamo al risultato centrale della tesi ovvero arriviamo ad individuare
i CS,,-moduli irriducibili cosa che permette in questo caso di poter classificare tutti i
CS,,-moduli, daremo anche una descrizione concreta di questi moduli utilizzando i dia-
grammi di Ferrer.

Nel Capitolo 4 infine, con gli strumenti sviluppati nei precedenti capitoli, usiamo le rap-
presentazioni dei gruppi simmetrici per ottenere delle equazioni di evoluzione dinamica



per sistemi quantistici aperti e ci soffermiamo su alcuni esempi in casi semplici.



Capitolo 1

Prerequisiti di Teoria dei Gruppi

In questo capitolo si sviluppano alcuni strumenti elementari di Teoria dei Gruppi, quindi
definizioni di base, esempi e risultati elementari come ad esempio il Teorema di Lagrange
e il Primo Teorema di Omomorfismo. Successivamente ci si concentra sui gruppi di
permutazioni S,, e si mostrano alcuni risultati elementari su di essi.

Per i contenuti di questo capitolo, dove non esplicitamente indicato diversamente, si
rimanda a [Cat96|, in cui si possono trovare eventuali approfondimenti.

1.1 Gruppi: Definizioni, Esempi e Nozioni di Base

In questa sezione daremo la definizione di gruppo e vedremo alcune loro proprieta
elementari.

Definizione 1.1.1. Un gruppo ¢ una coppia (G,*) dove G & un insieme e x & un
0pPerazione cioe:

*x:GxG—=d
(91,92) = g1 % g2

e l'operazione soddisfa i sequenti assiomi:

1. (g1 % (g2 % g3)) = ((g1 % g2) * g3) per ogni g1, 92,93 € G (Proprieta Associativa)

2. esiste € € G tale che gxe = ex g = g per ogni g € G (Esistenza dell’elemento
neutro)

3. per ogni g € G esiste g tale che: g+ g = g g =€ (Esistenza dell’inverso)
Diremo inoltre che un gruppo € abeliano se e solo se soddisfa la sequente proprieta:

g1% 92 =gax g1 (Proprieta commutativa)

Per ogni g1, 90 € G.
Vediamo alcuni esempi:

Esempio 1.1.1. 1. Gliinsiemi Z,Q, R, C con la somma definita nella solita maniera
sono dei gruppt abeliani, dove ['inverso é l’opposto.
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2. (N, +) non é un gruppo perché non ci sono gli inversi.
3. (R,+) non é un gruppo perché 0 non ha un inverso.

4. Se A & un insieme indichiamo con Sy l'insieme delle biezioni da A in A. Allora
Sa con la composizione di funzioni come operazione ¢ un gruppo non abeliano se
A ha almeno tre elementi.

Definizione 1.1.2. Sia (G, *) un gruppo, sia H C G un sottoinsieme. Diremo che H é
un sottogruppo di G (e useremo la notazione H < G) se e solo se (H,*|,, ) ¢ un gruppo
a sua volta, equivalentemente:

1. H é chiuso rispetto a x. Cioe per ogni g1,9» € H st ha g1 x go € H.
2. per ogni h € H, [’elemento heH.

Dai due punti sopra seque immediatamente che se H ¢ un sottogruppo € € H.
Vediamo anche qui alcuni esempi:

Esempio 1.1.2. 1. Consideriamo (Z,+). Allora H = {interi pari} ¢ un sottogruppo.
Gli intert dispari non formano un sottogruppo in quanto 0 non & dispari.

2. Sia R* == R - {0} e R®? := {x € R | x > 0}. La coppia (R*,-) ¢& un gruppo e
H =R>Y ¢ un suo sottogruppo.

Definizione 1.1.3. Siano (G,-) e (H,*) due gruppi. Una funzione:
f:G—H
e un omomorfismo di gruppi se e solo se per ogni g1, 9o € G si ha:

f(g1-92) = f(g1) * f(g2)

Esempio 1.1.3. f: R — R* data da f(x) = €* & un omomorfismo fra i gruppi (R, +) e
(R*, ).

Da ora utilizzeremo la notazione moltiplicativa g-g> := g1g- per ogni gruppo, tenendo
sempre per0d ben presente che l'operazione puo essere diversa da gruppo a gruppo, e
indicheremo, a meno che non crei confusione, un gruppo (G, x), semplicemente con G.
Indicheremo inoltre con ¢g~! I'inverso di ¢ e porremo: g-¢g---- - g:=g".

—_—
n volte

Si puo verificare che valgono le usuali proprieta delle potenze.

Definizione 1.1.4. Siano G, H due gruppi. Sia f : G — H un omomorfismo di gruppi.
Definiamo: ker(f) = {g € G : f(g) = ex} eim(f) = {f(g9) € H : g € G}. Si mostra

facilmente che sono sottogruppi di G e H rispettivamente.

Esempio 1.1.4. Consideriamo (Z,+) e (C*,-). Sia f : Z — C* definita come: f(n) =
i". Questo & un omomorfismo di gruppi e si ha im(f) = {1,i,—1,—i} e ker(f) = 4Z =
{4n :n € Z}.



Vediamo ora i primi risultati sui gruppi.

Proposizione 1.1.1. Sia G un gruppo. Se g,h,l € G allora h =1 se e solo se gh = gl
e hg =lg.

Dimostrazione. =) Si ha che gh = gh, ma h = [ quindi gh = gl. Analogamente si
mostra hg = lg.
<) gh = gl quindi per il punto precedente g~'gh = g~'gl quindi h = [. O

Proposizione 1.1.2. L’elemento neutro e linverso di un elemento sono unici.

Dimostrazione. Se l’elemento neutro non é unico allora esistono €1, €5 neutri quindi ge; =
geéo = ¢ quindi per la Proposizione €1 = €3. Analogamente si mostra che I'inverso
di un elemento é unico. O

Spesso ci riferiremo alla cardinalita di un gruppo con il termine ordine.

Lemma 1.1.1. Sia G un gruppo finito. Allora H C G & un sottogruppo se e solo se ¢
chiuso rispetto all’operazione.

Dimostrazione. <) Per definizione.

=) Sia N*%:= {n € N | n > 0} esia h € H. Per ipotesi a" € H per ogni n € N>°. Per
il principio dei cassetti E], essendo H finito, esistono r, s € N> tali che r > s e h" = h®
quindi A"~* =eer —s > 0 quindi A"*~! & l'inverso di h. O

Definizione 1.1.5. Sia G un gruppo e g € G. L’ordine di g (che indicheremo con o(g))
¢ il pin piccolo n € N>V tale che g" = €. Se tale n non esiste poniamo o(g) = oo.

Lemma 1.1.2. Se f : G — H ¢ un omomorfismo di gruppi allora f(eg) = €g

Dimostrazione. si ha:

flgea) = f(9)f(ec) = f(9)

fleag) = flea) f(g) = f(g)

Quindi per la definizione di elemento neutro f(eg) = €p. O
Definizione 1.1.6. Siano G, H gruppi. f: G — H si dice isomorfismo di gruppi se e
solo se & un omomorfismo di gruppi ed & un applicazione bigettiva.

Due gruppi G, H si dicono isomorfi se e solo se esiste un isomorfismo tra di essi, in tal
caso si scrive: G = H

Si mostra facilmente che se f ¢ un isomorfismo, I'inversa é a sua volta un isomorfismo.

Esempio 1.1.5. Consideriamo: f : R — R>° data da f(x) = e®. Tale applicazione ¢
un isomorfismo fra (R, +) e (R”°,-).

Iniziamo adesso ad introdurre alcune costruzioni di base che si possono fare a partire
da gruppi dati.

1 principio dei cassetti afferma che se un insieme A infinito & unione di un numero finito di insiemi:
A=A, U---UA, allora almeno uno degli A; ¢ infinito.



Definizione 1.1.7. Siano G, H due gruppi allora definiamo il loro prodotto diretto come
I'insieme G x H con l'operazione definita componente per componente.

Per definizione ¢ immediato vedere che le proiezioni canoniche sui fattori del prodotto
sono degli omomorfismi di gruppi.
Notiamo prima di procedere che I'intersezione di sottogruppi di un gruppo G € ancora
un gruppo, detto cio diamo la seguente definizione:

Definizione 1.1.8. Sia G un gruppo e X C G un sottoinsieme. Indichiamo con (X)
il sottogruppo di G, dato dall’intersezione di tutti i sottogruppi di G contenenti X (Tale
famiglia é non vuota perché c¢’e G). Chiamiamo (X) sottogruppo di G generato da X.

aiy a2

Proposizione 1.1.3. Sia G un gruppo e X C G. Si ha che (X) = {g7"95*. 1 gi €
X, ke N> q; €7}

ai a2

Dimostrazione. Essendo (X) un sottogruppo ¢ chiaro che {g¢{*¢5*...9.* : g € X,k €
N>0q; € Z} C (X). D’altro canto, {g{'¢5>...g;* : ¢; € X,k € N°% qa; € Z} & per
costruzione un sottogruppo di G contente X quindi (X) C {g1'¢95>...g;" : ¢; € X,k €
N>O, a; € Z} O

Definizione 1.1.9. Diremo che un gruppo G ¢ ciclico se e solo se é generato da un solo
elemento.

Esempio 1.1.6. Z = (1) dunque ¢ ciclico.
Vogliamo iniziare a parlare di quozienti di gruppi.

Definizione 1.1.10. Sia G un gruppo e H < G. Sia g € G. L’insieme gH = {gh : h €
H} e detta classe laterale sinistra (o semplicemente laterale sinistro) di H.

Esempio 1.1.7. Sia G = Z con l’addizione come operazione. Sia H = nZ = {nm :m €
Z}, allora kH ={k+h:henZ}={m:m=k (mod n)}.
Dove m = k (mod n) se e solo se m — k & un multiplo din.

Lemma 1.1.3. Sia G un gruppo e H < G allora:

1. I laterali sinistri formano una partizione di G' e definiscono dunque la relazione di
equivalenza di appartenere allo stesso laterale.

2. Ciascun laterale ha la stessa cardinalita di H.

Dimostrazione. 1. g € gH quindi i laterali sono non vuoti e la loro unione al variare
dige GcidadG.
Mostriamo che se due laterali hanno almeno un elemento in comune allora coinci-
dono.
Sia x € g1 H N goH con gy, g2 € G. Esistono allora hq, ho tali che: x = g1hy = goho
quindi g = g2h1hy'. Dunque se [ € g;H allora | = gih per qualche h € H ma
allora [ = go(h1hy 'h) quindi I € goH. Quindi g; H C goH. Analogamente si mostra
che g H C g1 H.



2. Notiamo che I’applicazione:
H— gH

h +— gh
é una biezione, infatti & suriettiva per definizione ed é iniettiva per la Proposizione

LI1
[l

In modo analogo a quanto fatto sopra si definiscono i laterali destri Hg, certamente
per i laterali destri vale quanto visto per i laterali sinistri con una dimostrazione analoga.

Corollario 1.1.1 (Teorema di Lagrange). Se G' ¢ un gruppo finito e H < G allora
Vordine di H divide G, |H| | |G|.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal Lemma [T1.1.3 O]

Definizione 1.1.11. Sia G un gruppo e H < G. Diremo che H ¢é un sottogruppo
normale, e lo indicheremo con H < G, se e solo se laterali destri e sinistri coincidono.

Esempio 1.1.8. 1. Se G é abeliano tutti 1 sottogruppr sono normal.

2. Se lordine di H ¢ meta di quello di G allora, essendoci come laterali solo H e
G — H, H ¢ normale.

Notiamo che N < G se e solo se per ogni g € G si ha che gNg=! = N cioé se per
ognin€ Nege€Gsiha: gng! € N.

Proposizione 1.1.4. Siano G, H due gruppi e f : G — H un omomorfismo di gruppi.
Si ha che ker(f) < G.

Dimostrazione. Se n € ker(f) allora per ogni g € G si ha gng™! € ker(f). Infatti:

flgng™) = f(9)enf(9) ' =en
]

Notiamo che se H < G allora z,y € G sono nello stesso laterale destro se e solo se
xy~! € H. Infatti se zy~! € H allora x € Hy quindi sono nello stesso laterale. Viceversa
se x, y sono nello stesso laterale destro allora x,y € Hg per qualche g € G quindi x = hyg
ey=hygexy !t =hggthy € H.

Quindi la relazione di equivalenza di appartenere allo stesso laterale destro di H si puo
riformulare ponendo:
r~y seesolose zy ' e H.

Definizione 1.1.12. Sia G un gruppo e sia ~ una relazione di equivalenza su G. Diremo
che la relazione ~ & compatibile se e solo se per ogni x,y,x',y € G tali che x ~ 2’ e
y ~ vy si ha: xy ~ x'y'. Cioé loperazione: |x] - [y] = [zy] é ben definita. In particolare
G/ ~ & un gruppo con l'operazione definita sopra.

Teorema 1.1.1. Sia G un gruppo, allora:



1. Se N < G, allora la relazione di appartenere allo stesso laterale ¢ compatibile.

2. Se ~ & una relazione di equivalenza compatibile allora [€] é un sottogruppo normale
di G ex ~y seesolosexy™t € le.

Dimostrazione. Rimandiamo a [Cat96)| O

Questo teorema ci dice che le relazioni di equivalenza compatibili sono e sole le rela-
zioni date dall’appartenenza ad uno stesso laterale di un qualche sottogruppo normale.

Definizione 1.1.13. Sia G un gruppo e N < G. Definiamo il gruppo:
G/N = {laterali di N}

con l'operazione data da:
(91N)(92N) == g1g2N

Tale operazione é ben definita essendo N normale.

Sulla base delle osservazioni di prima posto z ~ y se e solo se zy~' € N si ha
che G/N = G/ ~ mediante 'omomorfismo: gN + [g]. Vediamo ora un Teorema
fondamentale.

Teorema 1.1.2. Siano G, H gruppi e sia f : G — H un omomorfismo di gruppi. Sia
N QG tale che N C ker(f). Allora esiste un unico omomorfismo f : G/N — H che
faccia commutare il sequente diagramma (cioé tale che f = fm):

G—>H

1 A

G/N

Dimostrazione. Intanto I’applicazione f(gN) = f(g) ¢ ben definita in quanto se gN =
g'N si ha che g, g’ sono nello stesso laterale quindi g9t € N C ker(f) quindi f(g) =
f(g"), inoltre f é I'unica applicazione che fa commutare il diagramma sopra. Per defini-
zione di f e dell’operazione di G'/N si ha che f ¢ anche un omomorfismo. ]

Corollario 1.1.2 (Primo Teorema di Omomorfismo). Siano G, H gruppi e sia
f: G — H un omomorfismo di gruppi. Allora si ha che:

G/ ker(f) = im(f)

Dimostrazione. Intanto 'applicazione f : G — im(f) & ben definita e suriettiva. Dun-
que per il Teorema _ 2| esiste un unico omomorfismo f che fa commutare il seguente
diagramma:

G—>1mf)

| /

G/ ker(f

Siccome im(f) = im(f) si ha che f & suriettiva.

Se f(g1 ker(f)) :z(gg ker(f)) allora f(g1) = f(g2) quindi g1g; " € ker(f) quindi g, ker(f) =
g2 ker(f) dunque f & anche iniettiva. O



Vediamo alcuni esempi.

Esempio 1.1.9. 1. Consideriamo (Z,+). Prendiamo come sottogruppo normale nZ.
Il gruppo quoziente (Z/nZ,+) ha come elementi (usando l’isomorfismo con l’insie-
me quoziente per la relazione: x ~ 1y se e solo se x =y (mod n)):

2 = {[0],...[n — 1]}
e loperazione ¢ definita come: [n] + [m] = [n 4+ m)].

2. Indichiamo con Cy il gruppo ({1,i,—1,—i},-). Per quanto visto nell’Esempio[1.1.4]
e il Corollario [L1.1] si ha che:
7JAZ = C,

Introduciamo ora alcuni concetti che ci torneranno utili in seguito.

Definizione 1.1.14. Sia G un gruppo e h € G. Defimamo C, : G — G data da:
g — hgh™*.
Chiameremo tale applicazione coniugio per l’elemento h.

Proposizione 1.1.5. S ha che:
1. Cy, 0 Chy = Chyp,
2. Cp, e un automorfismo di G.
Dimostrazione. 1. (Cy, 0 Ch,) = h1haghy *hi = hihag(hiho) ™" = Chiny(9)

2. per il punto precedente Cj, é una biezione. Mostriamo che ¢ un omomorfismo:

Ch(g192) = hgigah™" = hgih™ hgah™" = Ci,(g1)cn(g2).

Esempio 1.1.10. 1. Sia G un gruppo abeliano. Vale Cy(g) = g per ogni g € G.

2. Sia G = GL,(K) e sia My = Cg(M). Questo vuol dire che le matrici My ed My
sono simali.

Definizione 1.1.15. Sia G un gruppo. Diremo che g1, g2 € G sono coniugati se e solo
se esiste h € G tale che go = C(g1).

Si vede immediatamente che la relazione di essere coniugati ¢ una relazione di equi-
valenza. Le classi di equivalenza sono dette classi di coniugio.

10



1.2 Gruppo Simmetrico 5,

Definizione 1.2.1. Poniamo S,, = S{1,...»y con Sy, n} definito come nell’Esempiom.
Consideriamo il gruppo: (Sp,0) dove o ¢é la composizione di funzioni. Tale gruppo é noto
come gruppo Stmmetrico. I suoi elementi sono detti permutazioni.

Si ha immediatamente che |S,,| = n! Iniziamo a dare alcune definizioni sulle permu-
tazioni e ad introdurre un po’ di notazione.

Definizione 1.2.2. Sia 0 € S,, ei € {1,...,n}. Definiamo Uorbita di i come:

Ooiy = {3,0(3),...,0"(3) ...}
Naturalmente essendo 6,(;y € {1,...,n}, le orbite sono insiemi finiti.

Proposizione 1.2.1. Sia 0 € S,,. Le orbite di o formano una partizione di {1,...,n}.

Dimostrazione. Siano 7,7,k € {1,...,n} tali che: k € 0,4y N 0. Allora applicando
ripetutamente o a k possiamo ottenere tutti gli elementi di 9 (i) € d1 9 o(j) y-Infatti, sempre
per il principio dei cassetti, esistono [,1’ € N>° tale che ¢'(k) = i e o' (k) = j. Quindi
05(i) = 05(;). Dunque le orbite sono a due a due disgiunte e facendo 'unione delle orbite
al variare di ¢ € {1,...,n} otteniamo tutto {1,...,n}. O

Diremo che un orbita é banale se contiene un solo elemento. Tali elementi per
definizione sono fissati da o.

Definizione 1.2.3. Una permutazione o € S, é detta ciclo se e solo se ha un unica
orbita non banale. In tal caso se i € un elemento dell’orbita non banale poniamo o :=
(1,0(1),...,0"(i),...) in quanto cosi la permutazione & completamente definita visto che
gli elementi che non compaiono nella notazione sono fissati.

Certamente data una qualsiasi permutazione o € S, possiamo associare alle sue
orbite non banali dei cicli o;. Essendo le orbite disgiunte a due a due per ogni coppia di
cicli di o si ha: 0;0; = 0;0;. Visto che la permutazione o ¢ completamente definita dalle
sue orbite si ha il seguente risultato:

Proposizione 1.2.2. Ogni o € S,, e prodotto di cicli che commutano fra loro.
Dimostrazione. Segue dall’osservazione sopra. O]

Le orbite sono finite quindi si ha anche che ogni ¢ é prodotto di un numero finito di
cicli che commutano.
Vediamo un esempio:

Esempio 1.2.1. Sia 0 € Sy data da: 0 = (1,3,7,4)(2,6). Allora si ha che:
o) =3 o =6 o@3) =T o) =L o) =5 of6) =2 o) =
4; o(8) =8.

Esempio 1.2.2. Definiamo o € Sg come:
o(l) =2, o2 =5 o3 =6 o4 =4 ob) =7 o6) = 3;
1; 0(8) =8. Da cui si ha la sequente decomposizione in cicli: o = (1,2,5,7)(3,6).
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La lunghezza di un ciclo ¢ definita come la cardinalita della sua orbita non banale.
Definizione 1.2.4. Una trasposizione é un ciclo di lunghezza due.
Teorema 1.2.1. Ogni permutazione é prodotto di trasposizioni.

Dimostrazione. Per la Proposizione [1.2.2] ¢ sufficiente mostrare la tesi per i cicli.
Sia (i1,...,4) un ciclo. Allora si verifica che:

(1,92, ..., ik) = (i1,9%) (i1, ig—1) - - - (41, 12)
Il

Definizione 1.2.5. Diremo che o € S, ¢ pari (dispari) se e solo se & prodotto di un
numero pari (dispari) di permutazioni.

A priori non sappiamo se esistono permutazioni sia pari che dispari, vediamo che non
€ cosl.
Partiamo definendo per ogni o € S,, 'applicazione f, che dato un polinomio in n variabili
p(xy, ..., xy) restituisce il polinomio p(Z,ay, - .-, Towm))-
Poniamo ora p := H1§i<j§n(xi — z;) e mostriamo il seguente lemma:

Lemma 1.2.1. Sia 7 € S,, la trasposizione (i,j). Allora f.(p) = —p
Dimostrazione. Guardiamo cosa succede ad ogni singolo termine:
1. i fattori senza 4, j rimangono invariati.
2. i fattori (x), — x;)(xp, — x;) con h < i si scambiano senza cambiare segno
3. i fattori (x; — p)(x; — xp) con j < h si scambiano senza cambiare segno

4. ifattori (x; —xp)(xp — ;) con i < h < j siscambiano cambiando entrambi di segno
quindi complessivamente il segno non cambia.

L’unico fattore rimanente ¢ (z; — x;) che cambia di segno. O
Teorema 1.2.2. Una permutazione non puo essere sia pari che dispari.

Dimostrazione. Sia p # 0 come definito sopra. Se esistesse o € S, sia pari che dispari si
avrebbe per il precedente lemma: p = —p quindi p = 0 ma cio é assurdo. O

Definizione 1.2.6. L’applicazione sgn : S,, — C definita come seque:

(o) 1 se o & pari,
sgn(o) =
s —1 se o é dispari.

e detta applicazione segno, & ben definita per il precedente teorema e definisce un omo-
morfismo di gruppi fra (S,,o) e (C,-).
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Si ha che im(sgn) = {1, —1} e ker(sgn) = {permutazioni pari}. Dunque per quanto
visto nella sezione precedente si ha che I'insieme delle permutazioni pari forma un sot-
togruppo normale, noto come gruppo alterno, che si indica con A,,. Inoltre per il primo
teorema di omomorfismo (Corollario sappiamo che ci sono solo due laterali di A,
da cui concludiamo che |A,,| = n!/2.

Vogliamo ora indagare le classi di coniugio di S,,.

Lemma 1.2.2. Sia 0 € S, data da 0 = (iy,...,i) e sia T € S, qualsiasi. Allora si ha
che Cr(0) = (7(i1),...,7(ix)). Viceversa, se due cicli hanno la stessa lunghezza allora
s0no coniugati.

Dimostrazione. Rimandiamo a |Cat96| O

Vogliamo ora togliere la condizione di avere cicli per guardare alle permutazioni
generiche.

Definizione 1.2.7. Sian € N>°. Una partizione din ¢ una successione X = (A1, ..., \p)
con Ay > Xy > ... tale che: Y, \; =n. Se X é una partizione di n scriveremo: A F n.

Definizione 1.2.8. Diremo che o € S,, ha struttura ciclica A = (Ay,...,A\x) con A n
se e solo se le sue orbite hanno cardinalita: A\, ..., \s.

Veniamo adesso al teorema che ci interessa:

Teorema 1.2.3. Due elementi 01,05 € S,, sono coniugati se e solo se hanno la stessa
struttura ciclica. Dunque le classi di coniugio di S,, sono in biezione con le partizioni di
n.

Dimostrazione. Sia o1 = 01, -+ 01
la scomposizione in cicli di o».

=) Si ha che esiste 7 € S, tale che C-(01) = 0. Essendo C, un automorfismo si ha:
Cr(01) = Cr(o,,) -+ Cr(on,, ). Per il Lemma [1.2.2) dunque le due permutazioni hanno
la stessa struttura ciclica.

<) Sia: 01 = (11, ...,01,) - .- (@r1,. .., arg.). Allora per ipotesi si ha che

. la sua scomposizione in cicli e sia 0y = 0y, ...09,
r 11 r

09 = (b117 . 7b1k1) Ce (brl, Ce 7brkr)

in quanto hanno la stessa struttura ciclica. Allora si verifica che posto 7(a;;) = b;; e che
lascia fissi gli altri elementi si ha C(07) = 05. O
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Capitolo 2

Teoria (zenerale

In questo capitolo iniziamo a sviluppare la teoria generale delle rappresentazioni delle
algebre associative studiando gli A-moduli. Vedremo alcuni risultati importanti come ad
esempio il Lemma di Schur e il Teorema di Jordan-Holder che ci prepareranno allo studio
di una classe molto importante di algebre e moduli ovvero quelli semisemplici. Ricon-
duciamo poi le rappresentazioni di gruppi alle rappresentazioni dell’algebra associata e
useremo questo fatto per dimostrare il teorema di Maschke il quale ci dira che una vasta
gamma di algebre associate a gruppi finiti sono in realta semisemplici e useremo questo
fatto per dare una prima classificazione delle rappresentazioni di gruppi finiti. Questo
capitolo si conclude con alcune nozioni sui prodotti tensoriali e rappresentazioni indotte
utili per lo studio delle rappresentazioni dei gruppi simmetrici.

Per i contenuti di questo capitolo, dove non esplicitamente indicato diversamente, si
rimanda a [Karl8|, in cui si possono trovare eventuali approfondimenti.

2.1 K-Algebre

Per le definizioni e i risultati di base riguardanti la teoria degli anelli e dei campi
rimandiamo a |[Her10]. Diamo ora la definizione di K-algebra associativa.

Definizione 2.1.1. Sia K un campo. A si dice K -algebra associativa se e solo se valgono
le sequenti condizioni:

1. A é un Anello Unitario con 04 # 14.
2. A é un K-Spazio Vettoriale
3. Perogni A € K ea,be A si ha:
Ma-b)=a-(A\b)
L’algebra si dira finito dimensionale se A é uno spazio vettoriale finito dimensionale.
L’algebra si dira commutativa se A e un anello commutativo.
Vediamo ora alcuni esempi.

Esempio 2.1.1. 1. Un campo K ¢é una K-algebra di dimensione 1.
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2. Il campo C ¢é una R-algebra di dimensione 2, in quanto C é un R-Spazio Vettoriale
di dimensione 2 ed & un campo. La proprieta 3. della Definizione e soddi-
sfatta in quanto R C C.

Notiamo che se A é una K-algebra e B é una base allora per linearita é sufficiente
conoscere i prodotti bb’, al variare di b, b’ € B, per conoscere tutti i prodotti.

Esempio 2.1.2. 1. M,(K) ovvero lo spazio delle matrici quadrate di ordine n a coef-
ficienti nel campo K & una K -algebra di dimensione n? con la somma e il prodotto
per scalare soliti e il prodotto riga per colonna.

Le matrici E;j con 1 nell’entrata (i, j) e 0 altrove costituiscono una base per M, (K)
e st puo verificare che:
EijEwn = 0.Ey.

2. K[X] cioe lo spazio dei polinomi in una variabile a coefficenti in K costituisce una
K-algebra di dimensione infinita.

3. Sia V un K-Spazio Vettoriale, allora:
Endg(V)={a:V =V |a lineare}

¢ una K-algebra con prodotto per scalare e somma puntuali e prodotto composizione
di funziona.

Introduciamo ora un importante algebra per il seguito.

Definizione 2.1.2. Sia G un gruppo e¢ K un campo. Allora ['algebra gruppo, KG é
lo Spazio vettoriale generato da G, cioé linsieme delle combinazioni lineari formali di
elementi di G con coefficienti in K. Vediamo come sono definite le operazioni. La somma
e:

mazx(n,m)

Z a;gi + Z bjg; = Z (@i + bi)gi
i=1 J=1

=0

il prodotto per scalare é:
A Z aig; = Z Aa;g;
i=1 i=1

1l prodotto ¢é l’estensione lineare del prodotto di G.

Si verifica che con le operazioni sopra definite K'G é una K-algebra.
Introduciamo ora un altro po’ di concetti utili.

Definizione 2.1.3. Sia A una K-algebra. B C A ¢ una K-sottoalgebra di A se e solo
se ¢ a sua volta una K-algebra ovvero se e solo se:

1. ¢é un sottoanello unitario
2. & un K-sottospazio vettoriale di A.

Esempio 2.1.3. 1. T, (K), cioé linsieme delle matrici triangolari superiori di ordine
n, & una sottoalgebra di M, (K).
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2. D, (K), cioé linsieme delle matrici di ordine n diagonali, é una sottoalgebra di
M, (K)

3. Sia G un gruppo e H < G un sottogruppo, allora: KH é una sottoalgebra di KG.

Definizione 2.1.4. Sia A una K-algebra e sia I C A tale che (I,+) & un sottogruppo.
Se per ogni x € [ ea € A si ha:

1. ax € I allora I si dice ideale sinistro
2. xa € I allora I si dice ideale destro
3. se valgono entrambe le proprieta sopra I si dice ideale bilatero.

Notiamo che se I ideale ¢ una sottoalgebra allora coincide con I’algebra in quanto
14 € 1.

Esempio 2.1.4. 1. Ogni algebra A ha come ideali A e {04} detti ideali banali.

2. Sia z € A. Az = {az | a € A} ¢ un ideale sinistro che indicheremo con (z) e
chiameremo ideale sinistro generato da z.

3. Si puo mostrare che gli unici ideali bilateri di M,,(K) sono quelli banali.

Richiamiamo la notazione della Definizione [L1.13} Se I & un ideale bilatero della
K-algebra A allora A/I é I'insieme dei laterali di I. Essendo A un gruppo abeliano I ¢é
normale quindi A/ & un gruppo con l'operazione data da:

(a+D)+b+1)=(a+b+1)

Si pud mostrare in modo analogo a quanto fatto per i gruppi che A/I é una K-algebra
con il seguente prodotto:
(a+1)b+1)=(ab+ 1)

e con il prodotto per scalare dato da:
Ma+1)=(Aa+1)

con A € K. Si puo anche mostrare sempre in analogia con quanto visto per i gruppi il
corrispettivo del Teoremall.1.1] ragione per la quale A/I & anche detta algebra quoziente.
Introduciamo ora i morfismi di algebre.

Definizione 2.1.5. Siano A, B due K-algebre. L’applicazione ¢ : A — B & un omo-
morfismo (o morfismo) d’algebre se e solo se:

1. ¢ é K-lineare
2. ¢ & un morfismo di anelli unitari.

Diremo che ¢ é un isomorfismo e scriveremo in tal caso A = B se e solo se & biunivoca.
Si vede immediatemente che se ¢ & un isomorfismo allora anche ¢~ lo e.

Per linearita si ha che é sufficente conoscere un morfismo di K-algebre su una base
per averla definita su tutta l'algebra. Vediamo alcuni esempi:

16



Esempio 2.1.5. 1. Per ogni a € A esiste ed ¢ unico il morfismo di K-algebre di
valutazione ¢q : K[X] — A che manda: >, X" — >, Na'.

2. m: A— A/l la proiezione canonica al quoziente & un morfismo di K-algebre.

3. Definiamo il prodotto diretto delle K-algebre A1, Ay ponendo come insieme Ay X Ay
e operazioni definite componente per componente. Le proiezioni canoniche sono
morfismi di K-algebre.

Esempio 2.1.6. Un fatto molto importante a cui faremo spesso riferimento ¢ che se A
¢ una K-algebra allora il morfismo:

p: K — A
A= >\1A
¢ iniettivo e dunque in A vi ¢ una copia isomorfa a K.

Teorema 2.1.1. Sia K un campo e A, B due K-algebre. Sia ¢ : A — B un morfismo
di K-algebre. Allora valgono le sequenti:

1. ker(¢) ¢é un ideale bilatero.

2. se I C ker(¢) allora esiste un unico morfismo di K-algebre ¢ che fa commutare il
sequente diagramma:

3. A/ ker(¢) = im(¢)
Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella del Teorema [1.1.2 ]

Esempio 2.1.7. 1. Sia: ¢ : R[X] — C data dalla valutazione in i. Certamente si ha
che (X?+41) C ker(¢) ma X?+1 ¢ irriducibile in R[X] quindi (X?+1) ¢ massimale
e dunque R[X]/(X?*+1) =C.

2. Sia G un gruppo ciclico di ordine n generato da g cioe: G = {€,9,9% ...,9" '}
Consideriamo:

¢ K[X] > KG
f= fg)

Certamente (X™—1) C ker(¢) ed essendo dim(KG) = n, per ragioni di dimensione
(X" —1) = ker(¢) e quindi:

K[X]/(X" - 1) 2 KG.
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2.2 Moduli e Rappresentazioni

In questa sezione vediamo alune proprieta generali degli R-moduli che definiamo di
seguito.

Definizione 2.2.1. Sia R un anello unitario ed (M,+) un gruppo abeliano. M si dice
R-modulo sinistro se e solo se & definita un applicazione:

CRXxM— M
(r,m)—1r-m
che soddisfa le sequenti proprieta per ognir,s € R e ogni m,n € M
IL.r-(m+n)=r-m+r-n
2. (r+s)-m=(r-m+s-m)
3.r-(s-m)=(rs)-m
4. Ilg-m=m

Notiamo alcune cose importanti. Innanzitutto definire una struttura di R-modulo
sinistro su un gruppo abeliano M ¢ equivalente a definire un morfismo di anelli unitari
fra Red End(M) = {a | a: M — M ed ¢ un morfismo di gruppi} Dove End(M) ¢
un anello unitario con la somma data dalla somma di funzioni e prodotto dato dalla
composizione di funzioni. In effetti dato un R-modulo sinistro M se consideriamo

¢: R— End(M)

reTrem

I’assioma 1 ci dice che tale applicazione ¢ ben definita mentre gli altri ci dicono che é un
morfismo di anelli unitari. Vicecersa se si ha un morfismo di anelli unitari:

¢: R— End(M)

T o

allora M ha una struttura naturale di R-modulo sinistro data dall’operazione:
rem = ¢.(m)

che soddisfa tutti gli assiomi di R-modulo per definizione. In analogia si possono definire
i moduli destri per cui valgono le stesse considerazioni. Noi considereremo da ora moduli
sinistri e dunque lo lasceremo sottinteso.

Vediamo alcuni esempi.

Esempio 2.2.1. 1. Se R é un campo allora M é per definizione un K-spazio vetto-
riale. La nozione di modulo generalizza dunque quella di spazio vettoriale.

2. Sia R = Z. Ogni gruppo abeliano é un R-modulo con l’azione data da: n -m =
m+m----+m; (=n)-m:=—(n-m) ez -m:= 0.

TV
n volte
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3. Sia I un ideale di R allora I ¢ un R-modulo con l’azione data dalla moltiplicazione
a stnistra. In particolare R si puo sempre vedere come R-modulo per tale azione.

4. Sia ¢ : R — S un morfismo di anelli unitari allora se M ¢é un S-modulo é anche
un R-modulo con azione data da:

rem=a¢o(r)-m

In particolare se R é un sottoanello di S ed M é un S-modulo é anche un R-modulo,
infatti é sufficiente prendere come ¢ ['inclusione di R in S.

L’ultimo esempio ci dice in particolare che se M é un A-modulo con A una K-algebra
allora ¢ anche un K-modulo ( come ¢ consideriamo il morfismo dell’Esempio [2.1.6))
ovvero un K-spazio vettoriale. Quando ci concentreremo dunque sui moduli di algebre
indicheremo il modulo con V. In tal caso essendo V uno spazio vettoriale saremo in
grado di valutare molte proprieta guardando solo una sua base.

Definizione 2.2.2. Sia R un Anello Unitario e sia M un R-modulo. Un R-sottomodulo
U di M ¢ un sottoinsieme che sia sottogruppo di M e sia chiuso rispetto all’azione di R
ovvero per ogniu € U er € R si ha: r-u e U

Esempio 2.2.2. 1. Se R = K un campo allora i sottomoduli sono i sottospazi vetto-
riali.

2. Se R = A una K-algebra allora i sottomoduli sono sottospazi vettoriali chiusi per
Uazione di A. Vediamo ad esempio K™ come M, (K)-modulo con azione data dal
prodotto riga per colonna a sinistra. Sia U un suo sottomodulo non nullo allora
preso w € U non nullo consideriamo una sua coordinata u; non nulla. Allora si ha:
(u;) " E;j - u e Ui-esimo vettore della base canonica dunque per chiusura U = K™.
Cio ci dice che K™ come M, (K)-modulo ha solo sottomoduli banali cioé {Ogn} e
K™, Cio ci dice anche che la nozione di sottomodulo é piu restrittiva di quella di
sottospazio vettoriale.

3. Se consideriamo R come R-modulo nel modo naturale visto negli esempi precedenti
allora v sottomoduli sono gli ideali sinistri.

4. Se U,V sono sottomoduli di M allora U NV ¢é un sottomodulo di M.

Definizione 2.2.3. 1. Dati My, Ms due R-moduli st puo dotare My x My della strut-
tura di R-modulo con azione componente per componente.

2. Dati U,V sottomoduli di M possiamo definire:
U+V={u+v:ueclU e veV}
Questo & un sottomodulo di M. Se UNV = {0} si scrive U @ V.

Si mostra in analogia con il caso degli Spazi Vettoriali che z € U&®V allora x = u+v
in modo unico. Cio garantisce che vi sia un isomorfismo fra U @ V e U x V dato da:

r=u+v— (u,0).
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Consideriamo ora un sottomodulo U dell’ R-modulo M. Essendo M un gruppo abeliano
ed U un sottogruppo si ha che come gia visto che l'insieme dei laterali M/U ha la
struttura di gruppo. Si puo mostrare con metodi analoghi a quelli visti per i gruppi
che l'azione: r- (m + U) = (r-m + U) ¢ ben definita dunque M /U si puod dotare della
struttura di R-modulo. Inoltre, sempre in analogia con quanto visto per i gruppi, vale un
analogo del Teorema pertanto I’ R-modulo M /U ¢ anche detto modulo quoziente.

Definizione 2.2.4. Siano M, N R-moduli. Si dice che ¢ : M — N ¢ un omomorfismo
o morfismo di moduli se e solo se per ogni m, my,me € M er € R si ha:

1. ¢(my +my) = ¢(my) + d(my)
2. ¢(r-m)=r-g¢(m)

Anche in questo caso diremo che ¢ é un isomorfismo se e solo se & bigettiva, in tal

caso anche ¢! & un isomorfismo. Diremo che M, N sono degli R-moduli isomorfi se e
solo se esiste un isomorfismo fra di essi, in tal caso scriveremo M = N.
Notiamo anche che se ¢ : V' — W & un morfismo di A-moduli con A una K-algebra
allora ¢ ¢ anche un applicazione lineare infatti: p(Av) = ¢(Ala-v) = Ap(v). Nel caso in
cui R = A ¢ una K-algebra la condizione 2 della Definizione [2.2.4] si puo verificare solo
per gli elementi di una base.

Esempio 2.2.3. 1. Sia U un R-sottomodulo di M. Allora 7 : M — M/U la proie-
zione canonica al quoziente & un morfismo di R-moduli.

2. Sia M un R- modulo, allora ’applicazione:
Om: R— M

r—r-m
conm € M fissato, & un morfismo di R-moduli.
Si definiscono nella solita maniera ker(¢) e im(¢) e si ha che sono sottomoduli.

Teorema 2.2.1. Siano M, N R- moduli e ¢ : M — N un morfismo fra di essi. Valgono
allora le sequenti:

1. M/ ker(¢) = im(¢)
2. Siano U,V sottomoduli di M. Si ha:

u/unv)y=Uu+Vv)v

3. Siano U C'V sottomoduli di M allora: V/U & un sottomodulo di M /U e

MU
—— =MV
VU /
Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda a |[Karl8, Theorem 2.24]. O

Enunciamo ora alcuni risultati che ci torneranno utili poi.
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Proposizione 2.2.1. Siano M, N R-moduli e ¢ : M — N un morfismo di R-moduli.
Sia W C N un sottomodulo. Allora la controimmagine ¢—*(W) & un sottomodulo di M
che contiene ker(¢).

Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda a [Karl8, Proposition 2.26| ]

Consideriamo ora U sottomodulo di M e sia w: M — M /U. La proiezione canonica
al quoziente. Sia W un sottomodulo di M/U. Poniamo W = 7~!(1W). Dalla precedente
proposizione sappiamo che W é un sottomodulo di M e contiene U.

Teorema 2.2.2. Sia M un R-modulo e U un R-sottomodulo allora ’applicazione W +—
W da una biezione che preserva lordine dato dall’inclusione fra i sottomoduli di M /U
e 1 sottomoduli di M che contengono U.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda a [Karl8, Theorem 2.28§] O
Introduciamo ora la nozione di rappresentazione
Definizione 2.2.5. Sia K un campo e A una K-algebra.

1. Una rappresentazione di A su K ¢é una coppia (V,0) con V K-spazio vettoriale e
0: A— Endg(V) un morfismo d’algebre.

2. Una rappresentazione matriciale di A é una coppia (K", 6) con 6 : A — M, (K)
morfismo d’algebre.

Certamente le due nozione coincidono in dimensione finita a meno di scegliere una base.

Sulla base di quanto osservato all’inizio di questa sezione si ha che la nozione di
A-modulo e la nozione di rappresentazione di A si equivalgono.

Esempio 2.2.4. In termini di rappresentazioni intendere una K -algebra come A-modulo
mediante [’azione di moltiplicazione a sinistra equivale a definire la sequente rappresen-
tazione nota come rappresentazione regolare:

0 : A — Endg(A)

a1,

Dove l, ¢ l’endomorfismo dato da: © — ax

Definizione 2.2.6. Siano (Vi,60,) e (Va,0s) rappresentazioni su K della K-algebra A.
Esse si diranno equivalenti se e solo se esiste un isomorfismo di Spazi Vettoriali: i :
Vi — V5 tale che:

91(&) = wil e} 02(@) o w
per ogni a € A. Nel caso di rappresentazioni matriciali la condizione é equivalente a

richiedere che le diverse matrici associate ad ogni elemento di A siano simultaneamente
stmilt mediante la stessa matrice.

Proposizione 2.2.2. Sia A una K-algebra e siano (Vi,60,), (Va,02) due K-rappresentazioni.
Si ha che le due rappresentazioni sono equivalenti se e solo se Vi e Vy dotati della struttu-
ra di A-modulo con azione specificata dalle due rispettive rappresentazioni sono isomorfi
come A-moduli.
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Dimostrazione. =) Se le due rappresentazioni sono equivalenti si ha ¢ : V; — V5 lineare
tale che:

W(a-v) =1(01(a)(v)) = ba(a)p(v) = a-(v).

Cioé 9 € un isomorfismo di moduli.
<) Sia ¢ : Vi — V5 un isomorfismo di A-moduli. Allora é certamente un isomorfismo di
K-Spazi Vettoriali e si ha che:

(Y 001(a))(v) = ¢(a-v) = a-y(v) = (b2(a) 0 ¥)(v)

per ogni v € V ma allora si ha:
w O 91 == 92 O w
OVVero:
=9l ofoy
m

Utilizzeremo dunque da qui il concetto di rappresentazione di una K-algebra A e
A-modulo interscambiabilmente in base a quale risulta pitt comodo.

2.3 Moduli Irriducibili e Algebre Semisemplici

Da adesso ci concentreremo su moduli di algebre, dunque indicheremo sempre con A una
K-algebra e con V un A-modulo.

Definizione 2.3.1. L’A-modulo V' # 0 si dice irriducibile se e solo se ha solo sottomoduli
banali.

Esempio 2.3.1. 1. Ogni A-modulo di dimyg = 1 ¢ irriducibile, infatti ogni sottomo-
dulo non nullo ha dimensione 1 e quindi coincide col modulo stesso.

2. Abbiamo gia notato nell’Esempio il fatto che K™ visto come M, (K)-modulo
¢ wrriducibile, quindi ci sono wrriducibili di ogni dimensione.

Lemma 2.3.1. Sia V un A-modulo non nullo. Allora V ¢ irriducibile se e solo se per
ogni v € V non nullo si ha: Av =V, con Av={av | a € A}.

Dimostrazione. =) Se V ¢ irriducibile allora essendo Av un sottomodulo non nullo si ha
Av=1V.

<) Sia U un sottomodulo non nullo di V. Sia u € U non nullo allora: Au C U essendo
un sottomodulo ma Au =V quindi V =U. O]

Per il Teorema si ha che se U ¢ un sottomodulo massimale (rispetto all’inclu-
sione) di V' il quoziente V/U é irriducibile. Dunque visto che ogni K-algebra ammet-
te almeno un A-modulo (rappresentazione regolare vista nell’Esempio si ha che
esistono A-moduli irriducibili [ Introduciamo ora una nozione molto utile.

IPer il Lemma di Zorn esiste un sottomodulo massimale rispetto all’inclusione.
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Definizione 2.3.2. Sia V un A-modulo. Una serie di composizione per V & una catena
finita di A-Sottomoduli:
O=VWwcwWc---CcV,=V

tale che 1 fattor:
Vi/Via

per ogni i € {0,...,n} sono irriducibili. I sottomoduli V; sono detti termini. I quozienti
Vi/Vi_1 sono detti fattori di composizione.

Esempio 2.3.2. 1. Se V ha una serie di composizione 1 suot termini la ereditano.

2. Sia A = M, (K) considerato come A-modulo con la rappresentazione regolare. Sia-
no C; i sottomoduli dati dalle matrici con tutti 0 fuori dalla i-esima colonna. St ha
che C; = K™ per ogni i dunque i C; sono irriducibili per I’Esempio [2.5.1 Inoltre
si ha che C, & Cy @& --- & C,, = M, (K). Dunque:

OCClcClGBC’gC---CCl@---@Cn

¢ una serie di composizione infatti usando il Teorema st ha:

Ci@®--@C/C1B - BCr1 ZCL/CLNCL B - - B Cpqg = C.

3. Sia 'V un K-spazio vettoriale di dimensione infinita. Per ragiont di dimensione 1
sottospazi vettoriali di dimensione 1 sono wrriducibili, d’altro canto se un sottospa-
zi0 vettoriale ha dimensione maggiore di 1 ammette sottspazio non banale dato da
span(v) con v qualsiasi vettore non nullo del sottospazio. Dunque gli unici irriduci-
bilt in questo caso sono i sottospazi vettoriali di dimensione 1. Non si puo dunque
mai costruire una serie di composizione perché nessuna catena finita che soddi-
sfi l’ipotesi che 1 fattori di composizione siano irriducibili puo avere come ultimo
termaine V. Dunque non tutti © moduli hanno una serie di composizione.

Lemma 2.3.2. Se V' é un A-modulo di dimensione finita ammette serie di composizione.

Dimostrazione. La dimostrazione si fa per induzione sulla dimensione:
Per il passo base abbiamo che se V' ha dimensione 1 ¢ irriducibile per 'Esempio [2.3.1] e
dunque ammette serie di composizione data da:

0=WwcCcW=VW

Per il passo induttivo assumiamo che ogni A-modulo di dimensione < n ammette serie
di composizione. Assumiamo ora che V abbia dimensione n. Se é irriducibile si con-
clude come prima altrimenti V' ammette sottomodulo non nullo. Prendiamo quello di
dimensione massima, esso sara massimale dunque V/U sara irriducibile. Ora per ipotesi
dimg (U) < dimg (V) quindi per ipotesi induttiva U ammette serie di composizione:

ocuycCc---CcU,=U
allora per 'osservazione precedente la seguente € una serie di composizione per V:

octu,Cc---CclUy,=U0cCV
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Proposizione 2.3.1. Sia V un A-modulo. Se V' ammette una serie di composizione
anche U sottomodulo di V' la ammette.

Dimostrazione. Sia 0 C V) C --- C V,, = V una serie di composizione per V. Conside-
riamo:

ocvinUc---cV,nU=U

dove vi possono essere delle ripetizioni.
Se valutiamo V; NU/V,_yNU =V, NnU/(V;NU)NV;_; in quanto V;_; C V; e usando il
Teorema 2.2.1] si ha:

VinU/(V;nU)NViey 2 Vi + (VinU) Viey S ViV

quindi V; NU/V;_; N U ¢ irriducibile o nullo. Se eliminiamo le ripetizioni abbiamo una
serie di composizione. O

Siano

oO=VWwcwWc.---cV,=V
O:WOCW1CCWm:V

due serie di composizione per V. Esse si diranno equivalenti se e solo se n = m ed esiste
o € S, tale che V;/V;_1 = W) /Wo(—1 per ognii =0,...,n.

Teorema 2.3.1 (Teorema di Jordan-Hélder). Se un A-modulo V- ammette serie di
composizione, sono tutte equivalents

Dimostrazione. Per la dimostrazione si veda a |[Karl8, Theorem 3.11]. O]

Questo Teorema di fatto ci dice che i fattori di composizione di un modulo dipendono
solo dal modulo stesso e ci permette anche di dare la seguente definizione:

Definizione 2.3.3. Sia V' un A-modulo, indichiamo con (V') la lunghezza di V' che
definiamo come la lunghezza di una qualsiast serie di composizione per V', se la ammette.
Se non la ammette poniamo (V) = oco.

Per il Teorema di Jordan-Holder tale definizione € ben posta.

Proposizione 2.3.2. Sia V un A-modulo di lunghezza finita e U un suo sottomodulo,
allora valgono 1 sequenti risultats:

1. VJU ammette serie di composizione
2. Esiste una serie di composizione con U come termine e (V) = 1(U) + I(V/U).
3. UU)<UV)eseU#V allora l(U) < (V)
Dimostrazione. Per la dimostrazione rimandiamo a |[Kar18|, Proposition 3.17]. [
Abbiamo visto nell’Esempio [2.2.3] che il seguente ¢ un morfismo di moduli.
Oy A=V

a +— av

con v fissato. Il kernel di tale applicazione ¢ Anny(v) = {a € A : av = 0} dunque si ha
che: A/Anny(v) = Av. Usando dunque il Lemma si ha il seguente:
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Lemma 2.3.3. Sia S un A-modulo irriducibile, allora per ogni s € S — {0} si ha S =
A/Ann,(S).

Veniamo dunque ad uno dei teoremi importanti di questa sezione.

Teorema 2.3.2. Sia A una K-algebra che ammetta serie di composizione come A-
modulo regolare. Allora ogni A-modulo irriducibile compare come fattore di composi-
zione.

Dimostrazione. Per il lemma precedente se S ¢ un A-irriducibile & isomorfo A/l per
qualche sottomodulo I di A. Ma per la Proposizione esiste una serie di composizione
con I come termine; essendo A/I irriducibile, I ¢ massimale, ma allora ¢ il penultimo
termine della serie di composizione e quindi A/I & un termine della serie di composizione.
Per il teorema di Jordan-Holder si conclude. O]

Dunque se conosciamo una serie di composizione per ’algebra A conosciamo tutti i
suoi irriducibili, in particolare questi sono in numero finito.

Esempio 2.3.3. Abbiamo visto una serie di composizione per l'algebra M, (K) nell’E-
sempio[2.3.9, Concludiamo che a meno di isomorfismo Uunico M, (K )-modulo irriduci-
bile ¢ K.

Teorema 2.3.3. Sia A = A; x --- x A, una K-algebra. Gli A-moduli irriducibili sono
gli A;-moduli irriducibili visti come A-moduli.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a |[Karl8, Corollary 3.31]. O]

Esempio 2.3.4. Sia A = M,,,(K) x --- x M, (K). Allora A ha r moduli irriducibili
ovvero i K™.

Teorema 2.3.4 (Lemma di Schur). Siano S,T A-moduli irriducibili. Sia ¢ : S — T
un morfismo di moduli. Allora si ha:

1. ¢ =0 oppure ¢ é un isomorfismo.
2. se S =T finito dimensionali e K ¢ algebricamente chiuso allora ¢ = \idg
Dimostrazione. 1. Sia ker(¢) che im(¢) sono sottomoduli, da cui si conclude.

2. ¢ : S — S ammette autovalore A essendo il campo algebricamente chiuso quindi
esiste v € S tale che: ¢(v) = Aidg. Dunque ¢ — \idg ha kernel non banale e dunque
per la prima parte si conclude.

O

Introduciamo ora la fondamentale nozione di semisemplicita.

Definizione 2.3.4. Sia V un A-modulo non nullo. V' é detto semisemplice se e solo se
¢ somma diretta di sottomoduli irriducibili. Cioé esistono sottomoduli irriducibili S; con

1 € I tale che:
icl

Vediamo alcuni esempi:
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Esempio 2.3.5. 1. Ogni modulo irriducibile ¢ semisemplice.

2. Se A = K allora dire che V' & semisemplice ¢ equivalente a dire che ammette una
base, in tal senso la nozione di semisemplicita generalizza la nozione di base di uno
spazio vettoriale.

3. Abbiamo visto che l'algebra M, (K) = C1&- - -&C,,. Dunque M, (K) é semisemplice.
Enunciamo di seguito due risultati importanti.
Teorema 2.3.5. Sia V un A-modulo, allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. Ogni sottomodulo U di V' ammette complemento, ovvero esiste C' sottomodulo tale

che:
V=UagC

2.V e semisemplice

3.V & somma di sottomoduli irriducibili.
Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a |[Karl8, Theorem 4.3| O
Proposizione 2.3.3. Sia A una K-algebra, valgono le sequenti:

1. Sia ¢ : S — V un morfismo di moduli con S irriducibile, allora ¢ é nulla o im(¢)
¢ irriducibile ed isomorfa ad S.

2. Sia ¢ 'V — W un isomorfismo di moduli, allora V & semisemplice se e solo se W
lo e.

3. Tuttr © sottomoduli e 1 quozienti di moduli semisemplici sono semisemplici.

4. Se (Vi)ier & una famiglia di A-moduli non nulli allora @, V; ¢ semisemplice se e
solo se ogni V; lo e.

Dimostrazione. Per la dimostrazione rimandiamo a |[Karl8, Corollary 4.7]. O

Definizione 2.3.5. Una K-algebra A si dice semisemplice se e solo se lo ¢ come A-
modulo regolare.

Abbiamo gia visto che ad esempio M, (K') ¢ semisemplice.
Osserviamo che se A & semisemplice allora ¢ somma diretta di un numero finito di
sottomoduli irriducibili. Infatti per definizione: si ha A =&, ; S; e si ha 14 € A quindi
esistono 4y, ...,4; tali che 14 € Z§:1 S;, ma A = Al quindi A C Z?Zl S;, ma allora

A= Z?:l S;,- In particolare A ha una serie di composizione data da:
ocsS,cS,eS,c---CA

dunque in particolare gli irriducibili che compaiono nella somma diretta sono tutti e soli
gli A-moduli irriducibili a meno di isomorfismo.
Vediamo ora la seguente fondamentale proposizione:
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Proposizione 2.3.4. Sia A una K-algebra allora le sequenti sono equivalenti:

1. A ¢é semisemplice

2. Ogni A-modulo non nullo é semisemplice.

Dimostrazione. 2 = 1) ¢ immediato. 1 = 2) Sia V' un qualsiasi A-modulo non nullo.
Sia {v; € V i € I} una base di V.

Consideriamo: €, ; A cioé mettiamo insieme tante copie di A quanti indici in [ e
definiamo:

iel

v PA-V

3
(ai)iel — Z a;v;
i

Tale applicazione ¢ ben definita perché @, A contiene tuple con al pitt un numero finito
di elementi non nulli. Essendo {v;} una base ¢ ¢ suriettiva quindi per il Teorema [2.2.1]
si ha V = P, A/ ker(¢)). Ma allora per la Proposizione V' ¢ semisemplice. O

Vale il seguente fatto.
Proposizione 2.3.5. Siano A, B K-algebre. Allora:

1. ¢ : A — B un morfismo di algebre suriettivo, allora A é semisemplice se e solo se
B lo é.

2. Se A= B allora A é semisemplice se e solo se B lo é.
3. Ogni algebra quoziente di A semisemplice & ancora semisemplice.
Dimostrazione. Per la dimostrazione rimandiamo a |[Karl8, Corollary 4.12]. O

Concludiamo ora la seguente sezione con il seguente corollario.

Corollario 2.3.1. Siano Ay,..., A, K-algebre e sia A = Ay x --- x A,.. Allora A ¢
semisemplice se e solo se ogni A; lo é.

Dimostrazione. =) m; : A — A; ¢é suriettiva quindi per la proposizione precedente si
conclude.

<) Siae; = (0,...,14,,...,0) e M; := €M che si possono vedere come A;-moduli dunque
sono semisemplici. A questo punto si pud mostrare che sono semisemplici anche come A-
moduli da cui M = M;&- - -@ M, é semisemplice. Si conclude poi in quanto ¢ immediato
I'isomorfismo fra M e A. O]

2.4 Rappresentazioni di Gruppi e Teorema di Maschke

Introduciamo in questa sezione la nozione di rappresentazione di un gruppo. Richiamia-
mo che KG é l'algebra gruppo introdotta nella Definizione [2.1.2]

Definizione 2.4.1. Sia G un gruppo. Una K -rappresentazione di G ¢ un morfismo di
gruppi p : G — GL(V) dove V' é un K-spazio vettoriale.
Una K -rappresentazione matriciale ¢ un morfismo: p : G — GL,(K).
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Vogliamo mostrare che dare una rappresentazione per 'algebra gruppo di G su K ¢
equivalente a dare una K-rappresentazione del gruppo.

Proposizione 2.4.1. Sia G un gruppo e K un campo.

1. Ogni p: G — GL(V) st estende a 0, : KG — Endg (V') dove 8, é data da:

Z Qgg = Z agp(9)

2. data 0 : KG — Endg(V), la sua restrizione a G ¢ una K-rappresentazione di G.

Dimostrazione. 1. 6, ¢ lineare per costruzione. Per verificare che si preserva il pro-
dotto ¢ sufficiente valutarlo sulla base data da G-

0,(ab) = p(ab) = p(@)p(b) = 0,(a)6,(»)
per ogni a,b € G.

2. 0 ¢ un morfismo di algebre e la sua restrizione a G risulta essere un morfismo di

gruppi.
O]

Dunque studiare le K-rappresentazioni di un gruppo G é equivalente a studiare i
KG-moduli.

Lemma 2.4.1. Sia G un gruppo finito e K un campo, siano M, N KG-moduli e f :
M — N mappa K-lineare. Definiamo:

T(f): M - N

m fo(a:_lm)

zelG

si ha che T(f) & un morfismo di KG-moduli.

Dimostrazione. La linearita deriva dalla proprieta distributiva e dalla linearita di f.
Verifichiamo su una base che I’azione di G commuta con T'(f). Sia dunque y € G, allora
si ha per ogni m € M:

T(f)ym) =Y wf(aym) = yly @) f((y 'x)'m)

zeG zeG

y ¢ fisso mentre x varia su tutto G' ma allora y~! varia su tutto G quindi posto y 'z ==
si ha:

T(f)(ym) =Y _yxf(@ 'm) =yT(f)(m)

TeG
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Lemma 2.4.2. Sia A una K-Algebra e siano M, N, N A-moduli non nulli. Siano:
j:N—-M
m: M — N’

morfismi di A-moduli tali che wo j sia un isomorfismo.
Si ha allora che j é iniettiva, ™ & suriettiva e si ha:

M =im(j) @ ker(m).

Dimostrazione. Mostriamo che im(j) Nker(r) = 0.
Sia w € im(j) N ker(mw). Allora per ipotesi w = j(n) con n € N e w(w) = 0 ovvero
7m(j(n)) =0 ma 7o j é un isomorfismo quindi w = 0.
Mostriamo ora che M = im(j) + ker (7).
Sia ¢ : N' — N l'inversa di wo j. Allora mo jo ¢ =idy:. Sia w € M. Si ha chiaramente
che:

w=(jopom)(w)+ (w—(jogom)(w))

Il primo termine é nell’immagine di j. Per il secondo si ha:

T(w—(jogom)(w)) =m(w) — (7o jo¢m)(w) =m(w) —m(w) = 0.
Dunque si conclude. O
Siamo ora in grado di dimostrare il fondamentale teorema di Maschke.

Teorema 2.4.1 (Teorema dei Maschke). Sia K un Campo e G un gruppo finito,
allora lalgebra gruppo KG ¢ semisemplice se e solo se char(K) 1 |G|

Dimostrazione. <) Sia W un sottomodulo di KG. Mostriamo che ammette comple-
mentare. Come K-Sottospazio vettoriale sicuramente esiste V' sottospazio tale che
W eV = KG. Sia f il proiettore su W e poniamo v : KG — W definita da:

1

v = @T(f)

Tale applicazione ¢ ben definita perché char(K) 1 |G| ed ¢ un morfismo di moduli per il

Lemma 2.4.7]

Usiamo ora il Lemma con M = KGe N=N' =W, conm = e jlinclusione di
W in KG.

Mostriamo che v o j = idy e quindi é un isomorfismo:

. 1 _
(0 )w) =1(w) = 7 > gf(g™ w)
geG
Essendo W un sottomodulo si ha g~'w € W quindi essendo f il proiettore su W si ha

flg7'w) = g7'w e quindi:

Posto C' = ker(7) si conclude:



=) Sia KG semisemplice e sia w =Y _, g € KG. Si ha che zw = w per ogni z € G da
cui si ha che: U = span(w) ¢ un sottomodulo. Per semisemplicita esiste un sottomodulo

C tale che KG=U & C.
Siano u € U, ¢ € C tali che 1x¢ = u + ¢. Si deve avere u # 0 altrimenti KG = KGc C
C # KG essendo U non nullo. Dunque v = Aw con A € K. Si ha ora:

w2:(Zg)w:glw+---—|—gnw:w+---+w=|G|w
geG

Ma ora:
w=wlgg = wAw + wc

Ma we € UNC = 0 quindi w —wAw = 0, percio wAw = Mw? = \|G|w quindi w = \|G|w
con w # 0 quindi deve essere che |G| # 0 in K ovvero:

char(K) 1 |G|.
[

Enunciamo ora un teorema estremamente utile per classificazione delle algebre semi-
semplici.

Teorema 2.4.2 (Teorema di Artin-Wedderburn). Sia A una K-algebra semisem-
plice con K algebricamente chiuso. St ha allora che:

A= M, (K)x---x M, (K).

Tale decomposizione & detta decomposizione di Artin-Wedderburn. In particolare ci sono
r A-moduli irriducibili di dimensioni: nq,...,n,.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a |[Karl8, Corollary 5.11]. O

Vediamo alcune conseguenze di questo teorema e del teorema di Maschke. Mettiamoci
nel caso in cui K = C quindi di caratteristica 0 (che quindi soddisfa le ipotesi del
teorema di Maschke) e algebricamente chiuso. Sia CG = M,,, (C) x --- x M, (C) la sua
decomposizione di Artin-Wedderburn.

Teorema 2.4.3. Sia G un gruppo finito allora si ha:
1. L’algebra CG ha k CG-moduli irriducibili di dimensione: nq, ..., ng.
2. |G| = Zf:l n
3. G ¢ Abeliano se e solo se tutti 1 CG-irriducibili sono di dimensione 1.
Dimostrazione. 1. Segue dal Teorema [2.4.2
2. Segue dal fatto che CG ha dimensione |G].

3. Segue dal fatto che M, (K) ¢ abeliano se e solo se n = 1.
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Vediamo ora in che modo possiamo ottenere informazioni sulla decomposizione di
Artin-Wedderburn a partire dal gruppo dato.
Dato un gruppo G definiamo il commutatore come: [z,y] = xyz~'y~!. Sia G’ il sotto-
gruppo di G generato da elementi della forma [x,y]. Valgono i seguenti fatti per i quali
rimandiamo a [Her10].

1. 4G
2. se G/G" ¢ abeliano e se G/N ¢ abeliano allora G’ C N.
Vediamo ora il seguente risultato:

Corollario 2.4.1. Sia G finito allora il numero di CG-moduli irriducibili di dimensione

1 ¢ dato da |G/G'|.

Dimostrazione. Sia V un CG-modulo di dimensione 1. Allora mostriamo che G’ vi agisce
banalmente; sia n € G’ tale che n = [z, y]. Esistono «, 5 € C tali che:

r-v=av y-v=_[pv

Dove con il punto si indica 'azione del gruppo e senza il prodotto per scalare. Allora si
ha che n-v = aBa~!f~'v = v. Perché C & un campo.

Per i Teoremi di Omomorfismo 2.2.1] si ha che i CG-moduli di dimensione 1 sono in
biezione con i CG/G’-moduli di dimensione 1. Ma, essendo G/G" abeliano, per Teorema

2.4.3 segue che tutti gli irriducibili hanno dimensione 1 e che, quindi, |G/G/| = & ¢

IG7|
uguale al numero di irriducibili di dimensione 1.

Sia C' una classe di coniugio di G gruppo finito. Poniamo ¢ = decg € KG.
Definiamo ora il centro di un algebra A come: Z(A) :={z € A|za =ax Va € A}. Si
vede facilmente che Z(A) ¢ un sottospazio vettoriale di A.

Proposizione 2.4.2. Sia G finito e K un campo. Allora ¢ al variare delle classi di
congugio formano una K-base del centro Z(KG).

Dimostrazione. Intanto per ogni = € GG si ha, essendo C' classe di coniugio:
rexT T = E rgr T = E y==c
gel yeC

quindi z¢ = ¢z e sta dunque in Z(KG). Ogni g sta in un’unica classe di coniugio da cui
segue che i ¢ sono linearmente indipendenti. Mostriamo che generano il centro.

Sia w € Z(KG) allora si ha che w = ) _. o, in quanto G ¢ base di KG. Essendo w
nel centro si ha che w = gwg™! e quindi:

—1
w = E QL grg " = E Qg—1ygY-
zeG yeG

Essendo le somme su tutto GG confrontando i coefficienti si ottiene che o, = ay-1,, quindi
i coefficienti sono costanti sulle classi di coniugio e quindi raccogliendo si ha:

W = g Q.C.
c
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Teorema 2.4.4. Sia G un gruppo finito e CG = M, (C) x --- x M,, (C) la sua decom-
posizione di Artin-Wedderburn. Allora k é uguale al numero delle classi di coniugio.

Dimostrazione. 1l centro di CG ha dimensione data dal numero di classi di coniugio come
visto nella proposizione precedente. Sapendo che Z(M,(K)) = {\id : A € K} (quindi
ha dimensione 1) si ha che il centro di CG = M,,,(C) x --- x M, (C) ha dimensione k
da cui la tesi. O

Esempio 2.4.1. Notiamo intanto che ogni gruppo G ha una K-rappresentazione ba-
nale data dal morfismo che manda tutti gli elementi del gruppo nel identita del campo
K. Tale rappresentazione ha dimensione 1. Inoltre con la Definizione abbiamo
(per definizione di K-rappresentazione) un altra rappresentazione di dimensione 1 su
C che chiamiamo rappresentazione segno. Dato che |S3| = 6, usando il Teorema%
st conclude che ci sono tre CS3-moduli irriducibili a meno di isomorfismo che hanno
dimensione rispettivamente 1,1, 2.

2.5 Prodotto Tensoriale, Rappresentazioni Ristrette ed
Indotte

Introduciamo in questa sezione il prodotto tensoriale fra spazi vettoriali.
Diamo la seguente definizione preliminare:

Definizione 2.5.1. Siano V,U,W dei K -spazi vettoriali. Sia
o:VxU—->W

una funzione. Diremo che ¢ é bilineare se e solo se é lineare su entrambi @ fattori.

Consideriamo ora, conservando le notazioni della definizione precedente, un altro
spazio vettoriale X. Consideriamo il seguente diagramma commutativo:

x —L w

1 4

V xU

dove ¢ ¢ bilineare e f ¢ lineare. Si vede facilmente che sotto queste ipotesi f = f o ¢
¢ bilineare. A questo punto ¢ naturale chiedersi se esiste uno spazio vettoriale X che
permetta di fattorizzare nel modo descritto sopra tutte le funzioni bilineari da V' x U a
W in modo unico. Tale spazio esiste ed ¢ il prodotto tensoriale V ®x U che indicheremo
anche con V ® U se non ci sono ambiguita sul campo. Fissiamo dunque il campo K e
consideriamo come X lo spazio vettoriale generato dai simboli v ®uconv € V eu € U.
Consideriamo adesso il sottospazio vettoriale di X generato da: (v;4vy)R@u—v1@U—1s®u,
V(U @ug) —v @ up — v Uy, (M) @u— Av®u) ed infine v ® (A\u) — AM(v ® u) al
variare di vy, v9,v € V, uj,us,u € U e A € K. Indichiamo tale sottospazio con Y.

Definizione 2.5.2. Definiamo il prodotto tensoriale di due spazi vettoriali V,U sul campo
K come:
VegkU:=X/Y
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Mostriamo adesso il seguente teorema.

Teorema 2.5.1. Siano V,U,W K -spazi vettoriali. Sia
o:VxU—=-VU

(v,u) »Vv®u

e sia f:V xU — W un applicazione bilineare. Allora esiste un unica applicazione
lineare F':' V@ U — W che fa commutare il sequente diagramma:

VeU —L2sw

1 4

V xU

Dimostrazione. Intanto per definizione di V' ® U I'applicazione ¢ ¢ bilineare.
Definiamo F' su un insieme di generatori:

Flo@u) = f(v,u)

Essendo definita su un insieme di generatori tale applicazione si estende per linearita a
tutto V ® U ed é ben definita essendo f lineare e ¢ bilineare. Inoltre ¢ chiaro che faccia
commutare il diagramma sopra. Per I'unicita si rimanda a [Eti+11]. O

Si puo mostrare che se {v; | i € I} ¢ una base di V e {u; | j € J} ¢ una base di U
allora: {v; ® u; | i € I,j € J}. Diamo ora una definizione utile:

Definizione 2.5.3. Siano V,U K -spazi vettoriali, diremo che x € V ®x U & decompo-
nibile se e solo se esistonov € V ewu € U tali che x = v Q@ u.

Si vede facilmente che non tutti gli elementi di V ®x U sono decomponibili, tali ele-
menti sono detti indecomponibili.
Torniamo adesso ai moduli, in particolare al caso di KG-moduli con G un gruppo. Se
H < G abbiamo visto nell’Esempio [2.1.3| che K H ¢ una sottoalgebra di KG dotato
dunque di un morfismo di inclusione. Pertanto se V' ¢ un K G-modulo, possiamo otte-
nere un K H-modulo semplicemente restringendo 1’azione a K H. Tale operazione sulle
rappresentazioni prende il nome di restrizione. Siamo interessati alla costruzione inversa
che prende il nome di induzione. Vogliamo cio¢ dato un K H-modulo W ottenere un
KG-modulo. In particolare vorremmo una costruzione che soddisfi una proprieta uni-
versale simile a quella vista per il prodotto tensoriale. Partiamo dunque costruendo il
prodotto: KG ®x W e definiamo una struttura di KG-modulo con la seguente azione:

r-(gRw):=rg@w

conz, g GeweW.
Poniamo ora H = span{gh®@w —g® hw | g € G, h € H,w € W}. Definiamo il modulo
indotto come KG @y W := (KG @k W)/H e introduciamo la notazione:

gy w:=gRQw+ H.
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Sia ora T un insieme di rappresentati del quoziente (di insiemi) G/H, ovvero tale che
G = |l,ep tH. Sipuo vedere (|[Karl8|) che se W ¢é finito dimensionale e {wy,...,wpy,} é
una sua base allora:

{t@upw; |teT,i=1,...,m}

¢ una base di KG @y W. Vediamo ora anche il seguente fatto:

Proposizione 2.5.1. Sia K un campo, G un gruppo finito e H < G allora se W & un
K H-modulo finito dimensionale si ha che é isomorfo al sottomodulo Wy := span{1®yw; |
i=1,...,m} ristretto ad un KH-modulo, dove {wy,...,wy,} & una base di W.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a [Karl8, Lemma 8.14] O

Vogliamo mostrare che tale costruzione soddisfa davvero una proprieta universale
simile a quella del Teorema [2.5.1]

Teorema 2.5.2. Sia K un campo, G un gruppo finito e H < G. Sia W un K H-modulo
finito dimensionale e M un qualsiasi KG-modulo.
Consideriamo:

oW —=>KGoyg W
w— 1w

e sia f: W — M un morfismo di KH-moduli dove consideriamo la restrizione di M a
K H-modulo. Allora esiste un unico morfismo di KG-moduli

F:KGegW =M

che fa commutare il sequente diagramma:

KGoygW —E 5 M
o~
w

Dimostrazione. Intanto ¢ ¢ un morfismo di K H-moduli (considerando KG @y W ri-
stretto ad un K H-modulo). Infatti

d(h-w)=10ghw=hRw="h-o(w).

Definiamo ora F' su una base come: F(t ®y w;) =t - f(w;). In questo modo F' risulta
essere un morfismo di K G-moduli ed é I'unico che fa commutare il diagramma. O]

Vediamo ora un caso particolare che pero ci sara utile in seguito.

Definizione 2.5.4. Sia G un gruppo e K un campo. La K-rappresentazione banale ¢é il
morfismo di gruppi:

¢ : G — GL(K)
g'-)IdK
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Naturalmente tale rappresentazione da luogo ad un K G-modulo di dimensione 1 che
chiameremo nel seguito modulo banale.
Consideriamo ora la seguente situazione: sia G un gruppo finito e H < . Sia poi H =
{1 H,...,gLH} un insieme completo di laterali. Indichiamo KH il K-spazio vettoriale
generato da H come base. Possiamo dotarlo della struttura di K G-modulo con ’azione:

g-(g:H) = gg:H

Vogliamo mostrare che questo ¢ in realta un caso particolare di induzione.

Teorema 2.5.3. Sia G un gruppo finito, K un campo e H < G. Sia W = K 1l
K H-modulo banale. Allora st ha che:

KGoy K= KH
come KG-moduli.

Dimostrazione. Unabase di KGRy K édatada: {g1®y1, ..., g.®1} allora applicazione
9i®p 1 +— g;H da lisomorfismo di moduli cercato infatti: gg; € G quindi si trova in unico
laterale g;H cioé gg; = gjh per qualche j =1,...,k e h € H. Quindi: ¢g-(¢; @y 1) =
99i ®g 1 =9; ®h-1=g; ®1. Analogamente si mostra che g - (¢,H) = g;H da cui si
conclude. O]

35



Capitolo 3

Rappresentazioni Irriducibili del
Gruppo Simmetrico Sy,

In questo capitolo giungiamo al risultato centrale della tesi ovvero arriviamo ad indi-
viduare i CS,-moduli irriducibili cosa che permette in questo caso di poter classificare
tutti i CS,-moduli, daremo anche una descrizione concreta di questi moduli utilizzando
i diagrammi di Ferrer.

Per i contenuti di questo capitolo, dove non esplicitamente indicato diversamente, si
rimanda a [Sag01|, in cui si possono trovare eventuali approfondimenti.

3.1 Sottogruppi di Young, Tableaux, Tabloidi

L’obbiettivo di questa sezione ¢ introdurre i CS,-moduli M* (Definizione [2.2.1)). In-
troduciamo prima un po’ di notazioni e definizioni per quanto riguarda le partizioni
(Definizione [1.2.7)).

Introduciamo la notazione |A| = 22:1 Ai, quindi se A F n si ha |A\| = n. Possiamo
visualizzare le partizioni nella maniera seguente:

Definizione 3.1.1. Sia A = (Ay,..., \) b n. Il diagramma di Ferrer o forma di A ¢é
un array di n punti disposti in | righe allineate a sinistra, con \; punti nella riga i, per
1<t <.

Diremo che il punto che si trova sulla riga i e sulla colonna j ha coordinate (3, j).
Possiamo anche usare delle celle al posto dei punti. Ad esempio la partizione A = (3,3, 1)
ha come diagrammi di Ferrer i seguenti:

[ ] [ ] ®
o o o oppure
[ L1

Ricordiamo che se T' é un insieme, indichiamo con St 'insieme delle biezioni da T" in T’
1.1.1} Siamo ora in grado di definire i sottogruppi di Young.

Definizione 3.1.2. Sia A = (A\1,...,A\) Fn. Il corrispondente sottogruppo di Young di
Spé:
Sx= S{L---,Al} X S{A1+1 ..... Mg} X oo X S{n—kl—&-l ..... n}
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Vogliamo ora mostrare che questo é effettivamente isomorfo ad un sottogruppo di S,

Proposizione 3.1.1. Sia A = (\y,..., \) F n. Allora il sottogruppo di Young Sy & un
sottogruppo di S,,.

Dimostrazione. Notiamo intanto che Spx, 4...yx+1,. .0 +-4r4 ) Perogni i =1,...,1 ¢ un
sottoinsieme di 5,,. La composizione di due sue permutazioni ¢ ancora una permutazione
in esso. Pertanto tale sottoinsieme ¢é chiuso rispetto al prodotto di S,, ed essendo finito
é un sottogruppo per il Lemma [1.1.1]

Consideriamo ora 'insieme:

H =Sq, S+t a4xe) - Stnenttn} = AMT2 .M im0 € Spiay -+ T € S{nent1,..n)

I singoli termini di tale prodotto commutano in quanto agiscono su insiemi disgiunti.
Cio garantisce il fatto che tale sottoinsieme sia un sottogruppo.
Si mostra facilmente sfruttando la commutativita che la mappa:

(bZS)\—>H

(1, ..o, m) > T T

¢ un isomorfismo di Gruppi. O

Noi sappiamo per il Teorema [2.4.3| che ci sono tanti CS,-moduli irriducili quante le
classi di cogniugio di S,, ovvero tanti quanti le partizioni di n, come visto nel Teorema
1.2.3l Pertanto l'idea ¢ partire dai sottogruppi di Young e dalla loro rappresentazione
banale ed indurla ad un CS,,-modulo. introduciamo la seguente notazione per indicare

Sh,
I'induzione della rappresentazione banale di S, a un CS,-modulo: 1 1. Una volta

S
ottenute queste rappresentazioni vogliamo cercare al loro interno l'irriducibile associato

alla partizione A. Richiamiamo che se 'insieme {mS), ..., mS\} & un insieme completo

di laterali allora lo spazio vettoriale V* = C{m. S, ..., mS\} con I'azione di S, data da:
Sn,

7 (mSy) = (7m;)Sy diventa un C S,-modulo isomorfo a 1 1 come visto nel Teorema
S

2.5.3l Vogliamo adesso dare una descrizione piti concreta del modulo V* introducendo i

tableaux ed i tabloidi.

Definizione 3.1.3. sia A = n. Un tableau di Young di forma A, & un array t ottenuto
sostituendo @ punti del diagramma di Ferrer di A con © numert 1,...,n bigettivamente.

Indicheremo con t; ; l'entrata (4, j) del tableau t. Un tableau di Young di forma A
viene anche denotato con t*. Alternativamente scriveremo sh(t) = X. Chiaramente per
ogni A F n ci sono n! tableaux. Vediamo un esempio per capire meglio.

Esempio 3.1.1. Sia A = (2,1) allora i possibili tableauz di forma A sono:

1 2 21 1 3 31 2 3 3 2
3 3 2 2 1 1

Definizione 3.1.4. Sia A\ n, due A-tableauz t1,ty si diranno equivalenti per righe, e in
tal caso scriveremo t, ~ ty, se e solo se le righe corrispondenti deir due tableaux hanno
gli stessi elementu.
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Proposizione 3.1.2. La relazione introdotta fra A\-tableaux di essere equivalenti per righe
¢ una relazione di equivalenza.

Dimostrazione. Siano tq,ts,t3 dei A-tableaux. Certamente ogni A-tableaux ha in ogni
riga gli stessi elementi di se stesso, analogamente se t; ~ t5,1; e o hanno gli stessi
elementi sulle righe corrispondenti quindi si ha anche ty ~ t;. Infine, se t; ~ t5 e ty ~ t3
allora t; ha su ogni riga corrispondente gli stessi numeri di ¢5 che ha gli stessi numeri su
ogni riga corrispondente di ¢3 quindi anche ¢; e t3 hanno su ogni riga corrispondente gli
stessi numeri pertanto t; ~ t3. Cio conclude la dimostrazione. O

Definizione 3.1.5. Un tabloide di forma X o A-tabloide é:

(th={t; 1 t; ~t}

con sh(t) = \.
Per rappresentare un tabloide separeremo le righe del diagramma di Ferrer di un suo
rappresentante con delle linee.

Vediamo anche qui un esempio con la partizione dell’Esempio [3.1.1

Esempio 3.1.2. consideriamo:

allora si ha che:

0-{3% 31}

Se A = (A1,...,A) F n allora ogni tabloide contiene \!...\/! := Al tableaux. Quindi
il numero di A-tabloidi ¢ n!/Al. Vogliamo ora definire un’azione di S, sui tableaux e sui
tabloidi. Sia 7 € S,e t = (¢; ;) un A-tableaux con A I n allora poniamo:

Tt = (7(ti;))

quindi ad esempio:
1 2 2 3
(17 27 3) 3 - 1

Lemma 3.1.1. Sia A Fn, sia {t} un X -tabloide, e sia w € S, allora l’azione:

m-{t} = {nt}
¢ ben definita.

Dimostrazione. Bisogna mostrare che se {t} = {t'} allora {7t} = {nt'}. Se = permuta
solo elementi nelle righe allora {7t} = {t} e {#xt'} = {¢'} quindi abbiamo quello che
vogliamo. Assumiamo ora che 7 scambi i numeri a, b che si trovano rispettivamente sulle
righe 41,49 di {t} e {t'} (cio ha senso perché hanno le righe corrispondenti con gli stessi
numeri) allora per definizione la permutazione mandera a nella riga i di entrambi e b
nella riga 7;. Quindi i due tableaux rimangono equivalenti visto che cid vale per ogni
coppia di numeri che vengono scambiati fra due righe distinte. O]
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Consideriamo ora lo spazio vettoriale:

M = C{{tl}> T {tk}}

dove i {t;} formano un insieme completo di A-tabloidi con A - n. Grazie al Lemma [3.1.1]
possiamo dotare M?* della struttura di CS,-modulo con l'azione definita sempre nel
Lemma [3.1.1} Tali moduli sono detti moduli di permutazione corrispondenti a .
Vediamo alcuni esempi per capire meglio di cosa si tratta.

Esempio 3.1.3. Sia A = (n) allora l'unico tabloide é:

1 2 ... n

pertanto M* =2 C con azione banale cioe¢ in tal caso M ¢ la rappresentazione banale.

Esempio 3.1.4. Consideriamo A = (1,1,...,1) = (1™). In questo caso in ogni classe di
equivalenza {t} vi & un solo tableau che si puo identificare mediante una permutazione
di S,. L’azione in tal caso dunque corrisponde alla moltiplicazione a sinistra pertanto si
ha:

MU = s,

dove CS,, ¢ visto come CS,,-modulo su se stesso mediante moltiplicazione a sinistra cioé
la rappresentazione regolare.

Esempio 3.1.5. Consideriamo A = (n — 1,1). Qui ogni tabloide & identificato in modo
univoco dal numero in posizione (2,1) pertanto si ha che:

M* =C"
con azione data dalla permutazione degli elementi della base.

Proposizione 3.1.3. Se A\ - n, allora M* ¢ ciclico, cio¢ esiste un \-tabloide {t} tale
che M* = CS,{t}. Inoltre si ha che M* ¢ generato da un qualsiasi A-tabloide. Infine si
ha dime(M?) = n!/)\!

Dimostrazione. La considerazione sulla dimensione deriva dal fatto che i A-tabloidi sono
n!/Al come gia osservato. Si ha invece che é ciclico perché ogni talboide si puo ottenere
da un altro mediante una qualche permutazione. O

Proviamo ora a capire meglio qual ¢ il rapporto fra il modulo V* ed M?*. Definiamo
prima di tutto il seguente A-tabloide:

1 A1

A +1 e A1t A9
{t'} = ) : :
n—>\l+1 n

Vediamo ora il seguente teorema.

Teorema 3.1.1. Sia A = (\y,...,\) Fn. Allora V* 2 M* come CS,,-moduli.
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Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che per il Teorema di Lagrange[I.1.1]la dimensione
di V* & n!/)l. Notiamo poi che I'azione di Sy lascia invariato il tabloide {t*} e se m € S,
lascia invariato {t*}, per costruzione, 7 € Sj.

Consideriamo ora |’ insieme completo di laterali {m; Sy, ..., TSy} base di V* e assumiamo
senza perdita di generalita che 7S\, = Sy quindi che 7 € S, allora i m; con i # 1 non
stanno in Sy e dunque la loro azione non lascia invariato il tabloide {#*}.

Siano ora ; # 7;, se la loro azione su {¢*} fosse uguale allora si avrebbe: m;{t*} = m,;{t*}
quindi 7 'm{t*} = {t*} cioe 7;'m € Sy quindi sono nello stesso laterale ma cio &
assurdo perché ;S # 7,5\ quindi 7;{t*} # 7;{t*} per ogni 7; # 7; dunque per ragioni
di cardinalita i 7;{t*} con i = 1,... k formano un insieme completo di A-tabloidi.

Se definiamo quindi la funzione:

¢: V= M come ¢(m;Sy) = m{t'}

e prendiamo la sua estensione lineare: per ragioni di dimensione é un isomorfismo di
spazi vettoriali.

Manca solo mostrare che ¢ anche un omomorfismo di moduli. Valutiamolo sulla base
individuata sopra; sia 7 € S, allora 7 - (m;5)) = 7m; S\ ma 7m; € S, quindi esiste un
unico laterale a cui appartiene e quindi esistono 7; per qualche j = 1,...,k e 7’ € S)
tali che mm; = 7;7" quindi si ha che:

o(rmiSy) = m{t'} = mr' {t*} = 7m {t} = 7p(m:Sy)

dove abbiamo usato il fatto che essendo 7’ € Sy, lascia invariato {t}}.
Cio conclude la dimostrazione. O

Dunque M? non é altro che I'induzione della rappresentazione banale di Sy.

3.2 Relazioni d’Ordine e Dominanza

In questa sezione introdurremo un ordine per le partizioni di n.

Definizione 3.2.1. Sia A un insieme, diremo che é un insieme ordinato se dotato di
una relazione < che soddisfa le sequenti proprieta:

1. a<a
2. Sea<beb<aalloraa=>5b

3. Sea<beb<calloraa<c

Per ogni a,b,c € A. Scriveremo anche b > a al posto di a < b. Scriveremo a < b con il
significato di a < b e a # b. Se per ogni a,b € A si ha a < b oppure b < a diremo che
< ¢ un ordine totale e (A, <) & un insieme totalmente ordinato. Se (A, <) & un insieme
ordinato e vi sono a,b € A per cui non vale né a < b né b < a allora a,b si dicono
mcomparabili.

Diamo ora la definizione a cui siamo interessati.
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Definizione 3.2.2. Siano A = (A1 ..., \) e = (..., fm) partizioni di n. Diremo
che A domina u, scritto A > u, se:

AL A >

per ognii > 1. Sei > [ (rispettivamente, i > m), allora poniamo \; = 0 (rispettivamente
pi =0).

Mostriamo che questo ¢ effettivamente un ordine per le partizioni.

Proposizione 3.2.1. La relazione di dominanza introdotta nella Definione[3.2.9 & una
relazione d’ordine sulle partizioni di n.

Dimostrazione. Sicuramente se A - n allora A > A.

Se abbiamo A\, u - nesiha A > pe p > Aallorasi ha che per ogni indice i: Ay +---+\; >
,u1+---—|-uie)\1+---—|—)\i§u1+---+uicioé)\1+---+)\i:u1+~--+uiovverol:m
e \; = j; per ogni indice 1.

Infine siano \, 4, v Fn se A > p e v > X allora si ha che per ogni indice i: A\y+---4+\; >
it evi+- -+ > A+ -+ A cioé per ogni indice i: v1+- -4y > -4 1y
ovvero v > . 0

Esempio 3.2.1. Sian =6 si ha che (3,3) > (2,2,1,1) perché 3 >2,3+3 > 2+ 2, etc.
Tuttavia (3,3) e (4,1,1) sono incomparabili in quanto 3 <4, ma 3+3 >4+ 1.

Definizione 3.2.3. Se (A, <) é un insieme ordinato e b,c € A, allora diremo che b é
coperto da ¢ (oppure ¢ copre b), scritto b < ¢ (o ¢ = b), se b < ¢ e non esiste d € A tale
che b <d < c.

Mostriamo ora il seguente fondamentale lemma.

Lemma 3.2.1. Siano t* e s* dei tableauz di forma \ e u rispettivamente. Se, per ogni
indice 1, gli elementi della riga i di s* sono tutti su colonne diverse di t*, allora \ > p.

Dimostrazione. Non siamo interessati a quale tableux stiamo usando in quanto ci inte-
ressa solo la relazione fra partizioni, dunuqe per ipotesi possiamo ordinare le entrate di
ogni colonna di t* in modo che gli elementi sulle righe 1,2, ...,7 di s* siano nelle prime
i righe di ¢*. Quindi:

M +---+ X\ = numero di elementi nelle prime i righe di t*

v

numero di elementi di s* nelle prime i righe di t*

25 i 7D

3.3 Moduli di Specht

Introdurremo in questa sezione quelli che mostreremo essere i CS,-moduli irriducibili.
Iniziamo con alcune definizioni:
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Definizione 3.3.1. Si assuma che tableau t abbia righe Ry, ..., R; e colonne Cy,...,Cy
allora:

Ry = Sg, X -+- x Sg,
Cy =S¢, X -+ xSe,

sono gli stabilizzatori-riga e gli stablizzatori-colonna di t, rispettivamente.

Con una dimostrazione analoga a quella della Proposzione si ha che R; e C}
sono sottogruppi di S,,.

Esempio 3.3.1. Sia:

W =~
ot =

allora:
R, = 5{1,2,4} X 5{3,5}
Ct = 5{3,4} X S{l’g,} X S{g}.

Si noti che {t} = Ryt. Inoltre a tali sottogruppi possiamo associare certi elementi di
CS,,. In generale infatti dato H C S,,, possiamo definire i seguenti elementi:

H+=Z7T

TeH
e
H™ = Z sgn(m)m
TeH
Poniamo
kt = Ct_

Si noti che sempre per la Proposizione se t ha colonne (1, ..., Cy, allora si ha:
ke = koykey - - ke,
Definizione 3.3.2. Set ¢ un tableau, allora il politabloide associato é
er = ki{t}.
Vediamo meglio con un esempio.

Esempio 3.3.2. Consideriamo il tabloide t dell’Esempio |3.5.1), si ha:
ke = (e = (3,4))(e — (1,5))

e quindi:

o
| =
| =
o
| o

€t =
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Il seguente lemma ci dice cosa succede ai vari oggetti appena definiti passando da t
a 7.

Lemma 3.3.1. Sia t un tableau ¢ m € S,,. Allora si ha:
1. Ry =Rt
2. Cpp =mCym!
3. ko = whky !
4. €rp = TE;.

Dimostrazione. Dimostriamo solo 1. in quanto 2. e 3. sono analoghi.

Sia o € R, per definizione cio & vero se e solo se si ha che o{nt} = {mt} visto che agiamo
solo dentro le righe. Ma per come abbiamo definito ’azione sui tabloidi cio é equivalente
a: mlom{t} = {t} ovvero n'om € R; ma cio ¢ equivalente a 0 € TR L.

Mostriamo ora 4. Si ha:

ext = km{nt} = nka Hnt} = nk{t} = e,

In particolare 4. ci dice che ogni politabloide si ottiene da una qualche permutazione di
un politabloide fissato. O

Siamo finalmente in grado di definire i moduli di Specht.

Definizione 3.3.3. Per ogni A\ - n, il corrispondente modulo di Specht, S*, ¢ il sotto-
modulo di M* generato dai politabloidi e, dove t ha forma \.

Proposizione 3.3.1. Gli S* sono moduli ciclici generati da un qualsiasi politabloide.
Dimostrazione. Segue immediatamente dal Lemma [3.3.1] [
Vediamo ora in dettaglio alcuni esempi.

Esempio 3.3.3. Sia A\ = (n). Siccome M™ ha dimensione 1 ¢ irriducibile dunque
essendo che 1 2 ... n e 8™ 8™ ¢ non nullo quindi si ha che S™ = M®™) ed ¢
wrriducibile.

Esempio 3.3.4. Sia A\ = (1) e fissiamo:

Quindi:

E allora per definizione e, = ) g sgn(o)o{t}. Usando ora il Lemma si ha che:

Ent = TEy = Z sgn(o)wo{t}

ocESh
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Ora poniamo o = T e si ha:

Ent = Z sgn(n'7)7{t} = sgn(r ') Z sgn(7)T{t}

TESH TESH

ora usando il fatto che sgn(r—') = sgn(n)) si ha che:
ent = sgn(m)e;

Cioé ogni politabloide ¢ un multiplo scalare di e; e l'azione ¢ data da we; = sgn(m)e;.
Quindi:
si™ — ¢ {es}

Con ['azione descritta sopra. Tale rappresentazione € la rappresentazione segno vista

nella Definizione

Esempio 3.3.5. Sia A = (n,n—1). Come visto nell’Esempio possz’amo identificare
i tabloidi {t} con l’elemento k in posizione (2,1) quindi poniamo:

{t} =k

Per definizione se i é l’elemento in posizione (1,1) allora si ha che e, = k — 1. Quindi
S=11) ¢ generato (a meno di riordinare la prima riga ma cio é irrilevante visto che
stiamo lavorando con i tabloidi) da: {2 — 1,3 — 1,...,n — 1} cioé:

S(”_l’l):{611+---—|—cnn:ci€(C con i=1,...,n, ¢ +--+¢, =0}

con azione data dalla permutazione degli elementi della base. Mostriamo che tale modulo
¢ irriducibile.

Sia U un sottomodulo non nullo di S Sia w € U non nullo, allora a meno di
permutazione possiamo assumere che u sia della formaw = (0,...,w;, ..., u,) conu; # 0
per ogni j = 1,i + 1,...,n. Siccome le coordinate si devono sommare a 0 ci sono
almeno due entrate non nulle quindi esiste j > i tale che u; # 0. Consideriamo ora
Uelemento v/ = u — Z—;(z,j)u Certamente v’ € U essendo U un sottomodulo ed inoltre

n—1,1)

Uentrata i-esima di v’ ¢ nulla quindi v ha un entrata in meno di w. Iterando tale
procedimento otteniamo, considerando che la somma delle coordinate deve essere nulla,
(0,...,—Up_1,Up_1) € a meno di permutazione e riscalamento abbiamo che i vettori della
base di SV ovvero: (—1,0,...,0,1,0,...,0) sono in U pertanto U = ST~V ed ¢
quindi un irriducibile di dimensione n — 1.

Esempio 3.3.6. Consideriamo S3. Dall’Esempio sappiamo che ci sono tre CSsz-
moduli irriducibili (a meno di isomorfismo) di dimensioni 1, 1, 2. Dunque in questo caso
SB) 8% @Y costituiscono un insieme completo di CSs-moduli irriducibili.

3.4 Teorema del Sottomodulo

In questa sezione mostriamo che i moduli S* costituiscono un insieme completo di CS,,-
moduli irriducili (a meno di isomorfismo).

In questa sezione quando H C S,, e H = {w} poniamo 7~ = H~. Introduciamo ora un
prodotto interno su M*.
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Definizione 3.4.1. Definiamo Uapplicazione { , ) : M* x M* — C nel seguente

modo. Su una base:
({th {s}h) = o100

Si estende poi per linearita sulla prima entrata e per antilinearita sulla seconda entrata.

Si vede facilmente che tale applicazione é non degenere ovvero: (w,v) = 0 per ogni
v € M* allora w = 0. In effetti se (w,v) = 0 per ogni v € M?* allora cid & vero per i
tabloidi della base ma allora per linearita e per definizione w ha tutte le coordinate nulle
ed é dunque nullo.

Proposizione 3.4.1. Il prodotto interno introdotto nella Definizione e CS,-
invariante, ovvero se a € CS,, e v,u € M* si ha che:

(av, aw) = (v, w)

Dimostrazione. Per linearita é sufficiente verificare la proprieta richiesta per una base di
M?> e per T € S,,.

Allora si ha: (m{t},m{s}) = 0rf1},x{s} ma 7 & una biezione quindi:

Onfiyrisy = Oy L5y = ({1}, {s})- O

Vediamo alcuni corollari di tale proposizione:

Corollario 3.4.1. Siano v,w € M» e € S,, allora si ha che:
(mv,w) = (v, 7 w)

Dimostrazione. Si ha la seguente catena di uguaglianze valide per la Proposizione [3.4.1}

(mv,w) = (x 7 v, 7 w) = (v, 7 w).

]

Corollario 3.4.2. Se U C M* ¢ un CS,-sottomodulo allora anche U+ ¢ un CS,,-
sottomodulo di M.

Dimostrazione. Per definizione u € U~ se e solo se (u,v) = 0 per ogni v € U. Si ha che:
(mu,v) = (u, 7 ') per il Corollario ma U ¢ un sottomodulo quindi 77'v € U e
quindi:

(mu,v) = (u, 7 'v) = 0.

Cioé u € U+, O
Siamo pronti per mostrare il lemma fondamentale di questa sezione:
Lemma 3.4.1. Sia H < S,, un sottogruppo, allora:

1. Sew e H, allora:
7H™ = H 7w =sgn(m)H "

O in altre parole: 7~ H™ = H™.
2. Per ogni u,v € M*,
(H u,v) = (u, H v)
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3. Se la trasposizione (b,c) € H, allora possiamo fattorizzare:
H™ = k<€ - (ba C))
con k € CS,,.

4. Set ¢ un tableau con b, c nella stessa riga di t e (b,c) € H allora:
H {t} =0
Dimostrazione. 1. La dimostrazione ¢ analoga a quella dell’Esempio per cui
ey = sgn(m)e; ovvero (moltiplicando per sgn(m)) 7~ e, = ;.

2. Usiamo il Corollario e il fatto che sgn(w) = sgn(m 1),

(H u,v) = Z(sgn(ﬂ)ﬂu, v) = Z(u,sgn(w’l)w’lw

TeH TeH

ora siccome H & un sottogruppo i 71 al variare di 7 € H ci danno tutti gli elementi
di H quindi I'ultimo termine é: (u, H v).

3. Consideriamo il sottogruppo K = {e, (b,¢)}, sia: {k1 K, ..., k, K} un insieme com-
pleto di laterali. Si ha: H = ||, kK e quindi: H~ = (>, k;)(e — (b,c)) come
richiesto.

4. Per ipotesi, (b, c){t} = {t} quindi usando il punto precedente:

H™{t} = k(e = (b,0){t} = k({t} — {t}) = 0.

Vediamo ora alcuni corollari di tale Lemma.

Corollario 3.4.3. Sia t = t* un A-tableav e s = s* un p-tableau, con X\, F n. Se
ki{s} # 0, allora A\ > p. Se A = u, allora k{s} = +e;.

Dimostrazione. Siano b, c due elementi sulla stessa riga di s*. Essi non possono essere
sulla stessa colonna di t* in quanto se cosi fosse k; = (e — (b, ¢)) e k{s} = 0 per i punti
3,4 del precedente lemma. Dunque per il Lemma |3.2.1|si ha A > p.

Se A = p allora si ha {s} = w{t} per qualche 7 € C;. Quindi usando il punto 1 del
precedente lemma si ha:

k{s} = kym{t} = sgn(m)k{t} = Le;.

Corollario 3.4.4. Se u € M* e sh(t) = u, allora kyu é un multiplo di e;.

Dimostrazione. Si ha che u = >, ¢;{s;} con s; dei p-tableaux. Allora per il corollario
precedente, kyu =) . +c;e;. O

Siamo ora in grado di mostrare il teorema del sottomodulo:
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Teorema 3.4.1 (Teorema del Sottomodulo). Sia U un CS,,-sottomodulo di M*".
Allora:
SHCU oppure U C SHE,

Dimostrazione. Sia u € U e t un p-tableau. Per il corollario precedente si ha che kyu =
fes per qualche f € C. Ci sono due casi possibili.

Se esistono wu e t tali che f # 0 allora, essendo U un sottomodulo si ha che ku € U cioé
fe; € U quindi essendo f # 0 si ha e, € U ed essendo S* cicilco si ha: S* C U. Se
invece si ha sempre k;u = 0, consideriamo u € U e dato un p—tableau ¢, usiamo la 2 del

Lemma [B.4.1]e si ha:
(u, er) = (u, k{t}) = (ku,{t}) = 0.
Quindi U C S+, O

Proposizione 3.4.2. Sia § € Homcg, (S*, M*) non nulla. Allora X\ > p e se X = p,
allora 0 ¢ la moltiplicazione per uno scalare.

Dimostrazione. Intanto 6 # 0 quindi esiste e; tale che 6(e;) # 0. Siccome il nostro
campo € C e il prodotto interno definito in ¢ non degenere si ha che M* = St @ S+
quindi possiamo definire 6 : M* — M* come: #'|g» = 0 e 0'|gn. = 0. La funzione
0" € Homeg, (M*, M*) per definizione di somma diretta di sottomoduli. A questo punto

si ha:
0#6'(e) = 0'(ki{t}) = k' ({t}) = ki Z ci{si}.

Dove s; sono p—tableaux. Per il Corollario si ha: A D> pu.
Se A = p allora usando il Corollario [3.4.4] si ha che #'(e;) = ce; per qualche scalare c.
Allora per ogni permutazione 7. Si ha:

0 (ext) = 0'(mey) = b (e) = cens.

Quindi su una base €’ & la moltiplicazione per uno scalare quindi ¢ la moltiplicazione per
scalare. ]

Teorema 3.4.2. Gli S* con A\ n formano un insieme completo di CS,,-moduli irridu-
cibili.

Dimostrazione. Intanto mostriamo che gli S* sono irriducibili. Essendo il nostro campo
C si ha che S* N S* = 0. Sia ora U C S* un sottomodulo non nullo. Sicuramente
U¢ S quindi per il teorema del sottomodulo S* C U cioé U = S*, quindi gli S* sono
irriducibili.

Mostriamo che sono a due a due non isomorfi. Se S* = S* allora Homgsg, (S*, M*) # 0
quindi per la precedente proposizione A > pu, analogamente si ha che p > A\ quindi A = p.
Dunque gli S* con A F n sono irriducibili e sono a due due non isomorfi quindi essendo
tanti quante le classi di cogniugio di S,, sono una lista completa di CS),-irriducibili. [J

Sapendo dal Teorema [2.4.1] che CS,, & semisemplice, il precedente teorema insieme
alla Proposizione [2.3.4] ci permettono di classificare tutti i CS,,-moduli, cioé¢ capire dati
due CS,-moduli V; e V5, se sono isomorfi o meno. Questo si puo vedere guardando se
hanno la stessa decomposizione in irriducibili.
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Capitolo 4

Operatori di Kraus e Gruppo
Simmetrico

In questo capitolo con gli strumenti sviluppati nei precedenti capitoli usiamo le rappre-
sentazioni dei gruppi simmetrici per ottenere delle equazioni di evoluzione dinamica per
sistemi quantistici aperti e ci soffermeremo a fare alcuni esempi in casi semplici.

Per i contenuti di questo capitolo, dove non esplicitamente indicato diversamente, si
rimanda a [Cat+21], in cui si possono trovare eventuali approfondimenti.

4.1 Introduzione e Preliminari

L’obiettivo di questo capitolo é lo studio di sistemi quantistici aperti, ovvero sistemi che
sono liberi di interagire con I’ambiente o con altri sistemi.

In Meccanica quantistica, lo Stato di un sistema chiuso ¢ dato da un raggio in uno
spazio di Hilbert separabile EI H. Ovvero da una classe di vettori [v] con v € H rispetto
alla relazione di equivalenza v ~ Av con A € C — {0}. Adottiamo in seguito la notazione
di Dirac per gli elementi di H. Considereremo solo spazi di Hilbert finito-dimensionali
di dimensione n. Un modo equivalente per descrivere un raggio in uno spazio di Hilbert
¢ mediante il proiettore sullo stato che ci interessa:

po = [v){v|/[v]].2

Tale operatore & un proiettore a traccia unitaria, autoaggiunto, definito positivo e di
rango 1 che prende il nome di matrice densita. Quando uno stato puo essere descritto
in questo modo si dice puro.

In generale la matrice densita ci permette di trattare meglio non solo il caso puro ma
anche il caso di miscele statistiche. Precisiamo meglio tale punto.

In Meccanica quantistica le probabilita intervengono su due livelli:

1. Vi é una probabilita intrinseca agli stati. Se ci limitiamo al caso finito-dimensionale
sappiamo che ogni operatore autoaggiunto ammette una base ortonormale di au-
tovettori. In Meccanica quantistica le osservabili sono rappresentati da operatori
autoaggiunti. Sia {|u,)} con n = 1,..., N una base ortonormale di autovettori

1Per la definizione si veda [CDL91|.
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dell’osservabile A con autovalori: {a,}. Se viene effettuata una misura sullo stato
|9) = >, cnluy), 1 possibili esiti della misura sono gli autovalori e la probabilita
che una misura abbia come esito a, & P(a,) = >_1* |cx|* dove i ¢, sono i coefficienti
associati agli autovettori di a, e g & la molteplicita algebrica dell’autovalore. A
seguito della misura lo stato viene proiettato sull’autospazio relativo ad a,,.

2. Vi puo essere una probabilita non intrinseca allo stato data dalla nostra conoscenza
parziale dello stato del sistema. In tal caso si dice che lo stato ¢ in una miscela
statistica in cui si puo trovare in un qualche stato: {|¢1), ..., |x)} con probabilita
rispettivamente: pi,...,pg. In tal caso [¢;) non sono per forza ortogonali mentre
per le p; essendo delle probabilita vale: Zle pi=1e0<p <1

Quando uno stato ¢ descritto da una miscela statistica é detto misto ed in tal caso la
matrice densita ¢ data da: v
p= Zpipi
i=1

dove le p; sono le matrici densita degli stati puri della miscela statistica e le p; le proba-
bilita. In questo caso p é autoaggiunto, a traccia unitaria e definito positivo ma non &
pil un proiettore.

Quando consideriamo un sistema quantistico aperto A che interagisce con ’ambiente B
si ha che lo spazio di Hilbert che rappresenta l'intero stato ¢ dato da: H = H4 ®c Hp.
Siano {e;' : i € I} e {e? : j € J} basi ortonormali di H 4 e Hp rispettivamente, allora un
generico elemento di H 4 ® Hp sara dato da: Yap = Y ic; jes aije{‘@)ef con Y |a;|? =1.
La matrice densita del sistema A é data dalla traccia parziale su B della matrice densita
totale: pa = Trp(pypay) = 2 ic(€F [Puaslel).

Un noto teorema (|[CDLI1|) ci dice che lo stato ¥ 45 ¢ decomponibile (Definizione [2.5.3)
se e solo se p4 € pura.

Per un sistema quantistico chiuso, nel caso in cui ’'Hamiltoniana H non dipenda dal tem-
po, l'evoluzione temporale ¢ data dall’operatore unitario U(t) = exp[—iHt/A] mediante:

con U(t)" & aggiunto di U(t). Per maggiori dettagli si veda |[CDL91]
La dinamica dei sistemi aperti é generata dall’equazione di Gorini-Kossakowski-Sudarshan-
Lindbland (GKLS) [Cat+21]:

N N
| 1
L(p) = =il p] — 5 > {Vj'Vip} + D _VipV],

Jj=1 J=1

dove [-,-] ¢ il commutatore, {-,-} ¢ 'anticommutatore e le V; sono operatori limitati
arbitrari (con N = 1,...,n? — 1 dove n ¢ la dimensione di H). Cio¢ la dinamica dei
sistemi aperti é governata dalla seguente equazione differenziale:

d
at = L(p).

Un approccio diverso, ma equivalente, adottato in |[Cat+21], & quello secondo cui la dina~
mica di un sistema aperto con matrice densita pa(to) = p(to) & descritto dalle cosiddette
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Mappe Universali Dinamiche (UDM), ovvero mappe lineari completamente positive E] che
preservano la traccia date da:

EK ([to,t1]) p(to — P tl ZK tl,to to)KOl(tl,to)T (41)

data una configurazione iniziale al tempo ¢ = t, espressa da p(tg). Gli operatori K, sono
detti operatori di Kraus, non dipendono dalla condizione iniziale ma solo dall’intervallo
di tempo [to,t1]. Chiameremo mappa di Kraus una qualsiasi combinazione lineare di
operatori di Kraus. Inoltre per assicurare che la traccia venga preservata si deve avere:

Z Ko (ty, to) Ka(ty, to)" = 1.

Quando gli operatori dell’Equazione (4.1)) dipendono solo dalla differenza (t; — o) e
soddisfano la legge di composizione

ER([st]) © EK([t0) = EK([s,0])

per ogni s >t > 0 ’equazione definisce un semigruppo a un parametro che é generato
da L.

Vogliamo di seguito caratterizzare la parte non unitaria della dinamica quindi poniamo
H = 0. Notiamo che le equazioni GKLS sono invarianti per trasformazioni unitarie in
quanto: p(t) — Up(t)UT,V; — UV;UT, per ogni j. Inoltre possiamo sempre diagonalizza-
re p(0) = diag(A1,...,\y) con \; > 0e A\ +---+ A, = 1. Dunque possiamo considerare
un equazione GLKS della forma:

L(p) = Z{VTV}, p}+ Z VoV

] 1

con p diagonale.
Per descrivere tale situazione prenderemo una via algebrica basata sulla teoria delle
rappresentazioni di .5,,.

4.2 Rappresentazioni di 5, e Mappe di Kraus

Vogliamo in questa sezione capire come associare mappe di Kraus ad elementi di CS,,.
Innanzitutto, in questa sezione lavoreremo con il CS,,-modulo C" con azione data dalla
permutazione degli elementi della base canonica visto nell’Esempio [3.1.5 A tale CS,,-
modulo corrisponde la seguente rappresentazione unitaria su C di .S,,:

X : Sy = GL,(C)

o— R,

2Con completamente positivo intendiamo che la mappa Kiiy,1,] ® 1p ¢ definita positiva per ogni
estensione di H4 ad Ha @ Hp.
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Con R, data da:

0 altrimenti.

(R,)is — {1 se a(j) = 1.

Sappiamo in particolare dalla Proposizione e dal Teorema che tale rappre-
sentazione ¢ semisemplice e ha come sottomodulo irriducibile quello visto nell’Esempio
3.3.5l Notiamo che se identifichiamo C" con D, (C) 'azione di S,, ¢ data da:

g - diag(Al, cey )\n) = dia,g()\g(l), ey )\g(n))

Definiamo ora una dipendenza temporale: per ogni o € S,, scegliamo delle funzioni lisce
¢ (t) per t € [0,+00) e a valori in C e consideriamo la mappa:

[0,400) 3t Y c,(t)o € CS,
O'ESn
Se guardiamo all’operatore ottenuto mediante x si ha che

D (ca)Ry)(co(t)Ry)T = Y co(t)er(t) RoRE = () co(t)T(t))1d,

0ESn 0€Sh o€Sh

Dove ¢, (t) ¢ la funzione complessa coniugata. Quindi se:

> ety =1 (4.2)

UESn

dove 1 ¢ la funzione costante uguale ad 1 si ha che ) o c,(t)o agisce su D,(C),
mediante y, come un operatore di Kraus. Serve comunque avere la completa positivita
e la condizione temporale.

Dato un sottogruppo S di \S,, vi associamo:

Ks = gt)ld, + () S R,

ogeS

aw=¢§p+aﬂ—mﬂ>ﬂwzdﬁﬂ—rw

con |S| ordine del sottogruppo, si ha che Kg soddisfa la condizione (4.2]). Vedremo che
da origine proprio ad un operatore di Kraus. Tale operatore da origine all’equazione di
evoluzione data da:

Fioy(p(0)) = p(t) = g*(1)p(0) + f2(£) Y Rep(0) R

c€eS

dove:

Dati due sottogruppi S, T diremo che Kg, K7 sono equivalenti, e in tal caso scriviamo
Ks = K7, se danno origine alla stessa evoluzione temporale ovvero:

Fij o) (p(0)) = F{l)(p(0))

per ogni t € [0,+00) e ogni p(0) € D,(C). Visto che siamo interessati alle equazioni
di evoluzione ci interessano le mappe di Kraus associate a sottogruppi di .S,, a meno di
equivalenza. In tal senso abbiamo il seguente risultato:
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Proposizione 4.2.1. Due mappe di Kraus Kg, Kt associate a due sottogruppi S, T di
Sn, sono equivalenti se e solo se la partizione di {1, ...,n} associata alle orbite dell’azione
di S, T su{l,...,n} & la stessa.

Dimostrazione. Due mappe di Kraus Kg, K1 sono equivalenti se e solo se |S| = |T'| e si
ha:

> Rop(0)R,' = > Ryp(0)R,".

oc€eT o’'eS

Vi ¢ dunque una biezione tra T" ed S che manda o in ¢’. Siccome R, sono matrici di

permutazione cid ¢ vero se e solo se le orbite dell’azione di S,7 su {1,...,n} sono le
stesse. [
Notiamo che se A = (A1,...,A\x) F n e consideriamo il sottogruppo ciclico (1.1.9)

generato da o = cicy . . . ¢ dove ¢; € un qualsiasi ciclo che permuta \;. Per la proposizione
precedente é chiaro che a meno di equivalenza possiamo guardare le mappe di Kraus
associate a questi sottogruppi.

Notiamo ora anche che se S, T sono sottogruppi cogniugati allora possiamo dedurre
I’evoluzione F a £0) da F in quanto:

1. Tntanto, |S| = || qumdi gr(t) = gs(t) e fr(t) = fs(t)
2. Y o er Rop(OR =3, 1 g Ryp(0)R} dove T € T.

In particolare i gruppi sopra descritti sono unici a meno di coniugio. Dunque per com-
prendere le varie evoluzioni dinamiche ¢ sufficiente considerare 'azione di sottogruppi
ciclici di S, su C™ a meno di coniugio. Dal Teorema sappiamo che il numero di tali
sottogruppi € pari al numero di partizioni di n.

4.3 Azione delle Mappe di Kraus Associate ai Sotto-
gruppi di S,

Sia S = (o) un sottogruppo ciclico di S,,, si ha:

lo|—1

Ks =K, = g(t)Id, + f(t) ZR’

lo|-1

p(t) = g*()p(0) + f2(t) Z Rip

Ricordiamo che stiamo assumendo senza perdita d1 generahta che p(0) € D, (C). Voglia-
mo ora dare un espressione esplicita per la p(t).

Sia 0 = ¢; ... ¢, la decomposizione in cicli di o, inclusi quelli di lunghezza 1 e con |¢;| >
|ciy1]. Sia |¢;| = p;, per i =1,...,r e poniamo py = 1. Chiaramente: pq + -+ + y, = n.
Siccome lavoriamo a meno di coniugio possiamo assumere che la permutazione sia del
tipo:

o= (1,2,...,p0)(p1 + 1,0 w1+ po). Z'UJ""’
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quindi:
i—1 i
Ci = (Zﬂja x ->Zuj)
j=0 J=1

Si noti poi che |o] = LCM{py, ..., i, }, dove LCM sta per minimo comune multiplo. Se
p(0) = diag(Ay, ..., \,) e poniamo:

1
Bi=(— Y _ )ld,
'uz h€c;
per i =1,...,r e indichiamo con B la matrice a blocchi: B; & --- & B,, allora:

pa(t) = p(0)e ™" + (1 — ™) B,

Notiamo che da cio segue che gli autovalori di p,(t) sono combinazioni lineari con coeffi-
cienti non negativi, di cui almeno uno non nullo, degli autovalori di p(0). Possiamo ora
formulare il seguente teorema:

Teorema 4.3.1. L’azione associata ad ogni sottogruppo ciclico (o) di S, soddisfa due
proprieta: (1) é completamente positiva e (2) soddisfa la condizione temporale.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a |Cat+21]. O

Dunque le mappe K soddisfano le condizioni necessarie per poter parlare di Mappe
di Kraus.
Usando dunque ora la formula esplicita per p,(tf) possiamo iniziare a trarre alcune
conclusioni sull’orbita. Intanto:

tli>IIolo polt) = B
Inoltre si ha che p(0) — p,(t) = (1 — e )(p(0) — B) & una matrice diagonale e si verifica

facilmente che le entrate diagonali soddisfano il sistema seguente:

$1+$2+"‘+$u1:0

Tyt + Tppgz + 0 Ty, = 0

Ty + Tnepop1 + -+ + 2, = 0.

Se abbiamo degli autovalori con molteplicita maggiore di 1 valgono naturalmente i risul-
tati visti fin’ora tuttavia ci sono meno gradi di liberta in quanto vi sono elementi di S,
che agiscono banalmente su p(0), per avere delle azioni non banali dobbiamo guardare
agli operatori che permutano autovalori distinti. Nella sezione che segue vedremo alcuni
esempi di orbite in casi semplici.

4.4 Interpretazione Geometrica ed Esempi

Proviamo ad avere un po’ di intuizione geometrica su quanto visto. Dati n punti
Py, ..., P, € Cdenotiamo il (n—1)-simplesso di vertici P, ..., P, con A" ! = A(P,,...,P,) =
{MPL+ -+ NPy o A > 00 + -+ N\, = 1}, Associamo ad ogni matrice p(0) =

23



diag(A1, Aa, . .., Ap) Pelemento Ay Py +---+ N\, B, € A(Py, ..., P,). Ogni elemento o € S,
agisce sui vertici di A"™! permutandoli e per linearita su tutto il simplesso. Dato un
ciclo ¢ = (41, ...,14,), denotiamo con L(c) C C™ il sottospazio generato dagli n— 1 vettori
P, — P;; con j =2,..., pu. Indichiamo inoltre con Bar(c) il baricentro di A(F;,..., F;,).
Si noti che c fissa Bar(c).

Siccome K, preserva la traccia si ha che p,(t) da un cammino in A"~!. Vediamo alcuni
esempi.

Consideriamo come primo esempio quello di un qubit ovvero uno spazio di Hilbert di
dimensione n = 2. Cosl una generica matrice densita sara della forma:

diag()\l, 1-— )\1)

Posto X = A\; — Ay € [—1, 1], possiamo rappresentare il simplesso A! come il segmen-
to generato dai due punti P, P, di coordinate X = +1,—1 rispettivamente. L’unico
sottogruppo ciclico non banale é generato dalla permutazione:

(o ()\1,)\2) — ()\2,)\1).
Un conto diretto mostra che ’evoluzione temporale ¢ data da:
pa(t) = diag(e™ D1 + (1 e7)/2, e\ + (1 — €7)/2)

che tende al limite po, = diag((A1 + A2)/2, (A1 + A2)/2).

Prendiamo come secondo caso n = 3. In generale la matrice p(0) = diag(\, Ag, 1 —
A1 — A2). Posto X; = (A — X9)/2 ¢ Xo = (A1 + A\2)/2 — 1/3, possiamo rappresentare il
simplesso A? nel piano X, X, come il triangolo equilatero di vertici: P, = (1,v/3), P, =
(_17 \/§>7 Py = (07 _2/\/3)'

Abbiamo ora diversi gruppi ciclici.

Ad esempio, Sy : (A1, A2, Az) — (Mg, A3, A2) cioé dove abbiamo un ciclo di lunghezza 1
e uno di lunghezza 2. Allora la matrice densita si evolve mediante un UDM F; come
segue:

A1 0 0
PR (t) = 0 e_t)\g + (1 — €_t)(>\2 + )\3)/2 0
0 0 Git)\g + (1 — €7t>(/\2 + /\3)/2

con orbita limite: p, = diag(A1, (A2 + A3)/2, (A2 + A3)/2), Porbita ¢ parallela al lato
P, Py del triangolo. Similmente ci sono le orbite parallele ai lati P, P; e P, P, ottenu-
te rispettivamente dai sottogruppi ciclici generati da: Sy : (A1, A2, Ag) — (A3, Ao, A1) e
Sy (/\17 A27 /\3) — ()\2, )\1, )\3)

Possiamo anche considerare il sottogruppo ciclico massimale generato da S : (A1, Az, A3) —

(A3, A1, A2) che ci da lorbita:

e+ (1—e)/3 0 0
pr(t) = 0 e+ (1—e")/3 0
0 0 e A3+ (1—e")/3

Il cui punto limite ¢ il baricentro del triangolo, ovvero: p., = diag(1/3,1/3,1/3).

o4
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