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Introduzione

L’informatica affonda le sue radici su alcune domande primarie: Che cos’¢ un algo-
ritmo? Quali sono i suoi limiti? Che cosa puo, e che cosa non puo, essere calcolato?
[5]

Nella storia dell'uomo gli esempi di algoritmi sono molteplici; uno dei piu celebri e
I’algoritmo di Euclide per il calcolo del massimo comune divisore tra due numeri interi,
reso noto dal matematico greco intorno al 300 a.C. Il concetto di algoritmo € un concetto
pre-matematico, al quale, per lungo tempo, e stata assegnata una definizione intuitiva; un
algoritmo e inteso come una sequenza di istruzioni che possono essere svolte in maniera
puramente meccanica con 'obiettivo di portare a termine un determinato compito [10].
In generale, si richiedono tre caratteristiche: la precisione delle istruzioni, cioe¢ non deve
mai esserci ambiguita sul passo successivo della computazione; la generalita, cioe la
capacita di lavorare su una ampia classe di dati iniziali ed infine, la capacita di produrre
il risultato desiderato in un tempo finito [6].

Quando un algoritmo e utilizzato per calcolare i valori di una funzione numerica,
tale funzione e detta effettivamente calcolabile [1]. T matematici possono limitarsi ad una
definizione intuitiva del concetto di calcolabilita nel momento in cui tale nozione compare
solo in affermazioni positive, cioe in quei casi in cui un algoritmo ¢ gia stato scoperto. Al
contrario, se si vuole dimostrare che una certa funzione non sia effettivamente calcolabile
e necessario dare una definizione precisa e rigorosa di calcolabilita effettiva [7, Cap. 5, §
5.1].

Intorno agli anni Trenta del secolo scorso, sono state sviluppate innumerevoli teorie
nel tentativo di presentare una formalizzazione coerente dei concetti intuitivi di algoritmo
e calcolabilita effettiva. Il primo obiettivo della presente tesi € di ripercorrere i risultati di
due diversi matematici: A.A. Markov (1903-1979) e Alan M. Turing (1912-1954). Questo
rappresentera il contenuto dei Capitoli 2 e 3.

Nel Capitolo 2 si introduce una particolare classe di algoritmi che prendono il nome
di algoritmi di Markov o algoritmi normali. Questi operano sulle parole di un alfabeto

e fondano la propria costruzione sull’operazione di sostituzione di una parola a un’al-
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tra; i passi della computazione sono determinati dalle produzioni che costituiscono lo
schema di algoritmo. Il secondo paragrafo presenta diversi esempi significativi, quali:
gli algoritmi per la concatenazione, la cancellazione del primo carattere di una parola,
I'inversione di parole e il calcolo del valore assoluto della differenza tra due numeri na-
turali. Nel paragrafo successivo si dimostra che la composizione di algoritmi normali
e ancora un algoritmo normale. Infine, si definisce una particolare classe di funzio-
ni numeriche: le funzioni parzialmente calcolabili nel senso di Markov (o parzialmente
Markov-calcolabili), nel caso in cui si lavori con funzioni numeriche parziali, oppure le
funzioni calcolabili nel senso di Markov (o Markov-calcolabili), nel caso di funzioni to-
tali. Come esempi vengono presentate la funzione di successore e la funzione nulla [7,
Cap. 5, § 5.1]. Queste nozioni di Markov-calcolabilita rappresentano una delle possibili
definizioni rigorose di calcolabilita effettiva, che nel capitolo successivo verra confrontata
con un ulteriore formalismo, cioe le macchine di Turing.

Il Capitolo 3 presenta le macchine di Turing, un modello di calcolo costituito da un
nastro potenzialmente infinito diviso in celle, una testina di lettura ed un insieme finito
di stati interni. La computazione avviene in momenti discreti di tempo; in base allo stato
corrente e al simbolo letto, la macchina puo scrivere un nuovo simbolo, spostarsi a destra
o a sinistra, oppure fermarsi [9]. Tra gli esempi di macchine di Turing si possono citare:
la macchina che scrive indefinitamente su nastro vuoto una sequenza di simboli “0” e “1”
e quella che aggiunge “1” alla sinistra di una parola, senza fermarsi mai. Nel paragrafo
successivo, il concetto intuitivo di calcolabilita effettiva viene identificato con la nozione
rigorosa di calcolabilita nel senso di Turing (o Turing-calcolabilita). Tra gli esempi di
funzioni Turing-calcolabili si trovano: la funzione di successore e di addizione. La parte
centrale del capitolo ¢ dedicata alla dimostrazione dell’equivalenza tra i due concetti di
calcolabilita; si prova quindi che la classe delle funzioni calcolabili nel senso di Turing
coincide con la classe delle funzioni calcolabili nel senso di Markov. Dimostrare che
ogni funzione Turing-calcolabile ¢ parzialmente Markov-calcolabile richiede la costruzione
esplicita di un algoritmo normale, che imiti ’azione dell’algoritmo di Turing; similmente,
per provare che ogni funzione parzialmente Markov-calcolabile ¢ Turing-calcolabile, e
necessario costruire una macchina di Turing che imiti ’azione dell’algoritmo di Markov [7,
Cap. 5, § 5.2]. 1l capitolo si conclude con la tesi di Church-Turing, di cui vengono fornite
due diverse formulazioni; la prima dichiara che la classe definita in maniera intuitiva
delle funzioni effettivamente calcolabili coincide con la classe delle funzioni calcolabili
nel senso di Turing [1], [8]; la seconda, che la nozione intuitiva di algoritmo coincide con
la nozione precisa di algoritmo di Turing [10]. A causa della natura intuitiva dei concetti

di algoritmo e calcolabilita effettiva, non ¢ possibile fornire una dimostrazione rigorosa
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della validita della tesi, ma vi sono due principali argomentazioni a suo sostegno: la
robustezza della definizione di macchina di Turing [2], [5] e I'equivalenza tra i diversi
formalismi proposti per la calcolabilita [2], [8]. Infine, viene presentato il principio di
normalizzazione di Markov che afferma che ogni algoritmo e pienamente equivalente a
un algoritmo normale. Grazie ai risultati dimostrati in precedenza, tale principio risulta
equivalente alla tesi di Church-Turing.

La seconda parte della tesi si occupa di indagare i limiti del concetto di algoritmo,
presentando un risultato di indecidibilita, cioe 'indecidibilita del problema della parola.
Il problema della parola e caratterizzato da un gruppo G con insieme di generatori X =
{z1,...,x,}; data una parola w nell'insieme X si vuole determinare se w = 1 in G, dove il
simbolo 1 indica I’elemento neutro del gruppo. Tale problema ¢ un esempio di problema di
decisione: ¢ caratterizzato dalla presenza di una lista . di domande e richiede 'esistenza
di un algoritmo che assegni la risposta corretta (della forma si/no) a tutte le domande
della lista. Una soluzione positiva consiste nel presentare un algoritmo che svolga quanto
richiesto; al contrario, una soluzione negativa consiste nel dimostrare che non esiste alcun
algoritmo per tale scopo; in questo caso il problema si dice indecidibile [2]. La tesi di
Church-Turing permette di dimostrare tale risultato di indecidibilita sfruttando non una
procedura algoritmica qualsiasi, ma le macchine di Turing.

Il Capitolo 1 raccoglie alcune nozioni di teoria dei gruppi, che forniscono gli strumen-
ti per formalizzare il problema della parola e dimostrare gli enunciati ad esso collegati.
Vengono presentate le definizioni di semigruppo e gruppo, con particolare attenzione
alla nozione di gruppo finitamente generato. Inoltre, a partire dall’insieme delle parole
ridotte su X, si definisce il gruppo libero su X. Si introduce la nozione di presentazione
di un gruppo e di prodotto libero di una famiglia di gruppi. Infine, si presentano le esten-
stont HNN, dove “HNN” sta per Higman-Neumann-Neumann, in onore dei matematici
che hanno introdotto tale costruzione e il lemma di Britton, che fornisce una condizione
necessaria affinché una parola rappresenti I’elemento neutro in un’estensione HNN [4],
[9].

Il Capitolo 4 introduce una formalizzazione del problema della parola, che sfrutta
i concetti di insieme ricorsivamente enumerabile (r.e.), ovvero un insieme per cui esiste
una macchina di Turing che lo enumera, e di insieme ricorsivo. Si dimostra che esiste
un insieme r.e., ma non ricorsivo; la macchina di Turing che enumera tale insieme si
denota con T*. Il paragrafo successivo affronta il problema della parola per i semigruppi
e presenta il teorema di Markov-Post che stabilisce l'esistenza di un semigruppo finita-
mente presentato con problema della parola indecidibile. La dimostrazione si basa sulla

costruzione del semigruppo I'(T") associato ad una macchina di Turing 7T'; se questa ¢
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T*, allora il semigruppo I'(T*) ¢ quello cercato. Il risultato principale del capitolo e il
teorema di Novikov-Boone-Britton che assicura l'esistenza di un gruppo 4 finitamente
presentato con problema della parola indecidibile. Analogamente alla dimostrazione del
teorema di Markov-Post, si definisce il gruppo 4 = A(T') associato ad una macchina di
Turing T7; la tesi segue dalla scelta di T' come T™ e dal lemma di Boone. La dimostrazione
di quest’ultimo, soprattutto della condizione necessaria, non e immediata, ma richiedera
diversi lemmi ausiliari e un ampio uso della teoria delle estensioni HNN e del lemma di

Britton [9].
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Capitolo 1
Nozioni preliminari

Richiamiamo di seguito alcune nozioni di teoria dei gruppi, utili principalmente per la
comprensione dell’ultimo capitolo. Si e preferito raccogliere tali risultati in una sezione
apposita, cosi da non interrompere ’esposizione successiva. Nell’eventualita che il lettore
voglia approfondire i concetti riportati di seguito oppure sia interessato alle dimostrazioni

di teoremi e proposizioni solamente enunciati, lo si invita a consultare [4, Cap. 1] oppure
9, Cap. 11].

1.1 Semigruppi e gruppi finitamente generati

Nel presente paragrafo riportiamo le definizioni di semigruppo, gruppo e sottogruppo,
con particolare attenzione alle nozioni di sottogruppo generato da un insieme e di gruppo

finitamente generato.

Definizione 1.1. Sia G un insieme. Un’operazione binaria su G ¢ una funzione

x: G X G — G che ad ogni coppia ordinata di elementi di G associa un elemento di G.

Definizione 1.2. Un’operazione binaria (a,b) — a x b su un insieme G ¢é associativa
se

(axb)xc=ax(bxc),
per ogni a,b,c € G.

Definizione 1.3. Un semigruppo (G,*) ¢ un insieme non vuoto G dotato di un’ope-

razione binaria associativa.
Definizione 1.4. Un gruppo ¢ un semigruppo G che soddisfa le sequenti condizioni:

o csiste eq € G tale che eg xa = a = ax*eqg per ogni a € G (esistenza dell’elemento

neutro);
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e per ogni a € G esiste b € G tale che a xb = eq = b x a (esistenza dell’elemento

inverso).
Al fine di alleggerire la notazione, d’ora in avanti indichiamo a * b con ab.

Definizione 1.5. Sia G un gruppo e sia a un elemento di G; l'ordine di a ¢ il piu
piccolo intero n > 0 tale che a™ = eq. Se tale n non esiste, si dice che a ha ordine

infinito.
Non richiamiamo la definizione di sottogruppo, ma presentiamo il seguente criterio:

Proposizione 1.6. Un sottoinsieme non vuoto S di un gruppo G é un sottogruppo di

G se e solo se st™1 € S, per ogni s, t € S.
Utilizziamo la notazione S < G per indicare che S € un sottogruppo del gruppo G.

Corollario 1.7. Sia G un gruppo e {H; : i € I} una famiglia non vuota di sottogruppi
di G, allora () H; é un sottogruppo di G.
iel
Definizione 1.8. Sia G un gruppo e X un sottoinsieme di G. Sia {H; : i € I} la
collezione di tutti i sottogruppi di G che contengono X. Allora () H; é detto il sotto-
icl
gruppo di G generato dall’insieme X e si denota con (X). Gli elementi di X sono

i generatori del sottogruppo (X).

Proposizione 1.9. Sia G un gruppo e X un sottoinsieme div G; allora gli elementi di

(X) sono della forma a;™as™ ...a,"", con a; € X,n; € Z.

Osserviamo che esiste sempre un sottoinsieme X di G che genera G; infatti e suffi-

ciente considerare GG stesso come insieme di generatori.

Definizione 1.10. Sia G un gruppo ¢ X = {aq,...,a,} un sottoinsieme di G. G si
dice finitamente generato se G = (ai,...,a,). In tal caso ay,...,a, sono detti un

sistema di generatori per G.

Definizione 1.11. Un gruppo G si dice ciclico se ¢ generato da un solo elemento, cioé
se esiste a € G tale che G = (a) = {a" : n € Z}.

Definiamo, infine, una particolare tipologia di sottogruppo:

Definizione 1.12. Un sottogruppo K di un gruppo G e un sottogruppo normale se
aKa™' = K per ogni a € G. In particolare, il sottogruppo normale generato da un

insieme S C G ¢ l'intersezione di tutti © sottogruppi normali di G che contengono S.
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1.2 Gruppi liberi, prodotti liberi, generatori e rela-
zioni

Iniziamo con l'introdurre i concetti di parola e parola ridotta, che ci serviranno per
definire la nozione di gruppo libero su un insieme X. Successivamente, presentiamo
un metodo per descrivere un gruppo mediante i suoi generatori e relazioni, grazie al
quale definiamo la nozione di gruppo finitamente presentato. Infine, concludiamo con la

definizione di prodotto libero di una famiglia di gruppi.

Definizione 1.13. Sia X wun alfabeto, cioe un insieme non vuoto di simboli. Una

parola non vuota in X € un elemento w della forma

€1 ,.€2 €

W=r{Ty ...2T,",
dove x; € X, ¢, = £1, coni=1,...,n en > 1. La sequenza vuota di stmboli e detta
parola vuota e si denota con 1.
Data la parola w = z{'z5? . .. x5*; definiamo la lunghezza di w come il numero naturale

n; la lunghezza della parola vuota e 0.

Definizione 1.14. Una parola w in X si dice positiva se € vuota oppure ha solo

esponenti positivi, cioe €; = +1, per ognit =1,...,n.

Definizione 1.15. Sia w = 27" ...z una parola in X, allora la sua inversa é la parola

-1 __ ,.—€ —€1
w =, L.y

Definizione 1.16. Una parola w in X si dice ridotta se é vuota oppure della forma
w = zi'z? ... 2%, dove v; € X, ¢, = +1, per ogni i = 1,....,n, e x e x™' non sono

adiacenti.

Definizione 1.17. Una sottoparola di w = z{'z5?...x5* é o la parola vuota oppure

una parola della forma v = x3' .. .x;j, dove 1 <1< j<n.

Una parola v € una sottoparola di w se esistono due parole w’ e w” (anche vuote)
tali che w = w'vw”. Una parola non vuota w ¢ ridotta se non contiene sottoparole della
forma xx~¢ oppure 1.

€1 €2 51 52

Date due parole w = z{'25? ... 25 e ( = y'y5* ... y°m, definiamo il risultato della loro

giustapposizione come la parola

_ .€1,.€2 €n,,01,,02 Sm
w( =ay'zy Ty Yy

Se w e ( sono ridotte, la parola risultante w( non ¢ detto che sia ridotta.
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Denotiamo con F' I'insieme delle parole ridotte su X e definiamo su F' un’operazione
binaria * : F' x F' — F, che ad ogni coppia (w, () in F associa la parola w(, dopo che &

stata “ridotta” cancellando gli elementi z e 27! adiacenti.

Teorema 1.18. Sia X un insieme non vuoto; linsieme F delle parole ridotte su X é
un gruppo rispetto 'operazione binaria x e con elemento neutro la parola vuota 1. F e

detto gruppo libero sull’insieme X.

Teorema 1.19. Sia F il gruppo libero sull’insieme X e sia i : X — F la mappa di
inclusione. Dato un generico gruppo G e una mappa f : X — G tra insiemi, allora

esiste un unico omomorfismo di gruppi f : F — G tale che foi = f.

F\
]
X

N
—>f G

7~

Corollario 1.20. Ogni gruppo G € immagine di un gruppo libero attraverso un omo-

morfismo di gruppi.

Dimostrazione. Sia X un insieme di generatori di G e sia F' un gruppo libero su X.
Consideriamo la mappa di inclusione 7 : X — G; per il teorema precedente, questa
induce un omomorfismo f : F' — G tale che x — = € G. Inoltre, poiché G = (X), f e

un epimorfismo, cioe un omomorfismo suriettivo. m
Ricordiamo il seguente risultato:

Teorema 1.21 (Primo teorema di isomorfismo). Siano G ¢ H due gruppi e sia

f: G — H un omomorfismo di gruppi; allora f induce un isomorfismo G/Kerf ~ Imf.

Sia G un gruppo, X l'insieme dei generatori di G, cioe G = (X) e sia F' il gruppo
libero su X; consideriamo 'epimorfismo di gruppi f : F' — G del Corollario 1.20. Dal
primo teorema di isomorfismo segue che G ~ F/N, dove N = Kerf.

Sia w = x{'2% ... 2 € F un generatore di N; allora per I'epimorfismo f : F — G
siha wi— w = a2y ... .27 = eq € G. L'equazione z{'z5...x5" = e¢ in G & detta
relazione sui generatori x;.

Viceversa, dati un insieme X ed un insieme Y di parole ridotte su X; esiste un gruppo
G tale che G e generato da X e le relazioni della forma w = eg, dove w € Y, sono ben
definite. Si puo dimostrare che G ¢ il gruppo quoziente F'/N, dove F' & il gruppo libero

su X e N e il sottogruppo normale di F' generato da Y. Per la dimostrazione si veda [4,

Cap. I, 9]. Formalizziamo i risultati appena presentati attraverso la seguente definizione:
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Definizione 1.22. Sia X un insieme e Y un insieme di parole ridotte su X. Un gruppo
G si dice definito dai generatori x € X e dalle relazioni w = eg, dove w € Y se
G ~ F/N, dove F ¢ il gruppo libero su X e N ¢ il sottogruppo normale di F generato

da'Y. Chiamiamo (X | Y) una presentazione di G.

Abbiamo, quindi, introdotto un metodo per descrivere totalmente un gruppo G

mediante un insieme X di generatori ed un insieme R di relazioni sui generatori.

Definizione 1.23. Un gruppo G ¢ finitamente presentato se ha una presentazione

con un numero finito di generatori e relazioni.

Osservazione 1.24. 11 gruppo libero F sull’insieme X ¢ detto “libero” perché e il gruppo

definito dai generatori € X e da nessuna relazione.

Definiamo infine il prodotto libero di una famiglia di gruppi;

Definizione 1.25. Sia {A; : i € I} una collezione di gruppi. Un prodotto libero degli
A; € un gruppo P e una famiglia di omomorfismi j; : A; — P tale che, per ogni gruppo G
e per ogni famiglia di omomorfismi f; : A; — G, esiste un unico omomorfismo di gruppi

¢ : P — G tale che vj; = f;, per ogni i.

P

) .
% Lo
3

Si puo dimostrare che il prodotto libero € unico a meno di isomorfismo; introduciamo,

quindi, la notazione P = * A; per indicare il prodotto libero della famiglia {A; : i € I}.
1€

Teorema 1.26 (Forma normale nel prodotto libero). Sia g € * A; eg#1, allora
1€
g ha un’unica fattorizzazione g = ay...a,, dove ogni lettera & diversa dall’elemento

neutro e lettere adiacenti appartengono a distinti A;.

Introduciamo la presentazione del prodotto libero di una famiglia di gruppi, coeren-

temente alla Definizione 1.22:

Teorema 1.27. Sia {A; : i € I} una collezione di gruppi e sia (X; | A;) una presen-
tazione di A;, dove gli insiemi {X; : i € I} sono a due a due disgiunti. Allora una
presentazione di * A e (UXi | UA).

1€
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1.3 Estensioni HNN e lemma di Britton

Il presente paragrafo contiene solo alcuni dei risultati della teoria sulle estensioni
HNN; per una trattazione piu estesa, il lettore faccia riferimento a [9, Cap. 11].

Sia G un gruppo con presentazione (X | A), denotiamo con G = (G : YV | A’)
il gruppo avente presentazione (X UY | AU A’), dove X e Y sono insiemi disgiunti.

Osserviamo che se Y = &, allora stiamo solo aggiungendo le relazioni A’ a G.

Definizione 1.28. Si considerino un gruppo G, due sottogruppi isomorfi A e B e un iso-
morfismo ¢ : A — B. Il gruppo avente presentazione (G;p | p~tap = p(a), per ogni a €
A) é detto un’estensione HNN di G e si denota con G Q, A. Il gruppo G ¢é detto base
e il generatore p ¢ detto lettera stabile di G, A.

Generalizziamo la definizione di estensione HNN al caso in cui le lettere stabili siano

piu di una.

Definizione 1.29. Sia E un gruppo avente una presentazione (X | A) e sia {p; :i € I}
un insieme non vuoto disgiunto da X . Consideriamo un insieme J di indici e supponiamo
che per ogni it € I vi sia una famiglia {a;;,b;; : j € J} di coppie di parole in X. Diciamo
che il gruppo E* ha una presentazione con base E e lettere stabili {p; : i € I} se

E® = (E;pi,i € 1| p;laypi = by per ogni i, j).
Per ogni 4, definiamo due sottogruppi di E: A; = (a;;:j € J) e B; = (b;; : j € J).

Definizione 1.30. Un gruppo E* avente una presentazione con base E e lettere stabili
{p; :i € I} é un’estensione HNN se, per ogni i, esiste un isomorfismo ; : A; — B;

tale che p;(a;;) = b;j per ogni j € J.

Osservazione 1.31. Sia E un gruppo e F un gruppo libero con base {p; : i € I}, allora il
prodotto libero £ F' ¢ un’estensione HNN di E con lettere stabili {p; : i € I'}. In questo

caso si ha a;; = b;; = 1 per ogni 7, j.

Osservazione 1.32. Tornera utile il seguente risultato, che pero non verra formalizzato:
se B & un’estensione HNN con base E = (X | A) e lettere stabili {pi,...,p:}, allora E
¢ un sottogruppo di E2. Per una formulazione rigorosa si faccia riferimento al Teorema
11.78 [9, Cap. 11].

Sia £ un’estensione HNN con base E = (X | A) e lettere stabili {p; : i € I};
consideriamo una parola della forma p{gp; , dove g € una parola in X tale che pfgp; ©

appartiene ad A; < Asee = —1 oppure a B; < B se e = +1. Per indicare una parola

della forma precedente adottiamo il termine inglese pinch.
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Teorema 1.33 (Lemma di Britton). Sia E un’estensione HNN con base E = (X | A)
e lettere stabili {p; : i € I}. Se w é una parola che contiene almeno una lettera stabile

ed ¢ tale che w =1 in E%, allora w contiene un pinch come sottoparola.

Definizione 1.34. Sia E® un’estensione HNN con base E = (X | A) e lettere stabili
{p1,-..,pe}. Una parola w in X U{p1,...,p:} si dice p;-ridotta per un qualche i se non

contiene sottoparole della forma pjvp; .

Osservazione 1.35. In particolare, le parole p;-ridotte non contengono sottoparole della

forma pip; .

Corollario 1.36. Sia E un’estensione HNN con base E = (X | A) e lettere stabili
{p1,...,pe}. Supponiamo che o = yopi*y1 ... pi"Ym € B = dop; 61 .. .p{"én siano parole
pi-ridotte per un qualche i, con e;, f, = £1; inoltre, nessuna delle parole (anche vuote)
v, 0 0 contiene p;. Se a = 3 in E°, alloram = n, (e1,...,em) = (fi,..., fn) € la parola

pf’"vméglpi_f” ¢ un pinch.

Infine, il seguente teorema caratterizza la forma normale in un’estensione HNN nel
caso ci sia una sola parola stabile; tale risultato si puo generalizzare anche al caso di piu

parole stabili.

Teorema 1.37 (Forma normale in un’estensione HNN). Sia E* un’estensione
HNN con base E = (X | A) e lettera stabile p. Allora ogni parola w in {X,p} é uguale
in B a una parola p-ridotta della forma wyp®w; ...p"w,, dove la lunghezza n e la

sequenza (eq, ..., e,) degli esponenti sono univocamente determinate da w.



Capitolo 2

Algoritmi di Markov

Il concetto di algoritmo e stato a lungo definito solo in maniera intuitiva; in parti-
colare, A.A. Markov si riferisce ad esso come ad una sequenza di istruzioni esatte che
definiscono un processo computazionale e che dai vari dati iniziali conducono al risultato
desiderato [6]. Due esempi classici sono I'addizione di due numeri interi o 1’algoritmo
di Euclide per il calcolo del massimo comune divisore. Tale nozione e strettamente le-
gata alla definizione, anch’essa intuitiva, di funzione effettivamente calcolabile, cioe una
funzione f(xy,...,x,) per cui esiste un procedimento meccanico, dunque un algoritmo,
che riesca a calcolarne il valore a partire da n argomenti iniziali [7, Cap. 5, § 5.1]. Nel
presente capitolo illustriamo i risultati forniti da Markov nel tentativo di formalizzare i
concetti precedenti. La seguente esposizione fa riferimento principalmente a [7, Cap. 5,

§ 5.1]; l'utilizzo di fonti diverse sara esplicitato nel corso della trattazione.

2.1 Costruzione formale degli algoritmi di Markov

Fissiamo le seguenti notazioni: indichiamo i simboli di un alfabeto A con Sy, Sy, Ss, . . .
e la parola vuota con il simbolo A. ' Per i nostri scopi ¢ sufficiente considerare alfabeti
costituiti da un numero finito di simboli. Date P;, P, P; parole in A; valgono le seguenti
due proprieta: PLA = AP, = Py e (P1P)P3 = Pi(PPs).

Con algoritmo in un alfabeto A si intende una lista di istruzioni esatte che agiscono su
parole in A. Se P ¢ una parola in A, si dice che I'algoritmo %A ¢ applicabile a P se questo
trasforma P in una parola in A, che denotiamo con 2A(P). Un alfabeto A & un’estensione

di un alfabeto B se e solo se B C A, cioe ogni parola di B & anche una parola di A; in

[13N13

IPer le definizioni di “alfabeto®, “parola“, “parola vuota“ e “giustapposizione di due parole® si veda

il Paragrafo 1.2.
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particolare, con algoritmo sopra un alfabeto A si intende un algoritmo in un’estensione
B di A.

Gli algoritmi di Markov o algoritmi normali fondano la propria costruzione su un’o-
perazione elementare, cioe la sostituzione di una parola a un’altra. Vediamone la costru-
zione rigorosa.

Definizione 2.1. Siano P e @ due parole (anche vuote) in un alfabeto A e assumiamo

14 7

che “ — 7 e il punto non siano simboli di A; allora P — Q) e P — - sono dette

rispettivamente produzione semplice e produzione terminale nell’alfabeto A.
Definizione 2.2. Uno schema di algoritmo ¢ costituito da una lista finita di produ-
zioni nell’alfabeto A, cioé:

Py = ()@

Py — (1)Q2

Pr — (')Qrv
dove la scrittura P — (+)Q sta ad indicare che o P — @Q oppure P —- Q.

Tale schema determina 1’algoritmo normale 2 in A.
Diciamo che una parola T' occorre in @) se esistono parole U, V' (anche vuote) tali che
@ =UTV. Ora, data una parola P in A:

1. scriviamo 2 : P se nessuna delle parole Py, ..., P, occorre in P;

2. altrimenti, se m ¢ il piu piccolo intero con 1 < m < r tale che P,, occorre in P,
sostituiamo 'occorrenza piu a sinistra di P, in P con @, (coerentemente a quanto
dettato dalla produzione P,, — (-)@, nello schema di algoritmo); chiamiamo R la

parola ottenuta in seguito a tale operazione. In tal caso scriviamo:
(a) 2 : P F R se la produzione ¢ semplice, cioe della forma P,, — @,,; diciamo,
dunque, che A trasforma semplicemente P in R;

(b) 20 : P k- R se la produzione ¢ terminale, cioe della forma P,, —- @),,; diciamo,

dunque, che A trasforma in modo terminale P in R.

Con la scrittura 2 : P = R indichiamo che esiste una sequenza Ro, Ry, ..., Ry tale
che:
P = Ry;
R = Rk;

A:RijFRjpr se0<j<k—2;



2.2 Esempi di algoritmi 10

ed infine
Ql . Rk—l F Rk,

oppure
Ql . Rk—l - Rk

In quest’ultimo caso scriviamo A : P |=- R. Poniamo 2A(P) = Rseesoloseo: P |- R
oppure A: P=Re®: R

Descriviamo in maniera esplicita il comportamento dell’algoritmo 2 appena definito:
data una parola P in un dato linguaggio A, si cerca la prima produzione P,, — (1)@
nello schema tale che P,, occorra in P e si sostituisce (), all’occorrenza piu a sinistra di
P,, in P; sia Ry la parola ottenuta in seguito a questa trasformazione. Se la produzione
¢ terminale, cioe della forma P,, — -@Q,, , I'algoritmo termina e il valore prodotto e
Ry. Altrimenti, si applica il procedimento appena visto ad R; e alle parole risultanti
successive. Se si ottiene una parola R; tale che 2 : R; 1, cioé nessun P,, occorre in R;,
allora il processo ha termine e il valore ottenuto ¢ R;. Il procedimento puo anche non

terminare; in tal caso si dice che 2l non ¢ applicabile alla parola P.

2.2 Esempi di algoritmi

Mostriamo ora alcuni esempi di algoritmi normali:

1. (a) Data una parola @ in un alfabeto A; consideriamo 1’algoritmo normale 2

definito dalla sola produzione terminale:
A—-Q. (2.1)

La sostituzione espressa dallo schema di algoritmo e sempre applicabile, infatti
ogni parola P in A puo essere scritta come P = AP; ¢ inoltre chiaro che il
risultato della sostituzione sia la parola QP. Coerentemente alle notazioni

introdotte in precedenza possiamo scrivere:

A:PFH-QP,

A(P) = QP.
Tale algoritmo prende il nome di algoritmo normale per la concatenazione
della parola () a sinistra .

(b) Cosa succede se omettiamo il punto nella produzione (2.1) 7

E immediato osservare che una parola P in A diventa la parola QP, che a

sua volta viene trasformata in QQ P e cosi all’infinito. Tale procedimento non
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ha fine; questo € un esempio di algoritmo non applicabile a nessuna parola
nell’alfabeto A. Si veda [6, Cap. I, § 4.2, 4.3].

2. Sia A un alfabeto che non contiene il simbolo . Consideriamo lo schema d’algo-

ritmo scritto in forma abbreviata:

af —-A (e A (2.2)
a—-A (2.3)
A— a. (2.4)

Questo definisce un algoritmo normale 20 in AU {a} tale che

AEP)=P (€ A),

dove P ¢ una parola in A. L’algoritmo 2 cancella la prima lettera di ogni parola
non vuota in A e lascia invariata la parola vuota, mostriamolo esplicitamente: se
P & una parola non vuota in A e £ un simbolo in A, per la produzione (2.4) si ha
EP = AEP F aéP. Dalla produzione (2.2) segue che 2 : ¢P - P. Consideriamo,
infine, la parola vuota A; per le produzioni (2.4) e (2.3) si ha A - a - A, dunque
2A: A E-A. Siveda [6, Cap. 11, § 4.10].

3. Sia A l'alfabeto {ag,a1,...,a,} e sia B = AU {a, } un’estensione di A. Data
una parola P = aj,aj, ...a;,; definiamo l'inversa P = @j, - .. aj a;,. Consideriamo

il seguente schema d’algoritmo in B:

aa — f3

(
BE — &6 €A (
pa — B (
g — A (
ané — an  (§,n € A) (
A= o (2.10

Questo definisce un algoritmo normale 2l sopra A che inverte ogni parola di A,
ciot A(P) = P. Sia infatti P = a;,;, - .. aj, una qualsiasi parola in A; allora per la
produzione (2.10) A : P+ aP. Per la produzione (2.9) si ha: aP - aj,aaj, ... aj, F
Ajy Ay O oy - . - Q- -+ 1= Gy G, - . . aj, a,. Percio A : P = aj aj, . .. a;0a;,. Per la
produzione (2.10) A : P |= aaj,aj, . . . aj,aaj,. Applicando la produzione (2.9) ripe-

tute volte si ottiene A : P = aj,aj, . .. a;, caj aaj,. Ripetendo questo procedimen-
(2.10)
to risulta A : P = aajaa;,_,«...aa,0a; da cul aaj,aa;,_o... a0, F
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(2:5)
aoaj oa; o...oa;o0a, o pajaa, o .. aa;oa. Applicando le produzioni

(2.6), (2.7) ed infine (2.8) si ottiene A : P |=- P. Si veda [7, Cap. 5, § 5.1].

4. Consideriamo l'alfabeto A = {|} e identifichiamo i numeri naturali come parole in
A, ad esempio: 0= A, 1 =1, 2 =| e cosl via. E possibile costruire degli algoritmi
normali sopra A che, data in input una coppia di numeri naturali, restituiscono,
ad esempio, il massimo comune divisore oppure il prodotto dei due numeri. Per

una trattazione piu accurata dei seguenti algoritmi si veda [6, Cap. II, § 4.18|.

Presentiamo di seguito ’algoritmo normale 2 nell’alfabeto C' = {|, %} che, dati due
numeri naturali, restituisce il valore assoluto della loro differenza. Siano N ed M
due numeri naturali identificati come parole in C'; consideriamo il seguente schema

d’algoritmo:

BEY (2.11)
x = A (2.12)

Mostriamo che A(N « M) = |[N — M]|: ¢ evidente che se N > M per la produzione
(2.11)siha®A: NxM = (N=1)%(M—1) = (N=2)%(M—2) - --- = (N—M ). Infine,
applicando (2.12) il simbolo “*” viene cancellato; dunque 2l : Nx M = (N — M) e
20: (N—M)3. Similmente, se N < M siha®: NxM = (M—-N)ed:(M—N)I;
dunque, in entrambi i casi vale A : N« M = |[N — M| e 2 : [N — M|, che ¢

quanto volevamo dimostrare. Si veda [6, Cap. II, § 4.17].

2.3 Composizione di algoritmi normali

Esistono diversi metodi di combinazione di algoritmi che, a partire da due o piu
algoritmi dati, permettono di costruirne di nuovi; uno di questi metodi ¢ la composizio-
ne. In particolare, si puo dimostrare che se gli algoritmi iniziali sono normali, la loro
composizione sara ancora normale. Nel presente paragrafo proveremo quanto appena
enunciato.

Come prima cosa definiamo alcuni concetti preliminari:

Definizione 2.3. Siano 2A,B due algoritmi sopra un alfabeto A e P una parola in A;

scriviamo A(P) ~ B(P) se e solo se vale una delle due condizioni:
e 2 e B sono entrambi applicabili a P e A(P) = B(P);

o né A né B e applicabile a P.
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Definizione 2.4. Siano 2 e B due algoritmi sopra un alfabeto A, diciamo che 2 e B

sono pienamente equivalenti rispetto ad A se e solo se A(P) ~ B(P) per ogni parola
P in A.

Definiamo, inoltre, i concetti di algoritmo chiuso e chiusura di un algoritmo:

Definizione 2.5. Un algoritmo normale A in un alfabeto A si dice chiuso se il suo

schema contiene una produzione della forma A — - Q, dove () € una qualsiasi parola in

A.

Osservazione 2.6. La computazione di un algoritmo chiuso termina sempre per appli-
cazione di una produzione terminale, cioe A(P) = @ se e solo se A : P =-Q. Non &
possibile che si verifichi il caso in cui 2 : P = Q e 2 : @ 3, infatti una produzione del
tipo A —- @ e applicabile ad ogni parola in A

Definizione 2.7. Dato l’algoritmo normale A; definiamo la chiusura di 2 come l’al-
goritmo dotato dello schema di 2 con [’aggiunta della nuova produzione A — - A. Deno-

tiamo con A - lalgoritmo appena definito.

Osservazione 2.8. Segue direttamente dalla definizione precedente che la chiusura di 2

¢ chiusa.

Proposizione 2.9 (Composizione di algoritmi normali). Siano 2 e B due algoritmi
normali in un alfabeto A; allora € possibile costruire un algoritmo normale € sopra A
tale che €(P) ~ B(A(P)) per qualsiasi parola P in A. € é chiamato la composizione
di A e B e si denota con B o 2.

Dimostrazione. Costruiamo uno schema d’algoritmo per €: definiamo un nuovo alfabeto
A costituito da tutti i correlati dei simboli in A, cioe dai simboli della forma b, dove b &
un simbolo in A. Siano a e 3 due simboli non in AU A. Sia .% lo schema d’algoritmo
di - in cui il punto di ogni produzione terminale e sostituito da «. Sia .4 lo schema

di B - con le seguenti modifiche:
1. ogni simbolo e sostituito dal suo correlato;
2. ogni punto terminale & rimpiazzato da f3;
3. le produzioni A — () assumono la forma a — a@);

4. le produzioni A — - () sono sostituite da o — Q).
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Consideriamo la seguente lista di produzioni:

aev — aa  (a € A)
aa —~aa  (a € A)
ab—ab  (a,b€ A)
apf — fa  (a € A)
fa — Ba (a € A)
ab — ab (a,be A)
aff —-A
o
L.
Questo rappresenta lo schema dell’algoritmo normale €. O

Osservazione 2.10. E possibile estendere 'operazione di composizione a piu di due algo-
ritmi, infatti: dato n > 2, si dimostra per induzione su n che la composizione degli algo-
ritmi normali 244, . .. 2(, & un algoritmo normale sopra 'unione degli alfabeti di partenza.
In generale, con 2, 0 --- 02 si intende A, 0 (--- 0 (A0 (A 0A7))...).

Per una dimostrazione piu dettagliata dei risultati precedenti si veda [6, Cap. 111, §
3.

2.4 Funzioni calcolabili nel senso di Markov

Nel presente paragrafo presentiamo una particolare classe di funzioni numeriche con
lo scopo di formalizzare la nozione intuitiva di funzione effettivamente calcolabile.
Partiamo definendo il concetto di numerale: indichiamo il simbolo S; con 1 e con-
sideriamo l'alfabeto M = {1,*}. Per ogni numero naturale n definiamo il numerale ©
induttivamente come segue:
0=1
n+1=mnl.

Ad esempio: 1 =11, 2 = 111 e similmente per ogni numero naturale.

La parola 7y *Tig % - - - % 7, in M sta ad indicare la k-upla (nq,na, ..., n); denotiamo

tale parola con (ny,ng,...,ng). Per esempio (3,1,2) & 1111 % 11 % 111.

Definizione 2.11. Una funzione f : N¥ — N, k > 1 si dice parziale se il suo dominio

¢ un sottoinsieme di NF.
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Dunque, sia ¢ : N¥ — N, & > 1 una funzione numerica parziale effettivamente

calcolabile; denotiamo con B, il corrispondente algoritmo in M, ossia B, ((ny,...,ng)) =
©(nq,...,ng), sotto l'ipotesi che entrambi i membri dell’equazione siano definiti. Si
richiede, inoltre, che B, sia applicabile solo a k-uple della forma (n4,...,ng).

Definizione 2.12. Se ¢ soddisfa le ipotesi precedenti, si dice che la funzione ¢ e par-
zialmente calcolabile nel senso di Markov (o parzialmente Markov-calcolabile) se
e solo se esiste un algoritmo normale L sopra M che ¢ pienamente equivalente a ‘B,

rispetto a M.

Definizione 2.13. Una funzione f : N¥ — N, k > 1 si dice totale se ¢ definita per

tutte le k-uple di numeri naturali.

Definizione 2.14. Se la funzione precedente ¢ e totale e parzialmente Markov-calcolabile,

si dice che ¢ ¢ calcolabile nel senso di Markov (o Markov-calcolabile).

Dunque, abbiamo identificato il concetto intuitivo di calcolabilita effettiva con la
nozione rigorosa di calcolabilita nel senso di Markov. Possiamo pensare alle funzioni
parzialmente Markov-calcolabili come a quelle funzioni per cui esiste un algoritmo in
grado di calcolarne il valore, quando viene data in input una k-upla di numeri naturali
appartenente al dominio della funzione; al contrario, quando la funzione non e definita
sulla k-upla data, la computazione procede all’infinito, nel vano tentativo di produrre
un output. In generale, dato un elemento in input, non ¢ possibile sapere a priori se
'esecuzione avra termine oppure no [2, Cap. 1].

Presentiamo i seguenti esempi di funzioni Markov-calcolabili:

1. Consideriamo la funzione di successore ¢(n) = n + 1, definita per ogni n numero

naturale. Sia o un simbolo che non appartiene all’alfabeto M = {1, *}. Lo schema

* — %
al —-11

A= «a

definisce un algoritmo normale 2 sopra M applicabile solo ai numerali in M e tale
che 2(n) = n + 1, per ogni n in N, infatti: 7 = 1" = A1"T! — 1"t —. 117 =

=n+ 1.
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2. Consideriamo la funzione ¢(n) = 0, definita per ogni n numero naturale. Sia o un

simbolo che non appartiene all’alfabeto M = {1,*}. Lo schema

* — %
all — al
al —-1

A=«

definisce un algoritmo normale 2l sopra M applicabile solo ai numerali in M e tale
che A(m) = 0, per ogni n in N, infatti: 7 = 1" = A1"*t — 1" = all”® —

al"=all" ! sl 5.0 5 al —-1.

Possiamo, quindi, proseguire con il terzo capitolo, che presentera un ulteriore forma-

lismo per la calcolabilita: le macchine di Turing.



Capitolo 3

Un altro formalismo per la

calcolabilita: le macchine di Turing

Il tentativo di A. Turing di fornire una definizione rigorosa di calcolabilita effettiva
si basa sulla costruzione di un modello di calcolo astratto. Per prima cosa egli osserva
come un essere umano esegue una computazione, concentrandosi sulle proprieta essenziali
del processo di calcolo e tralasciando tutto cio che non e rilevante; a partire da queste
osservazioni definisce un modello di calcolo, che e un’astrazione di un esecutore reale e
come tale non risente di limitazioni concrete, come il poter usufruire solo di una quantita

limitata di memoria [3], [11]. Tale modello prende il nome di macchina di Turing.

3.1 Macchine di Turing

Forniamo una prima descrizione informale: una macchina di Turing e costituita da un
nastro potenzialmente infinito, diviso in quadrati, che chiameremo celle; in ogni momento
della computazione viene utilizzata solo una porzione finita di nastro, ma all’esigenza
si possono aggiungere ulteriori quadrati alle due estremita. Fissiamo una testina di
lettura, un insieme finito di simboli {Sp, S1,...,Sy} e un insieme finito di stati interni
{q,q1,---,qn}. Supponiamo che il simbolo Sy rappresenti uno spazio bianco. In ogni

dato momento:

e quasi tutte le celle sono vuote, eccetto un numero finito, in cui puo essere contenuto

al pit un simbolo;
e la macchina si trova in uno degli stati interni;

e la testina di lettura legge (cioe & posizionata sopra) una data cella.

17



3.1 Macchine di Turing 18

Tutte queste informazioni sono racchiuse in una configurazione (o descrizione istanta-
nea), che rappresenta una vera e propria “istantanea“ di un passo di computazione. La
configurazione iniziale vede la testina di lettura posta sopra una data cella e con stato
interno iniziale ¢y. La macchina non funziona con continuita, ma solo in momenti discreti
di tempo. Supponiamo di avere una data configurazione in un qualche istante di tempo
t; la testina di lettura legge il contenuto della cella e, sulla base della lettura, la macchina

compie una delle seguenti azioni:
1. scrive un nuovo simbolo nella cella corrente;
2. si sposta di una cella verso destra;
3. si sposta di una cella verso sinistra;
4. si ferma.

Nei primi tre casi la macchina entra in un nuovo stato interno. L’esecuzione puo avere
termine oppure puo procedere all’infinito; se ha termine, il nastro risultante e detto
I'output della macchina applicata al nastro dato.

Vediamo di seguito le definizioni rigorose dei concetti appena presentati [9, Cap. 12].

Definizione 3.1. Siano {Sy, S1, 52, ...} e{q0, 1,2, ...} due insiemi infiniti di simboli;

una quadrupla ¢ una 4-tupla avente una delle sequenti forme:

stisk%,
QjSiRQTa
q;Si L.

Definizione 3.2. Una macchina di Turing T' é un insieme finito di quadruple tale
che nessuna coppia abbia gli stessi primi due simboli. L’alfabeto di T ¢ l’insieme S =
{S0, 51, .., S} di tutti i simboli S; che compaiono nelle quadruple; gli stati interni

sono i simboli qs.

I tre tipi di quadruple corrispondono ai primi tre tipi di mosse presentate sopra; ad
esempio, la quadrupla ¢;S;Rg, sta ad indicare la seguente istruzione: “quando lo stato
corrente ¢ ¢; e la testina di lettura legge il simbolo S;, quest’ultima si sposta sulla cella
a destra e la macchina entra nello stato ¢,”. L’insieme di tutte le istruzioni e detto

struttura iniziale della macchina e determina il tipo di azione che verra svolta.
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Definizione 3.3. Una descrizione istantanea o del nastro é una parola positiva della

forma oo = 0q;7, con o e T parole in S e T non vuota. !

Per esempio, la descrizione istantanea a = 555091559252 sta ad indicare che sul
nastro vi sono i simboli 55535595255, tutte le restanti celle sono vuote, lo stato corrente

e ¢, e la testina di lettura legge il simbolo Ss.

Definizione 3.4. Sia T' una macchina di Turing; una coppia ordinata (o, B) di descri-
zioni istantanee € detta un passo di calcolo, denotato con « KN B, se esistono due

parole (anche vuote) o e o’ tale che valga una delle sequenti condizioni:
1. o =0q;S;0" e B =0¢.So’, se qjSiSrq, €T';
2. a=0q;5; 50" e =05qS0', se q;S;Rq, € T;
3. a=0q;S; e B=08q:5, se q;S;Rq, €T
4. a=08,q;S;0" e B =0q.SpSi0’, se q;SiLg, € T;
5. = q;8;0" e B =¢q50S;0', se q;S;Lq, € T.

Dunque, o descrive il nastro in un dato momento ¢: fornisce lo stato ¢; di T" e il
simbolo S; letto dalla testina di lettura; invece [ descrive il nastro al tempo ¢ + 1, cioe
dopo che e stata svolta l'istruzione richiesta: quindi fornisce lo stato successivo di T e il

nuovo simbolo letto dalla macchina.

Osservazione 3.5. L’azione successiva di una macchina di Turing ¢ sempre ben definita,
infatti nella definizione stessa di macchina e richiesto che nessuna coppia di quadruple

abbia gli stessi primi due simboli; dunque, se « KN Bea KN v, allora 8 = 7.

Osservazione 3.6. Osserviamo con maggiore attenzione la condizione (3): questa rap-
presenta il caso in cui la testina di lettura & posta sull’ultimo simbolo (a destra) del
nastro e l'istruzione richieda di spostarsi a destra; cio e possibile poiché la macchina ¢ in
grado, all’esigenza, di aggiungere ulteriori celle vuote, cioe contenenti il simbolo Sy, alle
estremita del nastro. Lo stesso vale per la condizione (5), che invece riguarda 'estremita

sinistra.

Definizione 3.7. Una descrizione istantanea o € detta terminale se non esiste alcuna

descrizione istantanea [ tale che valga o KN B,

Osserviamo che questo succede quando ¢;S; occorre in «, ma ¢;S; non sono i primi

due simboli di una quadrupla di 7.

'Per la definizione rigorosa di “parola positiva” si veda la Definizione 1.14.
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Definizione 3.8. Data una parola positiva w nell’alfabeto di T'; diciamo che T calcola
w se esiste una sequenza finita di descrizioni istantanee g = qow,Qq,...,0; tale che

T . . . .
a; = aipr per ogni 0 < i <t —1 e oy ¢ terminale. >

Dunque, supponiamo che una parola w sia stampata sul nastro, che lo stato corrente
sia lo stato iniziale qg e che la testina di lettura sia posizionata sopra la cella contenente
g . : . . T T T
il primo simbolo di w; consideriamo, inoltre, la sequenza gow — a3 — g — ---. Se T

calcola w tale sequenza e finita; altrimenti e infinita e ’esecuzione di 7" non ha termine.

3.2 Esempi

Mostriamo ora alcuni esempi di macchine di Turing:

1. Consideriamo la seguente macchina di Turing 7" definita sull’alfabeto {Sp, 0, 1}:

905000
q0Rq
q1501q1
11 Rqo.

E immediato osservare che T' scrive indefinitamente su nastro vuoto una sequenza

dl 44075 ed 44157' 3
2. Sia T' la macchina di Turing definita dalle seguenti quadruple:

q0S0Rqo
qoS1Rqo
9055 Rqo
q05355q1
155 Lqs
42505542
42545542
42535542

2Si & scelto di mantenere I'espressione “T' calcola w”, introdotta in [9, Cap. 12], per garantire coerenza

terminologica con la fonte e con la trattazione successiva.
3Questo ¢ il primo esempio di macchina di Turing fornito da Turing stesso nel suo articolo “On

Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem” (1936) [11].
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L’alfabeto di T & 'insieme {Sy, S3, Sy, S5}.

Supponiamo che la descrizione istantanea iniziale sia S4qpS0S54S3, allora si ha:
5140505453 E) 5450905453 g 5450544053 1> S45054q1S5 g 5450425455 g

KN S4150925555. Dunque, la macchina T si sposta a destra fino ad individuare il
simbolo S3; una volta trovato, lo sostituisce con S5 ed un altro S; € contenuto
nella cella immediatamente a sinistra; a questo punto la computazione termina.
Supponiamo ora che la descrizione istantanea iniziale sia S4q0S9S5S54, allora si ha:

T T T T T
5190505554 = 5450405551 — 5450559054 = 545055519050 — S450555150G050 —
I Dunque, se la macchina non trova alcuna occorrenza di S3, la testina di
lettura continua a scorrere sul nastro e l'esecuzione non ha termine. Si veda [2,

Cap. 1].

3. Sia T la macchina di Turing definita dalle quadruple:

q1Sq
q1501qo.

L’alfabeto di T' & {Sy, 1}, dove 1 sta ad indicare il simbolo S;. Osserviamo che
sulle parole che iniziano con 1 la macchina aggiunge 1 alla sinistra e prosegue

senza fermarsi mai. Si veda [7, Cap. 5, § 5.2].

3.3 Algoritmi di Turing e funzioni calcolabili nel sen-
so di Turing

Per il presente paragrafo ed il successivo si invita il lettore a fare riferimento a [7,
Cap. 5, § 5.2].

Consideriamo una qualsiasi macchina di Turing 7" con alfabeto A; € sempre possibile
associarle un algoritmo 87 in A, che prende il nome di algoritmo di Turing. Vediamone
la costruzione: si considera una parola P nell’alfabeto A e si imprime ogni simbolo di
P in una cella di un nastro vuoto, procedendo da sinistra verso destra. Il nastro viene
immesso nella macchina 7', con la testina di lettura posizionata sul quadrato contenente
il primo simbolo di P. La computazione ha inizio quando la macchina si trova nello stato
interno qy. Se l'esecuzione ha termine, cioe se si raggiunge una descrizione istantanea
terminale, la parola di A stampata sul nastro ¢ il valore dell’algoritmo Br.

Sia 7" una macchina di Turing con alfabeto A e consideriamo 1’algoritmo Br ¢ nel-

'alfabeto C' contenente A. Siano P e ) due parole in C; scriviamo Bro(P) = @ se e
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solo se esiste una computazione di T' che inizia con la descrizione istantanea qo P e finisce

con una descrizione istantanea R,q; Ry, dove Q) = R Rs.

Definizione 3.9. Un algoritmo 2 in un alfabeto D si dice calcolabile nel senso di
Turing se esiste una macchina di Turing T con alfabeto A e un alfabeto C' contenente
AUD tale che By e sono pienamente equivalenti rispetto a D, cioé Bro(P) ~ A(P)
per ogni parola P in D.

Osservazione 3.10. Ricordiamo che dalla Definizione 2.3 segue che, data P parola in A,
Bro(P) ~ A(P) se e solo se 0 By e Asono entrambi applicabili a P e By o(P) = A(P)

oppure né Br  né A ¢ applicabile a P.

Introduciamo di seguito un’ulteriore formalizzazione del concetto di calcolabilita
effettiva, utilizzando la nozione di macchina di Turing.
Fissiamo le seguenti convenzioni: 1 sta per S, * sta per Sy; ricordiamo, inoltre, che

abbiamo definito ™ come 1™*! e denotato la parola 7y * Ty * - - - * 7y, nell’alfabeto {1, %}

con (ny,ng,...,Ng).

Definizione 3.11. Sia T' una macchina di Turing con alfabeto A contenente {1,%} e sia

¢ :NF — N,k > 1 una funzione numerica parziale; * diciamo che T' calcola ¢ se e solo

se, per numeri naturali ny, ..., ng qualunque e per ogni parola Q, By a((ny,na...,ng)) =

Q se e solo se Q = Ryp(ny,...,n;) Ry, dove Ry e Ry sono parole formate solo da S.

Osservazione 3.12. La forma Ryp(ng, ..., nk) Ry & lecita, poiché il simbolo Sy rappresenta

uno spazio vuoto.

Definizione 3.13. Sia ¢ : N* — N,k > 1 una funzione numerica parziale; @ si dice
calcolabile nel senso di Turing (o Turing-calcolabile) se e solo se esiste una macchina

di Turing T che calcola .
Mostriamo alcuni esempi di funzioni Turing-calcolabili:

1. Consideriamo la funzione di successore p(7) = n + 1, definita per ogni n numero
naturale. Sia 7' la macchina di Turing nell’alfabeto {Sp, 1} definita dalle seguenti

due istruzioni:

q1Sq
@1501qs.

E evidente che T calcola v, infatti: gon KN q1S0m EN G1n = gan + 1.

4Ricordiamo la Definizione 2.11: una funzione f : N¥ — N, k£ > 1 si dice parziale se il suo dominio

& un sottoinsieme di N¥.
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2. Definiamo la funzione:
. r—y sex >y,
rT—y=
0 se x <.
e consideriamo la macchina di Turing 7" nell’alfabeto {Sp, 1,*} definita dalle se-

guenti istruzioni:

015090
q0S0Dq1
@lDq
¢ * 1gz
q21 D¢
425053
q315043-

T calcola la funzione di addizione p(m * ) = m + n, per ogni coppia di numeri
naturali m, n, infatti: gm*7 = gol™ % 1" L goSo1m % 17+ L Sugr1m s 171 L
Solg 1™ L s 17+t Lo B gty w 17t D Sp1mge11mtt B Sp1mtige1ntt L
SolmH1ge1m L oo By Su1mt1nHlg,Sy 5 Spl™ 1 1mgs1S, -5 Spl™ 11738, =
Sl 4. S0Sy = Som + nq3SpSy.

3.4 Equivalenza tra Markov-calcolabilita e Turing-

calcolabilita

Nel seguente paragrafo dimostriamo che I'approccio alla calcolabilita per mezzo delle
macchine di Turing ¢ equivalente a quello per mezzo degli algoritmi di Markov. Proviamo
quindi che la classe delle funzioni calcolabili nel senso di Turing coincide con la classe
delle funzioni calcolabili nel senso di Markov [7, Cap. 5, § 5.2]. Partiamo dal dimostrare

che ogni funzione Turing-calcolabile ¢ parzialmente Markov-calcolabile:

Proposizione 3.14. Sia T una macchina di Turing con alfabeto A. Sia C' un’estensione
di A, cioe C' O A. Allora esiste un algoritmo normale 2 sopra C che ¢ pienamente

equivalente all’algoritmo di Turing Br.c rispetto a C.

Dimostrazione. Sia D = CU{qky, Gkys - - - @y AOVE Grgs Qi s - - - 5 Giy SONO gli stati interni
di T e poniamo g, = ¢o. Costruiamo lo schema di algoritmo di 2 associando ad ogni

tipologia di quadruple di 7" una corrispondente produzione:
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1. alle quadruple della forma g;S5;Sq, di T abbiniamo le produzioni ¢;S; — Skq,;

2. a ¢;5;5¢, associamo 9;q;S; — ¢.5;.5;, per ogni simbolo S; di C'. In particolare, le
produzioni della forma ¢;S; — ¢,S0S; rappresentano il caso in cui nella macchina
di Turing la testina di lettura e posta sul primo simbolo del nastro e l'istruzione
richiede di spostarsi a sinistra; cio e possibile grazie all’aggiunta di una cella vuota,

cioe contenente il simbolo Sp;

3. a ¢;5;Dg, abbiniamo le produzioni ¢;S;5; — S;¢,S;, per ogni simbolo S; di C. In
particolare, le produzioni ¢;S; — S;q,Sy rappresentano il caso in cui la testina di
lettura e posta sull’ultimo simbolo del nastro e l'istruzione richiede di spostarsi a

destra; anche in questo caso cio € possibile grazie all’aggiunta di una cella vuota.
Infine, scriviamo le produzioni:
4. qr, — - A per ogni stato interno ¢, di T

5. A — qp; ricordiamo infatti che la macchina inizia a funzionare nello stato iniziale

qo-

Questo schema definisce un algoritmo 2 sopra C' tale che By o(P) ~ A(P), per ogni
parola P in C. O

Corollario 3.15. Ogni funzione ¢ calcolabile nel senso di Turing é parzialmente calco-

labile nel senso di Markow.

Dimostrazione. Sia ¢ : N¥ — N una funzione calcolabile nel senso di Turing per mezzo
di una macchina di Turing 7" con alfabeto A O {1,x*}. Allora per la Proposizione 3.14,
esiste un algoritmo normale 2 sopra A pienamente equivalente a By 4 rispetto ad A:
cioe per ogni ny, ..., ng si ha A(Ty * -+ *7g) &= B a(7g % -+ - % 7y,) = leRg,
dove Ry, Ry sono parole costituite dal solo simbolo Sy. Costruiamo l’algoritmo normale
sopra M = {1, x} richiesto dalla definizione di Markov-calcolabilita: sia €; un algoritmo
normale sopra {1, %, Sy} tale che €; cancelli tutti gli Sy che occorrono prima del primo 1

o *. Lo schema d’algoritmo di €; & il seguente:

aSy — «
al —-1
k — - %
a—-A

A — a.
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Sia €5 un algoritmo normale sopra {1,x*, Sy} tale che cancelli tutti gli Sy che occorrono

dopo 'ultimo 1 o *; &, ha il seguente schema di algoritmo:

a*x — xQ
al = la
aSy — «
a—-A

A — a.

Sia € l'algoritmo normale €5 0&; 02 (& stato dimostrato nel Paragrafo 2.3 che la compo-
sizione di algoritmi normali & ancora un algoritmo normale). Poiché per ogni nq, ..., ny

vale (7 % - - - % ) = Ryp(ny, ..., ng)Re, con Ry, Ry sequenze di Sy, si ha

Ci(Rip(n,...,ng)Ry) = @(nq, ..., ng)Ra;
Q:2(§0(n17 ces ,nk)Rg) = go(nl, - ,nk).

Abbiamo, quindi, dimostrato che ¢ e parzialmente Markov-calcolabile mediante €. [

Di seguito dimostriamo che ogni funzione parzialmente Markov-calcolabile & Turing-

calcolabile:

Proposizione 3.16. Sia 2 un algoritmo normale in un alfabeto A che non contenga
So 0 9. Allora esiste una macchina di Turing T tale che l'algoritmo di Turing B =
B auisosy) nell’alfabeto AU {Sy,0} ha la sequente proprieta: per ogni parola W in A,
B ¢ applicabile a W se e solo se lo ¢ 2A; inoltre B(W) ha la forma (So)"A(W)(So)",

dove m e n sono interi non negativi.

Osservazione 3.17. A(W) e B(W) differiscono per la presenza di parole costituite dal
solo simbolo Sp; cio deriva dal fatto che in una macchina di Turing S; sta ad indicare
uno spazio vuoto, mentre nella teoria degli algoritmi normali viene considerato come un

simbolo qualsiasi.

Dimostrazione. Costruiamo una macchina di Turing 7" che imiti I'azione dell’algoritmo
normale 2. Assumiamo, mediante un cambiamento di indici, che A = {Sy,Ss,..., Sk}
Sia P — (+)@ una produzione arbitraria; costruiamo le quadruple di una macchina di
Turing in modo tale che la loro azione equivalga alla sostituzione dell’occorrenza piu
a sinistra (se esiste) di P in una parola W con Q. Se P # A, supponiamo che P sia
b, ..., b
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Consideriamo le seguenti quadruple:

do
do
do
a2
q2
q3
a3

dr

dr

dr+1
dr+1
qr+2
qr+2
dr+3
do

dr+5
dr+5

dr+5

Si

S nh T T
L

D

S O T >

e

o o

do
do
a2
as
4r+2
44

qr+2

qr+1
qr+2
dr+4
Ar+2
qr+2
4r+3
do
dr+5
ar+5
dr+5
qy -

(S; € A, S; # by)

(Sz c AU {Sg}, SZ 75 b1>

(Sz c AU {SQ}, Sz 7é bQ)

(Sz c AU {S()}, S; 7é br—l)

(S; € AU{So}, Si #by)
(Si € AU{So})

(Si € A)

Osserviamo che Y e un intero maggiore di tutti gli indici, il cui valore preciso verra

specificato in seguito.

Se goW e immesso nel nastro della macchina, si distinguono due casi possibili:

1. se W non ha occorrenze di P, allora la computazione ha termine con la descrizione

istantanea gy W

2. se P occorre in W e W = W, PW,, con il simbolo P che rappresenta 1’occorrenza

piu a sinistra di P in W, allora la descrizione istantanea terminale ¢ Wi Pq, . 4W5.

Aggiungiamo ora le quadruple che permettono la sostituzione di P con @), dove ) =

Co - - - Cs. Distinguiamo tre diversi casi:
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1. caso s =r, cioe P e () hanno la stessa lunghezza:

Qrya S S Qr+7 (S; € AU{So})
Gy by o Qrys

dr+s  Cr S dr+9

9 b1 Gro1 Gryr0

gr+10 Cr—1 S qr+11

@3r47 Do Co q3r+8
Gris Si S @es (Si€A)
@res S0 D qu

dove
0 se P— (-)Q ¢ semplice,

1 se P— (-)Q ¢ terminale.
Applicando queste quadruple a Wi Pq,.. 4Ws, otteniamo ¢, W1 QWo;

2. caso s < r, cioe () e piu breve di P.

Qr4 S; S Grgr (Si € AU{So})
qr+7 br Cs Gr+8

Qr+8 Cs S QT+8

Qr+7+2s br—s Co Qr+7+2s+1

Qr+7+2s+1  Co S Qryreos42

Qri742s+2 br_s—1 So Qr4+74+2s42
Qr+7+42542 So S Qr+7+2543
Gr4+7+2s+3 by_s—2 So Qr4+74+2s+3

Qr4742543 90 S Q42544

q2r+s+8 bo So q2r+s+8-

L’azione di queste quadruple su Wi Pg,,4Ws produce Wiqa,1545(S0)" "QWs.

Definiamo ora delle quadruple che spostino W; di r — s quadrati a destra per
ottenere W1QWs (preceduto da un certo numero di Sp). Sia M un intero maggiore
di tutti gli indici dei ¢; e degli S; precedenti, ad esempio M = 3r + 9 e sia j =
1,2,... k.
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Definiamo le seguenti quadruple:

QPrists S0 S qu

I Sj 0 qu+j (55 € 4)
dM+j 0 D quyj

i S0 Do quy

Qi St S Gamry (S € A)
q2M+j So Sj qoM+j

Gm+j S5 S Q3M+j

43 +j So S @Gmaj

q3M+j d So qaM+j

Qv+ S0 S Qs+

Gr+; S0 D genryg

Geri+j  So D Genmyy

Grv+i  S1 SI Qu (S € A)
Gu+; S ST qu (S1 € A);

dove
0 se P— (-)Q ¢ semplice,

1 se P— (-)Q ¢ terminale.

L’azione di queste quadruple trasforma Wigo,4s18(S0)" QW in (Sp)’q,W1QWa,

con p intero positivo;

3. caso s > r, cioe () & piu lungo di P. Questo caso e analogo al precedente, a meno

di qualche modifica; viene quindi lasciato al lettore.

Similmente, anche il caso in cui P o () sia vuoto, viene lasciato al lettore.

Sia ora un algoritmo normale 2 in un alfabeto A = {5y, ..., Sk} che non contiene Sy
o d; consideriamo lo schema d’algoritmo di 2 : P, — (1)@1, ..., P, — (-)Qp. Definiamo
una macchina di Turing 7" nel seguente modo: consideriamo la produzione P; — ()@
ed elenchiamo le quadruple associate, come abbiamo fatto in precedenza per la generica
produzione P — (-)Q. Assumiamo, inoltre, che Y sia un numero 100 volte maggiore
della somma di k£ e del numero di occorrenze dei simboli nello schema. Dunque, dato

qoW, si distinguono due casi:
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1. se W non contiene alcuna occorrenza di P;, ’azione delle quadruple produce gy W;

2. se W = W1 P,W,, con il simbolo P; che rappresenta 1’occorrenza piu a sinistra di
Py in W, allora otteniamo come risultato (Sp)"q,W1QW>, dove v & un intero non

negativo e u =0 se P, — (-)Q; ¢ semplice; u =1 se P, — (-)Q; ¢ terminale.

Consideriamo ora P, — (-)Q2 e costruiamo le quadruple per questa produzione; nel
fare cio aumentiamo di Y gli indici di tutti i ¢;, eccetto g,, in modo tale che non vi sia
sovrapposizione con le quadruple associate a P; — (-)@1. Dunque, se nella parola W non
si ha nessuna occorrenza di P, si cercano le occorrenze di P, in W : se W ne contiene
almeno una, si sostituisce l'occorrenza piu a sinistra di P, con Q3 e se Py — (-)Q9 &
semplice, si ritorna allo stato iniziale g e all’azione del primo gruppo di quadruple; se
P, — (-)Q2 ¢ terminale, la computazione ha termine con stato finale ¢;. Il seguente
procedimento viene ripetuto per P; — (-)@3; in questo caso gli indici dei ¢; vengono
incrementati di 2Y. Si procede nello stesso modo con tutte le produzioni dello schema
d’algoritmo.

La macchina di Turing T cosi definita imita ’azione dell’algoritmo normale 2l in modo
tale che, per ogni parola W in A, B = B1 au(s,,s5)) € applicabile a W se e solo se lo ¢ 2,
e B(W) ha la forma (Sp)"™A(W)(Sp)", dove m e n sono interi non negativi. O

Corollario 3.18. Ogni funzione parzialmente Markov-calcolabile é Turing-calcolabile.

Dimostrazione. La tesi segue direttamente dalla Proposizione 3.16 e dalla definizione di

Turing-calcolabilita O]

3.5 Tesi di Church-Turing e principio di normalizza-

zione

Nel corso di questi ultimi due capitoli le nozioni di algoritmo e calcolabilita effettiva
sono state prima introdotte in maniera generale, successivamente sono state formalizzate
seguendo due diversi approcci: quello di Markov e quello di Turing. Sorge spontaneo
domandarsi in quale misura questi due tentativi esauriscono il problema di cercare una
formalizzazione adeguata. La risposta a tale domanda e fornita dalla Tesi di Church-
Turing [1], [8].

La classe definita in maniera intuitiva delle funzioni effettivamente calcolabili coincide

con la classe delle funzioni calcolabili nel senso di Turing.
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Poiché il concetto di funzione effettivamente calcolabile € un concetto intuitivo, pre-
matematico, non e possibile fornire una dimostrazione rigorosa della validita della tesi;

tuttavia, vi sono due principali argomentazioni a suo sostegno:

1. la robustezza della definizione di macchina di Turing: infatti, nel tempo sono state
proposte molte varianti, quali 'aggiunta di nastri e testine addizionali oppure la
definizione di macchine non deterministiche; tuttavia, e stato dimostrato che queste
variazioni sono equivalenti alle macchine di Turing classiche; cioe, nonostante le
caratteristiche addizionali, il potere espressivo della macchina rimane invariato.
Tale considerazione suggerisce una prima idea dell’esistenza di un limite superiore

a cio che e possibile calcolare [2], [5];

2. gli approcci di Turing e di Markov costituiscono solo due delle innumerevoli teorie
che si sono sviluppate intorno al concetto di calcolabilita; ricordiamo il lavoro di:
Kleen sulle funzioni ricorsive, Church sulla A-calcolabilita, Herbrand-Godel, Post
sui sistemi normali. Nel paragrafo precedente si ¢ dimostrato che la classe delle
funzioni Turing-calcolabili coincide con la classe delle funzioni Markov-calcolabili,
ma e possibile dimostrare che tutti gli approcci elencati sopra sono equivalenti, nel

senso che la classe delle funzioni calcolabili ¢ sempre la stessa [2], [8].

Nonostante tali considerazioni e possibile che in un futuro la tesi di Church-Turing
possa venire confutata; questo richiederebbe la costruzione di un procedimento di calcolo
effettivo (nel senso intuitivo) non esprimibile in nessuno dei linguaggi di programmazione
finora conosciuti [5]. Per ora non c¢’¢ nulla che preannunci un simile scenario.

Consideriamo una seconda domanda, attribuibile a Markov stesso (si veda [6, Cap. II,
§ 5]): dato un qualsiasi algoritmo in un alfabeto A; & possibile sostituirlo con un algoritmo
normale, pienamente equivalente al primo rispetto ad A? In risposta a tale domanda,

Markov formula il seguente principio di normalizzazione.

Ogni algoritmo in A é pienamente equivalente rispetto ad A a qualche algoritmo

normale sopra A.

Dato un algoritmo in un alfabeto A; diciamo che e normalizzabile se € pienamente
equivalente rispetto ad A ad un qualche algoritmo normale sopra A. Il principio di

normalizzazione puo quindi essere riformulato come segue:
Ogni algoritmo in A e normalizzabile.

Questo non costituisce un teorema matematico, dunque non puo essere dimostrato in
maniera rigorosa, ma risulta equivalente alla tesi di Church-Turing, che puo essere

riformulata nel seguente modo [10]:
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La nozione intuitiva di algoritmo coincide con la nozione precisa di algoritmo di Turing.

L’equivalenza tra questa e il principio di Markov segue direttamente dalla Proposi-
zione 3.14 e dalla Proposizione 3.16.

Disporre di una nozione precisa di algoritmo permette di sviluppare dei risultati sui
limiti degli algoritmi stessi [5]; in particolare, dalla tesi di Church-Turing segue che se la
soluzione di un dato problema non puo essere calcolata da una macchina di Turing, allora
non puo essere calcolata da alcuna procedura algoritmica. Seguendo questa intuizione,
nel capitolo successivo sfrutteremo le macchine di Turing per dimostrare I'indecidibilita

del problema della parola.



Capitolo 4

L’indecidibilita del problema della

parola

Nel presente capitolo affrontiamo un particolare problema di decisione, noto come
“problema della parola”. Esso verra introdotto dapprima in modo informale; successi-
vamente ne sara fornita una definizione rigorosa basata sulle macchine di Turing. La
trattazione fa ampio uso di alcune nozioni di teoria dei gruppi, raccolte nel Capitolo 1,
che il lettore e invitato a consultare in caso di necessita. Per approfondire i concetti qui

esposti si rimanda, inoltre, a [9, Cap. 12].

4.1 Processi decisionali ed insiemi ricorsivi

I problemi dv decisione sono una particolare classe di problemi caratterizzati da due
componenti: dei dati iniziali e una sequenza di domande che richiedono una risposta
della forma si/no. Data una lista .2 di domande; un problema di decisione si dice
indecidibile se non esiste un processo decisionale (o algoritmo) per £, cioe¢ se non esiste
alcun procedimento meccanico che, applicato ad ogni domanda di .Z, riesca a fornire la
risposta corretta “si” o “no”, dopo un numero finito di passi.

Il problema della parola € un esempio di problema di decisione, infatti: consideriamo

un gruppo G finitamente generato con presentazione
G=(z1,....0, |7 =1, > 1),

dove con 1 indichiamo I’elemento neutro del gruppo. I dati del problema sono gli ele-
menti di G, cioe le parole w nellinsieme X = {z1,...,x,} dei generatori; I'insieme £ &

costituito dalle domande della forma: “se w ¢ una parola in X, w =1 in G?”

32
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La dimostrazione rigorosa dell’indecidibilita del problema della parola richiede di
formalizzare la nozione intuitiva di processo decisionale; a tale scopo sfrutteremo le

macchine di Turing e le definizioni di insieme ricorsivamente enumerabile e ricorsivo.

Definizione 4.1. Sia Q2 l'insieme di tutte le parole positive nei simboli S = {S1,...,Su}

e sia T una macchina di Turing con alfabeto A, contenente S. Definiamo ['insieme
e(T)={weQ: T calcola w},

e diciamo che T enumera e(T). Un sottoinsieme E di Q si dice ricorsivamente

enumerabile (r.e.) se esiste una macchina di Turing T che enumera E.

Definizione 4.2. Sia §) l'insieme di tutte la parole positive in {Sy,...,Sy}. Un sottoin-
sieme E di Q) si dice ricorsivo se sia E sia il suo complementare Q\ E sono sottoinsiemi

r.e.

Sia T" una macchina di Turing e €2 I'insieme delle parole positive nell’alfabeto di
T'; vogliamo determinare se una parola w in 2 appartiene a F = e(7) oppure no. E
sufficiente fornire in input w a T’ cio generera una sequenza di descrizioni istantanee
qiw — g — a3 — --- . Se w e un elemento di F, allora T" calcola w, cioe la sequenza di
descrizioni istantanee e finita; altrimenti la computazione di T" prosegue all’infinito. A
priori non e possibile sapere se ’esecuzione avra termine oppure no, eccetto nel caso in cui
E sia un sottoinsieme ricorsivo, infatti: date 7' e 7" macchine di Turing che enumerano
rispettivamente E = e(T") e Q\ E = e(1”), ¢ sufficiente fornire in input w sia a T sia a
T'. In una porzione finita di tempo una delle due esecuzioni avra termine, determinando
il sottoinsieme di appartenenza di w.

Sfruttando le definizioni precedenti possiamo formalizzare la nozione intuitiva di pro-
cesso decisionale come segue: assumiamo che la lista .2 di domande sia formata da
parole positive in una dato alfabeto, che E sia I'insieme delle parole che hanno risposta
“si” e il suo complementare sia costituito da tutte le parole per cui la risposta ¢ “no”.
Possiamo dunque riformulare la tesi di Church-Turing nel modo seguente: gli insiemsi
ricorsivi sono i sottoinsiemsi che ammettono un processo decisionale.

Avvertiamo il lettore che, al fine di alleggerire la notazione, da qui in avanti la freccia
« 1y 7, utilizzata per indicare un passo di calcolo di una macchina di Turing T, verra
rappresentata semplicemente con “ — 7. Tale notazione non genera ambiguita con
la rappresentazione di una produzione di uno schema d’algoritmo normale, perché nel
presente capitolo non tratteremo esplicitamente gli algoritmi di Markov.

Osserviamo che le Definizioni 4.1 e 4.2 possono essere applicate a sottoinsiemi di

numeri naturali, identificando n € N con la parola positiva S;" "
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Definizione 4.3. Un sottoinsieme E di N si dice ricorsivamente enumerabile se esiste

una macchina di Turing T in un alfabeto contenente il simbolo Sy, tale che E = {n €

N: T calcola S;"*'}.
Dimostriamo ora un risultato che tornera utile in seguito:

Teorema 4.4. Esiste un sottoinsieme r.e. dell’insieme dei numeri naturali N che non

e TiCoTSIO0.

Dimostrazione. Esiste una quantita numerabile di macchine di Turing, infatti: una mac-
china di Turing 7' ¢ un insieme finito di quadruple costituite a partire da un insieme
numerabile di simboli {R, L, So, S1,...,qo,q1, .. }. Assegnamo un numero naturale ad
ognuno di questi:

R—0; L~—1;

Go—2 G4 @—=06 ...

So—=3; S1—=5 Som=T;
Supponiamo che T sia costituita da m quadruple; indichiamo con w(T') la parola di
lunghezza 4m, ottenuta dalla giustapposizione di queste. E chiaro che se T £ T’ allora
w(T) # w(T"). Ad ogni macchina di Turing 7" assegnamo il corrispondente numero di
Godel:

dove p; e l'i-esimo numero primo ed e; € il numero naturale corrispondente all’z-esimo
simbolo, coerentemente alla numerazione definita sopra. Dal Teorema Fondamentale
dell’Aritmetica segue che macchine di Turing diverse hanno diversi numeri di Godel.
Dunque, tutte le macchine di Turing possono essere enumerate, cioe Ty, Ty, ..., Ty, ... e
diciamo che T precede T" se G(T) < G(T").

Definiamo ora linsieme £ = {n € N : T}, calcola S,"™'}, ciot n € E se e solo
se I'n-esima macchina di Turing 7,, calcola n. Dimostriamo che F € un insieme r.e.

Consideriamo la seguente figura:

T() T1 TQ T3 T4

@15 €11512 - 611513 611514 - C]1515

l////

5P

///

13

l//

14
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L’n-esima colonna rappresenta la sequenza di descrizioni istantanee della n-esima mac-
china di Turing 7,, quando ¢; 5" viene dato in input sul nastro. E possibile costruire
una macchina di Turing 7™ con stato finale gy che esegua le seguenti istruzioni: se-
gue l'ordine delle frecce nella figura e dichiara che n appartiene ad E se individua una
descrizione istantanea terminale «,; nell’'n-esima colonna.

Dimostriamo, infine, che E non € un insieme ricorsivo, cioe che il suo complementare
E'={neN:n¢E}={ne&N:T, non calcola S;""'} non & un sottoinsieme r.e. di N.
Utilizziamo una variante dell’argomento diagonale di Cantor: supponiamo per assurdo
che esista una macchina di Turing 7" che enumeri E’; poiché abbiamo elencato tutte le
macchine di Turing, esistera un m € N tale che 7" = T,,. Se m € E' = e(T") = e(T},),

allora T, calcola S;™"!

, cloe m € E, che & assurdo. Se invece m ¢ E’', alloram € E,
cioe per definizione di E, T, calcola S,""*'; dunque, m € e(T},) = e(T') = E', che &

assurdo. Cio prova che £’ non e r.e. O

Torneranno utili anche i seguenti risultati, di cui pero non riportiamo la dimostrazio-

ne:

Osservazione 4.5. Sia  I'insieme di tutte le parole positive nei simboli S = {5y, ..., Sy}
Se F1, E5 sono sottoinsiemi r.e. di €2, allora Fy U Ey e E; N Ey sono sottoinsiemi r.e. di
Q. Analogamente, se F7, Fy sono sottoinsiemi ricorsivi di €2, allora E; U FEy e Ey N Ey

sono sottoinsiemi ricorsivi di €.

4.2 1l problema della parola per i semigruppi

Nel tentativo di affrontare il problema della parola per i gruppi, risulta utile ridur-
si al caso dei semigruppi. L’obiettivo del presente paragrafo e dimostrare il teorema
di Markov-Post, che assicura l’esistenza di un semigruppo finitamente presentato con

problema della parola indecidibile.

Definizione 4.6. Sia T' un semigruppo con generatori X = {x1,...,x,} e sia Q l'insieme
delle parole positive su X. Si dice che il semigruppo I' ha problema della parola
indecidibile se esiste una parola wy € 2 tale che linsieme {w € Q :w = wy in I'} non

€ TiCoTSIO0.

Date w e w’ due parole in un alfabeto X; scriviamo w = w’ se le due parole hanno lo

stesso spelling.

Definizione 4.7. Sia I' un semigruppo con presentazione I' = (X | a; = 5,5 € J) e

siano w ed w' due parole in X. Si indica con w; — w;y1 un’operazione elementare,
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Cl0€ 0 W; = 00T € Wwir1 = 0f3;T oppure w; = 03T € wip1 = oa,T, per j € J e o, T parole

positive in X.

Definizione 4.8. Sia I' un semigruppo con presentazione I' = (X | a; = f,5 € J) e
siano w ed W' due parole in X; si pone w = w' in T se e solo se esiste una sequenza finita

W=w) = wy — - —wp =W, tale che w; — wi1 € un’operazione elementare.
Definiamo ora il semigruppo associato ad una macchina di Turing:

Definizione 4.9. Sia T una macchina di Turing con stato finale qy; si definisce I'(T)

il semigruppo associato a 'l con presentazione

F(T) = (q7 h7 507317 e '7SM)QO7q17 - 4N ’ R(T))7

dove S = {So,S1,...,Su} € Ualfabeto di T, {qo,q1,---,qn} € Uinsieme dei suoi stati
mterni e g, h sono dei nuovi simboli.

R(T) é costituito dalle sequenti relazioni:
q:S; = @Sk se  qS;Srq €T, (4.1)

per ogni B =0,1,..., M :

q:5;53 = S;qiSs  se qS;Rq €T, (4.2)
¢:Sih = S;qSoh  se ¢;SjRq €T, (4.3)
SpqiS; = qSsS;  se ¢SjLg €T, (4.4)
hq;S; = hqiSoS; se ¢S;Lq €T, (4.5)
anSg = qn; (4.6)
Sganh = qnh, (4.7)
hgnh = q. (4.8)

Osservazione 4.10. E immediato osservare che i primi cinque tipi di relazioni derivano

dalle diverse tipologie di passo di calcolo introdotte nella Definizione 3.4.

Nelle relazioni (4.3) e (4.5) il simbolo h denota l'estremita finale del nastro della

macchina; possiamo quindi introdurre la seguente categoria di parole:

Definizione 4.11. Una parola ¢ detta h-speciale se ¢ della forma hah, dove o € una

descrizione istantanea.

Osservazione 4.12. Sia T una macchina di Turing con alfabeto S = {Sy,S1,...,Su} e
stato finale qy. Consideriamo la parola hah, dove « € una descrizione istantanea termi-
nale della forma ogy7, dove o e 7 sono parole in S e 7 € non vuota. Segue direttamente
dalle relazioni (4.6), (4.7), (4.8) che hah = ¢ in I'(T") quando « ¢ terminale.
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Lemma 4.13. Sia T una macchina di Turing con stato finale qy e sia I'(T) il suo

semigruppo associato. Allora valgono le sequenti:

1. Siano w ed ' parole in {Sy,S1,...,5Mm,90,q1,---,qn} conw Z q e W # q. Se

w — w' & un’operazione elementare, alloraw & h-speciale se e solo se w' é h-speciale.

2. Se w = hah ¢é h-speciale, W' # q e w — W' & un’operazione elementare che usa una
delle relazioni da (4.1) a (4.5), allora ' = hfh, dove o« — 5 0 f — « € un passo
di calcolo di T

Dimostrazione. 1. E sufficiente osservare che w # q,w’ # q e che la relazione (4.8) ¢

I'unica in grado di creare o cancellare il simbolo h.

2. Dal punto precedente segue che w’ & h-speciale, dunque supponiamo w’ = hph,
dove 8 & una descrizione istantanea. Se w — w’ & un’operazione elementare, dalla
Definizione 4.7 segue che w; = oart e w;11 = 0T oppure w; = ofT e w1 = oQT,
dove o e 7 sono parole positive nell’insieme dei generatori di I' e « = § € una delle
relazioni dei primi cinque tipi. Ad ognuna di queste e associata una quadrupla di
T e una quadrupla corrisponde a sua volta ad un passo di calcolo, dunque vale

a — [ oppure [ — «a. [

Lemma 4.14. Sia T una macchina di Turing con stato finale qn, ) linsieme di tutte

le parole positive nell’alfabeto di T' e sia E = e(T). Se w € €, allora
w € E se e solo se hgqowh = q in T'(T).

Dimostrazione. Dimostriamo la condizione necessaria. Se w € F, esiste una sequenza
di descrizioni istantanee oy = qow, o, . . ., oy tale che a; — ;41 € un passo di calcolo e
oy contiene lo stato finale ¢y. Dalle operazioni elementari associate ai primi cinque tipi
di relazioni in I'(T"), si ottiene che hgowh = hayh in I'(T'); applicando le relazioni (4.6),
(4.7), (4.8) segue direttamente che hayh = ¢ in I'(T).

Dimostriamo ora la condizione sufficiente. Se hgowh = ¢ in ['(T), allora esistono

wo, - - - ,wy parole in {h, So, S1, ..., Sm, 90, G1, - - -, N} tale che
hqowh = wy — w; — -+ = w; = hgqnh — q,

dove w; — w;y1 € un’operazione elementare. Poiché wy ¢ h-speciale, dal Lemma 4.13 (1)
segue che, per ogni i, w; = ha;h per una qualche descrizione istantanea «;. Dal Lemma
4.13 (2) si ha che a; — ;41 oppure a;41 — ;. Proviamo per induzione su ¢t > 1 che
a; — 11, per ogni ¢ < t — 1. Per il caso base t = 1 ¢ sufficiente osservare che se oy

¢ terminale, allora 1'unico caso possibile € a;_1 — 4. Supponiamo ora che ¢t > 1 e che
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alcune frecce siano orientate verso sinistra; a partire da a;_; — «; scorriamo la sequenza
di descrizioni istantanee finché non troviamo un indice ¢ tale che a;_1 + a; — ;1. Cio
non ¢ possibile perché non c¢’e¢ mai ambiguita sulla mossa successiva di una macchina di
Turing, dunque deve essere ;1 = ;11 € w;—1 = ha;_1h = ha;i1h = w1 Eliminiamo
le parole w; e w;11, cosi da poter applicare il passo induttivo alla sequenza di lunghezza
t. Abbiamo quindi dimostrato che gow — a3 — -+ — a4 € una sequenza di descrizioni

istantanee, con «; che contiene lo stato finale ¢qy; dunque T calcola w e w € E. O
Teorema 4.15 (Markov-Post).

1. Esiste un semigruppo finitamente presentato

Y= (Q7h7807317'"7SM7QO7Q17"'7QN ‘ R)a
con problema della parola indecidibile.

2. Non esiste alcun processo decisionale che determini, per una arbitraria parola h-

speciale hah, se hah = q in 7.

Dimostrazione. 1. Sia T" una macchina di Turing con stato finale ¢y ed alfabeto A =
{So, S1,.-.,5u}, sia  l'insieme della parole positive in A e sia F = e(T) C .
Denotiamo con €2 I'insieme della parole positive in AU {q, h, qo, q1, . .., qn}, dove i

simboli qq, ¢1, . . . , ¢v appaiono nella quadruple di T". Definiamo 'insieme
E={wecQ:u=qin(T)},

e la funzione ¢ : Q — Q tale che w — hquwh. Identifichiamo € con la sua
immagine y C €; dunque il sottoinsieme E di € si identifica con il sottoinsieme
Ey = {hgowh : w € E} di Q. Sfruttando il Lemma 4.13 (2) e le relazioni da (4.1)
a (4.5) e immediato osservare che Fj € un sottoinsieme ricorsivo di €2y se e solo se

E & un sottoinsieme ricorsivo di €2. Dal Lemma 4.14 segue che
Ey = {hqowh : w € E} = {hqowh = ¢ in T(T)} = E N Q.

Assumiamo che T sia la macchina di Turing 7* del Teorema 4.4, dunque F = e(T™)
¢ r.e., ma non ricorsivo. Supponiamo per assurdo che E sia ricorsivo; dall’Osserva-
zione 4.5 segue che Ej e ricorsivo, dunque F e ricorsivo, che ¢ una contraddizione.
Sia v = I'(T™) il semigruppo finitamente presentato associato a T*; abbiamo di-
mostrato che esiste ¢ in Q tale che l'insieme £ = { € Q : w = ¢ in ['(T)} non &

ricorsivo; quindi per definizione v ha problema della parola indecidibile.
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2. Definiamo l'insieme S = {hah : hah = ¢ in I'(T*)}. Supponiamo per assurdo che
S sia ricorsivo; allora per 1'Osservazione 4.5 si ha che S Ny & un sottoinsieme
ricorsivo di Qy. Cio & assurdo, perché S N Qy = Ey, che sappiamo non essere

ricorsivo dal punto precedente. []
Con il seguente corollario riscriviamo generatori e relazioni del semigruppo v = I'(T™).
Corollario 4.16.

1. FEsiste un semigruppo finitamente presentato
I'= (anO’Ch, -5 4N, S(J?Sla s 7SM | qulG’L = qu12K277/ € I)a

con problema della parola indecidibile; dove F;, G, H;, K; sono parole positive (an-

che vuote) in S = {So, S1,...,Su} € G, ¢, € {q,q0,---,qn}-

2. Non esiste alcun processo decisionale che determini se Xq;.Y = q in I, per X ed

Y parole positive in S = {Sp, S1,...,Su} e q, arbitrario.

Dimostrazione. 1. E sufficiente considerare il generatore h del semigruppo v =T’ (T*)
ed aggiornare gli indici dei simboli Sy, ..., Sy in modo tale che h = S);; in questo

modo le relazioni R(7*) assumono la forma richiesta.

2. Sia {q,q0,---,qn, S0, - ., Sy} Uinsieme dei generatori di T', con gli indici assegnati
come nel punto precedente e sia ()5 I'insieme delle parole positive in tale insieme.

Definiamo i seguenti due insiemi:

A= {X¢q;,;Y : X, Y sono parole positive in S,..., Sy e X¢;,;Y = qin I'};
Sy = {SyaSy :a = 0q;,T, dove o e T sono parole positive in S, ..., Sy 1

e SyaSy =qin T}

L’insieme S, si ottiene dal sottoinsieme S del teorema precedente ponendo h = Sy;;
inoltre, vale Sy = ANQ,. Poiché S, non & ricorsivo, per I'Osservazione 4.5 possiamo

concludere che anche A non e ricorsivo; da cui la tesi. [

4.3 1l problema della parola per i gruppi

Nel presente paragrafo affrontiamo il problema della parola per i gruppi: analoga-
mente al caso dei semigruppi, consideriamo una macchina di Turing T e definiamo il
gruppo A(T) associato. Dimostreremo che % ha problema della parola non decidibile

se T e scelta come T™, che ¢ la macchina di Turing del teorema di Markov-Post.
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4.3.1 Teorema di Novikov-Boone-Britton

Osservazione 4.17. Dato un semigruppo I' con generatori X = {z1, ..., x,}; nel paragrafo
precedente si € considerato I'insieme €2 delle parole positive in X. Nel caso dei gruppi

non e necessario considerare solo parole positive, infatti: se F' ¢ un gruppo libero con

generatori X = {zy,...,x,}, si pud considerare I'insieme 2 di tutte le parole in X come
I'insieme delle parole positive nell’alfabeto X = {x, 27", ..., z,, 21}
Definizione 4.18. Sia G un gruppo con presentazione (x1,...,x, | A) e sia Q linsie-

me delle parole in {x1,...,x,}. Si dice che il gruppo G ha problema della parola

decidibile se l'insieme {w € Q:w =1 in G} é ricorsivo.

Consideriamo una macchina di Turing 7" ed il semigruppo I" = T'(T") associato, scritto

secondo la notazione del Corollario 4.16:
I'= (q7Q0aQ17- .. 7qN7507817 s 7SM | F’LQMGZ = quzzKZaZ S I)v

dove F;, G;, H;, K; sono parole positive (anche vuote) in S = {Sy, S1,...,Su} € Gi,, ¢, €

{¢, 90, --.,qn}. Presentiamo la definizione equivalente per il caso dei gruppi:

Definizione 4.19. Sia T una macchina di Turing; si definisce B = B(T) il gruppo

associato a T avente generatori:
Q7QO7"'7QN7SU7"'7SM7Tiul € [7x7t7k;

e relazioni:

per ogni i € I e per ogni 5 =0,..., M,

l’Sﬁ = SﬁIL‘Q, Al ]

TZ'Sg = ngrﬂi,

r FF g, Giry = HY ¢, K;, Ay

tr; = r;t,

tr = at, A3_
kr; = rik,
kx = xk,

k(g 'tq) = (¢ 'tq)k.
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Consideriamo l'insieme S = {5y, S1,..., Sy} e una parola X = Sg....S5" (non
necessariamente positiva) in S; definiamo X# = 5 oS5, Valgono le seguenti due
proprieta: (X#)# =X e (XY)* = X#Y#,

Definizione 4.20. Siano X e Y due parole in S; si definisce (Xq;Y)* = X#q;Y, dove
qj € {Q7QO7"‘7qN}'

Definizione 4.21. Una parola 3 ¢ speciale se ¥ = X#q;Y, dove X e Y sono parole
positive in S e q; € {q,q0,--.,qn}-

Osservazione 4.22. Se ¥ = X#q,;Y, dove X e Y sono parole positive in S, allora X* =
(X #qu)* = X¢;Y ¢ una parola positiva; in particolare, X* costituisce un elemento del

semigruppo I

Le definizioni introdotte ci permettono di enunciare i due risultati fondamentali del

presente capitolo:

Lemma 4.23 (Boone). Sia T una macchina di Turing con stato finale gy e siaI' = T'(T')
il suo sottogruppo associato (presentato come nel Corollario 4.16). Se ¥ é una parola

speciale, allora
E(X 1Y) = (7 48)k in B = B(T) se e solo se ©* = q in ['(T).

Teorema 4.24 (Novikov-Boone-Britton). Esiste un gruppo % finitamente presentato

con problema della parola indecidibile.

Dimostrazione. Consideriamo la macchina di Turing 7™ del Teorema di Markov-Post.
Procediamo per assurdo: supponiamo che esista un processo decisionale che, per una
qualsiasi parola speciale ¥, determini se kX" 1tXk~1E1¢71Y = 1 in B(T*), allora dal
lemma di Boone segue che lo stesso processo decisionale determina se ¥* = ¢ in I'(T™).
Dall’Osservazione 4.22 sappiamo che ¥* = X¢;Y’, dove X e Y sono parole positive in S;
possiamo, quindi, applicare il Corollario 4.16 (2), che afferma che non esiste un processo

decisionale per I'(T™) come richiesto. O

Corollario 4.25. Sia T una macchina di Turing con stato finale qn, 2 linsieme di tutte
le parole positive nell’alfabeto di T e sia E = e(T) C Q. Sew € Q, alloraw € E se e
solo se k(h™'qowh) = (h ™ tqowh)k in B(T).

Dimostrazione. Sia w € §2; il Lemma 4.14 afferma che w € E se e solo se hqowh =
qin T(T). In B(T) vale (hqowh)* = h™'qowh, che & una parola speciale. Applicando il
Lemma di Boone a quest’ultima otteniamo che (h~'gowh)" = hgowh = ¢ in T'(T) se e

solo se k(h~'qowh) = (h~'qowh)k in B(T). O
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4.3.2 Lemma di Boone: dimostrazione della condizione suffi-

ciente

Per completare la trattazione del problema della parola per i gruppi, rimane da dimo-
strare il lemma di Boone. In questo sottoparagrafo trattiamo la condizione sufficiente;
nel successivo presenteremo la dimostrazione della condizione necessaria.

Riportiamo di seguito il lemma di Boone:

Lemma 4.26 (Boone). Sia T una macchina di Turing con stato finale gy e siaI' = T'(T)
il suo sottogruppo associato (presentato come nel Corollario 4.16). Se ¥ é una parola

speciale, allora
E(X1Y) = (S 4X)k in B = B(T) se e solo se ¥* = q in T(T).
La dimostrazione fara uso del seguente lemma:

Lemma 4.27. Consideriamo linsieme S = {So, S1,...,Sum}.

1. Se V' ¢ una parola positiva in S, allora v,V = VR in B er;'V =VR' in B, dove

R e R sono parole in {x,r;:i € I} ed R é una parola positiva.

2. Se U ¢ una parola positiva in S, allora U*r; = LU* in B e U*r;' = L'U* in B,

dove L e L' sono parole in {x,r;:i € I}.
Dimostrazione. Si veda il Lemma 12.10 [9, Cap. 12]. O

Dimostrazione della condizione sufficiente del lemma di Boone. Sia Y una parola spe-

ciale tale che ¥* = X¢;Y = ¢ in I'; allora esiste una sequenza finita
Y'=wi S wy > —>w,=qin [,

tale che, per ogni v, w, — w,;11 ¢ un’operazione elementare. Una tra w, e w, 1 as-
sume la forma UF;q;,G;V e laltra UH,q;,K;V, dove U e V sono parole positive in
S = {8y, S1,...,Su}. Supponiamo che w* = U#(H;*q;, K;)V; per le relazioni in £ (si

veda la Definizione 4.19) e per il lemma precedente, vale la seguente uguaglianza in %
wi = U*(H*q, K;)V = U (r, ' Fi*q,Gir))V = LU (F#¢;,G))VR = L'w! | R,

dove L' e R’ sono parole in {x,r; : i € I}.
Similmente, se w’ = U#(F#¢;,G;)V, in % vale

wi = U*(Fi*q,G)V = U* (r;H;#q,, Kir, ")V = L"U*(H# q;, K,)VR" = L"w R,
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dove L" e R" sono parole in {x,r; :i € I}.

Dunque, per ogni v vale w} = L,w} R, in %, dove L, e R, sono parole in {z,r; :
i € I}. Definiamo le parole L=L;... L, 1 e R=R,_1... Ry in {x,r; : i € I}; allora
vale wi = Lw; R in &.

Ma wi = (X*)" = ¥ e wi = ¢* = ¢, dunque X = LgR in 4. Dalla Definizione 4.19
segue che k e t commutano con x e con tutti gli r;; quindi commutano anche con L e R.
Dunque, si ha

kXS USk IS Y = kR Y L LgRE T R g Lt Lg R
= kR '¢ tgk7'¢ 't qR
= R Ykq "tgk ¢ 't )R

I'ultima uguaglianza segue dalla relazione k(¢ 'tq) = (¢ 'tq)k della Definizione 4.19. La

condizione sufficiente del lemma di Boone ¢ quindi dimostrata. O

4.3.3 Lemma di Boone: dimostrazione della condizione neces-

saria

La dimostrazione della condizione necessaria del lemma di Boone risulta piti com-
plessa rispetto a quella della condizione sufficiente. Per affrontarla, introdurremo nuovi
lemmi e definizioni e faremo ampio uso della teoria delle estensioni HNN, presentata nel
Paragrafo 1.3.

Ricordiamo che nella Definizione 4.19 le relazioni del gruppo # sono state rac-
colte nei sottoinsiemi A; C As C Ag; utilizziamo quest’ultimi per definire i gruppi
By, B, Bo, Bs:

%y = (x| 9),

cioe Hy = (x), che ¢ il gruppo ciclico infinito con generatore z;
By = (Bo; So, -, Su | Ay),
By = (B xQ;riyi € 1] Ag),
dove Q = (¢, qo, - - -, qn), cioe il gruppo libero con base {q, qo, - - ., qn }; ed infine
B = (Bt | As).

Lemma 4.28. Ogni gruppo nella catena By < B1 < B xQ < By < B3 < A
e un’estensione HNN del suo predecessore e By x () e un’estensione HNN di ABy. In

particolare:
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1. B, ¢ un’estensione HNN con base By e lettere stabili {Sy,...,Sn};

2. B1xQ & un’estensione HNN con base B e lettere stabili {Sy, ..., Su Y Hq, qo,---,qn};

3. By Q e un’estensione HNN con base %, e lettere stabili {q,qo,...,qn};

4. By & un’estensione HNN con base By x Q) e lettere stabili {r; :i € I};

5. B3 e un’estensione HNN con base By e lettera stabile t;

6. B ¢ un’estensione HNN con base Bs e lettera stabile k.
Dimostrazione. Si veda il Lemma 12.11 [9, Cap. 12]. O
Corollario 4.29.

1. 11 sottogruppo (Six,...,Syx) < By € un gruppo libero con base {Siz, ..., Syx}.

2. FEsiste un automorfismo ¢ di B tale che y(x) = 7 e (Sz) = Ss, per ogni 5.
Dimostrazione. Si veda il Corollario 12.12 [9, Cap. 12]. O

Lemma 4.30. Si consideri una parola speciale 3 che soddisfi le ipotesi del lemma di
Boone:
w(X) = kX SIS IS =1 in B

Allora esistono Ly e Lo parole ridotte in {x,r; : 1 € I} tali che
L12L2 =(q m %2.

Osservazione 4.31. Dalle relazioni nella Definizione 4.19 si ha che k commuta con {z, ¢"'tq, r; :
i €1} etcommuta con {x,r;:i € I}.
Inoltre, dal Lemma 4.28 sappiamo che & ¢ un’estensione HNN con base #; e lettera

stabile k, cioe
B = (Bs; k| k7 lrik =ryi € Ik ok =2, k7 (¢ tq)k = ¢ 'tq);
P e un’estensione HNN con base %, e lettera stabile ¢, cioe
By = (Boyt |t rit =m0 € [t ot = ).

Dimostrazione. Sappiamo che % ¢ un’estensione HNN con base %3 e lettera stabile
k. Consideriamo la parola kX"1Xk1X1¢71Y: per il Lemma 1.33 di Britton, questa

contiene un pinch della forma kX ~'Xk™1; inoltre, esiste una parola C' in {x, ¢ 'tq,r; :
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i € I} tale che X71tY = C in %5. Percid esistono parole w che soddisfano L~ 1XC~! =

1 in A3, cioe
w=Y""SRy(q 't q)Ri(q t?q)Ry . .. (¢t q)R,, = 1 in B,

dove R; sono parole ridotte (anche vuote) in {z,r; : i € I} e e; = £1. Supponiamo che
w sia scelta in modo tale che n sia minimale.

Poiché %5 ¢ un’estensione HNN con base %, e lettera stabile ¢; dal Lemma 1.33
di Britton segue che w contiene un pinch della forma ¢t°Dt™¢ ed esiste una parola R in
{z,r; 11 € I} tale che D = R in %s.

Supponiamo che la sottoparola t°Dt™¢ contenga la prima occorrenza della lettera ¢
in w, cioe t*Dt~¢ = tXRyq~1t*. Allora e = +1,e; = —1 e tXRyq 't = tRt™!; dunque
vale

YRog ' = R in %By;

equivalentemente,

R™'SRy = q in B>,

dove R™! e Ry sono parole ridotte in {z,r; : i € I'}, come richiesto dal lemma.
Supponiamo ora che ¢ sia t%, per j > 1; allora t*Dt ¢ = tgR;q~"t%+! ed esiste una
parola R in {z,r; : i € I} tale che gR;jqg' = R in %,. Dall’Osservazione 1.32 si ha che

By < A3, dunque vale la seguente uguaglianza in As:
t9qR;q "t = t°qR;q 't = t°Rt°. (4.9)

Poiché la lettera stabile t commuta con z e r;, per ogni ¢ € I, si ha

qRjq"' = R in %s. (4.10)
Dunque, in %3 vale
(¢ 't9q)R;(q 't q) = ¢ "t°Rt °q (4.9)
=q¢ 'Ryq (t commuta con z,1;)
=q '(qRjg g (4.10)
- Rj.

Ma questa nuova fattorizzazione di w in %3 contraddice l'ipotesi di minimalita di n. [

Ricordiamo che una parola speciale 3 ¢ della forma ¥ = X#¢;Y, dove X e Y sono
parole positive in {Sp,...,Su} e ¢; € {¢,q,-..,qv}. Con il lemma precedente si &
provato che LlX#quLg = ¢ in %y, dove Ly e Ly sono parole ridotte in {z,r; : i € I};

tale uguaglianza puo essere riscritta come Ly X#q; = gLy Y- in %,.
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Lemma 4.32. Le parole LlX#qj e qLy'Y ™t sono r-ridotte per ognii € I.

Osservazione 4.33. Dal Lemma 4.28 sappiamo che %, e un’estensione HNN con base
P * Q e lettere stabili {r; : i € I}, cioe

%2 = (:@1 * Q,T,L,Z € [ ‘ T;l(Fi#qilG,L')?“i = HZ#(]ZQK“T,Tl(SIg‘T)TZ = Sg%il),

dove Q = <Q7q07"'7q1\7>-

Dimostrazione. Dimostriamo che la parola L;X#q; ¢ ri-ridotta; la dimostrazione per
qLy'Y ™! & analoga.

Supponiamo per assurdo che L; X#¢q; contenga una sottoparola della forma r{Cr; *;
questa ¢ una sottoparola di L, essendo X# una parola in {Sy,...,Sy}. Ricordiamo
che L; ¢ una parola ridotta in {x,r; : i € I}; quindi esiste m # 0 tale che C = z™.
Dall’Osservazione 4.33 e dalla definizione di pinch si ha che esiste una parola V' in %, *(Q),

dove Q@ = (¢, q1,--.,qn), tale che
2" =V in % * Q.

La parola V' assume la forma

e

V = CU()<.F7;#QZ'1GZ‘)BIW1 Ce (‘Fz#qllGl)

n
Wrw

dove e¢; = £1 e w; € una parola in {Syz,...,Syx}, per ogni j.
Poiché 2™ = Vin %, * QQ e 2™ € %,, possiamo concludere che V non contiene

nessuno dei simboli {q, q1,...,qn}; quindi V' non contiene Fi#qilGi, da cui
m _ — fi Ip s
2" =wy = (Sp,0)" ... (Ss,x)"" in A,

dove f, = £1 e vale

" Mwy =1 1in 4.

Ricordiamo che per il Lemma 4.28, %, ¢ un’estensione HNN con base %, = (z) e
lettere stabili {Sp, ..., Sy} e grazie al Lemma 1.33 di Britton possiamo affermare che la
parola x~™wy contiene una sottoparola della forma S gxeng , dove € = +1. E sufficiente
osservare lo spelling di wy per concludere che non contiene nessuna sottoparola della
forma richiesta; quindi wy = 1, da cui 2™ = 1. Ma questo genera un assurdo, poiché il
fatto che x abbia ordine infinito contraddice la richiesta m # 0. Percio L; e r;-ridotta,

da cui segue che L1 X #qj ¢ r;-ridotta. O
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Lemma 4.34. Siano Ly e Ly parole in {x,r; : i € 1}, r;-ridotte per qualunque i € I. Se
X eY sono parole ridotte in {So,...,Su} e se

LlX#QjYLQ =4q m @27
allora X e'Y sono positive e vale
XqY =(X*q;Y) =qinT.

Osservazione 4.35. Il lemma appena enunciato conclude la dimostrazione del Lemma 4.23
di Boone e di conseguenza, del Teorema 4.24 di Novikov-Boone-Britton. Consideriamo,
infatti, una parola speciale ¥ della forma 3 = X#¢;Y, dove X e Y sono parole positive
in S ={S,....,5%} eq € {¢q,...,qv}. Supponiamo che ¥ soddisfi le ipotesi del

lemma di Boone, cioe
wX) = kX Sk IY = 1in L.

Dal Lemma 4.30 si ha che
LlX#qJYLQ =dq in %2,

dove Ly e Ly sono parole ridotte e r;-ridotte (si veda dimostrazione del Lemma 4.32) in
{z,r; i € I'}. Poiché X e Y sono parole positive in .S, sono anche parole ridotte; quindi

le ipotesi del lemma precedente sono soddisfatte. Questo implica che
XqY = (X#qY) =% =qinT,
che e la tesi del lemma di Boone.

Dimostrazione. Dai lemmi precedenti segue che L1 X#q; = gLy 'Y~1in %, e che en-
trambe le parole sono r;-ridotte. Dal Corollario 1.36 si ha che il numero delle lettere r;
¢ lo stesso in L; e Ls; indichiamo tale numero con p > 0. La dimostrazione procede per
induzione su p.

Sia p = 0. L'uguaglianza L; X#q;Y Ly = q diventa 2™ X#¢;Y 2" = q in %,. Poiché
essa non coinvolge nessun simbolo 7;, puo essere vista come un’equazione in % xQ) < Ao,
dove @ = (¢, o, - - -, qv). Dal Teorema 1.26 (forma normale nel prodotto libero) segue che
¢ =qeax™X? =1=Ya" in % . Poiché B, & un’estensione HNN con base %, = (z) e
lettere stabili {Sp, ..., Sy}, dal Lemma 1.33 di Britton si ha che m =0 =mn e che X e
Y sono entrambe la parola vuota. Quindi X e Y sono positive e X¢;Y =¢; =¢in I

Sia p > 0. Ricordiamo che dal Lemma 4.32 le parole LlX#qj e qLy 'Y ™! sono ;-
ridotte per ogni i € I e che %5 & un’estensione HNN con base %, * () e lettere stabili

{r; - i € I'}. Dunque, esistono L3 e L, sottoparole, rispettivamente, di L; e Ly tali che

L1 X%#q;Y Ly = La(réa™ X% q;Ya"r; ¢) Ly = q in By, (4.11)
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dove la parola tra parentesi costituisce un pinch. Si hanno due casi possibili:
1. see = —1, alloraz™X#q;Ya" € A, = <Fi#qi1Gi, Sgx, per ogni ) e quindi ¢; = ¢;,;

2. se e = +1, allora 2™ X#q;Yz" € B; = (quiQKi,SB:r_l, per ogni ) e quindi

Consideriamo solo il caso e = —1; il secondo caso ¢ analogo.

Per quanto appena detto si ha che esiste una parola w tale che
w = me#quxnuO(F;#qui)alul . (F;-#qj'Gi)at’U,t =1in %1 * Q,

dove o; = 1 e u; sono parole (anche vuote) in {Sgx, per ogni f}. Possiamo assumere
che le u; siano ridotte in {Sgz, per ogni 8} e per il Corollario 4.29 (1) sappiamo che tale
insieme genera un sottogruppo libero di %,. Supponiamo che w sia stata scelta con t
minimale. Poiché w = 1 in %) xQ, dal Teorema 1.26 (forma normale nel prodotto libero)
segue che ogni sottoparola di w compresa tra due simboli g; successivi ¢ uguale a 1 in
. Inoltre, %, x Q & un’estensione HNN con base % e lettere stabili {q, qo,...,qn}
e per I’Osservazione 1.31 i sottogruppi A e B della definizione di estensione HNN sono
banali. Quindi, per il Lemma 1.33 di Britton, w contiene una sottoparola della forma
¢;Cq; “, dove C'=11in %.

Supponiamo che ¢5Cq; “ contenga la prima occorrenza di g;; allora —e = a; = —1le

C=Ya"uyG; ' =1in %. (4.12)

Proviamo che il pinch ¢;C'q; © non puo apparire in nessun’altra posizione in w, infatti:
[e%

consideriamo un indice v e la sottoparola (F/*q;G;) vuv(ﬂ#qui)%“. Supponiamo che

questa contenga un pinch; quindi distinguiamo i due casi possibili:
1. se a, = +1, allora a,, 1 = —1; il pinch e quinGi_lqj_1 eC = Giqui_l =1in %;

2. se a, = —1, allora a, 1 = +1; il pinch ¢ q;lﬂ#_lqui#qj e C = ﬂ#_luvﬂ# =
1lin %1.

In entrambi i casi si ha u, = 1 in %;; ma u, ¢ una parola ridotta in {Sgx, per ogni 5},
quindi u, = 1; cio contraddice la minimalita di £. Quindi I'unico caso possibile si ha per

t=1a0,=—-1e
W= me#qu$"u0G;1q;1Fi#7lu1 =1in % * Q.

Abbiamo gia osservato che ogni sottoparola di w compresa tra due simboli g; successivi ¢

uguale a 1 in %;; quindi si ha Fz-#flulme # =1 in %,. Riscriviamo questa uguaglianza
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e la (4.12), come

xnquifly =1 in %1,
(4.13)

X#ﬂ#_lulxm =1 in 4.

Consideriamo G, che ¢ una parola positiva in {S,..., Sy} e cancelliamo tutte le
sottoparole della forma 55551 oppure 55185; si puo dimostrare che la prima lettera che
rimane in G 'Y & positiva, cioe esiste una sottoparola Y; di Y che inizia con una lettera
positiva e tale che Y = G;Y;. Similmente, data la parola X#Fi#fl; procediamo con la
stessa operazione di cancellazione; in questo caso esiste una sottoparola X; di X tale
che X fﬁ termina con una lettera negativa e X = X, F;. Non riportiamo la dimostrazione
di questi due risultati, ma invitiamo il lettore a consultare la dimostrazione del Lemma
12.15 [9, Cap. 12].

Quindi, in %, vale 1 = 2"uoG;"Y = 2"uyG, 1 G;Y:, da cui uy' = Yia" in 4.
Definiamo inoltre vy ' = T, Yug'r;. Poiché uy & una parola in {Spx, per ogni 5} e dalla
Definizione 4.19 vale 7} ' Sgzr; = Szz~! per ogni 3, possiamo considerare u, ' e vy ' come
elementi di %, = (x, Sy, ..., Su). Per il Corollario 4.29 (2) esiste un automorfismo v di
%, tale che (x) = 271 e 9(Ss) = Ss, per ogni B. Quindi, v, = Y(uy') = Y(YViz") =
Yix™"; da cui

vy! = YizT" in ;. (4.14)

1

Similmente, possiamo definire v;* = r; tuy 'r;, da cui

ot =27 X7 in . (4.15)
Consideriamo nuovamente 1'uguaglianza (4.11), nel caso e = —1:
L1 X#qY Ly = Ly(réa™ X% q;Ya"r;¢) Ly = q in Bs. (4.16)

In A, valgono le seguenti:

q= L X?"q;Y Ly = Lar; (2" X#)q;(Ya™)r; Ly
= Lgri_l(ul’lFi#)qj(Giugl)mL4 (4.13)
= Lavy 'y (B q;Grivg  La
= Lavy (7 P q;Gar vyt Ly
= (Lsvy ") H] qi, Ki(vg ' L)
= (Lsa " X{)H q;, i (Yiz™"Ly)  (4.14), (4.15).

Percio,
LSxim(Xi#:H;%qngZ}/l)xinL4 =(q in %2.
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Osserviamo che Lyz~™™ e x7" L, sono parole in {z,r; : i € I} aventi p— 1 occorrenze delle
lettere r;. Inoltre, Xfé HZ# e K;Y; sono parole ridotte, cioe non contengono sottoparole
della forma SBS@TI oppure SEISB. Infatti, K; e una parola positiva in {Sp,..., Sy},
quindi e ridotta; Y] € una sottoparola di Y, che e ridotta per ipotesi. Quindi la parola
K,Y; risultante dalla giustapposizione ¢ ridotta, perché, come abbiamo gia osservato,
la prima lettera di Y] e positiva. Similmente, si puo dimostrare che X fﬁ Hf ¢ ridotta.
L’ipotesi induttiva e quindi soddisfatta; per induzione, segue che X;H; e K;Y; sono
positive e quindi anche le loro sottoparole X; e Y] e vale

(X{fH ¢, KY1) =qinT.
Poiché (X7 H#)" = X, H,, si ha
Ricordiamo che e = —1,¢; = ¢;, e che X = X F; e Y = G;Y) sono parole positive; si ha

XqY = X1Fiq;GiY

= X1 Figi,GiYa
= X1H;q:,, K;Y1 (Corollario 4.16(1))
=qinl (4.17),
da cui segue la tesi
XqY =qinT. O

La dimostrazione del Lemma 4.23 di Boone & cosi conclusa e con essa la nostra

trattazione del problema della parola per i gruppi.
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