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Introduzione

Grazie alle sue applicazioni in numerosi ambiti, la teoria delle serie di Fourier costi-

tuisce uno dei pilastri fondamentali nel campo dell’Analisi Matematica. L’obiettivo di

questa tesi è fornire una panoramica sul tema della convergenza delle serie di Fourier. La

tesi è articolata in tre capitoli: nel primo, vengono introdotte le notazioni e le definizioni

essenziali relative alle serie di Fourier: si presentano i polinomi trigonometrici, l’insieme

T, i coefficienti di Fourier e si discute il concetto di sviluppabilità in serie di Fourier.

Vengono poi enunciati la Disuguaglianza di Bessel e il Lemma di Riemann-Lebesgue,

dai quali segue un importante risultato sul comportamento asintotico dei coefficienti di

Fourier.

Il secondo capitolo esaminerà la convergenza delle serie di Fourier. Nello specifico,

si analizzeranno dettagliatamente sia la convergenza puntuale sia quella uniforme. Si

introducono i nuclei di Dirichlet e si discute il loro ruolo nel garantire la convergenza

delle somme parziali. Successivamente, si dimostra il Principio di Localizzazione di

Riemann, evidenziando che solo il comportamento locale di una funzione influisce sulla

convergenza della sua serie di Fourier in un punto specifico. A questo risultato seguono

altri due notevoli teoremi: il Teorema di Dini e il Teorema di Dirichlet, che forniscono

condizioni sufficienti affinché tale serie converga. Si mostrano poi alcune applicazioni di

questi due teoremi e alcuni risultati sulla convergenza uniforme.

Infine, nel terzo capitolo la tesi si concentrerà sulla sommabilità della serie di Fourier.

Verranno presentati dei risultati che consentono di estendere la nozione di convergenza,

permettendo cos̀ı di trattare anche casi in cui la convergenza tradizionale non è garantita.

Più precisamente, si definiscono i nuclei di Poisson e di Fejér, spiegando come possano

essere utilizzati per assicurare la convergenza delle serie nel senso di Abel e di Cesàro,

rispettivamente. Viene spiegata la relazione tra la convergenza secondo Abel e quella

secondo Cesàro per una serie numerica. Inoltre, si dimostra che, sotto certe condizioni,

le medie di Fejér associate a una funzione convergono uniformemente a tale funzione.

Per concludere, grazie ad alcuni risultati di densità, si prova che due funzioni sommabili

aventi gli stessi coefficienti di Fourier coincidono quasi ovunque.
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Capitolo 1

Serie Trigonometriche di Fourier

1.1 Polinomi trigonometrici

Lo scopo di questa sezione è definire la serie di Fourier associata ad una funzione f .

Per fare ciò, occorre dare alcune definizioni.

Definizione 1.1. Si chiama polinomio trigonometrico reale di grado n ogni funzione

p : R → R della forma

p(x) =
a0
2

+
n∑

k=1

ak cos(kx) +
n∑

k=1

bk sin(kx), (1.1)

ove ak e bk ∈ R per ogni k e an e bn non contemporaneamente nulli. Nel caso in cui

p : R → C, la funzione

p(x) =
∑
|k|≤n

cke
ikx, (1.2)

con ck ∈ C per ogni k e cn ̸= 0, si dice polinomio trigonometrico complesso di grado n.

Per la Formula di Eulero eikx = cos(kx) + i sin(kx), si ha

cke
ikx + c−ke

−ikx = (ck + c−k) cos(kx) + i(ck − c−k) sin(kx), ∀ k ≥ 0.

Se poniamo

a0 := 2c0; b0 = 0; ak := ck + c−k bk := i(ck − c−k),

ricaviamo che la (1.2) diventa

p(x) =
a0
2

+
n∑

k=1

ak cos(kx) +
n∑

k=1

bk sin(kx). (1.3)

Consideriamo l’insieme R, munito della seguente relazione di equivalenza:

x ∼ y se e solo se x− y = 2kπ, per qualche k ∈ Z.
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2 1. Serie Trigonometriche di Fourier

In questo modo, possiamo identificare l’intervallo T = [−π, π[ con il quoziente R/∼, otte-

nuto dalla precedente relazione. Lo spazio delle funzioni definite su T coincide quindi con

lo spazio delle funzioni reali 2π-periodiche. In particolare, questa notazione ci permette

di lavorare, per ogni f di periodo 2π, su un intervallo di ampiezza 2π, anziché considerar-

ne tutto il dominio di definizione. Immediata conseguenza delle ultime due uguaglianze è

l’unicità della scrittura (1.1). Un importante esempio di polinomio trigonometrico reale

è il polinomio di Fourier di grado n.

Definizione 1.2. Sia f una funzione 2π-periodica, sommabile su T. Il polinomio trigo-

nometrico

Sn(f)(x) :=
a0
2

+
n∑

k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)), (1.4)

con

ak =
1

π

∫
T
f(t) cos(kt)dt, ∀ k ≥ 0, (1.5)

e

bk =
1

π

∫
T
f(t) sin(kt)dt, ∀ k ≥ 1, (1.6)

si dice polinomio di Fourier di grado n associato a f. Le costanti ak e bk prendono il

nome di coefficienti di Fourier.

Analogamente a quanto visto nel caso generale, anche questa scrittura ne ammette

una complessa equivalente. Più precisamente,

Sn(f)(x) =
∑
|k|≤n

f̂(k)eikx, (1.7)

con

f̂(k) :=
1

2π

∫
T
f(t)e−iktdt, (1.8)

il k-esimo coefficiente di Fourier. La (1.7) è nota come n-esima somma parziale di Fourier.

Osservazione 1.3. Se f1 e f2 sono due funzioni che differiscono solo su un insieme di

misura di Lebesgue nulla, allora, dalla (1.8) e dalle proprietà dell’integrale di Lebesgue,

f̂1(k) = f̂2(k), per ogni intero k.

Vogliamo studiare il comportamento di Sn(f) quando n → ∞. Occorre quindi dare

le seguenti definizioni.

Definizione 1.4. Data f ∈ L1(T) periodica di periodo 2π, la serie bilatera

+∞∑
k=−∞

f̂(k)eikx, (1.9)

con f̂(k) definiti come nella (1.8), si chiama serie di Fourier associata a f.
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Definizione 1.5. Sia f ∈ L1(T) e sia x0 ∈ T. Se Sn(f)(x0) soddisfa

lim
n→∞

Sn(f)(x0) = f(x0),

allora f si dice sviluppabile in serie di Fourier nel punto x0.

In altre parole, richiediamo che la successione {Sn(f)(x0)}n∈N abbia limite e che esso

sia uguale a f(x0). Dall’Osservazione 1.3 deduciamo che, per stabilire se f è sviluppa-

bile in serie di Fourier in x0 ∈ T, conviene innanzitutto vedere se Sn(f)(x0) ha limite,

cercando condizioni sufficienti a garantire la convergenza, e poi se questo coincida con

f(x0).

1.2 Disuguaglianza di Bessel e Lemma di Riemann-

Lebesgue

In questa sezione lavoreremo con funzioni 2π-periodiche su L2(T). Esso è uno spazio

di Hilbert con la norma ∥·∥L2 . In questo caso, scegliamo come base Hilbertiana il sistema

ortonormale {eikx | k ∈ Z}. Dato che T ha misura di Lebesgue finita, L2(T) è contenuto
in L1(T), per cui i coefficienti di Fourier sono ben posti.

Teorema 1.6. Per ogni f ∈ L2(T) 2π-periodica vale la seguente disuguaglianza:

∥f − pn∥L2 ≥ ∥f − Sn(f)∥L2 , (1.10)

per ogni pn polinomio trigonometrico di grado minore o uguale a n.

In altre parole, il polinomio trigonometrico che meglio approssima la funzione f in

norma L2 su T è proprio il suo polinomio di Fourier di grado n.

Dimostrazione. Scriviamo pn come in (1.2). Allora

⟨f, pn⟩L2 =

∫
T
f(t)

∑
|k|≤n

ckeikt dt =
∑
|k|≤n

ck

∫
T
f(t)e−ikt dt

(1.8)
= 2π

∑
|k|≤n

ckf̂(k).

Ricordiamo che, per l’ortogonalità del sistema {eikx | k ∈ Z}, ogni j,m ∈ Z soddisfa

∫
T
eijte−imt dt =

1 se j = m;

0 se j ̸= m.

Ne segue che

∥pn∥2L2 =
∑
j,m

∫
T
cje

ijtcmeimt dt =
∑
j,m

∫
T
cjcme

i(j−m)t dt =
∑
j,m

cjcm

∫
T
ei(j−m)t dt.
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Per quanto osservato sopra, rimangono solo i termini con j = m, per cui

∥pn∥2L2 = 2π
∑
|j|≤n

|cj|2.

Di conseguenza,

∥f − pn∥2L2 =

∫
T
|f(t)|2 dt+ 2π

∑
|j|≤n

|cj|2 − 2π
∑
|j|≤n

(
f̂(j)cj + f̂(j)cj

)
= ∥f∥2L2 − 2π

∑
|j|≤n

|f̂(j)|2 + 2π
∑
|j|≤n

|f̂(j)− cj|2

≥ ∥f∥2L2 − 2π
∑
|j|≤n

|f̂(j)|2 = ∥f − Sn(f)∥2L2 .

Dall’ultima uguaglianza si deduce che il minimo è raggiunto quando cj = f̂(j), ossia nel

caso in cui pn = Sn(f).

Teorema 1.7 (Disuguaglianza di Bessel). Data una funzione f , di periodo 2π e a

quadrato sommabile su T, essa soddisfa

+∞∑
k=−∞

|f̂(k)|2 ≤ 1

2π

∫
T
|f(t)|2 dt = ∥f∥22. (1.11)

Dimostrazione. Dal teorema precedente si ha

0 ≤ ∥f − Sn(f)∥2L2 = ∥f∥2L2 − 2π
∑
|j|≤n

|f̂(j)|2,

ossia ∑
|j|≤n

|f̂(j)|2 ≤ 1

2π
∥f∥2L2 .

Poiché il primo membro coincide con ∥Sn(f)∥2L2 , il risultato segue passando al limite per

n → ∞.

Per quanto mostrato, la successione dei coefficienti di Fourier {f̂(n)}n∈N di una fun-

zione a quadrato sommabile su T converge a zero. Ciò rimane vero anche con ipotesi

meno restrittive, in particolare nel caso di f sommabile su T, come si evince dal seguente

lemma.

Lemma 1.8 (di Riemann-Lebesgue). Per ogni f sommabile su T risulta

lim
λ→∞

∫
T
f(t) cos(λt) dt = 0 = lim

λ→∞

∫
T
f(t) sin(λt) dt. (1.12)
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Dimostrazione. Dimostriamo la prima uguaglianza; per la seconda si procede in modo

analogo. Innanzitutto supponiamo f = χ(a,b), con (a, b) ⊂ T. Per la linearità dell’inte-

grale, il risultato segue anche per ogni funzione semplice, ovvero della forma
∑m

j=1 ajχAj
,

con aj costanti reali e Aj intervallo di T. Si ha∣∣∣∣∫
T
χ(a,b) cos(λt) dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

cos(λt) dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1λ (sin(λb)− sin(λa))

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣2λ
∣∣∣∣ ,

che tende a zero per λ → ∞. Se f è una funzione misurabile e non negativa su T,
sappiamo che essa è approssimabile mediante funzioni a gradini. Più precisamente, le

funzioni a gradini sono dense in L1(T). Dunque, preso ε > 0, è possibile scegliere ϕ = ϕε

tale che

∥f − ϕ∥L1 =

∫
T
|f(t)− ϕ(t)| dt < ε

2
.

Inoltre, essendo le funzioni a gradini un caso particolare di funzioni semplici, ϕ soddisfa∣∣∣∣∫
T
ϕ(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ < ε

2
,

per λ sufficientemente grande. Perciò,∣∣∣∣∫
T
f(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
T

(
f(t)− ϕ(t)

)
cos(λt) dt+

∫
T
ϕ(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

T

(
f(t)− ϕ(t)

)
cos(λt) dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
T
ϕ(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣
≤
∫
T
|f(t)− ϕ(t)| dt+ ε

2
≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

Per ε → 0+, questo conclude la prova nel caso f ≥ 0. Infine, se f è una generica funzione

sommabile su T, allora f = f+ + f−, rispettivamente parte positiva e parte negativa, e

la tesi segue da quanto visto per le funzioni non negative.

Osservazione 1.9. Poiché la prova del precedente teorema usa solo che T è un intervallo

limitato, si deduce che lo stesso risultato vale anche nel caso di f ∈ L1(I), con I ⊂ R
intervallo limitato.
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Capitolo 2

Convergenza puntuale e uniforme

della Serie di Fourier

Questo capitolo analizzerà anzitutto la convergenza puntuale della serie di Fourier

associata ad una funzione f. Successivamente, verranno forniti criteri per stabilire la

convergenza uniforme della stessa serie.

2.1 I nuclei di Dirichlet

Introduciamo dei particolari polinomi trigonometrici, noti come nuclei di Dirichlet,

che torneranno utili nei prossimi risultati.

Definizione 2.1. Fissato n ∈ N, si dice nucleo di Dirichlet n-esimo il polinomio trigo-

nometrico dato da

Dn(x) =
1

2
+

n∑
k=1

cos(kx) =
1

2

∑
|k|≤n

eikx, (2.1)

ove nella seconda uguaglianza abbiamo usato la Formula di Eulero.

Osservazione 2.2. Dalla definizione segue immediatamente che Dn è una funzione pari e

2π-periodica, per ogni n ∈ N.

Proposizione 2.3. Siano n ∈ N e Dn nucleo di Dirichlet. Allora

1

π

∫
T
Dn(x) dx = 1. (2.2)

7
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Dimostrazione.

1

π

∫
T
Dn(x) dx =

1

π

∫
T

1

2
dx+

1

π

∫
T

n∑
k=1

cos(kx) dx

=
1

2π

∫
T
1 dx+

1

π

n∑
k=1

∫
T
cos(kx) dx

= 1 +
2

π

n∑
k=1

∫ π

0

cos(kx) dx = 1.

Nel penultimo passaggio abbiamo usato il fatto che∫
T
cos(kx) dx = 2

∫ π

0

cos(kx) dx = 2

[
sin(kx)

k

]π
0

= 0,

in quanto funzione pari su un dominio simmetrico rispetto all’asse y.

Osservazione 2.4. Si può dimostrare che Dn soddisfa

Dn(x) =
sin
(
nx+ x

2

)
2 sin

(
x
2

) . (2.3)

Inoltre il nucleo di Dirichlet permette di scrivere Sn(f) sotto forma di convoluzione.

Più precisamente, vale il seguente risultato.

Proposizione 2.5. Siano f una funzione 2π-periodica, sommabile su T e Dn nucleo di

Dirichlet n-esimo. Allora

Sn(f) =
1

π
(Dn ∗ f). (2.4)

Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:

Sn(f)(x) =
∑
|k|≤n

f̂(x)eikx =
∑
|k|≤n

[
1

2π

∫
T
f(t)e−ikt dt

]
eikx

=
1

π

∫
T
f(t)

1
2

∑
|k|≤n

e−ikteikx

 dt =
1

π

∫
T
f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

eik(x−t) + e−ik(x−t)

2

]
dt

=
1

π

∫
T
f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

cos k(x− t)

]
dt =

1

π

∫
T
f(t)Dn(x− t) dt.

Questo conclude la prova.

Osservazione 2.6. Sfruttando la commutatività della convoluzione e il cambio di variabile

u = −t sull’intervallo [−π, 0], si ottiene che la (2.4) può scriversi anche come

Sn(f)(x) =
1

π

∫ π

0

(
f(x+ t)− f(x− t)

)
Dn(t) dt. (2.5)
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Proposizione 2.7. Sia f una funzione 2π-periodica, sommabile su T, e sia x0 ∈ T.
Allora la successione {Sn(f)(x0)}n∈N converge ad un qualche valore λ ∈ R se e solo se

lim
n→+∞

∫ π

0

(
f(x0 + t)− f(x0 − t)

2
− λ

)
sin
((
n+ 1

2

)
t
)

sin
(
t
2

) dt = 0. (2.6)

Dimostrazione. Per l’Osservazione 2.2 e per la Proposizione 2.3 si ha

λ =
2

π

∫ π

0

λDn(t) dt.

Inoltre,

Sn(f)(x0)
(2.5)
=

2

π

∫ π

0

f(x0 + t)− f(x0 − t)

2
Dn(t) dt.

Di conseguenza, scrivendo Dn in forma chiusa,

Sn(f)(x0)− λ =
2

π

∫ π

0

(
f(x0 + t)− f(x0 − t)

2
− λ

)
sin
((
n+ 1

2

)
t
)

2 sin
(
t
2

) dt.

Per n → ∞ si ottiene quanto cercato.

2.2 Il Principio di Localizzazione di Riemann

Il lemma di Riemann-Lebesgue permette di dimostrare che, sebbene i coefficienti di

Fourier di f siano definiti integrando globalmente su T, il comportamento della serie

di Fourier in un punto di T dipende solo dal comportamento locale di f attorno a quel

punto. Questo è il contenuto del seguente risultato, noto come Principio di Localizzazione

di Riemann.

Teorema 2.8. Sia f ∈ L1(T) una funzione 2π-periodica e sia x0 ∈ T. Allora

lim
n→+∞

Sn(f)(x0) = λ,

se e solo se

lim
n→+∞

∫ δ

0

(
f(x0 + t)− f(x0 − t)

2
− λ

)
sin
((
n+ 1

2

)
t
)

t
dt = 0, (2.7)

per qualche δ > 0.

Dimostrazione. Poniamo

rf (x0, t) :=
f(x0 + t)− f(x0 − t)

2
,

e

g(t) :=
rf (x0, t)− λ

sin
(
t
2

) .
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Per ogni δ ∈ (0, π), la funzione sin
(
t
2

)
è continua, limitata e non nulla su [δ, π], quindi

g ∈ L1([δ, π]). Pertanto, il limite nella (2.6) equivale a

lim
n→∞

∫ δ

0

g(t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt = 0, (2.8)

grazie al Lemma di Riemann-Lebesgue. Se proviamo che sono equivalenti (2.8) e (2.7),

la tesi segue dalla Proposizione 2.7. Consideriamo la funzione h cos̀ı definita:

h(t) :=
1

sin
(
t
2

) − 2

t
.

Essa è sommabile nell’intervallo (0, δ), in quanto continua e limitata. Ne segue che anche

la funzione (rf (x0, t)− λ)h è sommabile sullo stesso intervallo. Ancora per il Lemma di

Riemann-Lebesgue,

lim
n→∞

∫ δ

0

(rf (x0, t)− λ)h(t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt = 0,

ovvero

lim
n→∞

∫ δ

0

g(t) sin

((
n+

1

2

)
t

)
dt = lim

n→∞

∫ δ

0

(rf (x0, t)− λ)
2 sin

((
n+ 1

2

)
t
)

t
dt.

Questo conclude la prova.

Corollario 2.9. Siano g, h ∈ L1(T) funzioni periodiche, di periodo 2π. Se esse coinci-

dono su un intorno I = I(g, h, x0) ⊂ T di x0 ∈ T, si verifica uno e uno solo dei seguenti

casi:

(i) esistono lim
n→∞

Sn(g)(x0), lim
n→∞

Sn(h)(x0) e coincidono;

(ii) nessuna delle somme parziali in (i) ammette limite, per n → ∞.

Un’altra applicazione del Lemma di Riemann-Lebesgue mostra che la derivabilità di

una funzione f ∈ L1(T) in un punto di T ne assicura la sviluppabilità in serie di Fourier.

Teorema 2.10. Sia f ∈ L1(T) e sia x0 ∈ T. Se f è derivabile in x0, allora essa è

sviluppabile in serie di Fourier in tale punto.

Dimostrazione. Per le proprietà dei Dn, è possibile scrivere

Sn(f)(x0)− f(x0) =
1

π

∫
T

(
f(x0 + t)− f(x0)

)
Dn(t) dt

=
1

π

∫
T

f(x0 + t)− f(x0)

t

t

2 sin( t
2
)
sin

(
nt+

t

2

)
dt.
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Dato che f è derivabile in x0, la funzione

r(t) :=
f(x0 + t)− f(x0)

t

è limitata in un intorno I di 0. Inoltre, r ∈ L1(T \ I) perché f è sommabile su questo

insieme. Dunque, la tesi segue applicando il Lemma 1.8 a

g(t) := r(t)
t

2 sin( t
2
)
,

e osservando che il secondo fattore è una funzione integrabile e limitata su T.

2.3 Il Teorema di Dini

Il Principio di Localizzazione di Riemann consente di ricavare alcuni criteri di con-

vergenza. Il risultato più noto è contenuto nel Teorema di Dini.

Definizione 2.11. Sia f sommabile su T e sia x∗ ∈ T. Si dice che f soddisfa la

condizione di Dini nel punto x∗ se

l(x∗) := lim
t→0+

f(x∗ + t) + f(x∗ − t)

2

esiste ed è finito e se la funzione r(t) data da

r(t) :=
f(x∗ + t) + f(x∗ − t)− 2l(x∗)

t
(2.9)

è sommabile sull’intervallo (0, δ), per qualche δ ∈ (0, π).

Teorema 2.12 (di Dini). Per ogni f ∈ L1(T), che soddisfa la condizione di Dini in

x∗ ∈ T, vale
lim
n→∞

Sn(f)(x∗) = l(x∗).

Dimostrazione. Siano r e δ come nella definizione precedente. Poiché r ∈ L1(0, δ) per

ipotesi, il Lemma 1.8 implica che

lim
n→∞

∫ δ

0

r(t)
sin
((
n+ 1

2

)
t
)

2
dt = 0,

ossia

lim
n→∞

∫ δ

0

(
f(x∗ + t) + f(x∗ − t)

2
− l(x∗)

)
sin
((
n+ 1

2

)
t
)

t
dt = 0.

Per il Principio di Localizzazione di Riemann, ciò prova che Sn(f)(x∗) converge puntual-

mente a l(x∗).
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Osservazione 2.13. Se x∗ ∈ T è un punto in cui f è continua e soddisfa la condizione di

Dini, l(x∗) = f(x∗) per unicità del limite. Di conseguenza, f è sviluppabile in serie di

Fourier in x∗.

Il Teorema di Dini si applica anche ad un’ampia classe di funzioni, chiamate funzioni

α-Hölderiane. Nello specifico, permette di dimostrare che ogni funzione Hölderiana su T
è sviluppabile in serie di Fourier in x, qualunque sia x ∈ T.

Definizione 2.14. Una funzione f : T → R si dice α-Hölderiana su T se esistono

α ∈ (0, 1] e L > 0 tali che

|f(t1)− f(t2)| ≤ L|t1 − t2|α, (2.10)

per ogni t1, t2 ∈ T. In particolare, se α = 1, si dice che f è Lipschitziana su T.

Proposizione 2.15. Se f ∈ L1(T) è una funzione α-Hölderiana su T, essa soddisfa la

condizione di Dini in ogni punto del suo dominio.

Dimostrazione. Preso x∗ ∈ T e osservando che ogni funzione α-Hölderiana è anche

continua, si ha

l(x∗) = f(x∗),

per l’Osservazione 2.13. Quindi per ogni δ ∈ (0, π), risulta∫ δ

0

|r(t)| dt ≤
∫ δ

0

(
|f(x∗ + t)− f(x∗)|

t
+

|f(x∗ − t)− f(x∗)|
t

)
dt

≤
∫ δ

0

(
L|x∗ + t− x∗|α

t
+

L|x∗ − t− x∗|α

t

)
dt

=

∫ δ

0

(
L
|t|α + |t|α

t

)
dt = 2L

∫ δ

0

(
1

t1−α

)
dt < +∞,

essendo 1− α ≤ 1 per ipotesi.

2.4 Il Teorema di Dirichlet

In questa sezione mostreremo un altro risultato significativo relativo alla convergenza

puntuale della serie di Fourier, il Teorema di Dirichlet. Da qui in avanti, dati x0 ∈ T e

f ∈ L1(T), indicheremo, dove esistono, con f(x+
0 ) e f(x

−
0 ), rispettivamente i limiti destro

e sinistro di f in x0.

Definizione 2.16. Data f : [a, b] → R, essa si dice monotona a tratti se esistono

t0 < t1 < · · · < tm, con t0 = a e tm = b, tali che f
∣∣
[ti,ti+1]

è monotona, per ogni

i = 0, . . . ,m− 1.



2.4 Il Teorema di Dirichlet 13

Dalla definizione si deduce che per ogni funzione monotona a tratti esistono i limiti

destro e sinistro in ogni punto del suo dominio.

Teorema 2.17 (di Dirichlet). Sia f limitata e monotona a tratti su T. Allora, per

ogni x0 ∈ T

lim
n→∞

Sn(f)(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2
. (2.11)

Osservazione 2.18. Se, oltre alle ipotesi di questo teorema, f è continua in x0, f(x
+
0 ) =

f(x0) = f(x−
0 ). Ne segue che f è sviluppabile in serie di Fourier nel punto x0.

Prima di procedere con la dimostrazione, enunciamo due lemmi che torneranno utili

nella prova.

Lemma 2.19 (di Bonnet). Siano g, h : [a, b] → R che soddisfano

(i) g ≥ 0 e non decrescente su [a, b];

(ii) h continua e avente un numero finito di cambi di segno su [a, b].

Allora ∫ b

a

g(t)h(t) dt = g(b)

∫ b

c

h(t) dt,

per un certo c ∈ (a, b).

Dimostrazione. Siano (a0, a1), (a1, a2) . . . (am−1, am), con a0 = a e am = b, gli intervalli

in cui h ha segno costante. Le ipotesi su g assicurano che per ogni j = 0, 1, . . . ,m, esiste

µj ∈ [g(a+j−1), g(a
−
j )] tale che∫ aj

aj−1

g(t)h(t) dt = µj

∫ aj

aj−1

h(t) dt.

Le ipotesi su g implicano che µj ≥ 0, per ogni j = 0, 1, . . . ,m. Posto

H(x) :=

∫ b

x

h(t) dt,

si ha ∫ aj

aj−1

h(t) dt = H(aj−1)−H(aj).

Ne segue che∫ b

a

g(t)h(t) dt =
m∑
j=1

µj

(
H(aj−1)−H(aj)

)
= µ1H(a) +

m−1∑
j=1

(µj+1 − µj)H(aj)

(H(b)=0)
= µ1H(a) +

m−1∑
j=1

(µj+1 − µj)H(aj) + (g(b)− µm)H(b)

= M

(
µ1 +

m−1∑
j=1

(µj+1 − µj) + g(b)− µm

)
,
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per un certo M tale che min
[a,b]

H ≤ M ≤ max
[a,b]

H, essendo µj ≥ 0 per ogni j. Poiché H è

continua, per il Teorema dei Valori Intermedi esiste c ∈ (a, b) tale che H(c) = M . Quindi

si ottiene∫ b

a

g(t)h(t) dt = H(c)

(
µ1 +

m−1∑
j=1

(µj+1 − µj) + g(b)− µm

)
= H(c)g(b)

= g(b)

∫ b

c

h(t) dt,

come volevasi.

Lemma 2.20. Fissato n ∈ N, il nucleo di Dirichlet Dn soddisfa∣∣∣∣∫ α2

α1

Dn(t) dt

∣∣∣∣ ≤ M,

per ogni α1, α2 ∈ (0, π) con α1 ≤ α2 e per una opportuna costante positiva M , indipen-

dente da n e da α1, α2.

Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:∫ α2

α1

Dn(t) dt
(2.3)
=

∫ α2

α1

sin
(
nt+ t

2

)
2 sin

(
t
2

) dt

=

∫ α2

α1

(
sin
(
nt+ t

2

)
2 sin

(
t
2

) −
sin
(
nt+ t

2

)
t

)
dt+

∫ α2

α1

sin
(
nt+ t

2

)
t

dt.

Di conseguenza,∣∣∣∣∫ α2

α1

Dn(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ α2

α1

∣∣∣∣∣ 1

2 sin
(
t
2

) − 1

t

∣∣∣∣∣ dt+
∣∣∣∣∣
∫ α2

α1

sin
(
nt+ t

2

)
t

dt

∣∣∣∣∣ =: I1 + I2.

I1 è l’integrale di una funzione continua e limitata su un intervallo limitato, dunque esiste

una costante positiva B1, indipendente da n, α1, α2, tale che I1 ≤ B1 < +∞. Grazie al

cambio di variabile
(
nt+ t

2

)
= x, è possibile riscrivere I2 come∣∣∣∣∫ A2

A1

sinx

x
dx

∣∣∣∣ , (2.12)

ove

A1 :=
α1

n+ 1
2

e A2 :=
α2

n+ 1
2

.

Per quanto visto per I1, è sufficiente maggiorare l’integrale in (2.12) in modo indipendente

da n, α1, α2. Se A2 ≤ 1, si ha che sin t ≤ t, per cui∣∣∣∣∫ A2

A1

sin t

t
dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ A2

A1

1 dt

∣∣∣∣ = |A2 − A1| ≤ 1.
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Nel caso in cui A1 ≥ 1, integrando per parti si ottiene∣∣∣∣∫ A2

A1

sin t

t
dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−
[
cos t

t

]A2

A1

−
∫ A2

A1

cos t

t2
dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1

A1

+
1

A2

+

∫ A2

A1

∣∣∣∣cos tt2

∣∣∣∣ dt
≤ 1

A1

+
1

A2

+

∫ A2

A1

1

t2
dt =

1

A1

+
1

A2

+
1

A1

− 1

A2

≤ 2.

Infine, se A1 < 1 < A2, stimiamo dall’alto gli integrali in (A1, 1) e in (1, A2), rispettiva-

mente come nel primo e nel secondo caso. Riassumendo, abbiamo trovato una costante

B2, non negativa e indipendente da n, tale che I2 ≤ B2. Inoltre, B2 è indipendente da

A1, A2, e quindi da α1, α2. In conclusione, la tesi segue prendendo M := B1 +B2.

Dimostrazione del Teorema 2.17. Dalle proprietà di Dn segue che per ogni x0 ∈ (0, π),

f(x0)

2
=

f(x0)

π

π

2

(2.2)
=

1

π

∫ π

0

f(x0)Dn(t) dt.

Pertanto,

Sn(f)(x0)−
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2
=

1

π

∫ π

0

(
f(x0 + t) + f(x0 − t)− f(x+

0 )− f(x−
0 )
)
Dn(t) dt.

Poniamo

g(t) := f(x0 + t) + f(x0 − t)− f(x+
0 )− f(x−

0 ).

Poiché g è limitata, monotona a tratti e tale che g(0+) = 0, basta provare che ogni

funzione h avente le stesse proprietà di g su (0, π) soddisfa

lim
n→∞

∫ π

0

h(t)Dn(t) dt = 0.

Siano t0, t1, . . . , tm come nella definizione precedente e M la costante del Lemma 2.20.

Senza perdita di generalità, possiamo supporre che h sia crescente nell’intervallo (0, t1].

Questo assicura h ≥ 0 su questo intervallo, dato che h(0+) = 0. Preso ε > 0, sia

α1 = α1(ε) ∈ (0, t1) tale che h(α1) <
ε

2M
. Poiché Dn è continua e con un numero finito

di cambi di segno su (0, π), i due lemmi precedenti implicano∣∣∣∣∫ α1

0

h(t)Dn(t) dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣h(α1)

∫ α1

α2

Dn(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ε

2M
M =

ε

2
.

Rimane da mostrare che

lim
n→∞

∫ π

α1

h(t)Dn(t) dt = 0. (2.13)

Posto

B := sup
t∈[α1,π]

|h(t)|,
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risulta ∫ π

α1

|h(t)|
2 sin

(
t
2

) dt ≤ ∫ π

α1

B

2 sin
(
α1

2

) dt = B(π − α1)

2 sin
(
α1

2

) < +∞,

quindi la funzione
h(t)

2 sin
(
t
2

) è sommabile. Ricordando la (2.3), la (2.13) è vera per il

Lemma 1.8. Esiste dunque un certo n(ε) ∈ N, tale per cui ogni Dn con n ≥ n(ε) soddisfa∫ π

α1

h(t)Dn(t) dt <
ε

2
,

Riassumendo, per ogni ε > 0 si ottiene la seguente stima∣∣∣∣Sn(f)(x0)−
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ α1

0

g(t)Dn(t) dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ π

α1

g(t)Dn(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ε,

definitivamente. Poiché questa condizione equivale alla (2.11), il risultato segue.

Il teorema appena mostrato si applica anche nel caso di funzioni a variazione limitata.

Definizione 2.21. Siano f : [a, b] → R e σ = {a = t0, t1, . . . , tp = b} ∈ Ω[a,b] una

scomposizione di [a, b]. Si pone

v(f, σ) :=

p−1∑
k=0

|f(tk+1)− f(tk)|,

e si chiama variazione di f associata a σ. Poniamo inoltre

V b
a (f) := sup

σ∈Ω[a,b]

v(f, σ),

detta variazione totale di f . Infine, se V b
a (f) < +∞, si dice che f è a variazione limitata

su [a, b]. Indicheremo con BV[a,b] lo spazio delle funzioni a variazione limitata su questo

intervallo.

Teorema 2.22 (di Jordan). Data una funzione f : [a, b] → R, essa è a variazione

limitata su [a, b] se e solo se può scriversi come

f(x) = g1(x)− g2(x),

con g1, g2 monotone crescenti su [a, b].

Da questo teorema segue che ogni funzione a variazione limitata su un intervallo

compatto soddisfa le ipotesi del Teorema di Dirichlet. Possiamo quindi concludere che,

anche in questo caso,

lim
n→∞

Sn(f)(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2
, ∀x0 ∈ [a, b].

Abbiamo visto due principali risultati riguardo la convergenza puntuale della serie di

Fourier: il Teorema di Dini e il Teorema di Dirichlet. I seguenti controesempi mostrano

che nessuno dei due implica l’altro.
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Esempio 2.23. La funzione

f(x) =


− 1

log
∣∣∣ x
2π

∣∣∣ se x ∈ T \ {0},

0 se x = 0

è continua, monotona a tratti e limitata da f(π) < +∞, quindi verifica le ipotesi del

Teorema di Dirichlet, mentre si può dimostrare che essa non soddisfa la condizione di

Dini in x∗ = 0.

Esempio 2.24. Per ogni α ∈ (0, 1), consideriamo la funzione

g(x) =


|x|α sin

(
1

|x|

)
se x ∈ T \ {0},

0 se x = 0.

Preso un intorno I dell’origine, possiamo supporre

I =

(
− 1

nπ
,
1

nπ

)
,

per un certo n ∈ N. Per ogni k ∈ N con k ≥ n, siano poi

ξk :=
1(

k + 1
2

)
π
.

Allora si ottiene la seguente stima dal basso per V (f) su I:

V (f) ≥
+∞∑
k=n

|f(ξk)| =
+∞∑
k=n

1((
k + 1

2

)
π
)α ≥ 1

π

+∞∑
k=n

1

kα
= +∞,

essendo 0 < α < 1. Dunque, per tali valori di α, g non è a variazione limitata su T,
quindi dal Teorema 2.22 segue che il Teorema di Dirichlet non è applicabile. Tuttavia,

con un po’ di calcoli si verifica che g è α-Hölderiana su T, dunque soddisfa le ipotesi del

Teorema di Dini nel suo dominio.

2.5 Convergenza uniforme

Ricordiamo una condizione sufficiente alla convergenza uniforme di una serie di

funzioni.

Teorema 2.25 (Weiestrass M-test). Siano fn : (X, dX) → (Y, ∥ · ∥Y ), con (X, dX)

spazio metrico e (Y, ∥ · ∥Y ) spazio metrico completo. Per ogni n ∈ N, poniamo

Mn := sup
x∈X

||fn(x)||Y .
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Supponiamo che la serie
∑+∞

n=1 fn converga totalmente, ossia che

+∞∑
n=1

Mn < +∞.

Ebbene, sotto queste ipotesi la serie di funzioni
∑

n fn converge uniformemente su X.

Brevemente, diremo che la convergenza totale implica la convergenza uniforme.

Osservazione 2.26. Poiché la convergenza uniforme di una serie preserva la continuità,

se la funzione di partenza è discontinua, concludiamo subito che non è sviluppabile in

serie di Fourier di una serie uniformemente convergente.

Diamo ora la definizione di funzione C1 a tratti, che tornerà utile nei prossimi risultati.

Definizione 2.27. Dato A ⊆ R, una funzione continua f : A → R si dice C1 a tratti su

A se esiste un insieme finito B tale che f è derivabile su A \B, con derivata continua e

limitata su questo insieme.

Teorema 2.28. Ogni funzione 2π-periodica, C1 a tratti su T è tale che

lim
n→∞

Sn(f) = f,

uniformemente su T.

Dimostrazione. Mostriamo anzitutto che per i coefficienti di Fourier di f vale la relazione:

f̂ ′(n) = inf̂(n), ∀n ∈ Z. (2.14)

Integrando per parti e sapendo che f(π) = f(−π) per la periodicità,

f̂ ′(n) =
1

2π

∫
T
f ′(x)e−inx dx =

1

2π

[
f(x)e−inx

]π
−π

+
in

2π

∫
T
f(x)e−inx dx

=
in

2π

∫
T
f(x)e−inx dx = inf̂(n).

Ricordando che per ogni ξ1, ξ2 ∈ R vale

ξ1ξ2 ≤
ξ21 + ξ22

2
, (2.15)

si ottiene

|f̂(n)| = 1

n
n|f̂(n)|

(2.15)

≤ 1

2

(
1

n2
+ n2|f̂(n)|2

)
(2.14)
=

1

2

(
1

n2
+ n2 |f̂ ′(n)|2

n2

)
.

È quindi soddisfatta la seguente disuguaglianza:

+∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂(n)∣∣∣ ≤ 1

2

(
+∞∑

n=−∞

1

n2
+

+∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂ ′(n)
∣∣∣2) .
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Per ipotesi, f è C1 a tratti su T, quindi f ′ ∈ L2(T) essendo continua e limitata su un

intervallo limitato privato di un insieme finito. La Disuguaglianza di Bessel assicura che∑
n

∣∣∣f̂ ′(n)
∣∣∣2 < +∞.

Inoltre, ∑
n

1

n2
< +∞,

poiché serie convergente. Concludiamo per il Teorema 2.25, dato che∑
n

sup
t∈T

∣∣∣f̂(n)eint∣∣∣ =∑
n

∣∣∣f̂(n)∣∣∣ < +∞.

Questo conclude la prova.

Nel contesto della convergenza uniforme, vale un risultato simile al Lemma 1.8.

Lemma 2.29. Siano f e g due funzioni limitate su T. Supponiamo inoltre che f sia

integrabile e g sia monotona a tratti su T. Allora

lim
λ→∞

∫
T
f(x+ t)g(t) cos(λt) dt = 0 = lim

λ→∞

∫
T
f(x+ t)g(t) sin(λt) dt, (2.16)

uniformemente rispetto a x.

Alla dimostrazione del lemma, premettiamo il seguente teorema.

Teorema 2.30 (della media integrale). Date due funzioni g, h : [a, b] → R, con g

monotona e h Riemann integrabile su [a, b], esse soddisfano∫ b

a

g(t)h(t) dt = g(a+)

∫ c

a

h(t) dt+ g(b−)

∫ b

c

h(t) dt,

per un opportuno c ∈ (a, b).

Dimostrazione del Lemma 2.29. Mostriamo la prima uguaglianza; nello stesso modo si

ottiene la seconda. Senza perdita di generalità, possiamo supporre che f e g siano non

negative. Per ipotesi esistono due costanti positive, Mf e Mg, tali che |f | ≤ Mf e

|g| ≤ Mg su T. Siccome f è approssimabile mediante funzioni a gradini, per ogni ε > 0

esiste

s(x) :=
N∑
k=1

αkχIk(x),

con αk ≥ 0 e Ik intervallo di T, tale che s ≤ f e∫
T
|f(t)− s(t)| dt ≤ ε

2Mg

.



20 2. Convergenza puntuale e uniforme della Serie di Fourier

Pertanto ∣∣∣∣∫
T
f(x+ t)g(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
T
|(f(x+ t)− s(x+ t))g(t) cos(λt)| dt

+

∣∣∣∣∫
T
s(x+ t)g(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ .
Per il primo addendo si ha∫

T
|(f(x+ t)− s(x+ t))g(t) cos(λt)| dt ≤ Mg

∫
T
|f(x+ t)− s(x+ t)| dt ≤ ε

2
.

Mentre il secondo soddisfa∫
T
s(x+ t)g(t) cos(λt) dt =

N∑
k=1

αk

∫
T
χIk(x+ t)g(t) cos(λt) dt

=
N∑
k=1

αk

∫
T
χIk−x

(t)g(t) cos(λt) dt

=
N∑
k=1

αk

∫ bk−x

ak−x

g(t) cos(λt) dt,

ove, se Ik = [ak, bk],

Ik−x := [ak − x, bk − x].

A meno di suddividere Ik−x in sottointervalli, possiamo supporre che g(t) sia monotona

su ciascun Ik−x. Quindi per ogni k risulta (grazie al Teorema 2.30)∫ bk−x

ak−x

g(t) cos(λt) dt = g(ak − x)

∫ ck

ak−x

cos(λt) dt+ g(bk − x)

∫ bk−x

ck

cos(λt) dt.

Ne segue che∣∣∣∣∫ bk−x

ak−x

g(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ ≤ Mg

λ
| sin(bk − x)− sin(ak − x)| ≤ 2Mg

λ
.

Riassumendo, ∣∣∣∣∫
T
s(x+ t)g(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ ≤ Mf

N∑
k=1

2Mg

λ
=

2NMfMg

λ
,

che tende a zero quando λ → ∞, ossia∣∣∣∣∫
T
s(x+ t)g(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ ≤ ε

2
,

definitivamente. Tutto è indipendente da x, perciò per ε → 0+ si ottiene quanto cercato,

uniformemente rispetto a x.
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Il lemma precedente è utile per dimostrare una nuova versione del Principio di

Localizzazione di Riemann nel caso della convergenza uniforme.

Teorema 2.31. Sia f una funzione limitata, integrabile su T e sia x0 ∈ T. Supponiamo

che f si annulli su un intorno I = I(f, x0) di x0. Sotto queste condizioni, Sn(f) è

uniformemente convergente a 0 su I.

Dimostrazione. Sia δ > 0 il raggio di I. Definiamo

g(t) :=
χ|t|≥δ(t)

2 sin
(
t
2

) e λ := n+
1

2
.

Poiché f si annulla su I, si ha

Sn(f)(x0) =
1

π

∫
|t|≥δ

f(x0 − t)Dn(t) dt =
1

π

∫
T
f(x0 − t)Dn(t)χ|t|≥δ(t) dt

=
1

π

∫
T
f(x0 − t)g(t) sin(λt) dt.

Poiché f e g soddisfano le ipotesi del Lemma 2.29, il risultato segue.
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Capitolo 3

Sommabilità della Serie di Fourier

In generale, diciamo che una serie è convergente nel senso di Cauchy se il limite delle

sue somme parziali esiste ed è finito. Nel caso in cui ciò non si verifichi, è possibile

studiare altri tipi di convergenza, tra cui la convergenza secondo Abel e la convergenza

secondo Cesàro.

3.1 Nuclei di Poisson

Definizione 3.1. Fissato r ∈ (0, 1), la funzione

Pr(x) :=
1

2

+∞∑
k=−∞

eikxr|k|, (3.1)

con x ∈ T, prende il nome di nucleo di Poisson.

Proposizione 3.2. Per ogni 0 < r < 1 e per ogni x ∈ T, Pr(x) si scrive in forma chiusa

come

Pr(x) =
1− r2

2(1 + r2 − 2r cos(x))
. (3.2)

Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:

+∞∑
k=−∞

eikxr|k| =
0∑

k=−∞

eikxr−k +
+∞∑
k=0

eikxrk − 1 =
+∞∑
k=0

e−ikxrk +
+∞∑
k=0

eikxrk − 1

(r∈(0,1))
=

1

1− re−ix
+

1

1− reix
− 1 =

2− 2r cos(x)

1− 2r cos(x) + r2
− 1

=
1− r2

1 + r2 − 2r cos(x)
.

Moltiplicando per 1
2
si ottiene quanto cercato.

23
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Osservazione 3.3. Dalla (3.2) si deduce che Pr è una funzione continua, limitata, a valori

reali, pari e non negativa. Inoltre, per ogni r ∈ (0, 1), essa è monotona decrescente

su [0, π], dato che cos(x) è decrescente su questo intervallo e |r| < 1. La seguente

proposizione mostra altre proprietà di questa funzione.

Proposizione 3.4. Per ogni r ∈ (0, 1), il nucleo di Poisson Pr soddisfa le seguenti

proprietà:

(i)
∫
T Pr(t) dt = π;

(ii) per ogni 0 < δ < π,

lim
r→1−

Pr(x) = 0,

uniformemente per x ∈ T \ (−δ, δ).

Dimostrazione. Per il primo punto, proviamo anzitutto che la serie che definisce Pr

converge uniformemente su T ad r ∈ (0, 1) fissato. Grazie al Teorema 2.25, è sufficiente

mostrare che converge totalmente su questo insieme. Si ha

1

2

+∞∑
k=−∞

sup
t∈[0,π]

∣∣eikxr|k|∣∣ = 1

2

+∞∑
k=−∞

r|k| ≤ 2
+∞∑
k=0

rk
r∈(0,1)
=

2

1− r
< +∞,

quindi abbiamo mostrato che c’è convergenza totale. Di conseguenza, è anche lecito

integrare termine a termine, ottenendo∫
T
Pr(t) dt =

1

2

∫
T

+∞∑
k=−∞

eiktr|k| dt =
1

2

+∞∑
k=−∞

r|k|
∫
T
eikt dt =

1

2

∫
T
1 dt = π.

Nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che, se k ̸= 0,∫
T
eikt dt = 0.

Per il secondo punto, per ogni δ ∈ (0, π) risulta (per la monotonia di Pr)

Pr(x) ≤ Pr(δ) =
1− r2

2(1− 2r cos(δ) + r2)
, ∀x ∈ T \ (−δ, δ).

Concludiamo dato che tale maggiorazione è indipendente da x e il secondo membro tende

a 0, quando r → 1−.

3.2 Convergenza secondo Abel

Prima di dare la definizione di serie convergente secondo Abel, enunciamo un teorema

che tornerà utile più avanti.
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Teorema 3.5 (di Abel). 1 Supponiamo che la serie di potenze in campo complesso

+∞∑
k=0

αk(z − z0)
k

converga in un certo punto z∗ ̸= z0. Ebbene, questa condizione è sufficiente a garantirne

la convergenza uniforme sul segmento complesso {z0 + t(z∗ − z0) | t ∈ [0, 1]}.

Definizione 3.6. Data una serie complessa

+∞∑
k=0

αk, (3.3)

diremo che essa converge nel senso di Abel a S ∈ C se esistono finiti

(i)
+∞∑
k=0

αkr
k, per ogni r ∈ (0, 1);

(ii) S := lim
r→1−

+∞∑
k=0

αkr
k.

In tal caso scriveremo
+∞∑
k=0

αk
A
= S. (3.4)

Osservazione 3.7. La definizione precedente è coerente, ovvero se la serie in (3.3) converge

ad S nel senso di Cauchy, allora soddisfa la (3.4). Infatti, il Teorema di Abel assicura la

convergenza uniforme su (0, 1), dunque è lecito il seguente scambio di limiti:

lim
r→1−

+∞∑
k=0

αkr
k = lim

r→1−
lim

n→+∞

n∑
k=0

αkr
k = lim

n→+∞
lim
r→1−

n∑
k=0

αkr
k = lim

n→+∞

n∑
k=0

lim
r→1−

αkr
k

=
+∞∑
k=0

αk.

Dal seguente controesempio si evince che in generale non vale il viceversa.

Esempio 3.8. La serie numerica

+∞∑
k=0

(−1)k (3.5)

non converge nel senso di Cauchy. Tuttavia, per ogni r ∈ (0, 1) si ha

+∞∑
k=0

(−1)krk =
1

1 + r
,

1E. Lanconelli, Lezioni di Analisi Matematica 2 Vol. I, Cap. 6, Teorema 4.3.
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essendo una serie geometrica di ragione r ∈ (−1, 0). Pertanto

lim
r→1−

1

1 + r
=

1

2
,

da cui segue che la serie in (3.5) converge secondo Abel, ossia

+∞∑
k=0

(−1)k
A
=

1

2
.

Per studiare la convergenza secondo Abel nel caso delle serie di Fourier, tornerà utile

scrivere la serie bilatera
+∞∑

k=−∞

f̂(k)eikxr|k|, (3.6)

sotto forma di convoluzione.

Proposizione 3.9. Fissati x ∈ T e r ∈ (0, 1), ogni f ∈ L1(T), 2π-periodica, soddisfa

+∞∑
k=−∞

f̂(k)eikxr|k| =
1

π
(Pr ∗ f)(x). (3.7)

Si noti che questa convoluzione ha senso perché f ∈ L1(T) e Pr è limitata su T per ogni

x ∈ (0, 1).

Dimostrazione. Fissiamo x ∈ T e r ∈ (0, 1). Consideriamo la serie di funzioni della

variabile t ∈ T definita da

t →
+∞∑

k=−∞

fk(t),

ove

fk(t) := f(t)eik(x−t)r|k|.

Da un corollario del Teorema della Convergenza dominata, se vale

+∞∑
k=−∞

∥fk(t)∥L1(T) < +∞,

allora si può integrare per serie. Si ha

+∞∑
k=−∞

∥fk(t)∥L1(T) =
+∞∑

k=−∞

∫
T

∣∣f(t)eik(x−t)r|k|
∣∣ dt = +∞∑

k=−∞

∫
T
|f(t)| r|k| dt

= ∥f∥L1(T)

+∞∑
k=−∞

r|k| < +∞.
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Dunque il seguente calcolo è lecito:

+∞∑
k=−∞

f̂(k)eikxr|k| =
+∞∑

k=−∞

[
1

2π

∫
T
f(t)e−ikt dt

]
eikxr|k| =

1

2π

+∞∑
k=−∞

∫
T
fk(t) dt

=
1

π

∫
T
f(t)

[
1

2

+∞∑
k=−∞

eik(x−t)r|k|

]
dt =

1

π

∫
T
f(t)Pr(x− t) dt

=
1

π
(Pr ∗ f)(x).

Questo conclude la dimostrazione.

In modo analogo a quanto visto per i nuclei di Dirichlet, si mostra la seguente

uguaglianza, valida per ogni x ∈ T:

1

π
(Pr ∗ f)(x) =

1

π

∫ π

0

Pr(t)
(
f(x+ t) + f(x− t)

)
dt. (3.8)

Teorema 3.10. Sia f ∈ L1(T) una funzione 2π-periodica. Supponiamo che per un certo

x0 ∈ T esistano finiti f(x+
0 ) e f(x−

0 ). Sotto queste ipotesi,

lim
r→1−

(Pr ∗ f)(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2
. (3.9)

Corollario 3.11. Nelle ipotesi del teorema precedente, grazie alla Proposizione 3.9, si

ha
+∞∑

k=−∞

f̂(k)eikx0 A
=

f(x+
0 ) + f(x−

0 )

2
,

ossia la serie di Fourier di f in x0 converge a

f(x+
0 ) + f(x−

0 )

2
,

nel senso di Abel.

Dimostrazione del Teorema 3.10. Poniamo

g1(x0, t) := f(x0 + t)− f(x+
0 ) e g2(x0, t) := f(x0 − t)− f(x−

0 ) .

Per le ipotesi su f , g1 e g2 sono sommabili su T. Dalle proprietà di Pr e dalla (3.8) segue

(Pr ∗ f)(x0)−
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2
=

1

π

∫ π

0

Pr(t)
(
g1(x0, t) + g2(x0, t)

)
dt

=
1

π

∫ π

0

Pr(t)g1(x0, t) dt+
1

π

∫ π

0

Pr(t)g2(x0, t) dt.

=: I1 + I2.
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Osservando che

lim
t→0+

g1(x0, t) = 0,

dato ε > 0, scegliamo δ = δ(ε) > 0 in modo che valga

sup
t∈(0,δ)

|g1(x0, t)| <
ε

4
.

Inoltre, essendo Pr non negativa, vale∫ δ

0

Pr(t) dt ≤
∫ π

0

Pr(t) dt ≤
∫
T
Pr(t) dt = π.

Come conseguenza, si ha

|I1| ≤
1

π

∫ δ

0

Pr(t)|g1(x0, t)| dt+
1

π

∫ π

δ

Pr(t)|g1(x0, t)| dt

≤ sup
t∈(0,δ)

|g1(x0, t)|+ sup
t∈[δ,π]

Pr(t)

(
1

π

∫ π

δ

|f(x0 + t)| dt+ 1

π

∫ π

δ

|f(x+
0 )| dt

)
≤ ε

4
+B sup

t∈[δ,π]
Pr(t),

ove

B :=
1

π

(∫
T
|f(x0 + t)| dt+ π|f(x+

0 )|
)
,

che è finito per le ipotesi su f . Dopodiché, prendiamo r sufficientemente vicino a 1, tale

che (si noti che tale r dipende da ε poiché δ dipende da ε)

sup
t∈[δ,π]

Pr(t) <
ε

4B
.

Ciò è lecito perché Pr(t) converge a 0 uniformemente su [δ, π]. Pertanto, abbiamo

ottenuto la seguente stima

|I1| ≤
ε

4
+B

ε

4B
=

ε

2
.

Con un procedimento analogo si ottiene la stessa maggiorazione nel caso di I2. Riassu-

mendo, per ogni ε > 0 si ha∣∣∣∣(Pr ∗ f)(x0)−
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2

∣∣∣∣ ≤ |I1|+ |I2| ≤ ε,

definitivamente rispetto ad r, da cui segue la tesi.

Osservazione 3.12. Nel caso in cui f è continua nel punto x0, la (3.9) si scrive come

lim
r→1−

(Pr ∗ f)(x0) = f(x0),

ovvero f è sviluppabile in serie di Fourier nel senso di Abel in x0.
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3.3 I Nuclei di Fejér

Definizione 3.13. Per ogni n ∈ N e per ogni x ∈ T, si chiama nucleo di Fejér n-esimo

la funzione cos̀ı definita

Fn(x) :=
1

n

n−1∑
k=0

Dk(x), (3.10)

ove Dk indica il k-esimo nucleo di Dirichlet. In altre parole, Fn rappresenta la media

aritmetica dei primi n nuclei di Dirichlet.

Osservazione 3.14. Dalla definizione si deduce che ogni Fn soddisfa le stesse proprietà

viste per Dn nell’Osservazione 2.2 e nella Proposizione 2.3.

Proposizione 3.15. Per ogni δ > 0,

lim
n→+∞

Fn(x) = 0, (3.11)

uniformemente rispetto a x ∈ T \ (−δ, δ).

Dimostrazione. Alcuni semplici calcoli consentono di verificare che

Fn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

Dk(x) =
1

2n

(
sin
(
nx
2

)
sin
(
x
2

) )2

.

Se x ∈ T \ (−δ, δ), allora

sin2
(x
2

)
≥ sin2

(
δ

2

)
.

Si ottiene quindi la seguente stima, indipendente da x,

Fn(x) ≤
1

2n sin2
(
δ
2

) , (3.12)

che tende a zero quando n → +∞, uniformemente rispetto ad x.

3.4 Sommabilità secondo Cesàro

Definizione 3.16. Sia
+∞∑
k=0

αk una serie numerica e sia Sk la sua somma parziale k-esima.

Si chiama media delle somme parziali l’espressione

An :=
1

n

n−1∑
k=0

Sk. (3.13)
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Definizione 3.17. Data una serie numerica
+∞∑
k=0

αk, diciamo che essa converge secondo

Cesàro con somma S se An soddisfa

lim
n→∞

An = S. (3.14)

In tal caso scriveremo
+∞∑
k=0

Sk
C
= S. (3.15)

Similmente a quanto visto nel caso della convergenza secondo Abel, si può dimostrare

che ogni serie convergente nel senso di Cauchy è convergente anche secondo Cesàro alla

stessa somma. Il seguente esempio mostra che in generale non vale il viceversa.

Esempio 3.18. La serie numerica

+∞∑
k=0

(−1)k (3.16)

non converge nel senso di Cauchy, ma converge nel senso di Cesàro. Si verifica facilmente

che

S2n = 1 e S2n+1 = 0, ∀n ∈ N.

Pertanto, per ogni n ∈ N si ha

A2n =
1

2n
(1 + 0 + 1 + · · ·+ 0) =

n

2n
=

1

2
,

e

A2n+1 =
1

2n+ 1
(1 + 0 + 1 + · · ·+ 1) =

n+ 1

2n+ 1
.

Ne segue che

lim
n→+∞

A2n = lim
n→+∞

A2n+1 =
1

2
,

che è equivalente alla (3.14), ossia

+∞∑
k=0

(−1)k
C
=

1

2
,

come volevasi.

Nel caso delle serie di Fourier, la (3.10) permette di scrivere la (3.13) sotto forma di

convoluzione.

Proposizione 3.19. Sia f ∈ L1(T) una funzione 2π-periodica. Dato x ∈ T, si pone

An(f)(x) :=
1

n

n−1∑
k=0

Sn(f)(x).

Allora

An(f)(x) =
1

π
(f ∗ Fn)(x). (3.17)
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Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:

An(f)(x) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f)(x)
(2.4)
=

1

n

n−1∑
k=0

1

π

∫
T
f(t)Dk(x− t) dt

=
1

π

∫
T
f(t)

(
1

n

n−1∑
k=0

Dk(x− t)

)
dt

=
1

π
(f ∗ Fn)(x).

Questo conclude la prova.

Teorema 3.20 (di Fejér). Sia f ∈ L1(T) e sia x0 ∈ T. Supponiamo che esistano finiti

f(x+
0 ) e f(x−

0 ). Sotto queste ipotesi,

lim
n→+∞

An(f)(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2
. (3.18)

In altri termini, la serie di Fourier di f converge a

f(x+
0 ) + f(x−

0 )

2
,

nel senso di Cesàro.

Alla dimostrazione del teorema, premettiamo il seguente risultato.

Osservazione 3.21. Per ogni n ∈ N, Fn soddisfa∫
T
Fn(t) dt = π. (3.19)

Dimostrazione. Poiché Fn è la media aritmetica dei primi n nuclei di Dirichlet, risulta

∫
T
Fn(t) dt =

∫
T

1

n

n−1∑
k=0

Dk(t) dt =
1

n

n−1∑
k=0

∫
T
Dk(t) dt

(2.2)
=

1

n

n−1∑
k=0

π =
nπ

n
= π.

Questo conclude la dimostrazione.

Dimostrazione del Teorema 3.20. Per l’Osservazione 3.21, vale

1

2
=

1

2

1

π

∫
T
Fn(t) dt =

1

2π
2

∫ π

0

Fn(t) dt =
1

π

∫ π

0

Fn(t) dt.

Pertanto,

f(x+
0 ) + f(x−

0 )

2
=

f(x+
0 ) + f(x−

0 )

π

∫ π

0

Fn(t) dt.
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Per An(f)(x) si ha

An(f)(x)
(3.17)
=

1

π

∫
T
f(x− t)Fn(t) dt =

1

π

∫ 0

−π

f(x− t)Fn(t) dt+
1

π

∫ π

0

f(x− t)Fn(t) dt

(u=−t)
=

1

π

∫ π

0

f(x+ u)Fn(u) du+
1

π

∫ π

0

f(x− t)Fn(t) dt

=
1

π

∫ π

0

(
f(x+ t) + f(x− t)

)
Fn(t) dt.

Poniamo

g1(x0, t) := f(x0 + t)− f(x+
0 ) e g2(x0, t) := f(x0 − t)− f(x−

0 ) .

Ne segue che

An(f)(x0)−
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2
=

1

π

∫ π

0

(
f(x0 + t)− f(x+

0 ) + f(x0 − t)− f(x−
0 )
)
Fn(t) dt

=
1

π

∫ π

0

g1(x0, t)Fn(t) dt+
1

π

∫ π

0

g2(x0, t)Fn(t) dt

=: I1 + I2.

Ragionando in modo analogo a quanto visto nella prova del Teorema 3.10, dato ε > 0,

scegliamo δ = δ(ε) > 0 in modo che

sup
t∈(0,δ)

|g1(x0, t)| <
ε

4
.

Di conseguenza

|I1| ≤
1

π

∫ δ

0

Fn(t)|g1(x0, t)| dt+
1

π

∫ π

δ

Fn(t)|g1(x0, t)| dt

≤ ε

4

1

π

∫ δ

0

Fn(t) dt+ sup
t∈[δ,π]

Fn(t)

(
1

π

∫ π

δ

|f(x0 + t)| dt+ 1

π

∫ π

δ

|f(x+
0 )| dt

)
≤ ε

4
+B sup

t∈[δ,π]
Fn(t),

con

B :=
1

π

(∫
T
|f(x0 + t)| dt+ π|f(x+

0 )|
)

< +∞,

poiché f è sommabile su T. Fissato δ, per la Proposizione 3.15 esiste n ∈ N tale che

sup
t∈[δ,π]

Fn(t) <
ε

4B
, ∀n ≥ n.

Pertanto,

|I1| ≤
ε

4
+B

ε

4B
=

ε

2
,
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definitivamente. Similmente si ottiene la stessa stima per I2. Riassumendo, abbiamo

provato che per ogni ε > 0∣∣∣∣An(f)(x0)−
f(x+

0 ) + f(x−
0 )

2

∣∣∣∣ ≤ |I1|+ |I2| ≤ ε,

per n ≥ n. Concludiamo dato che ciò equivale alla (3.18).

Osservazione 3.22. In maniera analoga a quanto visto nel Teorema 3.10, se f soddisfa le

ipotesi del Teorema di Fejér ed è continua in x0, concludiamo che, in tale punto, essa è

sviluppabile in serie di Fourier secondo Cesàro.

Il seguente teorema mostra che una serie sommabile secondo Cesàro è anche somma-

bile secondo Abel alla stessa somma. Applicando questo risultato al caso delle serie di

Fourier, concludiamo che ogni serie di Fourier convergente nel senso del Teorema di Fejér

soddisfa la (3.9).

Teorema 3.23. Consideriamo una serie numerica

+∞∑
k=0

αk.

Ebbene, se essa converge nel senso di Cesàro ad un certo valore limite S, allora converge

anche nel senso di Abel ad S.

Dimostrazione. Poniamo

Sn :=
n∑

k=0

αk e An+1 :=
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk.

Allora per ogni r ∈ (0, 1) si ha

N∑
n=0

Snr
n = S0 +

N∑
n=1

Snr
n = A1 +

N∑
n=1

(
n∑

k=0

Sk −
n−1∑
k=0

Sk

)
rn

= A1 +
N∑

n=1

(
(n+ 1)An+1 − nAn

)
rn.

Per ogni n, An è limitata poiché convergente, per cui è ben posto il seguente limite

lim
N→+∞

N∑
n=1

(
(n+ 1)An+1 − nAn

)
rn =

+∞∑
n=1

(
(n+ 1)An+1 − nAn

)
rn.
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Pertanto,

A1 +
+∞∑
n=1

(
(n+ 1)An+1 − nAn

)
rn =

+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1r
n −

+∞∑
n=1

nAnr
n

=
+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1r
n −

+∞∑
k=0

(k + 1)Ak+1r
k+1

= (1− r)
+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1r
n,

ossia
+∞∑
n=0

Snr
n = (1− r)

+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1r
n.

Grazie ai calcoli precedenti, risulta

+∞∑
n=0

αnr
n =

+∞∑
n=0

Snr
n −

+∞∑
n=1

Sn−1r
n = (1− r)

+∞∑
n=0

Snr
n = (1− r)2

+∞∑
n=0

(n+ 1)An+1r
n.

Dato ε > 0, per ipotesi di Cesàro sommabilità, è possibile scegliere n = n(ε) ∈ N tale

che

|An+1 − S| < ε ∀n ≥ n.

Da cui, osservando che per 0 < r < 1 vale

+∞∑
n=0

(n+ 1)rn =
1

(1− r)2
, (3.20)

otteniamo

+∞∑
n=0

αnr
n − S =

+∞∑
n=0

αnr
n − 1

(1− r)2
(1− r)2S

(3.20)
= (1− r)2

+∞∑
n=0

(n+ 1)(An+1 − S)rn

= (1− r)2

(
n−1∑
n=0

(n+ 1)(An+1 − S)rn +
+∞∑
n=n

(n+ 1)(An+1 − S)rn

)
=: σ1 + σ2.

Per la disuguaglianza triangolare e poiché r < 1, ricaviamo la seguente stima per σ1,

valida per ogni r ∈ (0, 1):

|σ1| ≤ (1− r)2
n−1∑
n=0

(n+ 1)|An+1 − S|.

Mentre per σ2 si ha

|σ2| ≤ (1− r)2
+∞∑
n=n

(n+ 1)|An+1 − S|rn ≤ ε(1− r)2
+∞∑
n=n

(n+ 1)rn
(3.20)

≤ ε.
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Riassumendo, abbiamo ottenuto la seguente maggiorazione∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

αnr
n − S

∣∣∣∣∣ ≤ (1− r)2
n−1∑
n=0

(n+ 1)|An+1 − S|+ ε,

che tende a ε quando r → 1−. Dall’arbitrarietà di ε segue la tesi.

3.5 Un risultato di convergenza uniforme

Il seguente teorema mostra un notevole risultato di convergenza uniforme delle medie

di Fejér.

Teorema 3.24. Per ogni f continua, 2π-periodica, vale

lim
n→+∞

An(f)(x) = f(x), uniformemente per x ∈ T. (3.21)

Dimostrazione. Per periodicità, è possibile estendere f ad una funzione continua su tutto

R, definendola in modo tale che f(x + 2π) = f(x), per ogni x ∈ R. In particolare, f

è continua sull’intervallo compatto [−π, π]. Dal Teorema di Heine-Cantor segue che f

è uniformemente continua su questo insieme e quindi su R, essendo periodica. Perciò,

dato ε > 0, esiste δ > 0 tale che

|f(x1)− f(x2)| ≤
ε

2
, ∀x1, x2 ∈ R tali che |x1 − x2| < δ. (3.22)

Inoltre, il Teorema di Weierstrass garantisce la limitatezza di f su [−π, π] (e quindi su

R, per la periodicità). Dunque, per tale δ, scegliamo n ∈ N in modo che per ogni n ≥ n

si abbia (notiamo che n dipende da ε poiché δ dipende da ε)

2∥f∥∞
n sin2

(
δ
2

) <
ε

2
. (3.23)

Ciò è lecito poiché il primo membro converge a 0, per n → +∞, grazie alla limitatezza

di f . Dato che f e Fn sono entrambe 2π-periodiche, con un cambio di variabile si ottiene

An(f)(x)
(3.17)
=

1

π

∫
T
Fn(x− t)f(t) dt

(τ=x−t)
=

1

π

∫ x+π

x−π

Fn(τ)f(x− τ) dτ

=
1

π

∫ x+π

x−π

Fn(t)f(x− t) dt.

Per ogni x, t ∈ R, poniamo

h(x, t) := f(x− t)− f(x).
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Si ottiene quindi

|An(f)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ 1π
∫
T
Fn(t)f(x− t) dt− 1

π

∫
T
Fn(t)f(x) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1π
∫
T
Fn(t)h(x, t) dt

∣∣∣∣ .
Ricordando che Fn ≥ 0, si ha

|An(f)(x)− f(x)| ≤ 1

π

∫
T
Fn(t)|h(x, t)| dt

=
1

π

∫
|t|<δ

Fn(t)|h(x, t)| dt+
1

π

∫
δ≤|t|≤π

Fn(t)|h(x, t)| dt

=: I1 + I2.

Dalla (3.22), con x1 := x− t e x2 := x, segue che

I1 =
1

π

∫
|t|<δ

Fn(t) |f(x− t)− f(x)| dt < ε

2π

∫
|t|<δ

Fn(t) dt
(Fn≥0)

≤ ε

2π

∫
T
Fn(t) dt

(3.21)
=

ε

2π
π =

ε

2
.

Nel caso di I2, osservando che per ogni x, t ∈ R vale

|h(x, t)| ≤ |f(x− t)|+ |f(x)| ≤ 2∥f∥∞,

se n ≥ n si ha

I2 ≤
2

π
∥f∥∞

∫
δ≤|t|≤π

Fn(t) dt
(3.12)

≤ 2

π
∥f∥∞

∫
δ≤|t|≤π

1

2n sin2
(
δ
2

) dt
=

∥f∥∞
n sin2

(
δ
2

) 1
π

∫
δ≤|t|≤π

1 dt ≤ ∥f∥∞
n sin2

(
δ
2

) 1
π

∫
T
1 dt =

2∥f∥∞
n sin2

(
δ
2

) (3.23)
<

ε

2
.

Dunque,

|An(f)(x)− f(x)| ≤ I1 + I2 ≤
ε

2
+

ε

2
= ε, ∀x ∈ R.

Riassumendo, per ogni ε > 0 è possibile scegliere n = n(ε) ∈ N in modo che per ogni

n ≥ n si abbia, uniformemente rispetto a x ∈ R,

|An(f)(x)− f(x)| ≤ ε.

Ciò equivale alla (3.21).

Per i prossimi risultati, indicheremo con (K,T ) uno spazio topologico compatto e

con C(K,R) lo spazio delle funzioni reali definite su K, continue rispetto alla ∥ · ∥∞.

Vogliamo dimostrare che lo spazio dei polinomi trigonometrici è denso in C(T) e in

ciascun Lp(T), con 1 ≤ p < +∞.
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Definizione 3.25. Diciamo che un sottospazio vettoriale A ⊆ C(K,R) è un’algebra di

funzioni su K se, per ogni u, v ∈ A , si ha che uv ∈ A .

Teorema 3.26. 2 Sia A un’algebra di funzioni su K che soddisfa

(i) 1 ∈ A ;

(ii) per ogni t, t′ ∈ T , con t ̸= t′, esiste v ∈ A tale che v(t) ̸= v(t′).

Ebbene, sotto queste ipotesi, A = C(K,R). In altre parole, A è denso in C(K,R) con
la norma uniforme.

Corollario 3.27. 3 Se f ∈ C([−π, π],R) è tale che f(−π) = f(π), allora esiste una suc-

cessione {Pn}n∈N di polinomi trigonometrici uniformemente convergente a f su [−π, π].

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ρ : T× T → R definita come segue:

ρ(t, t′) = |eit − eit
′ |.

Si verifica facilmente che essa definisce una metrica su T e che (T, ρ) è compatto. Inoltre,

le ipotesi su f garantiscono la continuità di f
∣∣
T, rispetto alla metrica ρ. Sia poi

A := {P
∣∣
T | P polinomio trigonometrico}.

Ricordando che

sin(kt) cos(ht) =
1

2
(sin((k + h)t) + sin((k − h)t))

sin(kt) sin(ht) =
1

2
(cos((k − h)t)− cos((k + h)t))

cos(kt) cos(ht) =
1

2
(cos((k − h)t) + cos((k + h)t)) ,

per ogni h, k ∈ N, si deduce che A ⊆ C(T,R) ed è un’algebra di funzioni. Inoltre,

1 ∈ A e, per ogni t, t′ ∈ T tali che t ̸= t′, sin t ̸= sin t′ oppure cos t ̸= cos t′. Perciò A

verifica le ipotesi del Teorema 3.26. Come conseguenza, A = C(T,R), ovvero, per ogni
f ∈ C([−π, π],R), con f(−π) = f(π), esiste una successione {Pn}n∈N in A tale che

lim
n→+∞

Pn(t) = f(t),

uniformemente rispetto a t ∈ T, come volevasi.

Osservazione 3.28. Abbiamo mostrato che il Corollario 3.27 da un risultato generale,

il Teorema 3.26. Ebbene, noi abbiamo provato il Corollario 3.27 anche come diretta

conseguenza del Teorema 3.24 perché gli An(f) sono anch’essi polinomi trigonometrici.
2E. Lanconelli, Lezioni di Analisi Matematica 2 Vol. I, Cap. 1, Corollario 8.2
3E. Lanconelli, Lezioni di Analisi Matematica 2 Vol. I, Cap. 1, Esempio 8.4
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Teorema 3.29. Per ogni p ∈ [1,+∞), lo spazio dei polinomi trigonometrici è denso in

Lp(T).

Osservazione 3.30. Non c’è convergenza uniforme in L∞. Infatti, questo spazio è com-

pleto rispetto alla ∥ · ∥∞, dunque la funzione iniziale dovrebbe necessariamente essere

continua su T. In altre parole, ciò significherebbe L∞(T) ⊂ C(T), che è falso.

Dimostrazione del Teorema 3.29. Sia p ≥ 1 e sia f ∈ Lp(T). Poiché C(T) è denso in

Lp(T), esiste g = gε ∈ C(T) tale che ∥f − g∥Lp(T) ≤
ε

2
. Inoltre, grazie al Corollario 3.27,

per tale g esiste un polinomio trigonometrico q che soddisfa

∥g − q∥∞ ≤ ε

2(2π)
1
p

.

Osserviamo che q dipende da ε, dato che g dipende da ε. Dato che per ogni x ∈ T,
|g(x)− q(x)| ≤ ∥g − q∥∞, si ha

∥g − q∥Lp(T) =

(∫
T
|g(x)− q(x)|p dx

) 1
p

≤
(∫

T
∥g − q∥∞ dx

) 1
p

≤ ε

2(2π)
1
p

(∫
T
1 dx

) 1
p

=
ε

2

(2π)
1
p

(2π)
1
p

=
ε

2
.

Pertanto, si ottiene la seguente stima

∥f − q∥Lp(T) = ∥f − g + g − q∥Lp(T) ≤ ∥f − g∥Lp(T) + ∥g − q∥Lp(T) ≤
ε

2
+

ε

2
= ε.

Riassumendo, abbiamo provato che, per ogni p ∈ [1,+∞) e per ogni ε > 0, esiste un

polinomio trigonometrico q = qε tale che ∥f − q∥Lp(T) ≤ ε, e concludiamo poiché ciò è

equivalente alla tesi.

Da quanto appena visto si deduce che due funzioni con gli stessi coefficienti di Fourier

coincidono quasi dappertutto.

Corollario 3.31. Se f1, f2 ∈ L1(T) sono due funzioni 2π-periodiche, tali che f̂1(k) =

f̂2(k) per ogni k ∈ Z, allora f1(x) = f2(x) per quasi ogni x ∈ T.

Dimostrazione. Supponiamo che f2 ≡ 0, altrimenti consideriamo f1− f2. Allora f̂1(k) =

0 per ogni k ∈ Z. Per il Teorema 3.29, esiste una successione {Pn}n∈N di polinomi trigo-

nometrici che approssima f1 in L1(T). Poiché f̂1(k) = 0 per ogni k ∈ Z, necessariamente

Pn ≡ 0 per ogni n ∈ N. Concludiamo che f1 ≡ 0 ≡ f2 quasi dappertutto.
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