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A mia madre,

che mi ricorda chi sono.






Introduzione

Grazie alle sue applicazioni in numerosi ambiti, la teoria delle serie di Fourier costi-
tuisce uno dei pilastri fondamentali nel campo dell’Analisi Matematica. L’obiettivo di
questa tesi e fornire una panoramica sul tema della convergenza delle serie di Fourier. La
tesi e articolata in tre capitoli: nel primo, vengono introdotte le notazioni e le definizioni
essenziali relative alle serie di Fourier: si presentano i polinomi trigonometrici, I'insieme
T, i coefficienti di Fourier e si discute il concetto di sviluppabilita in serie di Fourier.
Vengono poi enunciati la Disuguaglianza di Bessel e il Lemma di Riemann-Lebesgue,
dai quali segue un importante risultato sul comportamento asintotico dei coefficienti di
Fourier.

Il secondo capitolo esaminera la convergenza delle serie di Fourier. Nello specifico,
si analizzeranno dettagliatamente sia la convergenza puntuale sia quella uniforme. Si
introducono i nuclei di Dirichlet e si discute il loro ruolo nel garantire la convergenza
delle somme parziali. Successivamente, si dimostra il Principio di Localizzazione di
Riemann, evidenziando che solo il comportamento locale di una funzione influisce sulla
convergenza della sua serie di Fourier in un punto specifico. A questo risultato seguono
altri due notevoli teoremi: il Teorema di Dini e il Teorema di Dirichlet, che forniscono
condizioni sufficienti affinché tale serie converga. Si mostrano poi alcune applicazioni di
questi due teoremi e alcuni risultati sulla convergenza uniforme.

Infine, nel terzo capitolo la tesi si concentrera sulla sommabilita della serie di Fourier.
Verranno presentati dei risultati che consentono di estendere la nozione di convergenza,
permettendo cosi di trattare anche casi in cui la convergenza tradizionale non ¢ garantita.
Piu precisamente, si definiscono i nuclei di Poisson e di Fejér, spiegando come possano
essere utilizzati per assicurare la convergenza delle serie nel senso di Abel e di Cesaro,
rispettivamente. Viene spiegata la relazione tra la convergenza secondo Abel e quella
secondo Cesaro per una serie numerica. Inoltre, si dimostra che, sotto certe condizioni,
le medie di Fejér associate a una funzione convergono uniformemente a tale funzione.
Per concludere, grazie ad alcuni risultati di densita, si prova che due funzioni sommabili

aventi gli stessi coefficienti di Fourier coincidono quasi ovunque.






Indice

Introduzione

1 Serie Trigonometriche di Fourier
1.1 Polinomi trigonometrici . . . . . . . . ...

1.2 Disuguaglianza di Bessel e Lemma di Riemann-Lebesgue . . . . . . . ..

2 Convergenza puntuale e uniforme della Serie di Fourier
2.1 Inuclei di Dirichlet . . . . . . ... ... ... o
2.2 1l Principio di Localizzazione di Riemann . . . . . . . . .. .. ... ...
2.3 Il Teorema di Dini . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.4 1l Teorema di Dirichlet . . . . . . . ... ... ... ... ... ......

2.5 Convergenza uniforme . . . . . . ... ...

3 Sommabilita della Serie di Fourier
3.1 Nucleidi Poisson . . . . ... .. ... ... ...
3.2 Convergenza secondo Abel . . . . . . ... ... ... ... ... ...
3.3 INucleidiFejér . . . . . .. .. o
3.4 Sommabilita secondo Cesaro . . . . . . . . . . ... ... ...

3.5  Un risultato di convergenza uniforme . . . . . . ... ... ... ... ..

Bibliografia

il

11
12
17

23
23
24
29
29
35

39






Capitolo 1

Serie Trigonometriche di Fourier

1.1 Polinomi trigonometrici

Lo scopo di questa sezione ¢ definire la serie di Fourier associata ad una funzione f.

Per fare cio, occorre dare alcune definizioni.

Definizione 1.1. Si chiama polinomio trigonometrico reale di grado n ogni funzione

p: R — R della forma
ao n n .
p(x) = ) + ,;_1 ay cos(kx) + kg_l b sin(kx), (1.1)

ove a € b, € R per ogni k e a, e b, non contemporaneamente nulli. Nel caso in cui
p:R — C, la funzione

pla) = e, (1.2)

[k|<n

con ¢ € C per ogni k e ¢, # 0, si dice polinomio trigonometrico complesso di grado n.

Per la Formula di Eulero ¢** = cos(kz) + isin(kz), si ha
cre™ 4 e = (¢ + c_y) cos(kx) +i(c, — c_p)sin(kx), Yk >0.

Se poniamo

ap :=2co; bp=0; ar=cp+c_p by =ri(cy—c_p),

ricaviamo che la (1.2) diventa
p(x) = % + Z ay cos(kx) + Z b sin(kz). (1.3)
k=1 k=1
Consideriamo l'insieme R, munito della seguente relazione di equivalenza:

xr~y seesolose x—y=2km per qualche k € Z.

1



2 1. Serie Trigonometriche di Fourier

In questo modo, possiamo identificare l'intervallo T = [—m, 7[ con il quoziente R/~ otte-
nuto dalla precedente relazione. Lo spazio delle funzioni definite su T coincide quindi con
lo spazio delle funzioni reali 2m-periodiche. In particolare, questa notazione ci permette
di lavorare, per ogni f di periodo 27, su un intervallo di ampiezza 27, anziché considerar-
ne tutto il dominio di definizione. Immediata conseguenza delle ultime due uguaglianze e
I'unicita della scrittura (1.1). Un importante esempio di polinomio trigonometrico reale

e il polinomio di Fourier di grado n.

Definizione 1.2. Sia f una funzione 2m-periodica, sommabile su T. Il polinomio trigo-

nometrico .
Sp(f)(x) = % + Z (ay, cos(kx) + by sin(kx)), (1.4)
k=1
con
ar = ! / f(t)cos(kt)dt, Yk >0, (1.5)
T Jr
e
b = %/Tf(t) sin(kt)dt, V> 1, (1.6)

st dice polinomio di Fourier di grado n associato a f. Le costanti aj e by prendono il

nome di coefficienti di Fourier.

Analogamente a quanto visto nel caso generale, anche questa scrittura ne ammette

una complessa equivalente. Piu precisamente,
Su(f)(@) = (k)e™, (1.7)

con
~ 1 )
k) = 5= [ #ear (18)
2T T
il k-esimo coefficiente di Fourier. La (1.7) & nota come n-esima somma parziale di Fourier.

Osservazione 1.3. Se f1 e fo sono due funzioni che differiscono solo su un insieme di
misura di Lebesgue nulla, allora, dalla (1.8) e dalle proprieta dell’integrale di Lebesgue,
ﬁ(k) = ]\.Q(k), per ogni intero k.

Vogliamo studiare il comportamento di S, (f) quando n — oo. Occorre quindi dare

le seguenti definizioni.

Definizione 1.4. Data f € L*(T) periodica di periodo 2, la serie bilatera

> Fk)et, (1.9)

-~

con f(k) definiti come nella (1.8), si chiama serie di Fourier associata a f.
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Definizione 1.5. Sia f € LY(T) e sia xo € T. Se S,(f)(xo) soddisfa

lim S, (f)(xo) = f(x0),

n—o0

allora f si dice sviluppabile in serie di Fourier nel punto x.

In altre parole, richiediamo che la successione {S,,(f)(zo)}nen abbia limite e che esso
sia uguale a f(zg). Dall’Osservazione 1.3 deduciamo che, per stabilire se f e sviluppa-
bile in serie di Fourier in 2y € T, conviene innanzitutto vedere se S, (f)(xo) ha limite,

cercando condizioni sufficienti a garantire la convergenza, e poi se questo coincida con

f (o).

1.2 Disuguaglianza di Bessel e Lemma di Riemann-

Lebesgue

In questa sezione lavoreremo con funzioni 2r-periodiche su L?(T). Esso & uno spazio
di Hilbert con la norma |- ||z2. In questo caso, scegliamo come base Hilbertiana il sistema
ortonormale {¢** | k € Z}. Dato che T ha misura di Lebesgue finita, L*(T) ¢ contenuto

in L'(T), per cui i coefficienti di Fourier sono ben posti.

Teorema 1.6. Per ogni f € L*(T) 2n-periodica vale la sequente disuguaglianza:

||f _pn”L2 > ||f - Sn(f)||L27 (110)

per ogni p, polinomio trigonometrico di grado minore o uguale a n.

In altre parole, il polinomio trigonometrico che meglio approssima la funzione f in

norma L? su T & proprio il suo polinomio di Fourier di grado n.

Dimostrazione. Scriviamo p,, come in (1.2). Allora

(f,pn)rz = /Tf(t) > opektdt =) c—k/Tf(t)e‘“’t dt "= 2r 3 k).

Ikl <n Ikl <n [k <n
Ricordiamo che, per l'ortogonalita del sistema {e™** | k € Z}, ogni j, m € Z soddisfa
o 1 sej=m;
/ ez]tefzmt dt —
T 0 sej#m.

Ne segue che

||pn||%2 _ Z / Cjeijtcmeimt dt = Z / ijei(j—m)t dt — Z ij/ el=m)t 34
gm T gm T jm T
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Per quanto osservato sopra, rimangono solo i termini con j = m, per cui

Ipallze =27 ) lejl

l7]<n

Di conseguenza,

I£ = pllis = [ 1Pt +20 3 fes =20 3 (7 + T

l7]<n l71<n
= 1f132 =27 > 1FG)P+27 Y 1F(G) — ¢
ljl<n jl<n
> || fl17: — 27 Z FODIP =1 = Sulf)]l72-
l7]<n

Dall’ultima uguaglianza si deduce che il minimo ¢ raggiunto quando c¢; = f( j), ossia nel

caso in cul p, = S,(f). O

Teorema 1.7 (Disuguaglianza di Bessel). Data una funzione f, di periodo 2m e a

quadrato sommabile su T, essa soddisfa

G Y AR I (111)

k=—o00

Dimostrazione. Dal teorema precedente si ha

0 < |If = Su(Hlze = 172 =27 > 1FG)P

lil<n

ossia
~ 1
Z FO)IP < %Ilflliz-
lj]<n

Poiché il primo membro coincide con ||.S,(f)||72, il risultato segue passando al limite per

n — 00. O

Per quanto mostrato, la successione dei coefficienti di Fourier {f(n)},en di una fun-
zione a quadrato sommabile su T converge a zero. Cio rimane vero anche con ipotesi
meno restrittive, in particolare nel caso di f sommabile su T, come si evince dal seguente

lemma.

Lemma 1.8 (di Riemann-Lebesgue). Per ogni f sommabile su T risulta

lim /f cos(At)dt =0 = hm f(t) sin(At) dt. (1.12)

A—00 T
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Dimostrazione. Dimostriamo la prima uguaglianza; per la seconda si procede in modo
analogo. Innanzitutto supponiamo f = x(as), con (a,b) C T. Per la linearita dell'inte-
grale, il risultato segue anche per ogni funzione semplice, ovvero della forma Z;n:l ajXA;

con a; costanti reali e A; intervallo di T. Si ha

/abcos(m dt‘ = ‘% (sin(Ab) — sin(Aa))

2
<_7
<[5

'/X(a,b) cos(At) dt’ =
T

che tende a zero per A — oo. Se f ¢ una funzione misurabile e non negativa su T,
sappiamo che essa ¢ approssimabile mediante funzioni a gradini. Piu precisamente, le
funzioni a gradini sono dense in L!(T). Dunque, preso € > 0, & possibile scegliere ¢ = ¢,

tale che

If — ol = / £(0) — olt)|ar < .

Inoltre, essendo le funzioni a gradini un caso particolare di funzioni semplici, ¢ soddisfa

t) cos(At) dt‘ < g,

per A sufficientemente grande. Percio,

£) cos(At) dt‘ -

/T (f(t) = (1)) cos(At) dt + / ¢(t) cos(At) dt‘
/qb cos(At) dt‘

3 3
dt+-<-+-=¢.
/yf O di+5< 5=

(f(t) ¢(t)) cos(At) dt| +

DN ™M

Per ¢ — 07, questo conclude la prova nel caso f > 0. Infine, se f ¢ una generica funzione
sommabile su T, allora f = f, + f_, rispettivamente parte positiva e parte negativa, e

la tesi segue da quanto visto per le funzioni non negative. O

Osservazione 1.9. Poiché la prova del precedente teorema usa solo che T ¢ un intervallo
limitato, si deduce che lo stesso risultato vale anche nel caso di f € L'(I), con I C R

intervallo limitato.
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Capitolo 2

Convergenza puntuale e uniforme

della Serie di Fourier

Questo capitolo analizzera anzitutto la convergenza puntuale della serie di Fourier
associata ad una funzione f. Successivamente, verranno forniti criteri per stabilire la

convergenza uniforme della stessa serie.

2.1 I nuclei di Dirichlet

Introduciamo dei particolari polinomi trigonometrici, noti come nuclei di Dirichlet,

che torneranno utili nei prossimi risultati.

Definizione 2.1. Fissato n € N, si dice nucleo di Dirichlet n-esimo il polinomio trigo-

nometrico dato da

D,(x) = % + Zcos(kx) = % Z ek, (2.1)

|k|<n

ove nella seconda uguaglianza abbiamo usato la Formula di Eulero.

Osservazione 2.2. Dalla definizione segue immediatamente che D,, & una funzione pari e

2m-periodica, per ogni n € N.

Proposizione 2.3. Siano n € N e D,, nucleo di Dirichlet. Allora

%/Dn(a;) dz = 1. (2.2)
7



8 2. Convergenza puntuale e uniforme della Serie di Fourier

Dimostrazione.

T g=1
= — [ 1dx + — /cosk:a: dx
27T T W; T ( )
2 [T
:1+—Z/ cos(kr)dr =1
™ 0
k=1

Nel penultimo passaggio abbiamo usato il fatto che

/T cos(kx) dz = 2 /0 " cos(ka) dz — 2 {#]0 —0,

in quanto funzione pari su un dominio simmetrico rispetto all’asse . O

Osservazione 2.4. Si puo dimostrare che D,, soddisfa

sin (nx + g)
2sin (%) '

Inoltre il nucleo di Dirichlet permette di scrivere S, (f) sotto forma di convoluzione.

D) = (2.3)
Piu precisamente, vale il seguente risultato.

Proposizione 2.5. Siano f una funzione 2m-periodica, sommabile su T e D, nucleo di

Dirichlet n-esimo. Allora

Sulf) = (D f). (2.4

Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:

g e

|k|<n |k|<n
1 1 o 1 " eik(z—t) 4 o—ik(z—1)

= — t _ —ikt Jikx dt — _/ t dt
F/Tf()2Ze : > [ 2

| [Kl<n k=1

l/f(t) _1+Z k(z —t)| dt = /f dt

= — = cos k(x — .
T Jr

Questo conclude la prova. O

Osservazione 2.6. Sfruttando la commutativita della convoluzione e il cambio di variabile

u = —t sull’'intervallo [—m, 0], si ottiene che la (2.4) puo scriversi anche come

Sn(f)(x) = l/07r (f(z+1t) = f(z—1t))Dn(t)dt. (2.5)

™
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Proposizione 2.7. Sia f una funzione 2m-periodica, sommabile su T, e sia xg € T.

Allora la successione { S, (f)(xo) tnen converge ad un qualche valore A € R se e solo se

T(flwott) = flwg—1t) sin ((n + 3) t)
( ; y sin ()

Dimostrazione. Per I’'Osservazione 2.2 e per la Proposizione 2.3 si ha

lim dt = 0. (2.6)
n—-+o0o

2 i
Ao 2 / D, (t) dt.
0

™

Inoltre,

Di conseguenza, scrivendo D,, in forma chiusa,

So(f) (o) — A = %/OW (f(ffo +t) ; flzo—t) )\) sin2(i7izn+(;)) t) 4.

Per n — oo si ottiene quanto cercato. ]

2.2 Il Principio di Localizzazione di Riemann

Il lemma di Riemann-Lebesgue permette di dimostrare che, sebbene i coefficienti di
Fourier di f siano definiti integrando globalmente su T, il comportamento della serie
di Fourier in un punto di T dipende solo dal comportamento locale di f attorno a quel
punto. Questo e il contenuto del seguente risultato, noto come Principio di Localizzazione

di Riemann.

Teorema 2.8. Sia [ € L*(T) una funzione 2mw-periodica e sia xo € T. Allora

lim 5, (f)(x0) = A,

n—-+400

se e solo se

lim
n—-+o0o

s To — (o — sin ((n %
0 (f( +t)2f( t)_)\> (( t+ )t)dt:(), (2.7)

per qualche § > 0.

Dimostrazione. Poniamo
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t
2

g € L'([6,n]). Pertanto, il limite nella (2.6) equivale a

9 1
li t) si —|t)dt=0 2.8
s [“gt0sin (w4 3) ) =0 23)

grazie al Lemma di Riemann-Lebesgue. Se proviamo che sono equivalenti (2.8) e (2.7),

Per ogni 6 € (0,7), la funzione sin (%) & continua, limitata e non nulla su [§, 7], quindi

la tesi segue dalla Proposizione 2.7. Consideriamo la funzione h cosi definita:

Essa ¢ sommabile nell’intervallo (0, ), in quanto continua e limitata. Ne segue che anche
la funzione (rf(xg,t) — A)h € sommabile sullo stesso intervallo. Ancora per il Lemma di

Riemann-Lebesgue,

)

lim [ (rj(zo,t) — A)h(t) sin ((n + %) z) dt =0,

n—oo 0
OVVero
b 5 : .
1 2sin((n+5)t
n=o0 Jo 2 n—oo Jg t
Questo conclude la prova. 0

Corollario 2.9. Siano g,h € LY(T) funzioni periodiche, di periodo 2mw. Se esse coinci-
dono su un intorno I = I(g,h,xo) C T di xg € T, si verifica uno e uno solo dei sequenti

casi:
(i) esistono lim S, (g)(zo), lim S, (h)(zo) e coincidono;
n—oo n—oo
(i1) nessuna delle somme parziali in (i) ammette limite, per n — oo.

Un’altra applicazione del Lemma di Riemann-Lebesgue mostra che la derivabilita di

una funzione f € L*(T) in un punto di T ne assicura la sviluppabilita in serie di Fourier.

Teorema 2.10. Sia f € L'(T) e sia zg € T. Se f ¢é derivabile in xy, allora essa ¢

sviluppabile in serie di Fourier in tale punto.

Dimostrazione. Per le proprieta dei D,,, € possibile scrivere

Su(f)(e0) = £a0) = 1 [ (1) = Flao)) Dult) e

T Jr
1 [ fleo+t) = flwg) : t
—%/T " 28111(%) sin (nt+§) dt.
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Dato che f e derivabile in xg, la funzione

f(xo +1) = f(o)
t

r(t) =

¢ limitata in un intorno 7 di 0. Inoltre, r € L'(T \ I) perché f ¢ sommabile su questo

insieme. Dunque, la tesi segue applicando il Lemma 1.8 a

t
t) =nr(t ,
e osservando che il secondo fattore e una funzione integrabile e limitata su T. O]

2.3 1l Teorema di Dini

Il Principio di Localizzazione di Riemann consente di ricavare alcuni criteri di con-

vergenza. Il risultato pit noto e contenuto nel Teorema di Dini.

Definizione 2.11. Sia f sommabile su T e sia . € T. Si dice che [ soddisfa la

condizione di Dini nel punto x, se

esiste ed e finito e se la funzione r(t) data da

flae +1) + [, = 1) = 2(2.)
t

r(t) = (2.9)

¢ sommabile sull’intervallo (0,9), per qualche 6 € (0, ).

Teorema 2.12 (di Dini). Per ogni f € L'(T), che soddisfa la condizione di Dini in
r, € T, vale

lim S, (f)(x.) = U(zy).

n—o0

Dimostrazione. Siano r e ¢ come nella definizione precedente. Poiché r € L'(0,6) per

ipotesi, il Lemma 1.8 implica che

J sin((n+%) t)

nh_}nolo i r(t) 5 dt =0,
ossia 5 .
<+t «— 1t i +35)t
n—oo J 2 t

Per il Principio di Localizzazione di Riemann, cio prova che S, (f)(z,) converge puntual-

mente a [(x,). O
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Osservazione 2.13. Se x, € T € un punto in cui f e continua e soddisfa la condizione di
Dini, I(z,) = f(z.) per unicita del limite. Di conseguenza, f & sviluppabile in serie di

Fourier in z,.

Il Teorema di Dini si applica anche ad un’ampia classe di funzioni, chiamate funzioni
a-Holderiane. Nello specifico, permette di dimostrare che ogni funzione Holderiana su T

¢ sviluppabile in serie di Fourier in x, qualunque sia x € T.

Definizione 2.14. Una funzione f : T — R si dice a-Holderiana su T se esistono
a€ (0,1 e L > 0 tali che

|f(t1) — f(t2)] < Lty — 2o, (2.10)
per ogni ti, to € T. In particolare, se « = 1, si dice che f é Lipschitziana su T.

Proposizione 2.15. Se f € L'(T) ¢ una funzione a-Holderiana su T, essa soddisfa la

condizione di Dini in ogni punto del suo dominio.

Dimostrazione. Preso x, € T e osservando che ogni funzione a-Hoélderiana e anche

continua, si ha
l(z.) = flxs),

per 1'Osservazione 2.13. Quindi per ogni § € (0, 7), risulta

< /‘S <L|x* +t— x,|" N Lz, —t—a:*|a) dt
. ; /

4 a a J
:/ (LM> dt:%/ (L) dt < 100,
0 t 0 tl_a

essendo 1 — a < 1 per ipotesi. O

2.4 1l Teorema di Dirichlet

In questa sezione mostreremo un altro risultato significativo relativo alla convergenza
puntuale della serie di Fourier, il Teorema di Dirichlet. Da qui in avanti, dati xg € T e
f € LY(T), indicheremo, dove esistono, con f(zg) e f(zy ), rispettivamente i limiti destro

e sinistro di f in xo.

Definizione 2.16. Data f : [a,b] — R, essa si dice monotona a tratti se esistono

to < t1 < -+ < tp, conty = a et, =0b, tali che f

e monotona, per ogni
[tistit) » P 9

1=0,...,m—1.
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Dalla definizione si deduce che per ogni funzione monotona a tratti esistono i limiti

destro e sinistro in ogni punto del suo dominio.

Teorema 2.17 (di Dirichlet). Sia f limitata e monotona a tratti su T. Allora, per

ogni xg € T

lim S,(f)(zg) = L50) /() (2.11)

n—o0 2

Osservazione 2.18. Se, oltre alle ipotesi di questo teorema, f ¢ continua in zg, f(x]) =

f(zo) = f(xy). Ne segue che f e sviluppabile in serie di Fourier nel punto z.

Prima di procedere con la dimostrazione, enunciamo due lemmi che torneranno utili

nella prova.
Lemma 2.19 (di Bonnet). Siano g,h : [a,b] = R che soddisfano

(i) g > 0 e non decrescente su [a,b|;

(ii) h continua e avente un numero finito di cambi di segno su |a,b].
Allora . ,
[ s ae =) [ noya
per un certo ¢ € (a,b).

Dimostrazione. Siano (ag, ay), (a1, a2) ... (@m-1,an), con ag = a € a,, = b, gli intervalli

in cui h ha segno costante. Le ipotesi su g assicurano che per ogni j = 0,1,...,m, esiste

1 € [g9(af_y), g(a;)] tale che

/a ajl (O dt = 1, / ajl h(t) dt.

J— J—

Le ipotesi su g implicano che p; > 0, per ogni j = 0,1,...,m. Posto

si ha

Ne segue che

[ atomoat =3 (a2 — 1)) = @) + Y- (510 = ) (e
) H(0) 4 Yt — ) Ha5) + (00) — ) HO)

=M <M1 + i(ﬂjﬂ — ) +9(b) — “m) )

j=1
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per un certo M tale che r[nibrllH <M< r[rlale(H, essendo p; > 0 per ogni j. Poiché H ¢

continua, per il Teorema dei Valori Intermedi esiste ¢ € (a, b) tale che H(c) = M. Quindi

si ottiene

/ g(t)h(t)dt = H(c) (ul + i(um — ) +g(b) — um> = H(c)g(b)

j=1
b
—9) [ n)a
come volevasi. O

Lemma 2.20. Fissato n € N, il nucleo di Dirichlet D,, soddisfa

Qs
/ D(®) dt‘ <M
aq

per ogni aq, e € (0,7) con oy < ay e per una opportuna costante positiva M, indipen-

dente dan e da oy, as.

Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:

a9 ] a2 3 t_i_i
/ D (1)t % / sin (nt + 5) t2) dt

. 2sin (5)
B /0‘2 sin (nt + %) B sin (nt + %) dt + /0‘2 sin (nt + %) a
N o 2 sin (%) t o t ‘

Di conseguenza,

%) a2
/ Da(t) dt‘ < /

I e 'integrale di una funzione continua e limitata su un intervallo limitato, dunque esiste

1 1

2sin () ¢ dit

= ]1 + _[2.

@2 gin (nt + %)
/a — ¢

1

una costante positiva Bj, indipendente da n, aq, as, tale che I1 < B; < +o00. Grazie al

cambio di variabile (nt + %) = x, ¢ possibile riscrivere I come

Ay
sin x
/ dz|, (2.12)
A T
ove
A = 0411 e Ay = 0421‘
n-+; n+3

Per quanto visto per I, & sufficiente maggiorare I'integrale in (2.12) in modo indipendente
da n, aq, as. Se Ay <1, si ha che sint < ¢, per cui

As _: A

2 t 2
/ Sl%dt'g/ 1dt‘:\A2—A1]§1.
A

Ay
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Nel caso in cui A; > 1, integrando per parti si ottiene

/A2 sintdt‘ B {costrb /A2 costdt - 1 N 1 +/A2
A t t Ay A t? — A Ap Al

<1+1+/A21dt_1+1+1 L,
a4 AT A A AT

cost

| di

Infine, se A; < 1 < Ay, stimiamo dall’alto gli integrali in (A1, 1) e in (1, Ay), rispettiva-
mente come nel primo e nel secondo caso. Riassumendo, abbiamo trovato una costante
B,, non negativa e indipendente da n, tale che I < By. Inoltre, B, ¢ indipendente da

Ay, Ay, e quindi da aq, ap. In conclusione, la tesi segue prendendo M = By + Bs. O]

Dimostrazione del Teorema 2.17. Dalle proprieta di D,, segue che per ogni zg € (0, ),

flwo) f(:o)g (22) %/0” F(20)Da(t) dt.

2
Pertanto,
Su(Htew) - LTI, 2 [ gy 44 o= 0) = 1la) - ) Dttt
Poniamo

g9(t) = f(wo+1) + f(zo —t) — flag) — flzg).

Poiché ¢ ¢ limitata, monotona a tratti e tale che g(0") = 0, basta provare che ogni
funzione h avente le stesse proprieta di g su (0, 7) soddisfa

lim [ A(t)D,(t)dt = 0.

n—oo 0

Siano tg,t1,...,t, come nella definizione precedente e M la costante del Lemma 2.20.
Senza perdita di generalita, possiamo supporre che h sia crescente nell’intervallo (0, ¢].
Questo assicura h > 0 su questo intervallo, dato che h(0T) = 0. Preso ¢ > 0, sia
a; = ay(e) € (0,11) tale che h(aq) < ﬁ. Poiché D,, & continua e con un numero finito

di cambi di segno su (0,7), i due lemmi precedenti implicano

[ et ] =[nan [ Duna < o =

Rimane da mostrare che
v

lim [ A(t)Dy(t)dt = 0. (2.13)
n—o0 a1

Posto
Bi= sup |h(t)]

t€lo,n)
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risulta

T |h(t i B B(m —
[0l e [ B B
e 0y e

, 2sin (%) 2sin (%)

quindi la funzione ¢ sommabile. Ricordando la (2.3), la (2.13) ¢ vera per il

Lemma 1.8. Esiste dunque un certo m(¢) € N, tale per cui ogni D,, con n > n(e) soddisfa

/W h(t)Dy(t) dt < g

Riassumendo, per ogni € > 0 si ottiene la seguente stima

+ — a1 T
.0 ao) = LELELEDN | ™ gy il +| [ 00 dt‘ <
0 [e%1
definitivamente. Poiché questa condizione equivale alla (2.11), il risultato segue. O

Il teorema appena mostrato si applica anche nel caso di funzioni a variazione limitata.

Definizione 2.21. Siano f : [a,b] = R e o = {a = to,t1,...,t, = b} € Q) una

scomposizione di [a,b]. Si pone

v(f,0) =) [f (k1) — fte)],
e st chiama variazione di f associata a o. Poniamo inoltre

Vi(f) = sup o(f.0),

O’EQ[a’b]

detta variazione totale di f. Infine, se V2(f) < 400, si dice che f ¢ a variazione limitata
su [a,b]. Indicheremo con BV, lo spazio delle funzioni a variazione limitata su questo

intervallo.

Teorema 2.22 (di Jordan). Data una funzione f : |a,b] — R, essa é a variazione

limitata su [a,b] se e solo se puo scriversi come

f(x) = g1(2) = ga(),
con gy, g monotone crescenti su [a,b].

Da questo teorema segue che ogni funzione a variazione limitata su un intervallo
compatto soddisfa le ipotesi del Teorema di Dirichlet. Possiamo quindi concludere che,

anche in questo caso,

lim S, () (o) = LE @) gy

n—o0 2

Abbiamo visto due principali risultati riguardo la convergenza puntuale della serie di
Fourier: il Teorema di Dini e il Teorema di Dirichlet. I seguenti controesempi mostrano

che nessuno dei due implica I’altro.
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Esempio 2.23. La funzione

1

fe) =] g o]
0 sex =0

sex € T\ {0},

¢ continua, monotona a tratti e limitata da f(7) < +oo, quindi verifica le ipotesi del
Teorema di Dirichlet, mentre si puo dimostrare che essa non soddisfa la condizione di
Dini in z, = 0.

Esempio 2.24. Per ogni a € (0,1), consideriamo la funzione
|x\°‘sm< ) sex € T\ {0},
9(x) = =1
0 se v = 0.

Preso un intorno I dell’origine, possiamo supporre

per un certo n € N. Per ogni k£ € N con k£ > n, siano poi

1

Allora si ottiene la seguente stima dal basso per V'(f) su I:

>Z|f£k Z((,H— Zka o,

essendo 0 < a < 1. Dunque, per tali valori di «, g non e a variazione limitata su T,
quindi dal Teorema 2.22 segue che il Teorema di Dirichlet non e applicabile. Tuttavia,
con un po’ di calcoli si verifica che g ¢ a-Holderiana su T, dunque soddisfa le ipotesi del

Teorema di Dini nel suo dominio.

2.5 Convergenza uniforme

Ricordiamo una condizione sufficiente alla convergenza uniforme di una serie di

funzioni.

Teorema 2.25 (Weiestrass M-test). Siano f, : (X,dx) = (Y, - |lv), con (X,dx)

spazio metrico e (Y, || - |ly) spazio metrico completo. Per ogni n € N, poniamo

My, = sup || fu(2)||y-
zeX
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Supponiamo che la serie Z:z fn converga totalmente, ossia che

Ebbene, sotto queste ipotesi la serie di funzioni ) f, converge uniformemente su X.

Brevemente, diremo che la convergenza totale implica la convergenza uniforme.

Osservazione 2.26. Poiché la convergenza uniforme di una serie preserva la continuita,
se la funzione di partenza e discontinua, concludiamo subito che non ¢ sviluppabile in

serie di Fourier di una serie uniformemente convergente.
Diamo ora la definizione di funzione C* a tratti, che tornera utile nei prossimi risultati.
Definizione 2.27. Dato A C R, una funzione continua f : A — R si dice C' a tratti su

A se esiste un insieme finito B tale che f ¢ derivabile su A\ B, con derivata continua e

limitata su questo insieme.

Teorema 2.28. Ogni funzione 2m-periodica, C* a tratti su T é tale che

lim S, (f) = f,

n—0o0

uniformemente su T.

Dimostrazione. Mostriamo anzitutto che per i coefficienti di Fourier di f vale la relazione:

fi(n) =inf(n), VYneZ (2.14)
Integrando per parti e sapendo che f(7) = f(—m) per la periodicita,
) _ 1 ! —inx _ i —inx]™ ﬁ —inx
f'(n) = 5 /Tf (x)e dr = 5 [f(x)e }_ﬂ + 5 /Tf(a:)e dzx
mn » PN
= — / f(x)e ™ dx =inf(n).
27 T

Ricordando che per ogni &1, & € R vale

2 2
§1&2 < 3 252, (2.15)
si ottiene
~ 1 ~ (215) 1 /1 N w11 T 2
Fm)] = —nlfm)] <5 (n— T n2|f(n)\2> - (n— a2l > |

E quindi soddisfatta la seguente disuguaglianza:

> ]ﬂn)]s%(f iy f<n>2).

n=—0oo n=—0oo n=—oo
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Per ipotesi, f ¢ C! a tratti su T, quindi f’ € L*(T) essendo continua e limitata su un

intervallo limitato privato di un insieme finito. La Disuguaglianza di Bessel assicura che

2.

n

f'(n)

—~ 2
‘ < +00.

Inoltre,

Z%<+oo,

n

poiché serie convergente. Concludiamo per il Teorema 2.25, dato che

> sup e

. — Zn: ‘f(n)‘ < +00.

Questo conclude la prova. O
Nel contesto della convergenza uniforme, vale un risultato simile al Lemma 1.8.

Lemma 2.29. Siano f e g due funzioni limitate su T. Supponiamo inoltre che f sia

integrabile e g sia monotona a tratti su T. Allora

A—00 A—00

lim / £+ £)g(t) cos(M) dt = 0 = Tim / (o + £)g(#) sin(x) i, (2.16)
T T
uniformemente rispetto a x.

Alla dimostrazione del lemma, premettiamo il seguente teorema.

Teorema 2.30 (della media integrale). Date due funzioni g,h : [a,b] — R, con g

monotona e h Riemann integrabile su [a,b], esse soddisfano

/ g(Oh(t) dt = g(a®) / ) dt + g(b7) / h(t) dt,

per un opportuno ¢ € (a,b).

Dimostrazione del Lemma 2.29. Mostriamo la prima uguaglianza; nello stesso modo si
ottiene la seconda. Senza perdita di generalita, possiamo supporre che f e g siano non
negative. Per ipotesi esistono due costanti positive, M; e M, tali che |f| < My e
lg| < M, su T. Siccome f ¢ approssimabile mediante funzioni a gradini, per ogni € > 0

esiste
N
s(x) = Zalek (x),
k=1

con ay > 0 e I intervallo di T, tale che s < f e

g
2M,’

/T () — s(t)] dt <
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Pertanto

/Tf(ac + t)g(t) cos(At) dt' < /T |(f(x+1t)—s(z+1))g(t) cos(At)| dt

+

/T s(z + 1)g(t) cos(M) dt’ |

Per il primo addendo si ha

DN ™

/T|(f(:v+t)—s(:)s+t))g(t)cos()\t)|dt§MQA|f(x+t)—s(x+t)|dt§

Mentre il secondo soddisfa

/Ts(x +t)g(t) cos(At) dt = Z i / X1, (x 4+ t)g(t) cos(At) dt

ove, se I, = [ag, bil,

A meno di suddividere [j_, in sottointervalli, possiamo supporre che g(t) sia monotona

su ciascun [Ij_,. Quindi per ogni k risulta (grazie al Teorema 2.30)
bp—x Cl bp—x
/ g(t) cos(At)dt = g(ax — x) / cos(At) dt + g(by, — x) / cos(At) dt.
ap—x ap—T Cl

Ne segue che

2M,

\

bp—x M
/ g(t) cos(At) dt‘ < Tg| sin(by — x) — sin(ay — x)| <

E—T

Riassumendo,

N

2M, 2NM M,
/s(m+t)g(t) cos(At) dt‘ < Mfz )\9 — )\f g
T k=1

che tende a zero quando A — oo, ossia

/T s(z + t)g(t) cos(A) dt‘ <

DO ™

definitivamente. Tutto ¢ indipendente da x, percid per € — 07 si ottiene quanto cercato,

uniformemente rispetto a x. 0
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Il lemma precedente e utile per dimostrare una nuova versione del Principio di

Localizzazione di Riemann nel caso della convergenza uniforme.

Teorema 2.31. Sia f una funzione limitata, integrabile su T e sia xq € T. Supponiamo
che f si annulli su un intorno I = I(f,xo) di xo. Sotto queste condizioni, S,(f) é

uniformemente convergente a 0 su I.

Dimostrazione. Sia § > 0 il raggio di I. Definiamo

X126 (t) 1
t) = =L A= —.
90 = ) "
Poiché f si annulla su I, si ha
1 1
Su(f) (o) = = fzo —t)Dn(t) dt = — / f(@o = 1) Dn(t) X026 (1) di
T Jj|>s T JT

- % /T F(wo — 1)g(t) sin(M) dt.

Poiché f e g soddisfano le ipotesi del Lemma 2.29, il risultato segue. n
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Capitolo 3
Sommabilita della Serie di Fourier

In generale, diciamo che una serie e convergente nel senso di Cauchy se il limite delle
sue somme parziali esiste ed e finito. Nel caso in cui cio non si verifichi, ¢ possibile
studiare altri tipi di convergenza, tra cui la convergenza secondo Abel e la convergenza

secondo Cesaro.

3.1 Nuclei di Poisson

Definizione 3.1. Fissato r € (0,1), la funzione

1 X
P (z) = 5 Z eheplkl, (3.1)

k=—00

con x € T, prende il nome di nucleo div Poisson.

Proposizione 3.2. Per ogni 0 < r < 1 e per ogni z € T, P.(x) si scrive in forma chiusa

1—7r?
Fr(z) = 2(1+r2 —2rcos(z)) (3:2)

Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:

+o00 0 +o00 +o00 +o0
2 ezer|k| _ E /‘ ezerfk + E /‘ezkazrk 1= 2 efzk:(;rk + E ezerk -1
k=0 k=0 k=0

k=—o00 k=—0o0
(re(0,1)) 1 . 1 _ 2—2rcos(x) .
 l—retiz 1 —peie 1 —2rcos(z) + 12
B 1—1r?
1+ 72— 2rcos(r)’
Moltiplicando per % si ottiene quanto cercato. [

23
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Osservazione 3.3. Dalla (3.2) si deduce che P, & una funzione continua, limitata, a valori
reali, pari e non negativa. Inoltre, per ogni r € (0,1), essa & monotona decrescente
u [0, 7], dato che cos(x) ¢ decrescente su questo intervallo e |r| < 1. La seguente

proposizione mostra altre proprieta di questa funzione.

Proposizione 3.4. Per ogni r € (0,1), il nucleo di Poisson P, soddisfa le segquenti

proprieta:

(i) [p Po(t)dt = 7;

(11) per ogni 0 < 6 < m,
lim P, (z) =0,

r—1-

uniformemente per x € T \ (=9,0).

Dimostrazione. Per il primo punto, proviamo anzitutto che la serie che definisce P,
converge uniformemente su T ad r € (0, 1) fissato. Grazie al Teorema 2.25, ¢ sufficiente

mostrare che converge totalmente su questo insieme. Si ha

— Z sup ‘elk” ‘k“ Z rlF] <QZ | T€0 — < +00,

k——oo t€[0,7] k——oo

quindi abbiamo mostrato che c¢’e¢ convergenza totale. Di conseguenza, € anche lecito

integrare termine a termine, ottenendo

+oo
‘ 1
P, / e®ylFl dt = rlt / e dt = = / 1dt = 7.
froa=3[ 5 0 2 g

kf

Nell'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che, se k # 0,

/eikt dt = 0.
T

Per il secondo punto, per ogni 6 € (0, 7) risulta (per la monotonia di P,)

1—r?
2(1 — 2rcos(d) +r?)’

Po(x) < P.(6) = Yz eT\ (-6,0).

Concludiamo dato che tale maggiorazione ¢ indipendente da x e il secondo membro tende

a 0, quando r — 1~. O

3.2 Convergenza secondo Abel

Prima di dare la definizione di serie convergente secondo Abel, enunciamo un teorema

che tornera utile pit avanti.
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Teorema 3.5 (di Abel). ! Supponiamo che la serie di potenze in campo complesso

“+o0
Z ag(z — zo)k
k=0

converga in un certo punto z, # zy. Ebbene, questa condizione é sufficiente a garantirne

la convergenza uniforme sul segmento complesso {zo + t(z« — 20) |t € [0, 1]}.

Definizione 3.6. Data una serie complessa

+oo
Z A, (33)
k=0

diremo che essa converge nel senso di Abel a S € C se esistono finiti

+oo
(i) > apr®, per ognir € (0,1);
k=0

+oo
(ii) S = lim Y agrk.
0

r—17

In tal caso scriveremo

+00
Yot (3.4)
k=0

Osservazione 3.7. La definizione precedente € coerente, ovvero se la serie in (3.3) converge
ad S nel senso di Cauchy, allora soddisfa la (3.4). Infatti, il Teorema di Abel assicura la

convergenza uniforme su (0, 1), dunque & lecito il seguente scambio di limiti:
n n
lim apr® = lim  lim apr® = lim  lim apr® = lim lim ayr
r—1- r—1— n—+oo n—+oo r—1-— n——+oo
k=0 k=0
+oo
= E (677
k=0

Dal seguente controesempio si evince che in generale non vale il viceversa.

Esempio 3.8. La serie numerica

> (-1)F (3.5)

k=0

non converge nel senso di Cauchy. Tuttavia, per ogni r € (0,1) si ha

o0 1
1)k — ’
kz:%( ) 1+

'E. Lanconelli, Lezioni di Analisi Matematica 2 Vol. I, Cap. 6, Teorema, 4.3.
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essendo una serie geometrica di ragione r € (—1,0). Pertanto

. 1 1
lim = —
r—1—- 147 2

Y

da cui segue che la serie in (3.5) converge secondo Abel, ossia

“+oo

> (-1 =

k=0

N | —

Per studiare la convergenza secondo Abel nel caso delle serie di Fourier, tornera utile

scrivere la serie bilatera
“+o0

Z Fk)ekerlH, (3.6)

k=—o0

sotto forma di convoluzione.

Proposizione 3.9. Fissatiz € T er € (0,1), ogni f € L*(T), 2w-periodica, soddisfa

+oo

> Flk)eerlkl = %(PT s f)(x). (3.7)

k=—o00
Si noti che questa convoluzione ha senso perché f € LY(T) e P, ¢ limitata su T per ogni

z e (0,1).

Dimostrazione. Fissiamo x € T e r € (0,1). Consideriamo la serie di funzioni della
variabile ¢ € T definita da

ove
fr(t) = f(t)eik(x’t)ﬂk'.

Da un corollario del Teorema della Convergenza dominata, se vale

“+o0o
> IOl < +oo,

k=—0o0
allora si puo integrare per serie. Si ha

S S (x—1) .|kl S |k|
L — ik(x—t), .|k dt = k d
E (FAGIEE k:E_OO/T}f(t)e r | t k:E_OO/T|f(t)|r t
+oo

k=—o0

= fllem >, ™ < +oo.

k=—o00
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Dunque il seguente calcolo ¢ lecito:

~+o00 N +00 +°O
Z f(k’ ik |k| Z |:27T/f —zktdt:| ikx \k\ /fk

k=—o00 k=—00

1

= / [ Z etk@=t) |k|] dt = /f (x—t)d

k=—o00

1

= — (P x f)(z).
s

Questo conclude la dimostrazione. O

In modo analogo a quanto visto per i nuclei di Dirichlet, si mostra la seguente

uguaglianza, valida per ogni x € T:
e n@ =1 [ PO+ fe-0)d (3.5)
0

™

Teorema 3.10. Sia f € L*(T) una funzione 27-periodica. Supponiamo che per un certo

zg € T esistano finiti f(x) e f(zy). Sotto queste ipotesi,

xt Ty
lim (P, % f)(z) = L00) + /(%) (3.9)

r—1- 2

Corollario 3.11. Nelle ipotesi del teorema precedente, grazie alla Proposizione 3.9, si

ha

X s ke A F@T) + flag)
> Jlkette = =002,

k=—o00

ossia la serie di Fourier di f in xog converge a

f(ag) + f(zq)
5 ,

nel senso di Abel.

Dimostrazione del Teorema 3.10. Poniamo

gi(zo,t) = f(zo+ 1) — f(ag) e galzo,t) = f(wo—1) — flag) .

Per le ipotesi su f, g1 e g2 sono sommabili su T. Dalle proprieta di P, e dalla (3.8) segue

xr T T
(P x £)(a) - L1 o)‘;‘f( o) :%/0 P, (t) (g1 (w0, £) + ga(xo, 1)) dt

_1 /O Pttt + - /0 " P(t)galin, 1)

™

= Il + ]2.
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Osservando che

t1_1>1’($r g1 (LU(), t) = 07

dato € > 0, scegliamo 0 = d(¢) > 0 in modo che valga

€
sup |g1(zo, )| < 1
te(0,0)

Inoltre, essendo P, non negativa, vale

/O(SP,,(t)dtg/OﬁPr(t)dtg/TP,«(t)dt:w.

Come conseguenza, si ha

é T
nl< - [ POlntia T [ POl
< sup |g1(xo,t)| + sup P.(t ( /]f:z:0+t|dt+ /\fyco ]dt)

te(0,0) te(d,m]

<4 Bsuwp Pi1),

4 te[s,m]
=2 (st e aiste).

che ¢ finito per le ipotesi su f. Dopodiché, prendiamo r sufficientemente vicino a 1, tale

ove

che (si noti che tale r dipende da e poiché § dipende da ¢)

€
sup Pr(t) < —.
te[d,m] ( ) 4B
Cio e lecito perché P.(t) converge a 0 uniformemente su [d,7]. Pertanto, abbiamo
ottenuto la seguente stima
£
n<S+BS =<,
=<3 i AB 2

Con un procedimento analogo si ottiene la stessa maggiorazione nel caso di I,. Riassu-

mendo, per ogni € > 0 si ha

flag) + f(q)
2

(P f) (o) — <L+ |b| <,

definitivamente rispetto ad r, da cui segue la tesi. O

Osservazione 3.12. Nel caso in cui f € continua nel punto g, la (3.9) si scrive come

lim (P, * f)(xo) = f(xo),

r—1-

ovvero f e sviluppabile in serie di Fourier nel senso di Abel in xy.
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3.3 I Nuclei di Fejér

Definizione 3.13. Per ognin € N e per ogni x € T, si chiama nucleo di Fejér n-esimo

la funzione cosi definita

Fu(z) = % Di(2), (3.10)

ove Dy, indica il k-estmo nucleo di Dirichlet. In altre parole, F,, rappresenta la media

aritmetica dei primi n nucler di Dirichlet.

Osservazione 3.14. Dalla definizione si deduce che ogni F;, soddisfa le stesse proprieta

viste per D,, nell’Osservazione 2.2 e nella Proposizione 2.3.
Proposizione 3.15. Per ogni 6 > 0,
lim F, = 11
Jim Fy(z) =0, (3.11)
uniformemente rispetto a x € T \ (=9, 9).
Dimostrazione. Alcuni semplici calcoli consentono di verificare che

G 1 ()Y
kZ:ODk(x) o (sin (%) )

F(r) =

S|

Sex €T\ (-9,0), allora

sin? (g) > sin® (g) .

Si ottiene quindi la seguente stima, indipendente da =,

1
F,(r) < ———, 3.12
(z) < 2n sin? (g) ( )
che tende a zero quando n — 400, uniformemente rispetto ad . O
3.4 Sommabilita secondo Cesaro
—+00
Definizione 3.16. Sia > «y una serie numerica e sia Sy la sua somma parziale k-esima.
k=0
St chiama media delle somme parziali ’espressione
1 n—1
n

e
Il

0
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+o0
Definizione 3.17. Data una serie numerica Y oy, diciamo che essa converge secondo
k=0
Cesaro con somma S se A, soddisfa
lim A, = S. (3.14)
n—oQ
In tal caso scriveremo
+oo
Y s €. (3.15)
k=0

Similmente a quanto visto nel caso della convergenza secondo Abel, si puo dimostrare
che ogni serie convergente nel senso di Cauchy e convergente anche secondo Cesaro alla

stessa somma. Il seguente esempio mostra che in generale non vale il viceversa.

Esempio 3.18. La serie numerica

+0o0

> (=1)F (3.16)

k=0
non converge nel senso di Cauchy, ma converge nel senso di Cesaro. Si verifica facilmente
che
Sop, =1 e Sgn_H =0, VneN.

Pertanto, per ogni n € N si ha

1 n 1
Agy = —(14+0+14+--+0)=— = —,
on = 5,1+ 01440 =50 =3
e
n+1
Agpy1 = 1+04+14+.---4+1)= ]
it = 5 O+ I ) = o0
Ne segue che
. ) 1
n1—1>1:I}—100 AQ" - n1—1>1:I|-100 A2n+1 - 57

che ¢ equivalente alla (3.14), ossia

come volevasi.

Nel caso delle serie di Fourier, la (3.10) permette di scrivere la (3.13) sotto forma di

convoluzione.

Proposizione 3.19. Sia f € LY(T) una funzione 2r-periodica. Dato x € T, si pone

Allora .
An(f)@) = —(f * Fo)(2). (3.17)
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Dimostrazione. Vale il seguente calcolo:

1 n—1 0.4) 1 n—1 1
A, = — Sk( 22 — t)Dy(x —t)dt
() =~ HZW Tf b — 1)
k=0 k=0
1 n—1
" =0
F,)(x).
Questo conclude la prova. O]

Teorema 3.20 (di Fejér). Sia f € L'(T) e sia zg € T. Supponiamo che esistano finiti
f(xd) e f(xg). Sotto queste ipotesi,
+ —
lim Ay (f)(zg) = L) +(@0) (3.18)

n—-+oo 2

In altri termani, la serie di Fourier di f converge a

f(ag) + f(=q)
5 )

nel senso di Cesaro.

Alla dimostrazione del teorema, premettiamo il seguente risultato.

Osservazione 3.21. Per ogni n € N, F,, soddisfa

/iuwa:w. (3.19)

Dimostrazione. Poiché I, ¢ la media aritmetica dei primi n nuclei di Dirichlet, risulta

n—1 n—1 n—1
1 1 22) 1 nm
Fntdt:/— Dy(t)dt = = /D Hdt = =N 1= "L =n1.
[E@a= [ L3 piwa=3 [ paa ] ”

n— /T

Questo conclude la dimostrazione. O]

Dimostrazione del Teorema 3.20. Per 1’Osservazione 3.21, vale

1 11 1 T 1 [7
— F,(t)dt = —2 F,(t)dt = — E,(t)dt.
2 277/ *) 27T/0 ®) 7T/0 ®)

Pertanto,
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Per A, (f)(z) si ha

An(f)(z) P27 l/f(:c—t)Fn(t) dt = 1/0 Flo —t)Ep(t) dt+1/07rf<x—t)F £) dt
(vt / flx+u)F,(u)du + — / flx —t)F,

= —/ (fl@+8)+ flz = 1) Fu(t)

™ Jo

Poniamo

gi(zo,t) = f(zo+ 1) — f(ag) e galzo,t) = f(wo—1) — flag) .

Ne segue che

xy Zo T
A1) (o)~ HELELER) 2 [ (g4 = )+ Flan = ) S Fole)
_ %/Oﬂgl(xo,t)Fn(t) dt+%/0ﬂgg(xo,t)Fn(t) dt
= Il + IQ.

Ragionando in modo analogo a quanto visto nella prova del Teorema 3.10, dato € > 0,

scegliamo ¢ = d(¢) > 0 in modo che

19
sup [g1(wo,t)| < 1
te(0,0)

Di conseguenza

= O EIE Ry R G

1
f—/F()stupF < /|fxo+t|dt+ /|fx0 |dt)
47 Jo te[d,m

< : + B sup Fn(t)u
4 teld, ]

|11

IN

IN

con
B;l(/U@WﬂMHWV@®0<+w
™ T

poiché f e sommabile su T. Fissato §, per la Proposizione 3.15 esiste m € N tale che
sup F,(t) < S vn>nm
te(d,m] " 4B’ -

Pertanto,

g
Ll<Sypt =&
|1|_4+ 4B~ 2
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definitivamente. Similmente si ottiene la stessa stima per I,. Riassumendo, abbiamo

provato che per ogni € > 0

An(f) (o) —

<|L]+ L] <s,

flag) + flag)
2
per n > n. Concludiamo dato che cio equivale alla (3.18). ]

Osservazione 3.22. In maniera analoga a quanto visto nel Teorema 3.10, se f soddisfa le
ipotesi del Teorema di Fejér ed ¢ continua in xy, concludiamo che, in tale punto, essa e

sviluppabile in serie di Fourier secondo Cesaro.

Il seguente teorema mostra che una serie sommabile secondo Cesaro ¢ anche somma-
bile secondo Abel alla stessa somma. Applicando questo risultato al caso delle serie di
Fourier, concludiamo che ogni serie di Fourier convergente nel senso del Teorema di Fejér
soddisfa la (3.9).

Teorema 3.23. Consideriamo una serie numerica
“+o0
E Q..
k=0

Ebbene, se essa converge nel senso di Cesaro ad un certo valore limite S, allora converge

anche nel senso di Abel ad S.

Dimostrazione. Poniamo

1 n
S, = ap e Ap = ZSk'

k=0 k=0
Allora per ogni r € (0,1) si ha
N N N n n—1
zSnr%sszw:AﬁZ(Z&—ZS&) "
n=0 n=1 n=1 \k=0 k=0

N
=A; + Z ((n +1D)A, — nAn)r".
n=1

Per ogni n, A,, & limitata poiché convergente, per cui e ben posto il seguente limite

N +o0

NETM; (n+1)Appy — nd,)r" = nz:; ((n+1)Apq — nA,)r"
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Pertanto,
+oo 400 400
A+ Z ((n + 1) An — nAn)'r” = Z(n + DA, 1" — ZnAnr”
n=1 n=0 n=1
+oo +oo
= Z(n + DA, 1" — Z(/{: + 1) Appq it
n=0 k=0
—+o00
= (1=r)) (n+ 1A,
n=0
ossia
+00 +0o0
Z Spr = (1—=7) Z(n + 1) A, ™.
n=0 n=0
Grazie ai calcoli precedenti, risulta
+00 +o00 +o0 +oo +oo
Zanr” = Z S,r"t — Z Spor™ = (1—r) Z S = (1 —1)? Z(n + 1) A",
n=0 n=0 n=1 n=0 n=0

Dato € > 0, per ipotesi di Cesaro sommabilita, & possibile scegliere m = 7i(¢) € N tale
che
|An+1—5|<5 Vn>n.

Da cui, osservando che per 0 < r < 1 vale

400 1
d (41" = fEsEr (3.20)
n=0
otteniamo
R & 1 (3.20) o3
n __ — n__ - o 2 i o 2 o n
nzzooznr S nzzooznr = T)Q(l r)’S="(1-r) nZ:O(nJr (A = S)r

— (1) ( 0+ 1) (A — S+ 0 1) (A~ sw)

n=0

=01 + 09.

Per la disuguaglianza triangolare e poiché r < 1, ricaviamo la seguente stima per oy,
valida per ogni r € (0,1):

1
o] < (X =7)* ) _(n+1)|Ani = S|,

3
|

3
Il
=)

Mentre per o5 si ha

oo < (L=7)2Y (n+1)|Appy = Sp" <e(1—7)*Y (n+1)" < e

n=n n=n
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Riassumendo, abbiamo ottenuto la seguente maggiorazione

—+00
g a,r" — 8
n=0

che tende a € quando r — 17. Dall’arbitrarieta di € segue la tesi. [

—1
<(1-=7)?%Y (n+ )40 — S| +e,
—0

3

S

3.5 Un risultato di convergenza uniforme

Il seguente teorema mostra un notevole risultato di convergenza uniforme delle medie

di Fejér.
Teorema 3.24. Per ogni f continua, 2mw-periodica, vale

lim A,(f)(x) = f(x), wuniformemente per x € T. (3.21)

n—-+o0o

Dimostrazione. Per periodicita, e possibile estendere f ad una funzione continua su tutto
R, definendola in modo tale che f(x + 27w) = f(x), per ogni x € R. In particolare, f
¢ continua sull’intervallo compatto [—m, 7r]. Dal Teorema di Heine-Cantor segue che f
¢ uniformemente continua su questo insieme e quindi su R, essendo periodica. Percio,

dato £ > 0, esiste 6 > 0 tale che
|f(z1) — fae)] < g, Vay,xe € R tali che |x; — 2] <. (3.22)

Inoltre, il Teorema di Weierstrass garantisce la limitatezza di f su [—m, 7] (e quindi su
R, per la periodicita). Dunque, per tale ¢, scegliamo 7 € N in modo che per ogni n > 7

si abbia (notiamo che 7 dipende da € poiché § dipende da ¢)

2)|fll

n sin? (g)

< (3.23)

DO ™

Cio e lecito poiché il primo membro converge a 0, per n — 400, grazie alla limitatezza

di f. Dato che f e F}, sono entrambe 27-periodiche, con un cambio di variabile si ottiene

—at T+7
A,(f)() O L / Fuw —t)f ()t "= L / Fu(r)f(z — r)dr

™ —m

_ 1 /m Fo(t) f(x —t) dt.

—T

Per ogni x,t € R, poniamo

h(z,t) = f(x —1t) — f(x).
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Si ottiene quindi

[An(f) (@) = f(2)] =

™

Fo(t)f(z —t)dt — l/TFn(t)f(x) dt‘

= 3|
%\%\

Fo(t)h(z, 1) dt‘ .
Ricordando che F,, > 0, si ha
A (@) — f(2)] < AR®W%M&

— / Fn(t)|h(x,t)|dt+l/ E, () |h(x,t)] dt
[t]<d o<|t|<m

= 3|

™ ™

= [1 + [2.

Dalla (3.22), con x; ==z —t e x5 := x, segue che

I 1/ B fa—t) - f@)dt< = [ mwa' <" < [ maa
1= - n xr — - x < = n >~ o n
T Ji<s 27 Jj<s 21 Jp
o) & €
o2 2
Nel caso di I, osservando che per ogni z,t € R vale
()] < [f(z = 1) + | f ()] < 2/ f]lo,
sem > n sl ha
2 (3.12) 9 1
L<lfle [ ROd S Zfle [ o
T 5<|t|<m 7T §5<|t|<x 2nsin (5)
o 1 o 1 2 fllw (323
Ul L) g W L A e
7 sin (5) T Js<|t|<n n sin (5) T Jr 7 sin (5) 2
Dunque,
£ €
|An(f)(@) = f(@)| < h 4+ I < 5T5=6 Vz eR.

Riassumendo, per ogni € > 0 & possibile scegliere m = 7i(¢) € N in modo che per ogni

n > n si abbia, uniformemente rispetto a x € R,

[An(f)(2) = f2)] <e.
Cio equivale alla (3.21). O

Per i prossimi risultati, indicheremo con (K, .7) uno spazio topologico compatto e
con C(K,R) lo spazio delle funzioni reali definite su K, continue rispetto alla || - ||oc.
Vogliamo dimostrare che lo spazio dei polinomi trigonometrici ¢ denso in C(T) e in

ciascun LP(T), con 1 < p < +oc.
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Definizione 3.25. Diciamo che un sottospazio vettoriale o7 C C(K,R) é un’algebra di

funzioni su K se, per ogni u,v € o7, si ha che uv € .

Teorema 3.26. % Sia o/ un’algebra di funzioni su K che soddisfa
(i) 1€ .4
(i1) per ogni t,t' € T, cont #t', esiste v € o tale che v(t) # v(t').

Ebbene, sotto queste ipotesi, o/ = C(K,R). In altre parole, o/ ¢ denso in C(K,R) con

la norma uniforme.

Corollario 3.27. 2 Se f € C([—7,7],R) ¢ tale che f(—n) = f(7), allora esiste una suc-

cessione { Py, }nen di polinomi trigonometrici uniformemente convergente a f su [—m, 7).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione p: T x T — R definita come segue:
p(t 1) = e — €.

Si verifica facilmente che essa definisce una metrica su T e che (T, p) ¢ compatto. Inoltre,

le ipotesi su f garantiscono la continuita di f }T, rispetto alla metrica p. Sia poi
o = {P‘T | P polinomio trigonometrico}.
Ricordando che

sin(kt) cos(ht) = = (sin((k + h)t) + sin((k — h)t))

— N | =

sin(kt) sin(ht) = = (cos((k — h)t) — cos((k + h)t))

cos(kt) cos(ht) = = (cos((k — h)t) + cos((k + h)t)),

N — DN

per ogni h,k € N, si deduce che &/ C C(T,R) ed & un’algebra di funzioni. Inoltre,
1 € & e, per ogni t,t' € T tali che t # ¢/, sint # sint’ oppure cost # cost’. Percio o
verifica le ipotesi del Teorema 3.26. Come conseguenza, </ = C(T,R), ovvero, per ogni
feC([—m,7],R), con f(—m) = f(m), esiste una successione {P,} ey in &7 tale che

uniformemente rispetto a t € T, come volevasi. O

Osservazione 3.28. Abbiamo mostrato che il Corollario 3.27 da un risultato generale,
il Teorema 3.26. Ebbene, noi abbiamo provato il Corollario 3.27 anche come diretta

conseguenza del Teorema 3.24 perché gli A,,(f) sono anch’essi polinomi trigonometrici.

2E. Lanconelli, Lezioni di Analisi Matematica 2 Vol. 1, Cap. 1, Corollario 8.2
3E. Lanconelli, Lezioni di Analisi Matematica 2 Vol. 1, Cap. 1, Esempio 8.4
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Teorema 3.29. Per ogni p € [1,+00), lo spazio dei polinomi trigonometrici é denso in
LP(T).

Osservazione 3.30. Non c’e convergenza uniforme in L. Infatti, questo spazio & com-
pleto rispetto alla || - ||, dunque la funzione iniziale dovrebbe necessariamente essere

continua su T. In altre parole, cio significherebbe L>°(T) C C(T), che ¢ falso.

Dimostrazione del Teorema 3.29. Sia p > 1 e sia f € LP(T). Poiché C(T) ¢ denso in
LP(T), esiste g = g. € C(T) tale che || f — g|zr(r) < g Inoltre, grazie al Corollario 3.27,

per tale g esiste un polinomio trigonometrico ¢ che soddisfa

19— qllo < :
2(2)»

Osserviamo che ¢ dipende da ¢, dato che g dipende da . Dato che per ogni x € T,
9(x) = q(x)] < [lg — gl si ha

(21)

€

3=

5"

3=

2 (2m)

Pertanto, si ottiene la seguente stima

+ - =c.

DO ™
DN ™

\f=allerery = I1f =9+ 9 —alleeery SN = 9llzeer) + |9 — @l remy <

Riassumendo, abbiamo provato che, per ogni p € [1,+00) e per ogni € > 0, esiste un
polinomio trigonometrico ¢ = ¢. tale che || f — q||zr(r) < €, e concludiamo poiché cio e

equivalente alla tesi. O

Da quanto appena visto si deduce che due funzioni con gli stessi coefficienti di Fourier

coincidono quasi dappertutto.

Corollario 3.31. Se fy, fo € L(T) sono due funzioni 2r-periodiche, tali che ﬁ(k) =
fo(k) per ogni k € Z, allora fi(x) = fo(x) per quasi ogni x € T.

Dimostrazione. Supponiamo che fo = 0, altrimenti consideriamo f; — f5. Allora ﬁ(k) =
0 per ogni k € Z. Per il Teorema 3.29, esiste una successione { P, },en di polinomi trigo-
nometrici che approssima f; in L'(T). Poiché ﬁ(k:) = 0 per ogni k € Z, necessariamente

P, = 0 per ogni n € N. Concludiamo che f; =0 = f5 quasi dappertutto. O
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