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Introduzione

La seguente tesi riguarda la teoria dei semigruppi di operatori lineari e continui. Dati
X uno spazio di Banach, D(A) un suo sottospazio denso ¢ A : D(A) — X un operatore
lineare, si vuole determinare una soluzione del seguente problema di Cauchy

{ uw'(t) = Au(t) pert >0 (PC)

u(0) = uo.

Verranno analizzati dapprima i problemi ben posti e solo in seguito, introdurremmo i
semigruppi e definiremo cosa si intende con generatore infinitesimale di un semigruppo.
In particolare, se T'(+) ¢ il semigruppo e A rappresenta il suo generatore infinitesimale,
allora la soluzione di (PC) pud essere scritta come:

Il teorema centrale di tutta la teoria dei semigruppi é il teorema di Hille-Yosida. Esso
ci fornisce le condizioni necessarie e sufficienti affinché 'operatore A sia il generatore
infinitesimale di un semigruppo 7'(-), mettendo in relazione tra loro le caratteristiche del
semigruppo e le proprieta spettrali di A.

I semigruppi, inoltre, ci permettono di risolvere problemi ben pit complessi, in cui ¢
presente, ad esempio, un dato f(t), con f € C'. In tal caso il problema

{ Z’((t)) ;;iu(t) + f(t) pertel0,T] (PNO)

ammette un’unica soluzione stretta, rappresentata mediante la formula di variazione delle
costanti:

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds.

Un caso di rilevante importanza ¢ quello dei semigruppi analitici. Questa classe di
semigruppi ¢i permette la risoluzione del problema di Cauchy (PNO) sotto ipotesi meno
restrittive su f. Bastera infatti che la funzione f sia holderiana di ordine « tale che la
formula di variazione delle costanti é la soluzione stretta di (PNO). Nel loro ambito si
puo studiare la classica equazione del calore in R".






Capitolo 0

Premesse

0.1 Integrali di funzioni su spazi di Banach

Definizione 0.1.1. Siano a,b € R, a < b.
Una partizione di [a, b] & un insieme finito di punti {¢; : 0 < i < n} tale che

a=tog <t < - <th_1 <t,=0b
Sia ¢ una partizione di [a, b]. Indichiamo con |o| Pampiezza di o, cioé

|o| = max |t; — t;_4].
1<i<n

Definizione 0.1.2. Siano X uno spazio di Banach reale o complesso e a,b € R, a < b.
Sia f : [a,b] = X. Definiamo le somme di Riemann I,, per una partizione o di [a,b],
come

I,(f) = Zf(&)(ti —tic1) & €[t ti. (1)

f si dice integrabile secondo Riemann se esiste z € X tale che
Ve > 0, 36 > 0 tale che, per ogni partizione o di ampiezza |o| < 0, si ha

Iz = I(f)]l <e. (2)

In tal caso poniamo
b

= | f)dt. (3)

Scriveremo

/ f(t)dt = lim Zf(gi)(ti_tifl) & € [ti, L]



Lemma 0.1.1. Se f € C([a,b], X), allora f ¢é integrabile secondo Riemann.

Dimostrazione. Per il teorema di Heine-Cantor f é uniformemente continua.
Siano 0 > 0 e 0,7 due scomposizioni di [a, b].

U:{a:t0<t1<<tn:b}, T:{a:7'0<7-1<...<7'm:b}

Sia € > 0. Verifichiamo che se |o], |7| < J allora

1o (f) = LI = || D Fle)(ti—tia) = > f(d;) (75— 751)|| <.
i=1 j=1
¢ € laty], .. cp € [tuo1,tn], di €la, ), dim € [Tine1, Tl
Poniamo o UT = {a =59 < 51 < -+ < 5, = b}.
Vi=1,...n,ti1 =81 << 8_g=1t;. Segue che
flei)(ti = tima) = f(i)((Sr4q = Srq1) + -+ (0 — 5r11)) =
f(€i)(8r4q = Srg—1) + -+ flei)(sr — 8r-1)
= f(ersq)(Srq = Sriq1) + -+ fler)(sr — 8021),
con f(erJrq) == f(er> = f(Cz)
QQuindi otteniamo che
Z fle)(ti—tia) = Z fle:)(sr — sp-1), con e, € [ti1,t;]
i=1 r=1
e analogamente
> Fd)r—Ti) =Y f€))(sy —s,m1),  con €, € [ro1,7;).
j=1 r=1

Stimiamo |e, — e..|.
/

e — €] < ler — sp| + |5, — €.

Poiché t; 1 < s, < 't;,

le, — 0| < le. —ti| + |[ti — 8| <5+ =20.
In maniera analoga, poiché 7,1 < s, < 7,

s, —el| <le, —7j| 4+ |15 — 8| <6+ = 20.
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Quindi |e, — ¢} | < 40.
Dall’'uniformeme continuita di f, allora, ¥n > 0, se 46 < §(n) opportuno,
|f(e,) — f(el)]| <mn. Segue che

m

Z Flen)(ti = tiza) = > fdy) (75— 751)

Jj=1

<nb—-a)<e

Sia {0 }ren la successione di partizioni di [a, b] tali che Vk € N,

b—a 2k 1
Uk:{a,a+2—k,...,a 2k

(b—a),b}.

Allora, per quanto mostrato in precedenza, {I,, (f)}ren ¢ una successione di Cauchy in
X, e dunque ¢é convergente. Indichiamo con I(f) tale limite. Mostriamo che l'integrale
di f e proprio I(f). In effetti se |o)| < d(€) opportuno, allora

<|I(f) = L, ()] + < 2.

I(f) - Z Jlei)(ts —tiza)

OEDINOICEEY

]

Lemma 0.1.2. Sia f : [a,b] = X continua. Allora t — || f(t)|| & continua e si ha

Dimostrazione. Siano o una partizione di [a,b] e I,(f) = > ", f(&)(t; —t;—1) la somma
di Riemann relativa a o con & €]t;_1,t;[. t — || f(t)]| ¢ integrabile in quanto f ¢ continua
e

t[ﬂmﬂslmﬂwﬁ. (1)

Z f&)# —tion)|| < Z £l (8 — tiz1).

Segue quindi che
b
|[ s -

Lemma 0.1.3. Siano [ : [a,b] — X continua e A : D(A) C X — X lineare e chiusa.
Siano f(t) € D(A) Vt € [a,b] et — (Af)(t) continua. Allora f; f(t)dt € D(A) e

lim Z f&)(t —tizy)|| < lim Z N F(&) (8 —tiz) = / |£(2)]] dt.

|o|—0 |o]—0

O

b b
t/Mﬁ@ﬁzﬂ/f@ﬁ) (5)
7



Dimostrazione. Sia ¢ una partizione di [a,b]. Poniamo

|o|—=0

b
I = / f(t)dt = lim Zf fz P 2 1 con 5@ E]tifl,ti[.
Dalla linearita di A si ha che

foz z_zl) Z(Af)(& z_zl _>/ Af Se |U‘—>0

=1

Ma, poiché A & un operatore chiuso, segue che fab f(t)dt € D(A) e

Al = /b(Af)(t)dt
O

Teorema 0.1.1 (Teorema fondamentale del calcolo integrale). Siano X uno spazio di
Banach e f € C([a b], )
Allora, posto Vx € [a,b] F f f(t)dt, si ha che F € C'([a,b], X) e

Flz) = f(z) Vo €lab] (6)
Dimostrazione. Siano = €]a, bl e h > 0 tale che x + h €|a, b].

T _ T z+h
A= g3 [ 00 - sw)ar

Dalla continuita di f segue che per ogni € > 0, 30 > 0 tale che se |t — z| < ¢ allora

1F(t) = f(@)] <e.

In particolare, se |h| < § allora

r+h)— F(z wth o
[P0 gy < [ 0= sl g [T =
ossia ) F(x+h) — F(z) _0
hlg(l) h — /@) =0

Definizione 0.1.3. Sia f : [a,b[— X, —00 < a < b < 400, tale che
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e f ¢ integrabile su [a, ], V¢ € [a, b];
e Jlim., [ f(t)dt € X.

Allora si dice che f & integrabile in senso generalizzato in [a, b] e si pone

/a " F0)dt = 1im / " fyt. 1)

c—b

Lemma 0.1.4. Siano f : [a,+00|— X continua e A: D(A) C X — X lineare e chiusa.
Siano f(t) € D(A) Vt € [a,b] et — (Af)(t) continua. Allora f;oo f(t)dt € D(A) e

+oo

[ anwa=ac[ s ®

a

Dimostrazione. Sia M > a. Dal lemma 0.1.3 segue che faM f(t)dt € D(A) e

lim A / F@#)dt) = lim / (AS) ()t = / T Ap

M—+o00 M—+o00

Poiché A é chiuso, allora, si ha la tesi. O

0.2 Funzioni olomorfe a valori in uno spazio di Banach

Definizione 0.2.1. Siano X uno spazio di Banach complesso, 2 un aperto di C e
f:Q— X. f é olomorfa se Vz € 2

f'(z) = lim

h—0

fle+h) ~ /)
: )

Siano €2 un aperto di C e f : 2 — X. Come nel caso X = C, si puo verificare
che f olomorfa implica f continua. Inoltre, indicato con X’ lo spazio duale di X, allora
Vo' e X'

2= 2'(f(2)) é olomorfa da © in C.

Le funzioni olomorfe su spazi di Banach ereditano dalle funzioni olomorfe su C
molteplici proprieta.

Definizione 0.2.2. Siano 2 un aperto di C e f : Q2 — X olomorfa.
Sia 7 : [a,b] — Q una curva regolare di classe C*. Poniamo

/}@wz/fme®w (10)

9



Lemma 0.2.1. Siano Q un aperto di C, f: Q — X olomorfa e 7 : [a,b] — Q una curva
regolare di classe C*. Allora ¥Vx' € X' vale

ﬂlﬂ&@zLﬁU@Mz (11)

Dimostrazione. Sia 2’ € X'. Allora per il lemma 0.1.3

b b
ﬂ/ﬂmmzﬂ/fmmﬂwmz/fwmmwww:/ﬂﬂmw

”
[
Lemma 0.2.2. Siano v : Q — C e v5 : Q — C due cammini chiusi (2-omotopi.
Sia inoltre f: Q — X olomorfa. Allora
/ f(z)dz = / f(z)dz.
7 72
Dimostrazione. Sia x’ € X’. Dal lemma 0.2.1 segue che
([ s = [ @(end o 2 e = [ e
st a! Y2 72
Poicheé 2’ o f : @ — C ¢ olomorfa, allora Vo' € X',
| #Gen: = [ @
71 V2
Allora, per I'arbitrarieta di 2/, dal teorema di Hanh-Banach segue che
/ f(z)dz = / f(z)dz.
71 72
[

Definizione 0.2.3. Sia v un cammino chiuso in C e a € C tale che a non appartiene al
sostegno di 7. Si definisce I'indice di ~y rispetto ad a il numero

I(a)—i/ 4
TN o ﬂ{z—a'

Lemma 0.2.3 (Formula integrale di Cauchy). Sia Q un aperto di C. Siano inoltre
f:Q — C olomorfa, r >0 e zy € ) tale che

Bi(z0) ={z:]z— 2| <r} CQ

10



. Sia v un cammino chiuso in Q — {zo} omotopo a C,(z), con

Cp(2o) i t+> 29 +re™ t € [0,27].

Allora . 1)
z
= — | ——dz. 12
f(#0) 5 'YZ_ZOZ (12)
Dimostrazione. Sia ' € X'. Allora, per il risultato nel caso X = C,
1 [2(f(2) 1 [ f(z)
! = — | ——dz =2 (— [ —d2).
7(£(20)) 211 L Z— 2y =TT (27m' 42— 20 ?)
Per Parbitrarieta di 2/, il risultato segue dal teorema di Hanh-Banach. O]

Teorema 0.2.1. Siano 2 una aperto di C, f : Q) — X una funzione olomorfa, zo € € e
r > 0 tale che B.(z) C Q.
Allora ¥n € N, 3fM(2). Inoltre, in B,(z), f ¢ sviluppabile in serie di potenze, ossia

22 5 (5
fo =3 L

n!

n=0

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga al caso X = C, come mostrato nel capitolo
2.2 di A.G.Sveshnikov, A.N.Tikhonov (1978).
m

Teorema 0.2.2. Siano 2 un aperto diC e f : Q—{z} — X. Allora per0 < |z — z| <,
con B.(z0) C Q, si ha che f & sviluppabile in serie di Laurent intorno in {z € C : 0 <
|z — 20| <7} e

F(2) =) an(z = 2)",
nez
1 f(u)

v [ —E _du,
= o o (u = zo)H1 "
Dimostrazione. Si veda il capitolo 4.1 di A.G.Sveshnikov, A.N.Tikhonov (1978).

[

Teorema 0.2.3 (Teorema di Liouville). Sia f : C — X olomorfa. Se f ¢é limitata allora
f e costante.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo f non costante.
Siano zg, 21 € C tali che f(zy) # f(z1). Allora, per il teorema di Hanh-Banach 32" € X’
tale che

2'(f(20)) # 2'(f(z1))-
Ma 2’ o f & olomorfa a valori in C e limitata se f & limitata. Per il teorema di Liouville
classico, dunque 2’ o f & costante e questo ¢ una contraddizione. O

11



Definizione 0.2.4. Siano Q un aperto di C, zp € Qe f: Q — {2} — X olomorfa. Sia
f(z) = ZnEZ a,z" il suo sviluppo di Laurent intorno a zy. Allora il residuo di f in zg &

la quantita
R€S<f, Zo) = Qa_1.

Teorema 0.2.4 (Teorema dei residui). Siano Q un aperto di C, {z1,...,2,} € Q e
f:Q—=Az,...,%} = X olomorfa. Sia v un cammino chiuso tale che
sost(y) CQ—{z,...,%,}. Allora

/f(z)dz = 2mi Z]A,(zj)Res(f, 2). (13)

Dimostrazione. Sia ' € X'. Per il caso X =C

/x'(f(z))dz = 27riz I,(z;)Res(a' o f, zj) = ' (2mi Zlfy(zj)Res(f, Z;).

Y j=1 j=1

Per Darbitrarieta di 2/, dal teorema di Hanh-Banach, si ha la tesi. [

0.3 Insieme risolvente
Siano X,Y due spazi di Banach su C. Indichiamo con
LX,)Y)={T:X — Y : Teé lineare e continua}.
Se X =Y scriveremo L£(X) invece di £(X, X). In £(X,Y) introduciamo la norma

HT”ﬁ(X,Y): sup |[|Az|y .
H$||X§1

L(X,Y) & uno spazio di Banach.

Definizione 0.3.1. Siano X uno spazio di Banach e D(A) un sottospazio di X. Sia inoltre
A:D(A) — X lineare.

Definiamo l'insieme risolvente di A come
p(A)={NeC: M —-Aél-le(M —A)"eL(X)} (14)
Lo spettro di A ¢ il complementare in C di p(A) e lo denoteremo con o(A).

Definizione 0.3.2. Siano A : D(A) — X lineare e A € p(A). Si definisce 'operatore
risolvente di A la funzione
A= (M — A)7h (15)

12



Per semplicita indicheremo con A — A la funzione A\l — A.

Osservazione 0.3.1. La definizione 0.53.1 e parte dei risultati sequenti si estendono in
maniera ovvia a spazi di Banach reali. Piu precisamente, andranno a valere i lemms
0.53.1,0.3.2,0.3.3 e 1 teoremi 0.53.1 e 0.5.2.

Lemma 0.3.1. Sia A € L(X), ||A]| < 1. Allora
+o0
Lep(d)e(1-A)y =) A (16)
n=0
Dimostrazione. La serie Y 0 A" converge assolutamente in £(X). Infatti
+00 +oo
dolAT <> Al (17)
n=0 n=0

che & convergente, e, poiché £(X) é completo, segue che >0 A" converge in £(X).
Mostriamo ora che Y72 A™ & invertibile con inversa 1 — A.

“+o0o “+oo +o0o
1-A)) A= A"-> A"=1.
n=0 n=0 n=1
Allo stesso modo si vede che .
dA(1-A) =1
n=0

Dunque 1 — A é invertibile e
+00
(1—-A) =) A" e L(X).
n=0

In particolare, dalla definizione di insieme risolvente si ricava che

1 € p(A).
O
Teorema 0.3.1. Sia A: D(A) — X lineare. Allora p(A) ¢ aperto in C.
In particolare, se A\g € p(A), A€ C e
A= ol | o — 41| < 1.
e ; 00— 4]
e e 0T e

13



Dimostrazione. Mostriamo che, se |A — Ao| < [[(Ao — A)72| ", allora X € p(A).

Mo—Az =y (A=X)r+(No—A)z =y < (1+(A=Xg) No—A) )z = (Ao—A) 1y (19)

Se |A— Xo| < [[(Ag — A)7H| 7", dal lemma 0.3.1 segue che esiste

—+o00

I+ A=) —A)) " => (A= A" —A)™
Quindi "
z=(14+N=2X)N—A) ) (N—A)ly= f()\o — )" (N — A) Ly,
Dunque A € p(A) e "
(A=A = io(Ao — A" (Ao — A)
da cui "
1 — 4)71| < 1(ho = A)~|

L= A= Aol [[(Ao = A)~H"

Lemma 0.3.2. Siano D(A) un sottospazio di X e A : D(A) — X lineare.

Vo € D(A) e per A € p(A) vale
AN=A) e =\ — A)Ax.
Dimostrazione. Si ha
AN=A) e =(A- XA+ N\ - A) 'z
=AMA-A e —r=A-A)TN - A+ Ar=(0\—-A)"Ax

Lemma 0.3.3. Sia A: D(A) — X lineare. Allora Y\, € p(A),
A=A = (=A== NA=A) (-
Dimostrazione. Sia z € X. Si ha
(n=A)(p—A) " =u.

Cio implica che

(20)

(21)

(22)
L]
Allora

(23)

(24)

(=M= A) e+ A=A) (= A) "z =2 & A=A (u—A)"w = 2 — (1= (u—A) z.

Quindi
(p=A)le=A=A) e~ (u=NA=A) (g —A) .

14



La formula (23) ¢ detta "Identita del risolvente".

Corollario 0.3.1. Siano A\, u € p(A). Allora
A=A (p—A) " =@-A)" (A=A~ (25)
Dimostrazione. Siano \, u € p(A) e x € X. Dall’identita del risolvente segue che
A=Az —(p=-A) Tz =p-NA-4) (p-A4) "z (26)
In particolare vale anche
(A=A — (= A = (= A = (A= A = (= A (= A (A — A)
Eguagliando le due espressioni si ha la tesi. [

Teorema 0.3.2. La funzione A — (A — A)~1 ¢ continua e olomorfa da p(A) in L(X).

Inoltre vale J
a(A—A)—1 =—-(A—A)2 (27)
In generale Vn € N,
gggA—wﬁ—lz(—lwnwA—fuﬂ%¥ (28)

Dimostrazione. Mostriamo inizialmente che
A= (A=A é localmente limitata.

Sia infatti u € p(A) tale che | — A |[(x — A)7Y| < 1. Allora, per I'identita del risolvente,
si ha che

=AY < = A+ = A= A = )
Cioé
[(p = A)~1]
= Al (p = A7

0= < —

Proviamo la continuita.
Sia {\, }nen una successione in p(A) convergente a A € p(A). Per l'identita del risolvente
si ha che

1= )70 = O = 477 < P = A = 47 00 = )71

Poiché (A — A)~! & localmente limitata, segue che esiste C' > 0, indipendente da n, tale

che
(A =AY < C.

15



Percio
lim A, = Al|(A = A) 7| [\ — A7 =o.

n—-+oo

Dunque A — (A — A)~! & continua.

Verifichiamo che ¢ olomorfa. Siano A € p(A) e h € C tale che A+h € p(A). Per l'identita

del risolvente si ha che

AVl (Y A1 . A1 -1
lim A+h—A) (AN—=A) i h(A—A)""(A+h —A)
h—0 h h—0 h

Sia n € N. Dimostriamo per induzione che

ar 1 n —n—1
W(A—A) = (=1)"n!(A = A) :

(29) é vera per n = 1. Sia vera per k < n. Mostriamo che

dn+1 -1 n+1 —n—2

Proviamo che Vn € N

d —ny\ __ —n—1
A=A = —n(d —A4)™

La formula (30) ¢ vera per n = 1. Sia vero per n.

d ey d —n -1y _
(= AT = (A= A= A) ) =

= A=A A-—AT A=A A=A =—(n+ (A= A2

Di qui,
dn—i—l

d " o1y
e (=1)"ml(r — 4) ") =

A=A =

= (=1)"n!(—n — )N = A2 = (=1)"T(n+ 1)\ - A2

=—(A—A)"2 (29)

(30)

(31)

Teorema 0.3.3. Siano X # {0} e A € L(X). Allora o(A) é compatto e non vuoto.

Dimostrazione. Dal teorema 0.3.1 segue che o(A) & chiuso. Mostriamo che ¢ anche
limitato. Sia A € C. Dimostriamo che se |A| > ||A|| allora A € p(A). In effetti, siccome

A # 0 allora
e — Az =y ez — N 1TAr =) "1y.

Inoltre, per ipotesi vale che
IAtAf <1

16



Si ha quindi che

+oo
M —Ar =y & o= Z(/\_IA)”)\_Iy,
n=0
ovvero
+oo
=Y ATlAy. (32)
n=0

Segue dunque che

1
|l < Z 5 AT A [lyll < W T—ag Il

[A]
da cui )
A=A < (33)
” I wr=rar
Quindi A € p(A). Proviamo che o(A) ¢ non vuoto.
Sia, per assurdo, o(A) = ). Allora p(A) = C. Dal teorema 0.3.2 segue che
A= (A=A (34)

L & costante.

¢ olomorfa intera. Per il teorema di Liouville e da (32), allora, (A — A)~
Inoltre
lim (A —A)"t=0. (35)

[A|=+o0

Segue quindi che (A — A)~! & identicamente nulla.
Cio é assurdo se X # {0}.
O

Esempio 0.3.1. Indichiamo con BUC(C) I'insieme delle funzioni uniformemente conti-
nue e limitate da R in C. Sia X = BUC/(C) dotato della norma ||-|| definita come segue:
sia u € X

[ull = sup |u(z)|.
zeR

Siano
D(A) = {u € X tali che u ¢ derivabile in R e v’ € X}
A:DA) - X  Au=u (36)

(X, |I-]l) & uno spazio di Banach e A non ¢ limitato.
Iniziamo mostrando che X munito della norma ||-|| ¢ uno spazio di Banach.
Faremo percio vedere che ogni successione di Cauchy in X é convergente.
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Sia {u, }nen una tale successione. Per definizione varra che
Ve >0 dn € N t.c. Vn,m > n si ha

|tn — uml|| <.
Fissiamo x € R. Siccome

allora la successione {u,(z)},eny ¢ di Cauchy in C. Dalla completezza di C segue che
{tn(x) }nen € convergente. Poniamo

Vogliamo dimostrare che u € X e u,, converge ad v in X. Siano quindie > 0en,m,n € N
tali che n,m > n. Se
|l tun, — uml|| <,

allora Vn € N, n > mn e Vo € R si ha che

un(2) = u(@)] = T fun () — ()] < .

Questo vale per ogni x € R, dunque per n >n

sup |u, —u| <e.
R

Cio implica che u é continua, perché limite uniforme di funzioni continue. Mostriamo
che u é limitata.
Vn € N u,, é limitata, ossia M > 0 tale che Vx € R

Per n > n opportuno, allora,
|u(2)] < fu(z) = un ()] + [un(2)] <1+ M.

Dimostriamo adesso I'uniforme continuita, ovvero mostriamo che
Ve > 0 36 > 0 tale che Vz,y € R, |z — y| < 4,

= |u(z) —u(y)| < e
Fissiamo e > 0en € N. Vz,y € R
u(@) —w(y)| < |u(@) — un (@) + [un (@) = ualy)| + [un(y) —uly)]-
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u, converge uniformemente a u.
Dunque per n > 7 opportuno e Vr € R

u(@) = un(2)] <€

Per lo stesso motivo
lun(y) — u(y)| <e.

Per ipotesi, per n > n, u, é uniformemente continua, cio¢
Ve > 0 361(n,€) > 0 tale che Vz,y € R, |z — y| < 01(n,€) = |uy(x) — un(y)| < €. Percio
pere>0,neNn>nelr—yl <d(ne)

u(@) = u(y)| < |ulr) = un(@)] + [un(2) = un(y)] + [un(y) —u(y)| < 3e.

Da cio segue che (BUC(C), ||-]|) & uno spazio di Banach.
Mostriamo che A non é continua. Infatti sia

U, : R — C

definita come
un (&) = sin(né).

Le funzioni seno e coseno sono funzioni limitate ed uniformemente continue, quindi
Vn € N le u,, stanno in X. In particolare, valendo che

U (§) = ncos(nf),

dalle proprieta di sottospazio di D(A) anche u/, € X. Ma A non é continua in quanto
[t | = sup [un(€)| = 1,
¢eR

mentre

[Jup || = sup |u;, (§)] = .
¢eR
Determiniamo l'insieme risolvente di A. Siano f € X e x € R. Per il teorema di

Cauchy, il problema
Au(z) —u'(z) = f(z)
{ u(0) = wug (37)

ammette un’unica soluzione, data da
u(x) = e ug — / A fy)dy. (38)
0
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Si tratta quindi di determinare ug in modo che u € X.
Osserviamo che nel caso di f = 0, I'unica soluzione di (36) ¢

)\zuo‘

u(zr) =e
Supponiamo che A sia puramente immaginario. Esiste allora y € R tale che
u(z) = e uy = (cos(yx) + isin(yz))uo.
Quindi Pequazione Au — Au = 0 ha soluzioni non banali e percido A ¢ p(A). Dunque
p(A) C {\ € C tali che Re(\) # 0}.
Sia ora f # 0. Mostriamo che vale 'uguaglianza

p(A) = {\ € C tali che Re()) # 0}.
Sia A € C, Re(\) > 0.

u(z) = eMug — / R (y)dy = e (up — / ey (y)dy).
0 0

lim ’e’\m| = +400.
T——+00

Affinché u sia limitata, deve quindi valere che

lim (up — / "N F(y)dy) = 0,

r—r—+00 0

0ssia

T—>+00

x —+o00
Uup = lim / e’\yf(y)dy:/ e’Ayf(y)dy.
0 0
Allora I'unica soluzione puo essere
A e A R A oo A
ue) = ([ sy = [ ey = ([ ey
0 0 x

Verifichiamo che v € X.
Siccome f € X, allora

[ e s <is) [ ey = WL
: Wi, R

Dunque u é limitata. Mostriamo che é uniformemente continua.

Da (36) Vz € R
u'(z) = du(x) — f(x).
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Poiché u ¢ limitata, Au ¢ limitata. Inoltre, poiché f € X, segue che anche u' ¢ limitata.
Percio u é una funzione differenziabile con derivata limitata, da cui u é uniformemente
continua.

Supponiamo ora che Re(\) < 0. In questo caso

lim }e’\x‘ = +400.
Tr——00

Con osservazioni analoghe al caso precedente deve quindi essere
0
Uy = — / e f(y)dy. (42)
Vx € R, 'unica soluzione puod quindi essere
0 T T
ue) == [ iy~ [N = [ ey @)
—0o0 0 —00
Calcoli simili mostrano che se Re(\) < 0e f € X allorau € X.
In definitiva se Re(\) # 0 allora A € p(A) e Vo € R

T A (z—y) se Re
=i ={ L e e 2
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Capitolo 1

Equazioni di evoluzione astratte

1.1 Problema ben posto

Siano X uno spazio di Banach reale o complesso, D(A) un sottospazio di X e
A: D(A) — X un operatore lineare.
Sotto queste ipotesi, per z € D(A), studiamo il seguente problema di Cauchy.

{ W(t) = Au(t)  per t € [0, +o0] (PC)

Andiamo a specificare cosa si intende con soluzione stretta.

Definizione 1.1.1. Si definisce soluzione stretta di (PC) una funzione
u : [0, +o00[— X tale che:

e u ¢ derivabile.
e Vit € [0,+00, u(t) € D(A) e t — Au(t) é continua da [0, +oo[ a X.
e u risolve (PC).

Osservazione 1.1.1. Se u ¢ soluzione stretta di (PC) allora é di classe
C*([0, o0, X).

Definizione 1.1.2. Diremo che il problema (PC) ¢ ben posto se Vz € D(A) ammette
un’unica soluzione stretta ed essa dipende con continuita da x, nel senso che
VT > 0 3C(T) > 0 tale che

) < C(T) ||| .
max lu@®)]x < C(T) o]
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Teorema 1.1.1. Sia A € L(X). Il problema (PC) ammette un’unica soluzione stretta
data da
u(t) = ez

con
+oo

et = AT (1.1)
n=0

Dimostrazione. Divideremo la dimostrazione in pit passi. Iniziamo col mostrare che u é

soluzione stretta di (PC) se e solo se u ¢ continua e,
Vt € [0, +o0l, risolve 'equazione integrale

u(t) == +/0 Au(s)ds. (1.2)

Infatti se u € soluzione del problema di Cauchy, per definizione ¢ derivabile e quindi
continua. Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue inoltre

u(t) —z = /O tu’(s)dS: /0 tAu(s)ds.

Viceversa, supponiamo vera (1.2). Poiche’ u é continua e A limitato, la funzione
t — Au(t) é continua. Sempre dal teorema fondamentale del calcolo integrale, u é
derivabile ed in particolare

u'(t) = Aul(t), u(0) = =,

cio¢ vale (PC).
Per dimostrare ’esistenza della soluzione stretta, la costruiamo col metodo delle appros-
simazioni successive. Per ¢ € [0, +oo[, poniamo dunque

u(t) ==
e per ogni n € N,
t
Ups1(t) = x —l—/ Auy,(s)ds.
0

Mostriamo per induzione che, Vn € N,
un(t) = — Az, (1.3)

Il caso base per n = 0 é vero per quanto detto in precedenza.
Sia vero per k < n. Allora

t t gk gk
Upt1 =T+ / Auy(s)ds = x + / A(Z X x)ds =
0 0 -

k=0
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~1 g [" AL otk ARy
_ + _ +1,. _
x—l—g k'A x/sds-x—l—g 0 1)|A T = o
k=0 0 k=0 : k=0 :

Inoltre vale che, se T'>0e 0 <t < T,

+o00 400 n

tnAny T || A
Dol | £ 22— el = . (1.4)
n=0 n=0

Per 0 <t < T, dunque, la serie di funzioni

+oo A
Z nl

n=0

converge totalmente. La convergenza totale implica la convergenza uniforme.
Dunque {u,(t) }nen converge, e

+o00
A"
lm u,(t) = Z x

n—-400 = n'
uniformemente in [0, 7], VT > 0.
Poniamo allora .
u(t) == Z e

n=0
Per la convergenza uniforme in [0, 7] di u,, si otterra quindi che per 0 <t < T,
t

t
u(t) = lim wu,4q(t) =2+ lim Au,(s)ds = x +/ Au(s)ds.
0

n—-4o00 n—-400 0

Ovvero u(t) soddisfa (1.2) ed é soluzione del problema.

Per quanto riguarda 'unicita, per la linearita del problema ¢ sufficiente mostrare che nel
caso x = 0 'equazione ha come unica soluzione u = 0.

Infatti per ¢ € [0, 4o00[ da

u(t) = /t Au(s)ds
segue ’ t
lu@)] < HAH/O [u(s)] ds.
La tesi segue dal lemma di Gronwall. [
Lemma 1.1.1. Sia A € L(X). Allora valgono le sequents.

(1). t — e € C'([0, 400, L(X)) e Lett = Ae'A.
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(II). )4 = etAesA per t s > 0.

Dimostrazione. (I).
La successione di funzioni {v, },en , definita Vn € N come

n tkAk
w®) =2

k=0

é una successione di funzioni continue, convergente in £(X) uniformemente sui compatti.
Dunque il limite é una funzione continua.
Vn € N, v, é derivabile con derivata

n k=1 gk n—1 tk Ak
/ _ —_
o) =2 k-1 A
k=1 k=0

Inoltre {v, },en converge uniformemente a e! e per quanto mostrato prima si ha che la
successione {v/ },en converge uniformemente a Ae' sui compatti.
Quindi €' ¢ di classe C! e

d A +0oo tn—lAn +00 tn_lAn_l
_ = - —A = A 1.
dt© ; (n—1) ; T (1.5)

(10).

Consideriamo il problema

{ u'(t) = Au(t) (1.6)

u(0) = ez
Il problema (1.6) ha come unica soluzione stretta
u(t) = eestay.

Poniamo
v(t) = et 94z,

Dalla derivabilita di u segue la derivabilita di v e, Vt > 0, la derivata
V' (t) = AetT9 g, = Au(t).

Inoltre

v(0) = e*ay.
Questo significa che v(t) & soluzione dello stesso problema e, per I'unicita della soluzione,
si ha che Vt > 0

cioé
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Osservazione 1.1.2. Da (I) del lemma 1.1.1, seque che

et —Id
lim —— =
t—0 t

A in L(X). (1.7)

Dal teorema abbiamo ottenuto una forma esplicita della soluzione stretta u nel caso
di A operatore lineare e limitato.
Diamo ora un esempio di problema (PC) ben posto in cui A : D(A) — X non ¢ un
operatore continuo e D(A) C X.
Consideriamo percio il seguente caso.

Esempio 1.1.1. Siano X = BUC(C) e D(A) = {u € X| u é derivabile in R e v/ € X}.
Dall’esempio 0.3.1 si ha che la norma del sup ||-|| rende (X, ||-||) uno spazio di Banach.
Sia A quindi 'operatore definito

A:DA) - X (1.8)
tale che per v € D(A) e x € R
(Av)(x) = (). (1.9

Sia ug € D(A). Studiamo ora il problema di Cauchy

W' (t) = Au(t) pert € [0,400]
{ u(0) = ug. (PC)
Sia u una soluzione stretta di (PC). Dalla definizione segue quindi che
u € CY([0, 400, X), e quindi
t — Owu(t) € C([0,4o00[, X).
Inoltre V¢ € [0, +o0],
u(t) € D(A), t — Oyu(t) € C([0, +o0], X). (1.10)
Poniamo Vt > 0 e Vx € R,
u(t, z) = u(t)(zx). (1.11)

Allora si ha che
u € C'([0,+oc[xR, R)

| u'(t)(z) = (Oru)(t,2),  (Au(t))(x) = (Oxu)(t, x).
(A), il problema di Cauchy (PC) ¢ equivalente a

Dunque, fissato ug € D
{ Owu)(t,x) = (Opu)(t,z) pert >0,z €R
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Studiamone la soluzione u.
Fissiamo x € R, Vt € [0, +00[ poniamo per definizione

v () = u(t,x —t).

Vogliamo far vedere che v, é costante.

Dal fatto che u & di classe C*(Rx[0, +00[) segue la derivabilita di v,, e indicate rispet-
tivamente con D e D le derivate rispetto il primo e secondo termine, dal teorema del
differenziale totale otteniamo che Vt > 0

4
dt

Si ha quindi che Vo € R, v, ¢ costante. In particolare

vz(t) = Diu(t,z —t) — Dou(t,z — t) = 0. (1.12)

vz (t) = v,(0) = u(0,z) = up(z). (1.13)
Ma allora Vit > 0 e Ve € R
u(t,x —t) = ug(x)
Segue che
u(t, z) = u(t, (z +1) —t) = uo(z +1).

Dobbiamo verificare che le condizioni della definizione 1.1.1 siano soddisfatte.
Indichiamo con

u(t) == up(- + 1),

cioé ug(- +t) ¢ la funzione che ad x associa ug(z + t).
Sia ug € D(A). Verifichiamo che

() Vt>0

(IT) ¥t > 0 esiste in BUC(R) il seguente

lim up(- +t+h) —u(- + t).
h—0 h

Sianox € Re h > 0.
Poiché uy € D(A), allora

Ilzin(l) uo(z +t + h) = up(x + t) uniformemente,
%

ovvero vale (I).
Mostriamo ora che u ¢é derivabile in X. Quindi deve valere che per h > 0,
u(t+h) —u(t)

. o .
flg% - =u/(t) in X.
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SiaxzeR. Per h >0

lim u(t + h,z) —u(t, ) i wo(x +t+h) —up(z +1)

o
h—0 h h—0 h — Yo (@ +1)

perché uy € D(A). A questo punto stimiamo la differenza

1

uog(x +t+ h) —ug(z + 1)
h

[ ) o+ eay.

+t

Per cui, per h < d(€) opportuno, siccome uy € D(A) segue che

t+h)— t 1
uo(@ 4+ h) = uo(x +1) —ug(z +1t)| < —he =¢,
h h
da cui
t+h —u(t
lim utthz) —ule) up(z+t)  uniformemente in R,
h—0
ossia
t+h)—ul(t
ult + })L U (- +4) = /(1) in BUC(R), (1.14)
cioe (II).

Inoltre, sia T'> 0. Se t < T allora

[l = lluo(- + ) = lluol| -

Cio significa che u ¢ soluzione stretta del problema ben posto (PC).

1.2 Proprieta

Sia X uno spazio di Banach, D(A) C X denso, A : D(A) — X lineare e z € D(A).
Supponiamo inoltre che (PC) sia ben posto.
Vz € D(A) indichiamo con u, 'unica soluzione stretta avente dato iniziale u(0) = x.

Definizione 1.2.1. V¢ > 0 poniamo con

Osservazione 1.2.1. Sia t € [0,+oc[. Dalla definizione di problema ben posto seque
che

1T ()] = llua(®)]} < C(T) ||| -
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Dunque, V¢t > 0 se u, ¢ soluzione stretta di (PC) ben posto e x € D(A), abbiamo

definito la funzione
T(t): D(A) — D(A)

T(t)r = ug(t). (1.15)
Elenchiamone le principali proprieta.
Lemma 1.2.1. Sotto le precedenti ipotesi valgono:
(I.) T(0) = Id.
(I1.) Vt,s >0, T(t 4+ s) = T(t)T(s).

Dimostrazione. Fissiamo x € D(A).

Quindi vale (7).

Proviamo (I7). Osserviamo che, essendo (PC) un problema ben posto, V¢, s > 0 e per
x € D(A), allora T'(s)z € D(A) e quindi la composizione T'(¢)7T(s) ha senso.

Siano ora t,s > 0 e x € D(A). Sia u, soluzione stretta del problema di Cauchy (PC)
con dato iniziale x.

L’applicazione t — u,(t + s) é soluzione dello stesso problema con dato iniziale u,(s).
Segue quindi che

T(t+s)r = us(t + 5) = T(t)ua(s) = TA)T(s)x.

Lemma 1.2.2. Vt >0, T(t) : D(A) — D(A) ¢é una funzione lineare.

Dimostrazione. Siano u,v € C*([0, +oc[,R) le rispettive soluzioni strette di

Poniamo Vt > 0, z(t) = u(t) + v(t) = T'(t)uo + T'(t)vo.
z € C'([0, 4+00[,R) perché ¢ somma di funzioni C.
In particolare z é soluzione del sistema di equazioni differenziali

{ 2'(t) = Az(t)
2(0) = 2o

che ammette come unica soluzione stretta z(t) = T(t)zo = T'(t)(ug + vo)- O
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Lemma 1.2.3. Munendo D(A) della topologia di sottospazio di X si ha che,
T(t): D(A) — D(A)
¢ una funzione continua.

Dimostrazione. Sia infatti ¢ € [0, +oc0[ e 2,y € D(A). Dalla definizione di problema ben
posto segue che, se t < T,

IT@)z =Tyl = I1T@) (@ = y)| < CT) [z =yl
O

Siano (PC) ben posto e u la sua soluzione stretta. Se D(A) ¢ sottospazio denso di
X allora, per il teorema sul prolungamento di funzioni uniformemente continue e lineari,
segue che esistera un’unica

Tt): X —» X (1.16)

lineare tale che

o YVt >0

T(t) € L(X). (1.17)

e la restrizione di T'(t) a D(A) coincide con T'(t).

Cio significa che T'(t) ¢ un’estensione continua di T'(¢). Verifichiamone alcune proprieta.

Lemma 1.2.4. Vz € X la funzione t — T(t)x é continua.

Dimostrazione. Siano x € D(A) e (PC) ben posto. Allora se u ¢ soluzione stretta di
(PC), si ha che Vt >0
T(t)x =T(t)x = u(t).

Siano ora z € X e t > 0. Consideriamo una successione {xy}reny in D(A) convergente
a z. Dalla densita di D(A) in X segue che {xy}ren esiste. Sia T > 0. Per t € [0,7],
{T(t)zk }ren converge uniformemente a T'(¢)z, in effetti

lim
k——+o0

]T(tm - mxH < lim C(T) o — il = 0.

Quindi ¢t — T'(t)z & continua in quanto limite di funzioni uniformemente continue sui
compatti. H

Lemma 1.2.5. Vt,s >0

T(t+s) =T T(s). (1.18)
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Dimostrazione. Sia x € D(A). Allora, poiché T'(s)x € D(A) Vs

v

0,

T+ s)x =TT (s)x =T(t) T(s)x.
Siano = € X e {}re, una successione in D(A) convergente a x. Allora

lim T(t+ s)x, =T(t+ s)z.

k—+o0

Inoltre,

T(t+s)zr= lm T(t+s)ry= lim T()T(s)xr =T(t) T(s)z.

k——+o0 k——+o0

La tesi si ha per unicita del limite.
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Capitolo 2

Gruppi e Semigruppi

2.1 Introduzione ai semigruppi

Siano X spazio di Banach reale o complesso, D(A) sottospazio denso di X e
A : D(A) — X lineare. Partendo dal problema di Cauchy ben posto (PC) avente come

unica soluzione stretta u,, abbiamo definito, V¢t > 0, 'applicazione T'(t) € L(X) tale che
per x € D(A),
T(t)x = u(t).

Riprendiamone il concetto. In seguito scriveremo T'(t) invece di T'(t).

2.1.1 Semigruppi di applicazioni lineari e continue

Definizione 2.1.1. Sia X uno spazio di Banach reale o complesso.
Un semigruppo ¢ una famiglia di operatori lineari e continui in £(X), {T'(¢) : t > 0} tale
che:

e Vit s>0
T(t+s)=T(t)T(s) (2.1)
T(0) = 1d (2.2)
Un semigruppo si dice fortemente continuo se, Vo € X, é continua la funzione
T()x:[0,+o0[— X

ts T(t). (2.3)

In seguito, per semplicita, indicheremo con 7'(+) il semigruppo {7'(¢) : t > 0}.
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Lemma 2.1.1. Sia T(-) un semigruppo fortemente continuo. Allora Y5 > 0 esiste
Ms > 0 tale che ¥t € |0, 6],
1T < Ms. (2:4)

Dimostrazione. Sia § > 0. Dalla continuita di ¢t — T'(t)x, Uinsieme {T'(t)z : t € [0,0]} ¢
limitato in X, ovvero esiste una costante ¢, > 0, dipendente da x, tale che V¢ € [0, J]

1Tz < ca

Dal teorema di Banach-Steinhaus {T'(¢) : ¢ € [0,0]} & un insieme equicontinuo, cioé esiste
una costante Ms > 0 tale che
1T zx) < Ms.

O
Teorema 2.1.1. Siano X uno spazio di Banach reale o complesso, {S,}nen C L(X) e

S:X = X. Siano x € X e {x, tnen una successione in X convergente a r. Se Vr € X,
Spx — Sx, allora

S e L(X),
lim S,x, = Sx. (2.5)
n—-+00
Inoltre
lim S,xr = Sx
n—-+00

uniformemente in qualunque compatto di X.

Dimostrazione. Dalla linearita di S,, deriva la linearita di S. Siano z € X e {2, }nen una
successione in X, z,, — .

IS, — S| < ||Snzn — Snz|| + ||Shz — S| .

Dal teorema di Banach-Steinhaus segue che {S,}nen € un insieme equicontinuo, cioé
3C > 0 tale che Vn € N,
[15n]] < C.

Segue che
ISzl = tm_[|S.al < C o]

Ovvero S € L(X) e

lim |[Spzy — Szf| < lim (|[Sp(zn —2)[| + [|Suz = Sz)

<

(C||xn, — || + || Snx — Sz||) = 0.

lim
n—-+00
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Dimostriamo infine 'ultima affermazione. Se per assurdo non fosse vera, esisterebbero
n >0, H C X compatto e Vn € N, x,, € H tale che che Vn € N

Eventualmente passando ad una sottosuccessione possiamo supporre che

lim =z, =x9 € H.
n—-+oo

Segue da (2.5) che
1Sty — Sz < ||Sntn — Sxo|| + || Sz — Szp|| — 0.

In contraddizione con
|Snxn — Sx,| > 1.

]

Lemma 2.1.2. Sia T'(-) un semigruppo. T(-) é fortemente continuo se e solo seVr € X,
t— T(t)x & continua in 0. Ossia se

lim |T'(t)z — x| = 0. (2.6)

t—0

Dimostrazione. Se T(-) é fortemente continuo allora Vo € X, t — T'(t)z é continua in
[0, +00[. Quindi (2.6) & vera anche per t = 0.
Viceversa, sia t — T'(t)z continua in 0. Iniziamo provando che 36, M > 0 tali che

|1T@)| <M set <.
Viceversa, sia {t, }nen una successione in [0, +ool, ¢, — 0 tale che

sup [|T'(¢n)| = +oo.
[0,400[

Allora per il teorema di Banach-Steinhaus, 3z € X tale che ||T'(¢,)z| non é limitata.
Cio ¢ una contraddizione con 'ipotesi di continuita in 0 di 7'(¢)z.
Siano x € X e h > 0. Proviamo che

lim ||T(t + h)z — T(t)z| = 0.
h—0

[T(t + h)x =T ()| = | TE)(T(h)x — )]
Per il punto precedente, per t € [0, ],

1T < M.
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Set€[0,20],t =5+, §€[0,0]. Quindi

2

i < [rp| <

Per induzione possiamo estendere questo fatto a [0, 2%6], Vk € N. Dunque IM; > 0 tale
che

lim | T'(t + h)x — T(t)z|| < lim M; | T(h)z — 2| = 0.

h—0 h—0

Sia h €]0, t[.
IT(t = h)x = T(t)x|| = T = h)(x =T(h)z)|.
Analogamente, se h €]0,t[, esiste M, > 0 tale che

lim ||T(t — h)z — T(t)z|| < }llin'(l) My, ||z — T(h)x|| = 0.
—

h—0
[
2.1.2 Generatore infinitesimale
Definizione 2.1.2. Sia T'(-) un semigruppo fortemente continuo e sia ¢ > 0.
I1 generatore infinitesimale di T'(-) & 'applicazione A : D(A) — X definita da:
T(t)r —
D(A) = {r € X : 3him LT =% ¢ xy
t—0
T(t)x —
Az = lim Tz (2.7)
t—0 t

Diremo brevemente che A ¢ il generatore di 7'(-).

Osservazione 2.1.1. D(A) ¢é un sottospazio vettoriale di X e A : D(A) — X ¢ un
operatore lineare.

Osservazione 2.1.2. Sia x € D(A). 1l generatore infinitesimale A rappresenta la
derivata destra nel punto t =0 della funzione t — T'(t)x.

Lemma 2.1.3. Siano T(-) un semigruppo e A il suo generatore. Se x € D(A) allora

o Vit >0,
T(t)x € D(A) (2.8)

t = T(t)x € CY([0, +ool, X) (2.9)
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o Vit >0,

CT(t)e = AT () = T(1)Ax (2.10)

Dimostrazione. Sia h > 0. Osserviamo che, se x € D(A), allora per ¢t > 0,

T(h)—1 _Tt+h)z—-T({t)x T(h)x —x
TT(t)x = h = T(t)T. (2.11)
In particolare
lim %T(m = lim T(t)% — T(t) Az,

Quindi T'(t)x € D(A) e
AT (t)x = T(t)Ax.
Per provare (2.9) dobbiamo mostrare che, V¢ > 0, esiste la derivata sinistra di 7'(t)z e

coincide con T'(t)Ax.
Siano t,h > 0. Allora

Tim, Tt = h)_“’h_ O iy Az = Tim 7t~ 1)(" __T]EW —T(h) Az)
Dal teorema (2.1.1) segue che
lim Tt - h)(# — T(h)Az) = 0.
Quindi si ha che Vt > 0, t — T'(t)x é derivabile e
d
ET(t)x =T(t) Az = AT (t)x. (2.12)

]

Osservazione 2.1.3. Se A ¢ il generatore di T(-), allora, per x € D(A) e h > 0, vale
la sequente formula

T(h)yx—=z 1 ("
— = E/o AT (s)xds. (2.13)

In effetti dal teorema fondamentale del calcolo integrale seque che

1 [ 1 ["dT(s) T(h)r —x
— | AT = — | —Hads=—"L"——.
h /0 (s)zds h /0 ds o h

Lemma 2.1.4. D(A) ¢ denso in X.
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Dimostrazione. Mostriamo che per ciascun z € X esiste una successione
{Zp}nen C D(A) convergente a x. Sia {t,}n,en una successione in |0, +oo[ convergente a
0. Definiamo Vn € N,

IR
Ty = t_/ T(s)xds. (2.14)
nJo

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale,

1 tn
lim z, = lim —/ T(s)x = x.
0

n——+o0 n—+oo t,
Rimane da mostrare che Vn € N, z,, € D(A).
Sia h > 0. " . .
T n -~ 4n ]- " "
T(h)an = o = —(/ T(h+ s)xds — / T(s)xds).
h ht. " Jo 0

Ponendo s’ = s + h,

([ s [ s
_ hitn( /t:n+hT(s)xd8+ /h " T(s)eds — /h " T(s)eds — /O T (s)ads)

1 tn+h h
= —(/ T(s)xds —/ T(s)xds).
htn tn 0
Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che, Vn € N,

x, € D(A) e

Az, = llm(l(%(/t ' T(s)xds — /0 T(s)xds)) = ti(T(tn)x — ). (2.15)

0
Lemma 2.1.5. A é un operatore chiuso.

Dimostrazione. Sia {z, }neny una successione in D(A) convergente a v € X esiay € X
tale che {Ax, },en converga ad y. Mostriamo che allora © € D(A) e y = Ax.
Dalla formula (2.13) segue che, V¢ > 0,

Tt — 2 = /0 "T(s) A yds, (2.16)

Quindi

t

Tt)xr —x= lim (T(t)x, —x,) = lim T(s)Az,ds.

n—-+4o00 n—-+4o0o 0
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Facciamo vedere che
¢ ¢
li T(s)Az,ds = T ds.
lim i (s)Ax,ds /0 (s)yds
In effetti

/OtT(s)Axnds — /Ot T(s)yds|| < /Ot IT(s)(Az, — v)| ds.

Dal teorema 2.1.1 segue che Vo > 0 esistera M > 0 tale che

Allora Ve > 0 per n > 1 opportuno

t t
/ IT(s)(Azy — y)|| ds < M; / eds — tMye.
0 0

Dunque
t
Tt)r —x = / T(s)yds,

0

da cui - .

t —
Az = lim Tz =lim [ T(s)yds =y.
t—0 t t—=0 /g

(2.17)

]

Teorema 2.1.2. Siano T(-) e S(-) semigruppi fortemente continui entrambi di genera-

tore infinitesimale A.
Allora ¥t > 0

T(t) = S(t)
Dimostrazione. Siano x € D(A) e t,s >0,t > s.
d . T({t—s—h)S(s+h)x—T(t—s5)S(s)x
E(T(t —5)S(s)x) = }lzli% .
_ }llig(l)(T(t . h)(S(s+h)z — S(s)x) N Tt—s— h]z —T(t—s)

Per il teorema 2.1.1

tin 7t — s — py S )

=T(t —s)AS(s)z.

Mentre, dal lemma 2.1.3 si ha che se x € D(A) e s > 0 allora S(s)xr € D(A) e

limT(t—s—h)—T(t—s)

h—0 n S(s)x = —AT(t — s)S(s)z.
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Allora

I T(t—s—h)S(s+h)x—T(t—s)S(s)x
B0 h

=T(t—s)AS(s)x — AT (t — 5)S(s)x

=T(t—s)S(s)Ax —T(t — s)S(s)Ax = 0.

Segue quindi che s +— T'(t — s)S(s)z & costante, e in particolare V¢t > 0 e Vo € D(A)
T(t)x = S(t)x. (2.19)

Sia ora x € X. Sia {2, }nen una successione in D(A) convergente a x.
Allora Vt > 0 e Vo € X,

T(t)r = lim T(t)z, = lim S(t)z, = S(t)z. (2.20)

n—-+o0o n—+o0o

2.1.3 Relazione tra semigruppi e problemi ben posti

Sia X uno spazio di Banach reale o complesso e D(A) C X denso. Sia inoltre A

il generatore infinitesimale di un semigruppo 7T'(-). Fissiamo 7" > 0 e riprendiamo il
problema di Cauchy

{ w'(t) = Au(t) te€[0,T]

u(0) = ug ug € D(A) (PC)

Sappiamo dal teorema 1.1.1 che nel caso di A limitato, il problema é ben posto e la
soluzione stretta é data da

u(t) = eug.

Vediamo come varia la soluzione stretta u nel caso in cui A é il generatore infinitesimale
di un semigruppo fortemente continuo non limitato.

Teorema 2.1.3. Sia T(-) semigruppo di generatore infinitesimale A. Sia T > 0. Allora
Yug € D(A) il problema di Cauchy

' (t) = Au(t) pert € [0,T]
{ u(0) = ug (PC)
e ben posto e la sua unica soluzione stretta ¢ data da
u(t) = T(t)uo (2.21)



Dimostrazione. Sia ug € D(A) e T > 0. Poniamo
u(t) = T(t)uo.

Dal lemma 2.1.3 segue che u ¢ una soluzione stretta di (PC). Verifichiamo che u ¢ unica e
dipende con continuitd da ug. Per linearita del problema mostriamo che se u é soluzione
stretta di

{ Z’((t)) : 64u(t) per t € [0, (2.22)
allora deve essere Vt € [0,7],
u(t) = 0.
Sia t €]0,T]. Per s € [0,t] definiamo
v(s) =T(t — s)u(s). (2.23)
Verifichiamo che v & costante. Sia dunque h > 0 tale che s+ h € [0, 1].
v(s+h)—v(s) T(t—s—h)u(s+h)—T(— s)u(s)
h h
Tt s h)(u(s—i- h})l—u(s)) N T(t—s— h})l —T(t— S)u(s).
Esaminiamo separatamente i due termini. Dal teorema (2.1.1)
lim Tt — 5 py s+ hf)b —8) i — syl(s), (2.24)
mentre, poiché Vs € [0,t] u(s) € D(A), vale che
lim LS =W =TE=9) o At — syu(s). (2.25)

h—0+ h
Allora, da (2.24) e (2.25), segue che

yoy g v(s+h) —v(s)
o= i, 1

=T(t—s)(u'(s) — Au(s)) = 0.

Percio v & costante e Vt € [0, 7]

ossia Vt > 0
0="T()0=v(0) =v(t) =u(t) =0.

La soluzione u é quindi unica e dipende con continuita dal dato iniziale ug. Siano infatti
T>0ete|0,T]. Allora per il teorema di Banach-Steinhous esistera My > 0 tale che

lu()]l = T (#)uoll < Mz [Juoll, (2.26)
O
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cioé se A ¢ il generatore di un semigruppo 7'(+) allora Yug € D(A) il problema (PC)
omogeneo € ben posto e, V¢ > 0, la soluzione stretta é

2.1.4 Esempi
Esempio 2.1.1. Sia A € L(X),
T(t)={e:t>0}

& un semigruppo con generatore infinitesimale A.
Dal lemma 1.1.1 segue che T'(-) & un semigruppo. Dall’osservazione 1.1.2,

t et e CY(]0, +o0[, L(X))
eVere X

t—0 t

Segue quindi che T'(+) é un semigruppo di generatore infinitesimale A e D(A) = X.
In generale, dato un generico semigruppo 7'(-), la proprieta
t—T(t) € C([0, 400, L(X))

non é vera. Analizziamo ad esempio il semigruppo delle traslazioni. (Vedi 1’esempio
1.1.1)

Esempio 2.1.2. Semigruppo delle traslazioni
Sia X = BUC(C). Yu : R — C e Vt > 0 definiamo il semigruppo delle traslazioni

(T(t)(w)(z) = ulz +t). (2.27)

Dall’esempio 1.1.1 segue che T(t) ¢ un semigruppo fortemente continuo. Tuttavia t —
T'(t) non ¢ continua a valori in £(X). In effetti, siano € > 0 e up : R — C tali che:

0 set<O
up(t) =< 1t sete|0,¢ (2.28)
1 altrimenti.

Si ha
T(€)up(t) = uo(e +1).

Calcoliamo ora ||T'(€)ug — uo||-

IT(€)ug — upl| = suﬂlg lug(t + €) — ug(t)] .
te
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0 set < —e

1+ 1t sete — €0
u(t +€) —uo(t) = _ i seté%o g |

€

0 set>e.

(2.29)

Quindi, la funzione che ¢t +— T'(t), non é continua perché
I T°(€)uo — uol| = |uo(€) — uo(0)] = L.

Studiamo ora il generatore infinitesimale di 7°(+).

Sia A il generatore infinitesimale di 7'(-). Indichiamo con A e D(A) rispettivamente
Ioperatore di derivazione definito nell’esempio 0.3.1 e il suo dominio, ossia

D(A) ={u € X : u ¢ derivabile in R,u' € X},

A:DA) - X

Au = 1.

Mostriamo che A = A.
Sia ug € D(A). Ve € Re Vt > 0,

’T(t)uo(xt) —uw(e) (w)‘ _

up(x +1t) —ugz) i ().

Poiché uy € BUC(C), dal teorema fondamentale del calcolo integrale, si ha che

1 T+t , .
< [ hls) — e ds.

up(z +t) — up(z) ,
‘ — ug()

Per t < 6(€) opportuno, allora

1 T+t 1
;/ lug(s) — ug(x)| ds < ;te =e.

Sia ora u € D(A). Vz € R,

— Au(z) uniformemente,

2 lim T(t)u(z) — u(x) — im u(z + ti — u(x)

t—0+ t t—0t+
cioé, indicata con u/_la derivata destra di u, segue che Vz € R,

Poiché v € D(A),
r | (z) € BUC(C).
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In base al teorema 2.1.4 che segue, Vx € R

J (z) = o, (). (2.30)
Percio _
A=A
e
D(A) ={u € X : u é derivabile in R,u' € X}. (2.31)

Enunciamo e dimostriamo il teorema utilizzato in (2.30).

Teorema 2.1.4. Sia f: [a,b]— X continua tale che Vt € [a,b] esiste f' e
t— fi(t) € C(la,b], X).

Allora ¥t € [a, b]
310) = £(0), (2.32)

/ f1(s) (2.33)

Dimostrazione. Poniamo

Se riusciremo a dimostrare che Vt € [a, b],

allora, per il teorema fondamentale del calcolo integrale, potremo concludere che Vt €

[a b]
fr(t) =g'(t) = f'(1).

Ve > 0 definiamo l'insieme
Ac={t € [a, b [f(t) = g(D)] > e(t = a)}. (2.34)
Se Ve > 0, A. = (), allora
[f(t) —g(t)] < et —a)  VEEla,b].

Quindi, per 'arbitrarieta di €, g(t) = f(t).
Fissiamo € > 0. Supponiamo per assurdo che A, # (). Sia

Se t € [a,t], allora



Vt € [a, b indichiamo con D, (f — ¢)(t) la derivata destra di (f — ¢) in t. Per ipotesi

D.(f = ) = Do (f)(®) — D (g)(F) = 0.

Segue che
i =90 = (f=9)O) _
h—0+ h
Percio
(f —9)E+h) = (f —g)(&) =o(h)  per h—0".
Allora

((f =)@+ 0| <[(f —g)E+n) = (f -9+ [(f =9 D),

che per h sufficientemente piccolo
<o(h)+et—a)<e(lt+h—a).

Cio ¢ in contradizione con la definizione di t.

]

Esempio 2.1.3. Sia X = BUC(|0, +oo[,R). Definiamo V¢ > 0 e x > 0, il semigruppo

delle traslazioni da destra
THt): X - X

(T(t)u)(x) = ulz +1).

(2.35)

Analogamente all’esempio 2.1.2 segue che T'(t) ¢ un semigruppo fortemente continuo.

Studiamone il generatore infinitesimale. Indichiamo con A il generatore infinitesimale di

A e con A il seguente operatore.
D(A) = {u € X : u ¢ derivabile in [0, 00[,u’ € X},
A:D(A) = X,

Au=1'.

Verifichiamo che A = A. Come nell’esempio 2.1.2 si puo dimostrare che D(A) C D(A).

Viceversa, siano u € D(A) e z > 0.

(Au)(z) = tim LOWE) —u(z) (@ +t) — u(z)

t—0t t t—0+

= lim ; =, ().

Poiché v/, € C([0,400[,R), dal teorema 2.1.4, si ha che Vt > 0, esiste la derivata

u/'(t) = u/ (t). Cio significa che A é un’estensione di A e quindi A = A.
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Esempio 2.1.4. Equazione del calore
Siano X = L*(R"), D(A) = {u € L*(R") : Au € L*(R")} = H*(R"). Definiamo

A:D(A) = X,
Au = Au. (2.36)

Sia uy € C§°(R™). Studiamo il seguente problema di Cauchy

{ Owu(t,z) = Au(t,z) pert>0 (PC)

u(0,x) = ug(x)

Sia u una soluzione stretta di (PC). Indichiamo con Fu la trasformata di Fourier di u.
Allora, poiché F ¢ un isomorfismo di X in sé,

u € C*([0, +o0], X) & Fu € C*([0, +o0], X)

) = O Fu(t). (2.37)
Si ha percio che V& > 0 (PC) ¢ un sistema equivalente a

{ 0(Fu)(t,€) = — €]° (Fu)(t,€)  pert >0
(Fu)(0,8) = (Fuo)(&)

che ammette un’unica soluzione Fu. Tale soluzione é definita per ogni ¢t > 0 e V& € R
come

(PCE)

(Fu)(t,€) = e (Fup)(€). (2.38)

In particolare la soluzione u di (PC) ¢ l'antitrasformata di Fourier di (2.37), cio¢
ult,z) = F~H (e ¥ Fug(6))(x).

Definiamo ora il semigruppo.
Sia t > 0. Definiamo ’applicazione

T(t) : L}(R") — L*R")

T(t)f = F (e FF). (2.39)

La definizione ha senso. In effetti per ¢ > 0 fissato,

— 2 2 1
EF| < o WF AR = 151

PO = o e

)"
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Mostriamo che valgono le proprieta di semigruppo.
Sia f € L*(R"), per t =0
TO)f =F YFf) =T (2.40)

Inoltre, siccome vale che per s > 0
T(s)f = F (e F ),
allora segue che Vt,s > 0
TO(T(s)f) = F e T F(T(s) ) = FH (e e F )

_ F—1(e—(t+s)\£|2ff) =T(t+s)f. (2.41)

Verifichiamo che é fortemente continuo. Per il lemma 2.1.2 & sufficiente mostrare la
continuita in 0. Sia allora f € X e mostriamo che

mT(t)f = f in L*(R").

t—0
2 = L -te = || )
— fI3, = _ - 1
ITf = flz = Gy | 117 = ]|, = g e 1
— e | |- neEne] ag
(2m)" Jgn '
Per il teorema della convergenza dominata di Lebesgue,
Jim — el Z0)Frol de=o
t—0 (271')" n ’
Sia A il generatore infinitesimale di T(-). Cioé
~ T(hWu —
D(A) = fu e L2®" : 3tim “U Y ¢ p2(mey

A:D(A) - L*(R)

Ty = Jiy LU —u
h—0 h

Vogliamo provare che A, definito in (2.37), coincide con il generatore infinitesimale A.
Ossia che

Siano h > 0 e up € D(A).

T(hyug —T(0)uy e MeF —1
h =7
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Dimostriamo che per h > 0

~hlgl* _ 1
lim

h—0 h

Fup(€)) = F 1= |€]? Fup(€))  in L*(R™).

2

6—h|§|2 —1 5 1 e_th 1 ,
Hf—l((THfl JFuo€))| = @n) (5 T IE) Fuo(§)
el _ , 2
B (2711')" / (TlJr §17) Fuo(8)| de. (2.42)

Poiché vale che .
ohle? g — |5,2/ e1€Ps g
0

h 2
1—/ e €7 s
0

si ha che )
eihlgl —

1 2 2
R

segue che la formula (2.42) equivale a

1 2orh ’

h
Poiché uy € D(A) segue che

<2|¢P,

| Fuo(§)[” d¢ <

L U Fu(e)) s

<271r>n /Rn(’f ® | Fuo(€)])2de < +o0.

Quindi, per il teorema della convergenza dominata, segue che

2

—hlg* _q
¢ d¢ = 0.

(T + [€1%) Fuo(€)

lim
h—0 Rn

Cioé se ug € D(A) allora

Aug = lim %f—l((e—w — 1) Fuo(§)) = Aue.

Viceversa, supponiamo che ug € D(A). Allora esiste

~ . T(h)—1 ehlel® —q
Aug = }}E}] %Uo = f_l(Ton(ﬁ))~
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Mostriamo che

h—0

2
Fi(e =L Fuy(€)) converge in L? e, poiché F ¢ un isomorfismo di L? in s¢, allora

e—hle? _ 1
. Fuo(€) converge in L*.
Puntualmente si ha che
CoehlE® g ) o
lim = Fug(€) = — ¢ Fuo(®)  in I* qo.

Quindi se ug € D(A), |¢]> Fuo(€) € L% e
A= F (= [¢]* Fuo(9)).

E dunque _
A=A,

cio¢ A ¢ il generatore infinitesimale di T'(+). Calcoliamo esplicitamente il semigruppo.
T(t)f = F e UFD)E) = F (e ) « 1.

Studiamo il termine F~(e~I1).

P - b [ et
)" n

Dal teorema di Fubini segue che

1 / €i<$,§>€—t|§\2d§ — 1
n (27

oivi&i—te? de;.

(2m)"
2,6 — 160 = €7+ 5+‘”2 A
zxi i — T = — N J;i i i —
(A (A ? t 2\/— 4t
Segue che
- _imy e o2
lmzfz*tg — )
e id&; = e~ 1 dE;
(2m)" E R
1 - _a7 —(VEg—ziy2 1 =2 n / _(s—%4)2 1
= at avt dE = a 2vt! —(s.
1L | “7 H 2 Vit



/ e~ (@Hia) g — Nz
R

Facciamo vedere che Va € R
Questa formula & ben nota se a = 0. Si tratta di farlo vedere per a # 0. Supponiamo

che a > 0 e R > 0. Indichiamo con I' la seguente curva in C:
'={XAeR: |\ <R}

U{A € C: |Re(N)| < R, Im(\) =a} U{A € C:|Re(N)| = R,0 < Im(\) < a}

orientata in senso antiorario. Per il teorema di Cauchy,
— 2
e " dr=0.
r

/a 6_(R+iy)2dy _ /a e_(Rg_HRy_yz)dy _ 6_R2 /a e—iRy-&-dey‘
0 0 0

Inoltre
e_RQ/ e‘iRy+dey‘ < e_RQ/ e’ dy — 0 per R — +oo.
0 0
:>/e (”’“)dez/e ?dr = /7.
R R
Cio significa che
/6—(8—5\1}5)2Ld8 :/e_yzidy — ﬁ
R t R t Vit
Di qui
1 He—é/e—(ﬂsi—m)? BRI AT SRR
(2m)" - R (2m)n t (4mt)=
1 _lyl?
e f(z —y)dy
R

TONE = s

Il Teorema di Hille-Yosida
Lemma 2.2.1. Sia T(-) un semigruppo. Allora esistono M > 1 e w € R tali che Vt >0
(2.43)

2.2
1Tl < Me!
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Dimostrazione. Sappiamo gia (vedi lemma 2.1.1) che per ¢ € [0, 1], esiste una costante
My > 1 tale che
[T < M.

Sia t > 0. In generale
t=[t]+{t},

dove [t] indica la parte intera di t e {t} la parte decimale. Allora, dalle proprieta di
semigruppo,

TG0 = [IPGHTQ) | < MM < MM = M08,
]

Teorema 2.2.1. Sia T(-) un semigruppo fortemente continuo di generatore infinitesi-
male A tale che | T(t)|| < Me*! per w € R e M > 1. Allora valgono le sequenti

(I) A ¢é chiuso e D(A) =X
(II) Uinsieme risolvente p(A) contiene I' = {\ € C: Re(\) > w}

(III) YA €T eVn e N
M

[ = A7 |y < (Rely) —w)

(2.44)

Dimostrazione. Dai lemmi 2.1.4 e 2.1.5 segue che D(A) ¢ denso in X e A ¢ chiuso. Sia
A€l ed x € X. Definiamo

+oo
RNz :/ e MT(t)xdt (2.45)
0
L’integrale esiste in senso generalizzato. In effetti,
T ket T ReWt g ot M
R(N)zx|| < e T(t)z| dt < —eVEM e dt = ———— .
IROal < [ Ol d < [ TN ol dt = s ]
(2.46)

Abbiamo cosi definito un operatore lineare e limitato. Dimostriamo che, se A € I, allora
Aep(A)e
RN\ =W\—-A)""

Siano A € I' ed z € X. Allora verifichiamo che

R(\)z € D(A). (2.47)
Infatti, sia h > 0.
TU%_ IR(A)Q: = %/Om e T (t + h)x — T(t)z)dt



eAh 400 1 400
= — e M (t)xdt — —/ e MT(t)adt.
hJn h Jo

Cio equivale a
Ah

M —1 [ —\t 1" At
e NT(t)xdt — — [ e T (t)zdt.
h h h /o

Passando al limite otterremo che

|
'
MR

—+o00 1 h
/ e MT () zdt — E/ e MT(H)xdt) = AR(N)x — .
h 0
Questo implica che per ognix € X e A € I’
R(MN)zx € D(A), ARN)xz = AR(N)x — (2.48)

0ssia

A—A)R\) = 1. (2.49)
Sia ora © € D(A). Poiché A é chiuso, (vedi lemma 0.1.4)

+oo +00
R\ Az = / e MT(t) Axdt = A(/ e MT(t)xdt) = AR(N)x
0 0
e percio Vo € D(A) vale che
RANAN—Ax=AN—-A)RNz ==z (2.50)
Mostriamo infine che vale la condizione (III).

Sia A € I'. Dal teorema 0.3.2 XA — R(\) é olomorfa. Quindi, ¥n € N ¢ derivabile n-1
volte e

dnfl L
= ( — n— J— ' n
d)\n_lR(/\) (=D)" " (n—1)IR(N)". (2.51)
D’altra parte verifichiamo che, Vax € X,
d oo
—R(\)z :/ —te M (t)zdt. (2.52)
d\ 0

In effetti si ha che

1, [t e
lim 2 ( / e~ O (1)t — / eNT()2dt) =
too o—ht _ 1
= lim ‘ e MT(t)xdt.
h—0 Jq h



Poiché

e*ht -1 1 0
- sd
h h /_hf >
allora
e M —1| |ht|
< — =1
h |7 IR
Di qui

h—0 h h—0

+00 e—ht -1 +o0
lim/ —e’\tT(t)xdtH < lim/ te ReNEN et || || dt.
0 0

Poiché w — Re()\) < 0, segue che te*~ 7N & sommabile in [0, +00[ e dunque, dal teorema
della convergenza di Lebesgue, segue 2.52. In generale, Vn € N, iterando il precedente

procedimento, si ha che
dm +00

+00
— e MT () zdt = / (—1)"t"e MT(t)xdL.

Da (2.51) e (2.53) segue allora che

n M e n— w—1e
IR < ooy [ e O o

Se riusciremo a mostrare che, Vn € N,

T oo ReOt g nl
tn w—I1e t —
/o ‘ (Re(A) — w)r it

avremo concluso. Procediamo per induzione.
Caso n = 0.

+oo 1
(w—Re(A))tdt - ] (w—Re(A\)t1M _
/0 ‘ M oo o — Re()) e b

1

Supponiamo che valga

/+oo g1 (w=Re(\)t gy _ (n—1)! .
0 (Re(A) —w)"

e dimostriamo (2.55). Integriamo per parti.

+o0
/ tne(wfRe()\))tdt —
0

tne(w—Re()\) t

= lim (|

)]M+/M N pret gl RO gp)
Motoot w— Re(N) 0 Jy Re(\) —w

)
53

Re(\) —w

(2.53)

(2.54)

(2.55)



M

n
= i —tn—l (w—Re(A))tdt )
M oo o Re(\) —w ¢ )

Usando l'ipotesi induttiva si ha che,

+o00
/ n tn—le(w—Re(/\))tdt _ n! .
o Re(\)—w (Re(A) — w)ntt

Lemma 2.2.2. Siano A generatore infinitesimale di T(-) e A € R. Allora Vx € X,

lim AR(N)z = z.

A——+o00

Dimostrazione. Sia A > w e x € D(A).

M
IAR(N)z — z|| = |AR(N)z|| = [|[R(N)Azx|| < p— |Az|| — 0 se A = +o0.

Siano z € X e {2} }reny una successione in D(A) convergente a x.
IAR(N)z — | < AR (2 = @) || + [ARA)z), — k]| + [z — 2]

M\
<

o 17— @l ARz — @il + [l — 2]
Sia € > 0. Siano k, A(¢) opportuni tali che se & >k e A > |A(e)]
|lx — xp]| <€ e INR(N) g — x| < e

Si ha allora che

M
AR o] <

— W

€ + 2e.

Definizione 2.2.1. Sia A generatore infinitesimale di un semigruppo 7'(-).
Per A € R, A > w definiamo gli approssimanti di Yosida di A come

Ay = MAR(N).
Osservazione 2.2.1.
ARN) = (A= A+ A)R(\) = AR()) — 1
Gli {A)}er sono approssimanti di A nel seguente senso:

o4

(2.56)

(2.57)

(2.58)



Lemma 2.2.3. Sia A generatore infinitesimale di un semigruppo T(-). Siano x € D(A)
e {Ax}aer gli approssimanti di Yosida di A. Allora

lim Ayx = Ax. (2.59)

A—400

Dimostrazione. Dal lemma 2.2.2 segue che

lim Ayz = lim AR(\)Az = Ax.

A——+00 A—~+00

Osservazione 2.2.2. Per ciascun A > w, Ay : X — X ¢ lineare e limitato.

Teorema 2.2.2. Teorema di Hille-Yosida
Sia A : D(A) — X lineare. A é il generatore infinitesimale di un semigruppo T(-)
fortemente continuo tale che |T(t)|| < Me*! se e solo se valgono

(I) A ¢ chiuso e D(A) = X;
(1I) linsieme risolvente p(A) D {N € R: X\ > w};

(III) VA > w eVn € N
M

I =A™z S Do

(2.60)

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che le tre condizioni sono necessarie. Mostriamo che
sono sufficienti.

Divideremo la dimostrazione in piu passi. Supponiamo che valgano (I),(II) e (III). Di-
mostriamo che A é generatore infinitesimale di un semigruppo 7°(-) utilizzando gli ap-
prossimanti di Yosida di A.

Siano A > w e {A)}aer gli approssimanti di Yosida di A.

Dall’esempio 1.1.1 segue che ogni Ay é generatore infinitesimale del semigruppo

Th(t) =™ t>0.
Passo 1. Dimostriamo che esistono M’ > 0 e w’ € R tale che Vt > 0 e VA > w,

’
HetA)\H S M/etw )

Sia t > 0.
+oo
)\Qn I RIN)™
HT)\( )“ ef)\t e)\2R(,\)t <e—)\tZ‘ ’ 7,|J| ( ) ||
n=0 )
—/\tz |>‘2n|tn _ Mej—f;At

%)



A%t Nt — Nt +wht wAt

— A\t = < Dt =uw't A > 1.
A—w A—w )\_w_w(w—i— Jo=w seAZwd
Passo 2. Mostriamo che Vo € X
AT (t)x = lim Ty(t)x (2.61)
A——+o00

Siano x € D(A) e t > 0. Dimostriamo che {T)(f)x}rer ¢ una successione di Cauchy in
X. Per fare cio verifichiamo inizialmente che, se \,p € I,

Ty(t)x —T,(t)xr = /0 Ta(s)(Ax — AT, (t — s)xds.

In effetti
d . Ta(s+h)T,(t — s —h)x —Th(s)T,(t — s)z
25 (DTt = s)z) = lim ; _
= ;%E%TA(S + hf)L — TA(S)TM(t R+ TA(S)T"(t —5— h)z —T,(t— s)x)

Dal teorema 2.1.1 segue che

%(T,\(S)TM(t —s)x) = ATa(s)T,(t — s)z — Th(s) AT, (t — s)x

=Ta(s)(Ax — AT, (t — s)x =Ta(s)T,(t — s)(Ax — A,)z,
usando il fatto che tutti gli operatori commutano tra loro. Otteniamo quindi che

/0 T\(3)Tu(t — 8)(Ax — A, )wds = /0 %(TA(s)TH(t _ s)a)ds = Th(t)e — T, (1)

Allora .
[T (8)x — Ty, (t)x]] < / [T (s) T (t = s)(Ax — Ap)z ds <
0
t ! / / t
< / Me* s Me?” =) ||(Ay — A,)z|| ds = M?e® t/ | (Ax — A,)x| ds.
0 0
Dal lemma 2.2.3 segue che Ve > 0, se A, & > A\ opportuno
t
|Tx(t)x — T, (t)x| < Mzew/t/ |(Ax — A,)z| ds < M?e et (2.62)
0

Percio, dall’arbitrarieta di € si ha che Vo € D(A) e t > 0, {Tx(t)x} er & una successione
di Cauchy in X e quindi € convergente. Sia

T(t)x = lim Ty(t)z. (2.63)

A—~o00
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Dalla formula 2.62 segue che la convergenza é uniforme sui compatti. Dunque, ¢ —
T(t)x € C([0,400[, X) e

. . WAt w
IT()a] = lim [Ty(t)] < lim MeFE o] = Me |a] .

Inoltre Yo € D(A), t — T(t)z ¢é lineare da D(A) a C([0,7],X). Dal teorema del
prolungamento di funzioni lineari e uniformemente continue, segue che T'(-) é estendibile
con continuita in £(X) e Vo € X, t — T(t)z € C([0, 400, X). Cio implica che esiste
una costante C' > 0 tale che Vx € X,

IT@)z]| < Cl]]
Passo 3. {T'(t) : t > 0} & un semigruppo .
Sia x € D(A).
T(0)x = lim T)(0)x = z. (2.64)
A—400
Proviamo che, se t,s > 0,
Tt)T(s)x=T(t+ s)x. (2.65)
T(t+s)r = AETOO Ty(t+ s)z = /\Eriloo Ty (t)T(s)z.

Dal teorema 2.1.1,
lim T\(t)Ix(s)x =T (t)T(s)z.

A—400
Segue quindi che
THT(s)x =T(t+ s)x.

Siano z € X e {z,}nen una successione in D(A) convergente a x.

T0)z = lim T(0)x, = lim z, ==z.

n—-+00 n—-+o00

T+ s)x= lim T(t+s)r,= lim T@&)T(s)x, =T()T(s)x.

n—-4o0o n—+00

Passo 4. Verifichiamo che A ¢ il generatore di T(t).

Indichiamo momentaneamente con A il generatore di T(t). Dimostriamo che A = A.
Siano x € D(A) e A € I.

t

Tt)r —x = lim T)(t)r —x = lim Tx(s)Axzds.

A—+00 A——+o00 0

Proviamo che V¢ > 0,
t

¢
lim T,\(S)A,\xds:/ T(s)Axds. (2.66)
0

A—~400 0
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In effetti,
T2 (s) Ax(s)z = T(s)Az|| < [[Tx(s)(Are — Az)[| + [[(Tx(s) = T(s)) Ax]| .
Dal lemma 2.2.3 Ve > 0, I\ > 0 tale che se A > A,
ITa(s)(Are — Aw)|| < M || Aye — Au|| < Me*e,

inoltre, dal punto 2,
[(Tx(s) = T(s)) Az|| < e.

Allora
| T (s)Ax(s)x — T(s)Az| < Me* e + .

Segue che

/Ot(T,\(s)A,\(s)x — T(s)Az)ds|| < (Me*"'e + €)t.

Per I'arbitrarieta di €, segue la formula (2.66). Allora per il teorema fondamentale del
calcolo integrale si ha

_ ¢
lim TMz=a = lim 1/ T(s)Axds = Ax.
0

t—0+ t t—0t ¢

Cioe, se z € D(A), allora = € D(A) e Az = Ax.

Siaorax € D(A) e A > w. Per ipotesi, se A > w allora A € p(A) e dunque A € p(A)Np(A).
Sia y € X tale che y = (A — A)z. Poniamo

r=(\—A)y (2.67)

Si ha che 2’ € D(A) e per quanto mostrato in precedenza, Az’ = Ax’. Se riusciremo a
mostrare che ' = x avremo concluso.

A=A ' =N- A =y.

Dall’iniettivita di A segue che ' = x.
Ovvero D(A) = D(A) e B
Az = Ax. (2.68)

]

Osservazione 2.2.3. Le condizioni (II) e (III) del teorema di Hille-Yosida implicano,
nel caso X spazio di Banach complesso, che

{Ae C: Re(N) >w} C p(A).
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Infatti, sia A\g € R, \g > w. Per un tale \y si ha che

M

M-Arz=yc A= X)r+N-—Ar=yc (1+A=X)X—A) Nz =(N—A) 'y,
08814

r=1+A=2)M—A) ) M- yer=> (A-N"N—-A4) "y

n=0

La serie converge se

Ao — A" |[(ho — A)7"|| < 1.

Inoltre, in tal caso

Ao — A
X=A"[|[(M—A)™T"| <M
o= A 00— )77 < ar [
Dato A € C con Re(\) > w, se riusciremo quindi a trovare Ao > w tale che iﬁ—:ﬁ‘ <1

avremo concluso. n

Ao — A
0 <le =X < (o—w)?

/\O—w

S A=) =X) < A2 —20w + w? & [N = 20 Re(A) + A2 < A2 — 2 w + w?.

D1 qui
AP — w? < 20(Re(N) — w).

Fissato A € C, Re()\) > w, la quantita |A\|> — w? & costante. Segue che esiste Ay € R,
Ao > w tale che la disequazione risulta sempre vera. Cioe, se Re(\) > w allora A € p(A).
2.3 Problemi di Cauchy non omogenei

Sia A : D(A) — X il generatore infinitesimale di un semigruppo 7'(-) fortemente
continuo. Studiamo il seguente problema di Cauchy non omogeneo

{ Z’((t)) :iu(t) + f(t) pertel0,T] (PNO)

con f:[0,7] — X continua.

Lemma 2.3.1. Sia T'> 0. Se u é soluzione del problema non omogeneo allora
t
u(t) = T(t)uo +/ T(t—s)f(s)ds per 0 <t <T. (2.69)
0
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Dimostrazione. Siano T' > 0 e t €]0,T]. Per s € [0,t], poniamo v(s) = T'(t — s)u(s).
Sia h > 0. Analogamente al caso omogeneo, dalla formula (2.23), segue che v & derivabile

e

V'(s) = =Tt — s)Au(s) + T(t — s)u'(s) = T(t — s)(u'(s) — Au(s)) = T(t — s) f(s).

Dunque, . .
v(t) —v(0) = /0 V'(s)ds = /0 T(t—s)f(s)ds.

Inoltre, poiché v(t) = u(t) e v(0) = T'(t)uo, si ha che

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds.

(2.70) si chiama formula di variazione delle costanti.

(2.70)

Teorema 2.3.1. Siano ug € D(A) e f € CY([0,T),X). Allora u definita in (2.70) ¢

soluzione stretta di (PNO).

Dimostrazione. Sia t € [0,T]. Sappiamo dal lemma 2.3.1 che se u é soluzione di (PNO)

allora .
u(t) = T(t)ug + / T(t—s)f(s)ds.
Verifichiamo che u é la soluzione stretta. Pooniamo
2(t) :== /OtT(t —3)f(s)ds = /OtT(s)f(t — s)ds.
Sia h > 0 tale che t + h € [0, T].

2(t + h})l —2(t) _ %(/0 T(t+h—s)f(s)ds— /0 T(t — s)f(s)ds)

[T n= s [T i) -

/0T@)ﬂ”h_i_ﬂ“s)dwé/t T(s)f(t — s + h)ds.

Dimostriamo che il primo termine della somma converge a fg T(s)f'(t — s)ds.

/OT(S)f(tJrh—s})L—f(t—s)dS:
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:/0 T(s)(f(t+h_82l_f(t_s) —f’(t—s))ds+/0 T(s)f (¢ — s)ds
HER=I 2O sy = [ )= 1o o
Di qui
[ o= psyas = [ 1o [ (@ 0-se-sydnds

Sia € > 0. Poiché f' € C(]0,T], X), allora 3§ > 0 opportuno tale che, se h < §,

1F/(r) = f(s)l < e

Segue che per un tale 6, 3C' > 0 tale che,

[ o= =IO - yas <
/0 75 /t_: (f'(r) — F/(s))dr|| ds < tCe,

cioé "
! t+h—s)— f(t—
tiy | () LE S})L JE=9)  piy— g)yas = o.
Quindi t t
timy | T(s)ﬂ”h_i_f(t_s)ds:/o T(s) f'(t — 5)ds. (2.71)

Analizziamo il secondo termine.

t+h
%/t T(s)f(t+h—s)ds =

t+h t+h
i [T =) = sonds+ 1 [ T f0)ds

Poiché f € C([0,T],X), si ha che, se h < § opportuno,

[f(t+h—s)— fO)] <e.

Segue quindi che 3C' > 0 tale che
[ T(s)(f(t+h—s) = f(O)] < Ce
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Allora,

1 t+h
b / ft+ =)= fO)ds| < 5 [ ITE(+h=s) - FO)] ds
t
1 t+h
< —/ Ceds = Ce,
h Ji
ossia, per 'arbitrarieta di €
llg%h/ f(t+h—s)— f(0))ds =0.

Inoltre, dal teorema fondamentale del calcolo integrale, vale che

it [ T(1)£(0),
e quindi
}lllg(l) : / ft+h—s)ds =

t+h t+h
lim(%/t T(s)(f(t+h—s)— f(0))ds + %/t T(s)f(0)ds) =T(t)f(0). (2.72)

h—0
Da (2.71) e (2.72) segue che

t C ) - f(f—s t+h
z’(t)zlim(/OT(s)f(t+h ]zf(t )ds+%/t T(s)f(t — s + h)ds)

h—0

= / T(t—s)f'(s)ds+T(t)f(0). (2.73)
0
Verifichiamo che Vt € [0,T], 2(t) € D(A) e calcoliamo Az(t).

TO=I [ gsas =1 [1asn—opses—; [ 190

t+h t
_ %/h T(s)f(t + h — s)ds — %/0 T(s)f(t — 5)ds

_ %/t T(s)f(t +h— s)ds + %/h T(s)f(t + h — s)ds %/0 T(5)f (1 — 5)ds =
[ resarn-sass [ 1RSI gL P - sas
(2.74)
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Studiamo separatamente i termini della somma (2.74). Analogamente alla formula (2.72)
si ottiene che

lim © /t ) ft < h— $)ds = T()(0).

h—0 h
/ﬂnﬁf@+h—g—f@—susz
A I
:/h T(s)(f(t+h_82l_f(t_s) —f’(t—s))ds+/h T(s)f'(t — s)ds.

Py =IO gy =g [ 00 - e s

Poiché f' € C([0,T], X), allora 3§ > 0 opportuno tale che, se h < 0,

1f'(r) = f'(t=s)ll <e.

Segue che, per un tale 6, 3C > 0 tale che,

t—s

/tT(S>(f(t+h — 3}3— ft—s) P — s))ds|| <
h
/ i) / T ) = ] as < ¢ = myce
h h t—s - 7
cioe . cn .
fim | sy LU ”2;“ =) _ p(t— s))ds = 0.
Quindi
/ ()t — 5)ds. (2.75)
0
Dal teorema fondamentale del calcolo integrale, inoltre,
h
tim = [ T)f(e = s)ds = TO)F0) = 100

Segue che Vt € [0,T], 2(t) € D(A) e

t+h t h
Az(t)zlim(l/t T(s)f(t+h—s)ds+%/h T(s)f(t+h—s)ds—%/0 T()f(t—5)ds)

h—0"h
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=T(t)f(0)+ /0 T(s)f'(t —s)ds — f(t). (2.76)
Sia u la soluzione del (PNO). Per il lemma 2.3.1

t
w(t) = T(t)ug + / T(s)f(t —s)ds =T(t)ug+ 2(t).
0
Poiché ug € D(A), segue che Vt € [0,T], u(t) € D(A). Inoltre dalle formule (2.73) e
(2.76) si ha che
u'(t) — Au(t) = AT (t)ug + 2'(t) — AT (t)ug — Az(t) = f(1),
cioé u ¢ soluzione stretta di (PNO). O

Esempio 2.3.1. Siano X = BUC(C) e A: D(A) — X definiti come nell’esempio 2.1.2.
Siano f € C'([0,T], X) e ug € D(A). Per il teorema 2.3.1, il problema

{ Owu(t,z) = Oyu(t,z) + f(t,x) perte[0,T],z € R

2(0) = (PNO)

ammette un’unica soluzione data da

u(t,x) = (T(t)ug)(z) + /0 (T(t—s)f(s))(x)ds = up(t +x) + /0 f(s,x+1t—s)ds.

2.4 Gruppi

Definizione 2.4.1. Siano X uno spazio di Banach e t €] — 00, +00]. Si definisce gruppo
fortemente continuo di applicazioni lineari e continue una funzione

G:R— L(X) (2.77)
tale che
(I).
G(0) = Id,
(IT). Vt,s € R
G(t+s) = G(t)G(s),
(IIT). Ve € X

t— G(t)z € C(R, X).

Osservazione 2.4.1. Per ciascun t € R, G(t) ¢é invertibile.
Infatti la proprieta (II) assicura che

I=G0)=G({t—t)=Gt)G(—t) = G(-t)G(t). (2.78)
Ossia ¥t € R Uinverso di G(t) ¢ G(-t).
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2.4.1 Caratterizzazione del generatore infinitesimale

Definizione 2.4.2. Definiamo il generatore infinitesimale di un gruppo come

A:D(A) = X,
Az =lim M (2.79)
t—0
Il dominio D(A) ¢ definito da
D(A)={r e X :JAx € X}. (2.80)

Osservazione 2.4.2. Nel caso di generatore infinitesimale di un gruppo occorre verificare
che il limite esiste per t — 0 e non solamente per t — 0.

Definizione 2.4.3. Sia G(-) un gruppo. Poniamo V¢t > 0

T (t) = G(—t). (2.81)
Osservazione 2.4.3. T, (-) e T_(-) sono due semigruppi fortemente continui.

Teorema 2.4.1. Sia A il generatore infinitesimale di un gruppo G(-). Allora A e -A
sono rispettivamente i generatori infinitesimali di Ty (-) e T_(+).

Dimostrazione. Indichiamo con A, il generatore infinitesimale di 7%, () e con A_ quello
di T_(-). Sia z € D(A).

Az = lim Glt)z —x = lim Glt)e —w =Ax
t—0 t—07+ t
Cio significa che
D(A) C D(Ay)
Sia z € D(A,). Allora
T (t)xr — t)r —
3 lim M: lim Gt)x x:Aer
t—0+ t t—0+ t
Verifichiamo che an
3 him DTy,
t—0— t
In effetti an Ot an
lim ()x—x: lim —)x—x: lim G(—t) () =2
t—0~ t t—0+ —t t—0+ t



Per il teorema 2.1.1

— T _
= lim G(—t)w = lim G(—t)M = A,z
t—0+ t t—0+ t
Dunque
D(A) = D(A,)
e, Vo € D(A)
Ax = Ay x.

Mostriamo adesso che -A ¢ il generatore di T_(+). Sia z € D(A).

e — lim G(t)r —x — lim G(-t)r —x T () —x

t—0— t t—0+ —t t—0+

Viceversa, sia © € D(A_). Si ha che

3 g =We =T g, G
t—0t t t—0t
Verifichiamo che o
Jlim (H)o - = =-Ax
t—0
T e i L
t—0+ t—0t t
Mentre o o
lim (t)o — = = lim (“t)z — = =—-Ax
t—0~ t—0+ —

Lemma 2.4.1. Sia A: D(A) — X lineare e X\ € p(A). Allora —\ € p(—A) e

R(M\A) = —R(—\,—A).
Cioe se X € p(A) seque che —\ € p(—A).
Dimostrazione. Sia A € p(A).
A —Ar =y & —\r + Ax = —y.

Ossia
r=A-A)yesr=—(-A+A)" .
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Sia A il generatore infinitesimale di un gruppo G(-). Dal teorema (2.), si ha che A
e -A sono rispettivamente i generatori infinitesimali di T'y(-) e T_(-). Dal teorema di
Hille-Yosida, allora, Jwp,w; € R tali che

p(A) DTy ={A € C: Re(\) > w1},

p(—A) DTy ={A € C: Re(\) > ws}.

Dal lemma 2.3.1,
A€ p(=A) = =X e p(A),
cioé
p(A) D{A € C: Re(N) < —wq}.

Cio significa che
p(A) D{A e C: Re(\) < —ws V Re(N) > wy }. (2.83)

Ne deriva che
g(A) C{A e C: —wy < Re(N) < wi}.

Teorema 2.4.2. Sia A : D(A) — X lineare. Supponiamo che A e -A siano rispettiva-
mente 1 generatori infinitesimali di due semigruppi T, () e T_(-). Allora

- {0, ! o

e un gruppo di generatore infinitesimale A.

Dimostrazione. Sia x € X.
G(0)z =T (0)x = x.

Siano t,s € R. Mostriamo che
G(t)G(s)xr = G(t + s)x.
Supponiamo che t,s > 0. Allora, poiché T (-) & un semigruppo, si ha
G(t)G(s)x =T ()T (s)r = T (t + s)z = G(t + s)x.

Si ha il risultato analogo anche nel caso di ¢, s < 0.
Rimane da studiare il caso di ¢, s di segno opposto. Supponiamo che s < 0 < tet+s > 0.

Gt)G(s)x =T () T_(—s)x =T (t + s)T(—s)T-(—s)x.

Se riusciremo a mostrare che, Vo € X, se s > 0, T (s)T_(s)z = x avremo concluso. Sia
x € D(A).

dilsﬁ(s)T_(s)x — AT, ()T ()2 — T, () AT_(s)z = 0.
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Cio significa che T, (s)T_(s) ¢ costante, in particolare, poiché per s =0 T (s)T_(s) = I,
segue che Vs > 0
T (s)T_(s)x = x.

Dalla densita di D(A) allora, se x € X, segue che
T (s)T_(s)x = .

Anaogamente,
T ()T (s) =1.

]

Utilizzando i risultati precedenti mostriamo che ¢ possibile estendere alcuni esempi
di semigruppi gia trattati a gruppi.

Esempio 2.4.1. Sia A € L(X). Per t € R definiamo in modo naturale

—+o00

tn
=" A" (2.85)

n!
“— nl
Per quanto detto nel capitolo 1 la serie é uniformemente convergente. Osserviamo che se
A e L(X)anche —A € £(X). Dunque —A & il generatore infinitesimale di un semigruppo
T_(t). Allora, dal teorema 2.3.2 segue che G(t) é un gruppo fortemente continuo e A é
il suo generatore infinitesimale.

Esempio 2.4.2. Siano X = BUC(R) e T'(+) il semigruppo delle traslazioni. Sia u € X.
e definiamo per t,x € R
Git): X - X
Gt)u(z) = u(z +1t). (2.86)
Anche in questo caso definiamo i semigruppi 7 (t) e T_(t). Per ciascunu € X, z € R
et >0,
T, (t)u(r) = u(x + 1) e T (t)u(x) = u(x —t). (2.87)
Siano D(A) C X,
A:D(A) —- X
definiti come nell’esempio 2.1.2. Gia é noto che A ¢ il generatore infinitesimale di 77 ().
Mostriamo che -A ¢ il generatore di T_(t). In effetti Vo € R

lim T ®u(z) = ulz) = lim uz =) — ulx) = —Au(x). (2.88)

t—0+ t t—0+ t

Segue quindi dal teorema 2.3.2 che G(-) & un gruppo fortemente continuo e A ¢ il suo
generatore infinitesimale.
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Capitolo 3
Semigruppi analitici

Definizione 3.0.1. Siano X uno spazio di Banach complesso, D(A) sottospazio denso
di X' e A: D(A) — X lineare. A si dice settoriale se esistono 6y €]5,7|,M > 0e Ry >0
tali che

p(A) D Xgya, ={A € C: |arg(N)| < by, |A| > Ro}, (3.1)
e V)€ ERO’QO,
M
RN A)|| < o (3.2)

Definizione 3.0.2. Siano X spazio di Banach complesso e D(A) C X denso. Sia A :
D(A) — X un operatore settoriale. Definiamo pert > 0e x € X,

1 A
T(t)x = 5 mﬁe R(A, A)zdA (3.3)

con R>0,0¢|5,m]e
Yro = {pe® i p> RYU{Re"” : -0 < p <0}y U{pe ™ :p> R} (3.4)
che ha come sostegno 1'unione dei sostegni dei tre cammini ed ¢ orientata da coe™ a
ooe.
D’ora in poi denomineremo un tale cammino curva di raggio R e ampiezza 6.

Osservazione 3.0.1. Verifichiamo che la definizione non dipende dalla scelta né di 0
né di R tali che R > Ry, 5 <0 < 0.
Siano infatti R* > R e yr g la curva in C di angolo 0 e raggio R'.

/ M — Al — / M\ — A)rd) = /F M\ — A) ),

TR,0 YR!,6 R,R’
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con .
FR,R’ = {pe‘w 'R S P S R/}U

U{Re™ : -0 < <0} U{pe?  R<p< R}U{Re”: -0 <p<0b}.

I'rr € una curva chiusa orientata in senso antiorario, pertanto, essendo A\ — e”()\ —
A)™! una funzione olomorfa, seque dal teorema di Cauchy che

/ M\ — A) A =0,
FR’R/

e quindi non st ha dipendenza da R.
Mostriamo che non dipende nemmeno da 0. Siano 0 €]3,0] e Yro la curva in C di
ampiezza 0" e raggio R. Allora

/ M\ — A)rd) — / M\ — A)rd) = / M\ — A) ),
TR,6 YR,0’ Fg,el

con
Lo = ({pe? : R< p< +oo} U{Re™ : 0 < <O}U{pe?: R< p< +o0})
U({pe™ :R< p <400} U{Re¥: -0 < o< —0}U{pe™ : R < p< +o0})
=71 U2,
i0 —i6’ ot

. . . 0/ . .
orientate rispettivamente da coe a coe® e da —ooe a —ooe" . Verifichiamo che

/ M —A)rdr = 0.
71

Sia R' > R. Poniamo con I la sequente curva:
I={pe?  R<p< RYU{RE¥: 0 <p<b}

U{pe? - R< p< R}U{Re¥ :0' < p <6}

Osserviamo che

/ M\ — A)"rdA

71

= lim (/Fe”()\—A)_ld)\—/ eM(A — A)ta)N).

Rl —+oo {R/eiv:0'<(p<6}

Poiché T' é una curva chiusa, dal teorema di Cauchy, si ha che

/e)‘t()\ —A)tdx =0.
r
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Inoltre .
lim — M\ — A)—ldAH

R/_>+OO 27TZ {Rleicp:elgwga}

1 0 / L1 . .
lim — [ e (Re — A)lR'iewngH

R'—+o0 2771 9’

1 f Reosten M 1 ,
()t 2+ Rdo = 1l . M R cos( td
T A—+too 271 R = A—lgloo 271 ¢ v

Poiché cos(p) < 0, si ha ch,e
lim effeos@t =

R'—400
e quindi
1
li M R’ cos( cp)td = 0.
R’lg-loo 271 ‘ 7o
Seque che
1
lim — M — A) N =0,
R'—+o0 271 {R/eiv:0' <p<0}
cioe )
— | M- A) AN
27 ),
1 1
— lim (—— / MO — A) A — —— A — A)1dA) = 0.
R =400 271 r 2w {R/eiv:0' <p<0}
Analogamente
1 At -1
— A—A)"d\=0.
omi )¢ AT A)

Quindi lintegrale non dipende nemmeno dalla scelta di 6.

Teorema 3.0.1. Sia A : D(A) — X settoriale e ¥Vt > 0, sia T(t) definito da (3.3).
Allora ¥t > 0, T(t) € L(X). Inoltre AM; > 0,w € R tali che

IT@)] < Mie.

Dimostrazione. Siano 6 €]7, 7], R > 0 e yrg (vedi 3.4). Supponiamo inizialmente che
t>1.

1 1 [t

— AR, A)d\
2m’/me (A, 4)

—1i0

: etpe
211 R

17 =

i

(pefie . A)lewdp‘

L7 e, :
_/ etpe@(pezG_A)flewdp

2m J i

1o . 4
— / e (Re™ — A) ' Rie™dyp +‘
21 J_y
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:[1—|—[2+13.

L[, : :
]1 — ' _/ etpe 0(p6—29 _ A)—le—lede
271 R
+00 +oo
< i tpcos B)Md < i etpcos(@)MdT
27 Jgp p 2w Jp
M 6tRcos(0)
"~ 2nRt|cos(0)|
1 ’ Rte'¥ i —1p; i
L=|=— [ " (Re¥— A" Rie®dp
2mi ) _g
< 1 /9 tRcos(go)MRd < 1 /9 th Me tR
— e — — e = — .
21 ), RS 0n _o T
I, = L /+oo etre’ <pei0 _ A)_lewdp
> leri J,
+00 tRcos(6
< 1 etpr(@)%dp = ﬁe—()
~ 27 Jp p 2Rt |cos(6)]

Si ha dunque che, per t > 1 fissato,

M 6tRcos(0) M
T(t)| < || I Ll < m s T
IT@N < WA+ 120+ 1l < o e + e

Supponiamo ora che 0 < ¢ < 1. Poiché l'integrale non dipende da R, scegliamo come

cammino Yk g4, cioé il cammino in C di ampiezza 0 e raggio %
t k)

1 t)\ ]. Foo —1i6 4 — —1
- R)\A d\ = — tpe 29_A 1 u9d
21 YR ( )x 211 c (pe ) ¢ P
L
1 (% & R, R L[, e, :
- Tt (el _ A z<,od o tpe Z@_A*l z@d
o ], G A et o [ e et = ATy
= [1 —|— [2 + Ig.
I = |55 /. e e — Ay e
2mi R
+o0 +oo
< i etpcos(H’)Mdp _ i er'COS(Q)MdT’
2T Jn P 21 Jr r
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+o0
< i/ er/cos(e)%dr/ — M eRcos(@).
R R 27 R |cos(0)|

1 (" rpw R, R, I Mt R
LI = ||[— Ftew Tt zgo_A—l_~ P <_/ Rcos(@)__d
= Hzm/ge (Ger Ay e (p“_QW W Rt7

I M
<— | e*Mdp=—0e".
T 27 /_96 PTIR S
/ etpe (pelH_A>71€10dp

R

t

13 :‘

+00
< i etpcos(G)Mdp < M eRcos(G)'
21 Jn p 27 R |cos(0)|

Teorema 3.0.2. Siano A : D(A) — X un operatore settoriale a dominio denso in X e
T(-) definito da (3.3). Allora Vt,s > 0,

Tt)T(s)=T(t+s).

Siano R’ > R, t,5 > 0 e 0’ €]7, 0. Indichiamo con 7 la curva di ampiezza 6 e raggio

R e con v; la curva di ampiezza 0’ e raggio R’.

1

T(t)T(s) = L

/e’\tR()\,A)d)\/ e R(p, A)dp

Y0 71

1
- W/ (/ M R(N, A)R(p, A)dp)dA.
Y0 Y71
Per I'identita del risolvente si ha che

At4-ps

1) = s [ ([ S5 (ROA) = Rl )i

! /(/ eAWSR(A A)dp)dr — — /(/ GMWR( A)dp)d
IO A TR S A SR CZ I SV ATED S

:[1 —IQ.

I ! / ( / eAtﬂwR(A A)dp)d\ ! / ( / o du)eM R(\, A)d\
1= 7532 ) = 78 _ o , .
(2mi)? v Jn BT A (2mi)? v Sy BT A

Sia r’ > R’. Poniamo con I,/ la seguente curva in C:

I, = {pew/ R <p<r'}Uop U {pe_w, TR <p<rYU{ReY: -0 <p <6},
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con .
o ={r'e"” 0 < p <21 — 06}

I',; € una curva chiusa e, per il teorema dei residui,

/ - dp = (2mi)e™
r, H— A .

Mostriamo ora che
et

lim
!
r 4)+OO 0'0/ ILL - )\

us
[
O'Q/IU“_A

2m—6 er’cos(cp)s
< ———7r'dop.
- /9, et — Al 7

61”’005(50)5
lim —— ' =0,
r’'—+o0 |7”€w — )\|

dp = 0.

Poiché cos(p) < 0, segue che

da cui si ha che

_ /
2m—0 e’ cos(p)s

lim —7'dp = 0.
r'—+oo fp |r'eir — Al 14

ets ets eHs
dp = lim (/ du —/
/Mu—k r'—=too Jp, = A P

Segue che

Quindi

1
I = — [ 2mie™*eMR(A, A)dA
' )2 LO mie e R(\, A)
1

= _— [ ;IR A)dN=T(t +s).
270 ),

Se riusciremo a mostrare che Ir, = 0, avremo concluso.

b= e — A)
2= o e’ (u— n
(2m1)? N A

Sia r > R. Indichiamo con I', il cammino

Fr:{peiezRSpgr}U{ReW:—9§¢§9}U{pe_i9:Rﬁpgr}Uag,
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con oy = {re* : § < ¢ < 27 — 0}. Indichiamo con € la regione delimitata da T',.

eAt 6/\15 eAt
/ d\ = lim (/ d/\—/ dN).
o H— A rotoo Jp 1 — A g 11— A

et)\
A—p

Poiché I', ¢ un cammino chiuso e A — ¢ una funzione olomorfa senza singolarita

in €2, segue che

/ e — At = 0.

T

Proviamo che

6>\t

lim
r—+00 oo o —

d\ = 0.
A

et 2m—0 e7“6"“"“’15 '
lim d\ = lim —riePdyp = J.
r——+00 op M — r—+oo Jg n—reww
2m—0 erewt ) 2m—0 e’ cos(p)t
IJ]] = || lim ——rie?dp|| < lim ——rdp.
r—+oo Jg po—rev r—too Jp [ —re?|
Poiché cos(p) < 0, allora
ercos(go)t
lim

—r =
r—+o0 |Iu — 7“@190|

Segue quindi che
2mr—6 er cos(p)t
lim ——rdp =0,
e fy  Tu—rew]

dunque

ot
lim / dX = 0.
r—-+00 oo ,LL — )\

e)\t e/\15 eAt
/ d\= lim ( d/\—/ d\) =0,
yo = A rotoo Jp 1 — A og 10— A

= J12=0.

Di qui

Cio significa che, Vt, s > 0,
TWT(s)=T(t+ s).

]

Teorema 3.0.3. Siano A un operatore settoriale e T(-) definito come in (3.3). Allora
Ve e X,
lmT(t)z = x.

t—0
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Dimostrazione. Siano x € D(A) e 7, il cammino di ampiezza 6 e raggio R.

lim T'(t)z = lim L/ M\ — A) Lz
t—0 t—0 277 Yh o
M—A)r—r=AN-A) o=\ - A) Ax

(A—A)!

3 Azx.

= (/\—A)_lx=§+
Di qui

1 1 _ A
[ M= A zd) = —( / AT pd) + / MAZAT
27TZ YR,0 27TZ YR,6 >\ TR,6 )\

=I5 + I».

Sia 7 > 0 e I', la curva in C definita come in (3.6). I', é una curva chiusa, pertanto dal
teorema dei residui si ha che

1 T M
— —~xd)\ = Res(——,0) = z.
omi /Fre A es( 0 ==

Inoltre

27 —0 ] T 2m—6
ip .
/ ere t i TZ@ZSDCZQOH < / 67"008(4,0)15 HJ]H d(ﬂ
0 0

ret¥

Al
[, 5]

Poiché cos(yp) < 0, segue che

lim e <@ ||z|| = 0,
r—+00

e dunque

27 —0
lim / ¢S | ]| dp = 0.

r——+00 0

Quindi si ha che

1 1
— MY pd) = lim —(/ A ) —/ e’\tfd)\) =z.
21 )y, A r—too 27 Jp A -

Verifichiamo che I, = 0.

A—A)!
lim I, = lim e)‘tg%lmd)\ =0.
t—0 t—0 - A
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Mostriamo inizialmente che

A1 A1
lim/ e)‘tMAxd)\ —/ MAxd)\.
=0 TR,0 >\ TR,0 >\

A A A

. -1 . -1
/ e”MAdi — / (A—A)Adi
YR,0 YR,6

/ @ - 1A= AT 4

M
< [ e -1 s A
Yo A
M
< eRe()\)t + 1 —

che ¢ sommabile in yp g, €, per il teorema sulla convergenza dominata di Lebesgue, si ha

che
-1 -1
im [ AT AT = / A=A
YR,0 )\

e —1]

t—0 - A

Sia R’ > 0 e indichiamo con ['p/ la seguente curva:
Tr={p?  R<p<R}UogU{pe ™ : R<p<R}YU{Re™¥: —0< <0},

con '
op = {R'e¥: —0 < p <0},

percorsa in senso orario. Dal teorema di Cauchy, segue che

-1
/ MAxd)\ =0.
I A

Inoltre

—A -1 —0 /! ip A -1 )
lim / uAasd)\ = lim MA:ER’iewdgp.

R/'—+00 )\ R'—+o00 0 R’ei‘p

lim
R'—+00

—6 (Rleigo _ A)—l L -0 M
N - y P < 3 - /
/9 Tioiv Az R'ie d(pH < R/lgiloofe 7 |Az|| R'dye

, M6

Segue quindi che

Al _ Al AL
/ MA:L‘d)\ = lim ( MA:C(D\ - / MAI‘CD\) =0,
) A R/ —+00 A o) A

Iy )
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cioé
lim 12 = O,

t—0
ossia Vo € D(A),
lmT'(t)z = .

t—0

Siano x € X e € > 0. Sia {x,, }nen una successione in D(A) tale che ||z — z,|| < e. Allora
1Ttz — || < T @) (@ = @)l + 1T )20 = 2nll + [l2n — 2]
Poiché T'(+) & equicontinuo vicino a 0, segue che V§ > 0 e ¢t € [0,0], 3C > 0 tale che
IT() (2 — )| < Ce,
inoltre, per quanto dimostrato in precedenza, se x, € D(A) e t € [0, ], allora
T (t)z, — x| < e
Di qui Vz € X,
I T(t)r —z|| < Ce+e+e=(2+ C)e.

L

Osservazione 3.0.2. T'(-) ¢ un semigruppo e, per il teorema 2.1.2, T(-) ¢ fortemente
continuo.

Lemma 3.0.1. Sia A : D(A) — X lineare tale che p(A) # 0, allora A & un operatore
chiuso.

Dimostrazione. Siano {z, }nen C D(A) una successione in D(A) e x,y € X tali che

lim z, == e lim Az, =y.
n—-+o00 n—-+o0o

Verifichiamo che = € D(A) e y = Ax.
A=Ay = lim (A\—A) Az, = lim A\ - A) 'z,

n—r+00 n—r+00
=AN-A) o= -2+ XA —A) ',
=1=MA\—A)"lz—(A—A)ly) € D(A),
=z € D(A).
A=A Az =AN-A) 'z = lim A\ - A) ',

n—-+00

= hlf A=A 1Az, = (A — A) Yy,

Dall’iniettivita di A segue Uiniettivita di (A — A)~!, dunque

y = Ax.
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Teorema 3.0.4. Siano A : D(A) — X settoriale e T(+) il semigruppo definito in (3.3).
Allora ¥Vt >0 ez € X,

= / eMAN — A) "Lz

Tt)x e D(A), e AT(t)xr = —
i J,
Dimostrazione. Siano x € X e t > 0. Per il lemma 0.1.3 segue che

T(t)x € D(A)

e
1 1
AT () = A(5— / M\ — A)led)) = — / AN — A) " adA
271 . 270 -~
1 1
271 27 .

TR,6 R,0

Verifichiamo che I, = 0. In effetti, siano " > R e I',s la curva chiusa definita in (3.6).
Dal teorema di Cauchy segue che
/ eMad\ =0,
r

7./
2m—0
Ite® .
/ et xr’zewdgo"
0

/e)‘txd)\ :‘
o9

27—0 ,
< / erteos@) || z|| ' dep.
9

Poiché cos(p) < 0, segue che lim,_, o ")y’ = (.

inoltre

= lim /e”di:o.
o9

r’ =400
Di qui
/ eMrd\ = lim (/ eMrd\ — / eMrd)\) =0,
TR,0 oo r. op
OVVero )
AT () = — eMAN — A) " tzd). (3.7)
218
]

Teorema 3.0.5. Siano A un operatore settoriale e T(+) il semigruppo associato. Allora

t— T(t) & di classe C*(RT, L(X)) e

d

—T(t) = AT(b)
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Dimostrazione. Sia h > 0. Per la formula (3.7) sara sufficiente mostrare che

1
—/ AeM(N — A)~td).
TR,6

T(t) =
() 211

Stimiamo la norma della differenza.

1 A(t+h) _ At 1
o / (A A) A - AeM(A— A)~HdA
2m1 . h 218 S
1
= 2—/ —A)eM (A — A)~dA
1 R (/\)tM
o ANE—d.
= o / Y
eM—1 1
= [ XeMd
3 h/o e’ds.
Segue che
A 1| rh Al [h
€ ; —A’:g/OAGASdS_A‘S%/O |6)\5_1‘ds§|)\|}eRe()\)s+1.

Poiché Re()\) ¢ limitata, si ha che 3C' > 0 tale che

€>\h

-1
—A‘ < AV 1] < A C
Di qui,

1 M —1 Mt -1

1
< — / |A| CeRet d>\
T YR,6 )\

che é convergente.
Allora, dal teorema della convergenza dominata di Lebesgue, si ha che

1 At+h) _ At 1
lim — / T =AM = —— [ AN — A) ),
h—027i [, h 21 -

ovvero,

aT'(t) = AT(t).
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Verifichiamo ora che t — AT(t) ¢ continua. Per il teorema precedente & sufficiente
mostrare che, se t5 > 0 e {tn}neN ¢ una successione convergente a to,Vn € N ¢, > t,

allora . ,
lim o— [ A= A) A = — / AN — A)HdA,
TR,0

n—+o0 271 - 271

1 1
— / M AN — A)TldN — — / eMNN — A)7rdA
YR,0 TR,0

211 211
]' Atn Ato -1 ]' Atn Ato
<o |(en — eM)A(X — A) Hd/\§2— |eMn — Mo MdA.
T TR,6 T TR,6
Di qui
‘e)\tn . 6)\150} — |(6)\(tn—t0) o 1)e>\t0’ S (eRe(A)(tn—to) + ]_)eRe()\)to7

che é sommabile in ygy. Dal teorema della convergenza dominata di Lebesgue si ha la
tesi.
O

Teorema 3.0.6. Siano A : D(A) — X settoriale e T(-) il semigruppo definito in (3.3).
Allora A ¢ il generatore infinitesimale di T'(-).

Dimostrazione. Indichiamo con A il generatore infinitesimale di T'(-) e con D(A) il suo
dominio. Dimostriamo che D(A) = D(A).
Sia x € D(A). Verifichiamo che

Jlim rt)e - = Ax.
t—0
Poiché = € D(A), Vt > 0,
1 1
AT (t)x = — MAN — A)rwd\ = — M\ — A) Tt Azd) = T(t) Ax.
211 - 271 -

Sia h > 0.

Tt — T(h)x = /h (T(s))ds = /h AT (s)rds — /h " T(s) Awds.

Poiché
Jlim T'(h) Az = Ax,

h—0
segue che
t

T(t)x —z = lm(T(t)x — T(h)x) = lim [ (T(s)x)'ds = /0 T(s)Azds,

h—0 h—0 h
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e dunque,
¢ ¢
T(t)r—z :/ AT (s)xzds :/ T(s)Axds.
0 0

Di qui, dal teorema fondamentale del calcolo integrale si ha che

_ ¢
lim TMz=a = lim E / T(s)Axds = Ax.
t—0 t =01 J,
Si ha quindi che B
D(A) C D(A).

Siano x € D(A) e A € p(A). Sia y € X tale che
y=(\— Az

Poniamo con

7 =(\—A)"1y.
Segue che 2’ € D(A) e, per il punto precedente,
Ax' = Ad.
Dall’iniettivita di A, si ha che
A=—Az=N—Az' =>z=1,

ovvero x € D(A) e D(A) = D(A).

]

Osservazione 3.0.3. Semigruppi di questo tipo st chiamano semigruppi analitict perche

Ve € X, t — T(t)x ammette un prolungamento analitico sul settore

{zECﬂAm@H<0—g}

In effetti, siano R >0, 0 €]3,7|, e Yry la curva di raggio R e ampiezza 0. Verifichiamo

per quali t € C ¢é definito T(t).

- L Moy A\ = L o tpe
T(t) (A= A)TdA = e
YR,0

—1i0

27 21 Jp

Y R A . L[> .
+— / eftte w(Rew — A)_le’ewdcp + — etre 6(,06“9

21 J_y 21 Jp

=L+ 1+ Is.
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Sia t = re',
1 e retd pe—10 —10 -1 _—1i0
Il = |5= e (pem = A)" e Vdp
21 Jp
+00 +oo
S i erpcosa—i—@%dp S i erpcoso—&—@%dp’
2r Jp p 2r Jn R

che & definito solamente se cos(o + 6) < 0, cioé

T 7y 3
-5 ="_9 Ty,
( 2) 5 <o < 5
1 too o M
||I3|| < _/ ev"pcos(cr—z@)_dlo7
2m
R P

che, analogamente ad I, ¢ definito se e solo se cos(o —i16) < 0. Cio signica che

™ 3
—+l0<o<—+0.
2+ o 2—|—

Di qui seque che

™ ™
—(6—§)<o<6—§.

In realta, in riferimento al teorema 3.0.5 si puo vedere che t — T(t) é una funzione
analitica.

3.1 Problemi non omogenei con semigruppi analitici

Teorema 3.1.1. Sia T(-) un semigruppo analitico di generatore infinitesimale A. Allora

dC' > 0 tale che per 0 <t <1,
C

t

Dimostrazione. Siano t €]0,1] e ygy la curva di ampiezza 6 e raggio R.

IAT@)] <

AT = |

/ AeM(A — A)~tdA
YR,0

Poiché I'integrale non dipende dalla scelta di R, allora, ponendo u = At,

1
/ AeM(N — A)dA :/ Rett(E — )y —du
TR,0 V%gt t ¢
il e Mt 1 o M C
<[ e = [ e fa= G
7%19 M 'YR?G
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Definizione 3.1.1. Siano o > 0 e f: [a,b] — X. Si dice che f & holderiana di ordine «
se 3C > 0 tale che

1f(z) = fW)ll < Cle—yl*. (3-8)

Osservazione 3.1.1. Una funzione hélderiana & continua. Ogni funzione di classe C*
é holderiana.

Teorema 3.1.2. Siano T(-) un semigruppo analitico,ug € D(A) e f € C*([0,T],X),
con T, a0 > 0. Allora

u(t) = /o T(t—s)f(s)ds

¢ soluzione stretta di

' (t) = Au(t) + f(t) perte0,T]
{ u(0) = 0. (PNO)
Dimostrazione. Sia € > 0. Per ¢ <t < T poniamo
ue(t) = / T - ) f()ds. (3.9)
0

Vo > 0, uc(t) converge uniformemente a u(t) in [0, 7]. In effetti,

—€

T(t—s)f(s)ds

t
0

futt) = ) = | [ 7= 150905 |

s[nﬂv@mmw

—€

Poiché s — T'(t — s) f(s) € C([0,T], X), segue che 3C > 0 tale che

1Tt = s)f(s) < TSIl

:[Hﬂp@ﬂ%%SCWM

ovvero
lin% ue(t) = u(t), uniformemente.
€E—

Verifichiamo che u, é derivabile in e, T']. Sia h > 0.

. . t—eth t—e
€(t+h})L () _ %(/0 T(t+h—s)f(s)ds—/0 T(t—s)f(s)ds)

:%/t T(t+h—s)f(s)ds+/06(T<t+h_8}1_T(t_8))f(s)ds.

—€
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Mostriamo che
1 t—e+h

Illlir(l)ﬁ . T(t+h—s)f(s)ds =T(e)f(t —e).

%/tﬂ T(t+h—s)f(s)ds —T(e)f(t —e)

—€

—o [ T h= () - fit- oy
+%Z;6<T@+h—@—T@wﬁ—ow.

Sia n > 0. Poiché f € C% allora, se h < §(n) opportuno, si ha che 3C' > 0 tale che
IT(t+nh—=s)(f(s) = fE—e)| <Cls —t+¢€" <Ch* =n.
Inoltre, dalla continuita di s — T'(t +h — s) in £(X), si ha che se h < §(n),

IT(t+h—s)—T()| <n.

Segue che
t—e+h
H% /t T(s+h—s)(f(s) — f(t —€))ds

t—e+h

+H%/te (T'(s+h—s)=T(e))f(t — €)ds

<n+nllfl,
cioé -
tim = [ T b= p6)ds = TS0~ )

Verifichiamo ora che

t—e T o _T o
oy [ (L) ~ Tl )
h—0 Jq h

) f(s)ds — /0 AT — 8 f(s)ds. (3.10)

Stimiamo la seguente norma.

/0_E(T(t+h_S})Z_T(t_s))f(s)ds—/o_EAT(t—s)f(s)ds

/0_€(T(t—l—h—s)—T(t—s) AT — $)) f(s)ds

h
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T(t+h—s)—T(t—

( VT - ) p(s)

ds.

t—e
< /
0

Tt+h—s)—T(t—2s) 1 [t+hs
h —AT(t-s) =5 /t AT (r)dr — AT(t — s)
1 t+h—s
=% /t_s (AT(r) — AT(t — s))dr.

Sia > 0. Poiché r — AT(r) & continua in £(X), allora, se n < §(n) opportuno,
|AT (r) — AT(t — s)|| < n.

Quindi

(AEﬂ“+h‘$‘T“‘@vww&1£EAT@—wﬂﬁw <nt—fI.

h

Di qui segue che u, ¢ derivabile e

t—e
uL(t)y="T(e)f(t —e) + / AT(t — s)f(s)ds.
0
Verifichiamo che u! converge uniformemente in [0, 7] V§ €]0, 7.

lim T(e)f(t — €) = lm(T()(f(t — ) — (1) + T()F(1)).

e—0 e—0

Poiché f € C'%, segue che 3C' > 0 tale che

IT(e)(f(t =€) = f)l < Ce.

Inoltre, per la seconda parte del teorema 2.1.1, essendo T'(+) equicontinua vicino a 0, si
ha che
limT'(e) f(t) =T(0)f(t) = f(t) uniformemente in [d,T].

e—0
Di qui
HmT(e)f(t —€) = f(t) uniformemente in [0, 7.

/O AT — 8 f(s)ds = /0 AT — $)(J(s) — f(t))ds + /0 AT — 5 f(tyds.
Verifichiamo che
| AT = 906) - soyas [ Az )(565) - s

uniformemente per € — 0.
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/0 ATt — 5)(f(s) — F(2))ds — / ATt~ s)(f(s) — F()ds

t

< [ AT = s)(f(s) = (1))l ds.

t—e

t
| AT = 9)5) - sends

t—e
Dal teorema 3.1.1, e poiché f € C'*, segue che 4C' > 0 tale che

C
t—s

JAT( — $)(F(5) — FO)] < |5 — 1% = C|s — "

t

< [ AT = s)(f(s) = ()]l ds

t—e

=

AT =) = rieis

g/t Clt—s|*ds= [_C(ta_ S)Q]g:tezgea.
Segue che
lim [ AT(t = 5)(£(s) - £(8))ds = | AT =95 - s
0 0
uniformemente in [§, T]. Inoltre
d
AT( = $)f(1) = S (=T(t = )1 (1))

da cui
| AT = 900 = LT = 0 = 050 - T
Per il teorema 2.1.1,
T(e)f(t) — f(t) uniformemente in |0, 7'

ovvero

lim [ AT(t— ) f(s)ds = T() () — F(1) + /0 AT(t — )(f(s) — f(t))ds.

e—0 0

Dunque

limw,(t) = Um(T'(e) f(t — €) + /0 N AT(t — s)f(s)ds)

=TS0+ [ T =) = 1(0)ds (3.11)
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uniformemente su [, 7], con 6 > 0. Dunque u € C*(]0,T], X) in quanto limite uniforme
di funzioni continue e

wm:Tmﬂw+AT@—wﬂ@—ﬂmw.

Calcoliamo Au,(t). Per il lemma 0.1.3 si ha che

Ue = /0 _ET(t —8)f(s)ds € D(A)

e, analogamente ai calcoli precedenti, si ha che

Aug(t) = A /0 T = ) f(s)ds = /0 AT — 5)f(s)ds

=TS0~ TS0+ [ Tle=5)((s) ~ Fle)ds

0
Di qui, poiché V6 €]0, T}, u(t) converge uniformemente a u(t), si ha che u(t) € D(A) e

e—0

Au(t) = lim Au(t) = T(t) f(t) — f(¢) +/0 T(t—s)(f(s)— f(t))ds. (3.12)
Quindi per 0 <t < T, da (3.12) e (3.13) si ha che

u'(t) — Au(t) = f(t).

Segue che YVt €]0, 7], u é soluzione stretta di (PNO). Verifichiamo che u ¢ soluzione
stretta in [0, 7.

Au(t) = T(t)f(t) — f(t) + /O AT(t = s)(f(s) = f(t))ds,

da cui

[Au@)]| < N1 T@)f (@) = FONI + 1T @) f(0) = FO)]
+I[F0) = F@)l +/O AT (t = 5)(f(s) = f(t))]l ds.

Sia n > 0. Poiché f € C* e t — T(t) & continua in L£(X), segue che, per t < §(n)
opportuno 3C' > 0 tale che

IT@) (@) = FODI+IT@) ) = O +1170) = FOI < Ct* +n+1% < Cn+n+1.
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Inoltre dal teorema 3.1.1 , se h < d(n), 3C > 0 tale che

/ JAT( — 5)(f(s) — £(8))]| ds < / Clt— s|*ds < Cn.
0 0
Allora

fim Au(t) = 7))~ 1(0)+ [ AT (- 5)(f(s) — F())ds =0,

t—0

e quindi Au € C([0,T],X). Per0<e <t <T,

Passando al limite per € a 0 si ottiene che

ult) = /0 (Au(s) + f(s))ds.

Di qui
u'(0) = f(0),
ovvero u(t) ¢ soluzione di (PNO) V¢ € [0, 7. O
Osservazione 3.1.2. Sotto le stesse ipotesi, se ug € D(A), allora l'unica soluzione
stretta di /
{ U (t) = Au(t) + f(t) perte[0,T] (PNO)

u(0) = uy.
¢ t

u(t) = T(t)ug + / T(t—s)f(s)ds. (3.13)

0
Infatti, basta osservare che, dal teorema 3.0.5,
d

Il resto della dimostrazione ¢ analoga al caso di u(0) = 0.
Esempio 3.1.1. Siano X = BUC(R), D(A) ={ue X :uv' € X}
A:D(A) = X,
Au =’
A non ¢é settoriale perché dall’esempio 0.3.1, se Re(\) = 0, allora A ¢ p(A) e dunque non
esiste 0 €)%, 7] tale che Xy C p(A).
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Esempio 3.1.2. Siano X = L*(R"), D(A) = {u € L*(R") : Au € L*(R")} = H*(R") e
A:D(A) = X,

Au = Au.

Innanzitto osserviamo che il dominio é denso in X, perché lo spazio C§° é denso in
H?(R"). A & un operatore settoriale. Verifichiamo che, se A = pe? € C tale che § # 7,
allora A € p(A). Infatti, siano u € D(A) e f € L*. Allora

(A= A)u= f e A+ [E°)(Fu)E) = (FNIE).

Segue che
(FA(E) L (FHE
Fu)(€) = ~0S g = F LIS
PO =5 © Ot e
o e (FDO
A—A = F(—=£=20),
(A=A = P )
Inoltre
ot e, FNE | 1
0= 77 = | SRR < g 1 < 5 W
Di qui

p(A) D {\=pe? € C: 0 # 7}

Dunque il semigruppo
T(t): L*(R") — L*(R"),

T(t)f = F (e KHF())(©))

é un semigruppo analitico. Per la formula del semigruppo si veda I’esempio 2.1.4.
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