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Introduzione

Fibrati vettoriali e classi caratteristiche fanno la loro comparsa nella prima meta
del novecento, in parallelo alla volonta di sviluppare una teoria "duale" all’omologia e
all’omotopia, ponendo quindi le basi per la definizione di strumenti oggi ampiamente
usati nello studio delle varieta complesse, quali fasci e coomologia.

Introdotte nel 1935 dal matematico statunitense Hassler Whitney per lo studio di
fibrati reali su varieta differenziabili, le classi caratteristiche fanno il loro ingresso nella
geometria complessa con Shiing-Shen Chern, il quale estende al caso complesso l'idea
di associare ad un fibrato vettoriale una classe in coomologia sulla varieta in questione,
ora a coefficienti interi. In particolare, nel 1946 Chern ne da una definizione intrinseca,
che si basa sulla teoria delle connessioni e delle forme di curvatura sul fibrato complesso,
mostrando come questi oggetti permettono di decodificare importanti invarianti topo-
logici. Come esempio chiave e motivante possiamo portare la famosa caratteristica di
Eulero-Poincaré della varieta - nel caso in cui il fibrato in questione é il tangente, come si
evince dalla generalizzazione dovuta a Chern del Teorema di Gauss-Bonnet, che riporta
quindi anche il suo nome.

In questa tesi le classi di Chern vengono introdotte in un contesto algebro-geometrico,
seguendo l'approccio assiomatico proposto da Alexander Grothendieck, che nel 1958 pub-
blica La théorie des classes de Chern, in cui mostra come la teoria sviluppata preceden-
temente da Chern si puo costruire partendo da 4 assiomi, estendendola cosi in contesti
pit generali. Uno strumento chiave nel trattato di Grothendieck ¢ il principio di spezza-
mento, in virtu del quale il calcolo delle classi di Chern di un qualsiasi fibrato olomorfo
si riduce al caso lineare.

Queste classi caratteristiche ricoprono quindi un ruolo centrale nella geometria com-
plessa e algebrica, che si esprime in modo particolare nella generalizzazione dovuta a
Friedrich Hirzebruch del Teorema di Riemann-Roch. Nata nel 1857 dal lavoro di Bern-
hard Riemann sulle curve complesse, la formula di Riemann-Roch raggiunge la sua forma
definitiva per le curve nel 1865, grazie al lavoro dello studente Gustav Roch, diventando
poi un notevole strumento per lo studio dello spazio delle sezioni di un fibrato in rette.

La formula di Riemann-Roch viene successivamente estesa al caso delle superfici algebri-
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che, diventando uno strumento potentissimo nelle mani della scuola italiana di geometria
algebrica, capitanata da Guido Castelnuovo, Federigo Enriques, Francesco Severi e molti
altri. Nel 1954 Hirzebruch estende la formula a varieta complesse compatte di qualsiasi
dimensione e fibrati di qualsiasi rango, riscrivendola nei termini delle classi di Chern di
quest’ultimi. La potenza di questa versione del teorema risiede, tra le altre cose, nella
possibilita di ricavare in maniera semplice e diretta le versioni precedenti con semplici

manipolazioni algebriche.

Il primo capitolo della tesi é incentrato sullo studio di fibrati vettoriali olomorfi e divi-
sori su una varieta complessa, due strumenti base necessari all’introduzione del linguaggio
che useremo successivamente. Dopo aver dato le definizioni chiave, presenteremo le prin-
cipali costruzioni che si possono effettuare tra fibrati, soffermandoci poi sugli esempi piu
rilevanti, come il tangente e il canonico. Ci focalizzeremo poi sul caso lineare, studiando
i legami che intercorrono tra fibrati in rette e divisori, che nel corso della tesi verranno
trattati nel linguaggio di Cartier. In particolare, definiremo il gruppo di Picard di una
varieta complessa, mostrando come questo sia isomorfo al gruppo dei divisori nel caso
in cui la varieta presa in esame sia liscia e proiettiva. Il capitolo si conclude con la cele-
bre formula di aggiunzione, che ci permettera di studiare il canonico di un’ipersuperficie
liscia proiettiva e di ricavare, nel caso in cui questa ¢ una curva, il genere geometrico,

sfruttando la formula genere-grado che ne ¢ una diretta conseguenza.

Nel secondo capitolo, ci concentreremo invece sulla definizione vera e propria delle
classi di Chern, mostrando come queste soddisfino proprietd particolarmente utili per il
calcolo. Questo sara possibile non solo in virtu dei 4 assiomi, ma anche grazie al principio
di spezzamento, secondo cui ogni identita tra le classi di Chern di un fibrato si puo provare
assumendo che questo si scomponga in somma diretta di fibrati in rette. Mostreremo poi
il ruolo di questi strumenti nella generalizzazione di due importanti teoremi: il primo €
il teorema di Gauss-Bonnet-Chern, riscritto nei termini dell’'ultima classe di Chern del
tangente alla varieta, mentre il secondo ¢ il teorema di Hirzebruch-Riemann-Roch, in
cui sono centrali le nozioni di carattere di Chern e di classe di Todd. Vedremo quindi
alcuni esempi significativi, tra cui come applicare la formula di Gauss-Bonnet-Chern per
calcolare la caratteristica di Eulero di una quintica liscia in ]P’4, o come ricavare dalla

formula di Hirzebruch-Riemann-Roch le versioni classiche per curve e superfici.

Nel terzo e ultimo capitolo andremo ad affrontare alcune applicazioni della teoria
sviluppata nel resto della tesi. In particolare vedremo come un semplice conto di classi
di Chern porti a ricavare quasi immediatamente un classico risultato della geometria
algebrica: determinare il numero di rette contenute in una superficie cubica liscia e
proiettiva. La risposta nasce dal lavoro di Cayley e Salmon, che nel 1849 fissano a 27 il

numero di rette proiettive che soddisfano questa proprieta. La dimostrazione originale, e
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le numerose iterazioni successive, hanno spesso come strategia una raffinata analisi della
geometria delle superfici in questione. La teoria delle classi di Chern ha il merito di
rendere il conto limpido ed efficiente, mostrando tutta la potenza di tali strumenti.

In conclusione, questa tesi si propone di introdurre la teoria delle classi di Chern,
evidenziando la potenza di questi strumenti nel mondo della geometria algebrica, in
modo particolare nei calcoli e nelle applicazioni.
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Capitolo 1
Fibrati vettoriali e Divisori

In questo primo capitolo presentiamo due nozioni centrali nel campo della geometria
complessa, quali fibrati vettoriali olomorfi e divisori su una varieta X. In queste prime
pagine adottiamo un linguaggio puramente complesso, lavorando, quindi, in categoria
analitica. Tuttavia, nel caso proiettivo useremo tutti gli strumenti propri del mondo
algebrico, appellandoci alla corrispondenza GAGA - Géometrie Algébrique et Géométrie
Analytique, di Serre (vedi [Per09], Sezione 1.3.4), secondo cui ogni varieta analitica pro-
iettiva € algebrica. Questo risultato ci permette quindi di parlare di fibrati algebrici, e
di rimpiazzare i termini olomorfo e meromorfo rispettivamente con regolare e razionale.

Prima di addentrarci nel vivo della questione, ricordiamo che se X ¢ una varieta
complessa, denotiamo con Ox il fascio delle funzioni olomorfe su X, spesso chiamato
fascio di struttura. In particolare, questo ¢ un fascio di anelli su X, dal momento che

per ogni aperto U C X si ha che
Ox(U)={f:U— C| f ¢ olomorfa},

é un anello. Inoltre, denotiamo con M il fascio delle funzioni meromorfe su X, osser-
vando che se X @& connessa, su ogni aperto U C X si ha che M (U) ¢ il campo delle
frazioni di Ox(U). Ovviamente vale Ox C Mx.

1.1 Fibrati vettoriali olomorfi

L’obiettivo di questa sezione & quello di presentare la nozione di fibrato vettoriale
olomorfo su una varieta complessa, che nel corso della trattazione verra considerata
sempre compatta. Dopo aver dato le principali definizioni, presentiamo gli esempi pit

rilevanti e studiamo le pit importanti costruzioni che si possono effettuare tra fibrati.
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Definizione 1.1.1. Sia X una varietad complessa. Un fibrato vettoriale olomorfo di rango
k su X é il dato di una varietd complessa £ e di una mappa olomorfa 7 : £ — X, detta

proiezione, tale per cui:

1. per ogni z € X, la fibra &, := 7~ () & uno spazio vettoriale su C di dimensione k;

2. esiste un ricoprimento aperto U = {U;},c; di X e una famiglia di biolomorfismi
{;}Yier, ove ¥ : N (U;) = U; x CF ¢ detta trivializzazione, tale che per ogni x € U,
si abbia ;¢ &, = C* isomorfismo di C—spazi vettoriali. Questo € equivalente a

dire che il seguente diagramma

7T_1(Ui) v > Uz X(Ck

N T

%

é commutativo, ove p indica la proiezione canonica.

Un fibrato vettoriale olomorfo di rango 1 su X si dice fibrato in rette.

Osservazione 1.1.2. Sia m : &€ — X un fibrato vettoriale olomorfo di rango k su una
varieta complessa X e sia U = {U,};c; un ricoprimento aperto di X. Osserviamo che,
nei termini della precedente definizione, per ogni 4, j € I tali che U;; :=U;NnU; # @ la

mappa olomorfa
i 2 U — GL,(C),

detta funzione di transizione, é tale per cui
. -1 Lk k
%‘j(f) = (1 0 %‘ )z,—):C" —C
¢ C—lineare per ogni x € U;;, e per ogni 4, j, k € I tali che U, :=U;nU; NU, # @ si ha

In particolare, la famiglia {(U;, 1;;)} € detta cociclo e determina univocamente un fibrato

vettoriale olomorfo su X.

Definizione 1.1.3. Siano 77¢ : &€ — X e nr : F — X fibrati vettoriali olomorfi su

X. Un morfismo di fibrati vettoriali ¢ una mappa olomorfa ¢ : £ — F tale che:
L. mrop =mg;

2. g, + & — F, ¢ lineare per ogni x € X.



1.1 Fibrati vettoriali olomorfi 3

In particolare, £ e F si dicono isomorfi se esiste ¢ : &€ — F morfismo di fibrati
vettoriali invertibile (per cui si ha un isomorfismo di spazi vettoriali ¢, : £, = F, per
ogni z € X).

Definizione 1.1.4. Sia 7w : £ — X un fibrato vettoriale su una varietd complessa X.
Una sezione olomorfa di £ ¢ una mappa olomorfa s : X — & tale che m o s = idy.
L’insieme delle sezioni olomorfe di £ si denota con H 0(X , &), gruppo di coomologia del

fibrato £ che, in particolare, ha una struttura di C—spazio vettoriale.

Definizione 1.1.5. Sia f : Y — X una mappa olomorfa tra varieta complesse e sia £

un fibrato vettoriale olomorfo su X definito dal cociclo {(U;,;)}. Il pull-back f*& di €
¢ il fibrato vettoriale olomorfo su Y dato dal cociclo {(f~"(U;), ¥y 0 f)}. In particolare,
se Y ¢ una sottovarieta complessa di X e 7 :Y — X ¢ l'inclusione, allora &}y := itE e

la restrizione di £ ad Y.

Osservazione 1.1.6. Osserviamo che il pull-back f*€ ¢ il fibrato vettoriale su Y dato da

frE={(y,e) e Y xE | n(e) = f(y)}

e dall’'ovvia proiezione sulla prima componente f 7 (y,e) = y.

e £
L
y L3 x

In questi termini, sopra ogni punto y € Y si ha f*é'y = Ep(y)-
Osservazione 1.1.7. Presentiamo le principali costruzioni che si possono realizzare tra

fibrati. Siano quindi 7¢ : &€ — X e nx ¢+ F — X fibrati vettoriali olomorfi di rango

rispettivamente k e r su una varieta complessa X, determinati rispettivamente dai cocicli

{(Ui>¢ij)} € {(Uulb;j)}

1. La somma diretta £ ® F ¢ il fibrato vettoriale olomorfo di rango k£ + r la cui fibra
(€ ® F), ¢ isomorfa a £, ® F, ed & determinato dal cociclo {(U;, ¢;; @ w;])}, ove

per ogni x € Uj; si intende

(vi; ® 7%)(1‘) = (%](x) ’ )

0 wlj(:c)

2. 1l prodotto tensoriale £ ® F ¢ il fibrato vettoriale olomorfo di rango kr la cui fibra
(€ ® F), ¢ isomorfa a £, ® F, ed & determinato dal cociclo {(U;, ¢;; ® w;j)}, ove
per ogni x € Uyj, ¢;(x) ® w;j(x) indica il prodotto di Kronecker tra matrici.
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3. La i-esima potenza esterna /\z & ¢ il fibrato vettoriale olomorfo di rango (’f) la cui
fibra ¢ isomorfa a A\'&,, che rappresenta lo spazio vettoriale complesso costituito
dal prodotto esterno di i vettori in £,. In particolare si definisce il fibrato in rette
determinante di € come det(&) := /\k(é’), determinato dal cociclo {(U;, det(1;;))}.

4. La i-esima potenza simmetrica SymiE ¢ il fibrato vettoriale olomorfo di rango
(k+2_1> la cui fibra ¢ isomorfa a Sym'&,, che rappresenta lo spazio vettoriale

complesso costituito dal prodotto simmetrico di 7 vettori in &,.

5. 11 duale £ ¢ il fibrato vettoriale olomorfo di rango k la cui fibra (£), & isomorfa
a &, ed & determinato dal cociclo {(U;, (Q/J;I)T)}

6. Se per ogni x € U;; si ha che la matrice w;j(x) ¢ della forma

o () = (%m " )

0 ¢ij(a7)
allora £ ¢ un sottofibrato olomorfo di F, per cui si ha €& C F.

7. Se

é una successione esatta corta di fibrati olomorfi su X, ossia se f : &€ — F si ha

Ker(f) =0, Coker(f) =G, allora

det(F) = det(&) det(G).

Studiamo ora il caso proiettivo. Nel seguito, identifichiamo P" con il proiettificato di

uno spazio vettoriale complesso V' di dimensione n + 1, nello specifico
P"=P(V)={¢cV |dim(¢) =1}.

Su P" si definisce in maniera naturale un sottofibrato di rango 1 del fibrato banale

P" x (Cn+l, come si evince nella seguente
Proposizione 1.1.8. Sia X = P". L’insieme
Opn(=1) := {({,2) e P"xC""' |z € ¢} cP" xC™!

& un fibrato in rette su P", detto fibrato tautologico.
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Dimostrazione. La proiezione 7 : Opn(—1) — P" ¢ data dalla banale proiezione sulla
prima componente (£, x) +~ ¢: notiamo che la fibra 7T_1(€) é naturalmente isomorfa a
{, che parametrizza una retta in C"+1, per cui & isomorfa a C. Consideriamo, ora, il
ricoprimento standard {U; };eo..ny di P* e studiamo la trivializzazione di Op»(—1) sopra
ogni U; = {[zg 2y ... 2,] € P" | 2, # 0}. Questa & data da ; : 7 (U;) = U, x C,

(b,z) w (L,x;), ove £ = [zg:...: x,]. Infine, le mappe di transizione 1);;(¢) : C — C
sono date da w — = - w. Il fibrato Opn(—1) & quindi definito dal cociclo {(U;, =)}.
CC]' .Z’j
O]

Questo esempio é particolarmente importante, poiché ci permette di definire tutti i

fibrati in rette su P". Diamo quindi la seguente

Definizione 1.1.9. Sia X = P". Si definisce il fibrato in rette iperpiano Opn(1) come il
duale Opn(—=1)" di Opn(—=1). Inoltre definiamo:

1. per k> 0, Opn(k) 1= Opn(1)% = Opn(1) ® ... ® Opn(1) k volte:
2. per k <0, Opn(k) := Opn(=k)";
3. per k =0, Op» ¢ il fibrato in rette banale P" x C.

In particolare, se X & una varietd liscia proiettiva e i : X — P" ¢ D'inclusione,
definiamo su X il fibrato in rette Oy (k) := i Opn(k), con k € Z. Questo fibrato &

quindi dato dalla restrizione Opn (k)| x.

Osservazione 1.1.10. Osserviamo che se ¢ : &€ — F & un morfismo di fibrati su X,
il nucleo Ker(p) non & necessariamente un fibrato su X. Vediamo un controesempio
su PEzo:xl]' Consideriamo il morfismo ¢ : Opr — Op1(1) dato da ¢ = xy e studiamo
K, := Ker{e(p) : C — C | p=[xg:2,] € P'}. In particolare, se z, # 0, allora K,
¢ banale, mentre se x5 = 0 si ha K, = C, per cui Ker(y) non ¢ un fibrato su IP’l, dal
momento che la dimensione di K, come C— spazio vettoriale non ¢ costante al variare di

p. Nello specifico, Ker(p) ¢ un fascio grattacielo su X.

Osservazione 1.1.11. Dall’Osservazione si ha che, per ogni d € Z, il fibrato in rette
Opn(d) ¢ rappresentato dal cociclo {(U;, %)}Z=On
J

Osservazione 1.1.12. La fibra di © : Opn(1) — P" sopra ¢ € P" ¢ isomorfa a (",

pertanto le coordinate lineari x,...,x, formano una base di H O(IP”,(’)Pn(l)), che ¢
quindi lo spazio vettoriale C [y, ..., z,]; dei polinomi omogenei di grado 1. In generale
si ha:

o se k=0, H(P",Op(k)) = Clzp, ..., 2010
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o se k<0, H(P", Op(k)) = 0.

Osservazione 1.1.13. Linclusione Opn(—1) € P" x C"*', ci permette di definire il fibrato
quoziente Qpn su P, dato dall’esattezza della sequenza

n+1

0— Opn(—l) —s P" x (Cn+1 = @Opn — Opn — 0,

detta successione tautologica. In particolare, tensorizzando la successione con Opn (1) si

ottiene
n+1

0 — Opn — (H Opn(1) — Qpn ® Opn (1) — 0,
detta successione di Eulero, che, come osserveremo, ci permette di studiare il fibrato

tangente su P".

La trattazione su P" si puo, in un certo senso, generalizzare al caso delle Grassman-
niane
Gr(k,n) ={W cV | dim(W) = k},
ove V' ¢& uno spazio vettoriale complesso di dimensione n. Queste definiscono varieta
proiettive di dimensione k(n— k), e osserviamo che nel caso k = 1 si ha Gr(1,n) := P" .
In particolare, sulla Grassmanniana Gr(k,n) si definisce in maniera naturale il fibrato

di rango k
Sarthn) = {(W,z) € Gr(k,n) x C" | x € W} ¢ Gr(k,n) x C",

il quale sopra ogni punto [WW] € Gr(k,n) presenta lo spazio vettoriale W stesso, esten-
dendo, cosi, la nozione di tautologico studiato su P". Allo stesso modo, si definisce il
fibrato quoziente Qg (x,n) (Per i dettagli, vedi [EH16|, Sezione 3.2.3).

Procediamo con la definizione di due fibrati vettoriali particolarmente rilevanti nel-
lo studio delle varieta complesse. Nel seguito sia X una varieta liscia complessa di

dimensione n e sia {(U;, ¢;)};er atlante olomorfo di X.

Definizione 1.1.14. Il fibrato tangente di X é il fibrato vettoriale olomorfo 7 di rango
n descritto dal cociclo {(U;, J(gi;) © ¢;)}-

Osservazione 1.1.15. 1l fibrato tangente di X si puo anche descrivere come

Tx = | {2} x T.X,

reX

ove T, X ¢ lo spazio tangente ad x € X, dotato della naturale proiezione
7m:Tx — X, (z,v) > .

Nel corso della tesi, vediamo come questo, in generale, non sia banale.
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Osservazione 1.1.16. Riprendendo 1’Osservazione [1.1.13] si dimostra che su P" il fibrato
tangente Tpn & isomorfo a Opn (1) ® Qpr (per i dettagli, vedi [Huy05], Proposizione 2.2.4),
per cui la successione di Eulero si scrive

n+1

0— Opn — @Opn(l) —>7?p>n — 0.

Allo stesso modo, per la Grassmanniana Gr(k,n) si ha Tgy(xn) = Sér(kvn) ® Qe(kn) (vedi
[EH16], Sezione 3.2.4).

Definizione 1.1.17. Il fibrato cotangente Q2x ¢ il duale di Tx. Il fibrato delle k—forme
olomorfe su X & Q];} = /\k Qx. In particolare si chiama fibrato canonico il fibrato in
rette Ky := det(Qx) = QY.

Osservazione 1.1.18. Se Y C X ¢ una sottovarieta complessa liscia, si ha Ty C Ty y: il
conucleo di questa inclusione ¢ un fibrato vettoriale olomorfo su Y, detto fibrato normale

di Y in X e denotato con Ny, x. Pertanto si ha l'esattezza della successione
0— Ty — Txjy — Ny;x — 0,

detta successione normale.

1.2 Gruppo di Picard e Divisori

Questa sezione si propone di mostrare il legame che intercorre tra la nozione di fibrato
in rette e quella di divisore su una varietd. In particolare, vediamo come i due concetti

siano del tutto equivalenti nel caso proiettivo. Iniziamo, quindi, dando la seguente

Definizione 1.2.1. Sia X una varieta complessa. Definiamo con
Pic(X) := {£ | £ ¢ un fibrato in rette su X}/ =
I'insieme delle classi di isomorfismo di fibrati in rette su X.

Proposizione 1.2.2. Per ogni varieta complessa X, (Pic(X), ®), con elemento neutro

dato da Ox, € un gruppo abeliano, detto gruppo di Picard di X.

Dimostrazione. La chiusura rispetto al prodotto tensoriale é ovvia, essendo £; ® L,
fibrato in rette su X per ogni £;,L, € Pic(X). L’associativitd deriva direttamente
dalle proprieta del prodotto tensoriale tra moduli su un anello commutativo, essendo in
particolare £ € Pic(X) un Ox—modulo di rango 1. Infine, osserviamo che l'inverso &
dato dal duale: si ha, infatti, £L® £ = Homp, (£, L) = Ox.

]
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Osservazione 1.2.3. La rappresentazione dei fibrati in rette in termini dei propri coci-
cli conferisce al gruppo di Picard Pic(X) una descrizione puramente coomologica, che si
esprime al meglio attraverso la coomologia di Cech (vedi [Huy05|, Appendice B). In parti-
colare, si associa ad una trivializzazione del fibrato £ € Pic(X) un rappresentante di una
classe in H 1(X . O%), il quale, almeno nel caso in cui X ¢ una varieta complessa, coincide
con il gruppo di coomologia H' (X, O%): si dimostra, cosi, che Pic(X) = H' (X, 0%).

Osservazione 1.2.4. Un modo efficiente per studiare il gruppo di Picard nel caso di una

varietd proiettiva € attraverso la successione esponenziale di fasci
*
0—Z— O0Ox — Oy — 0,

< 1se . Do . . * o
dove la mappa Z — Oy ¢ l'inclusione, per cui € iniettiva, mentre Oy — Oy é data
dall’esponenziale f +— ¢ ™/ od & suriettiva. La successione ¢, quindi, esatta e passa alla

successione esatta lunga in coomologia
. — H'(X,Z) — H'(X,0y) — H'(X,0%) = Pic(X) — H(X,Z) — ...,

che ci permette di calcolare Pic(X) studiando H'(X,Z) e H' (X, Ox) per i = 1,2.

Nello studio dei fibrati in rette su una varieta liscia proiettiva X, in particolare della

loro coomologia, ricopre un importante ruolo la nozione di ampiezza.

Definizione 1.2.5. Un fibrato in rette £ € Pic(X) si dice molto ampio se, presa una

base {sg,..., Sy} di HO(X, L), per un certo m € N, esiste un’immersione chiusa

0 X — P x> [so(z) ... s,(2)]
ale che pm = L, e si dice ampio se esiste k € N tale per cui sia molto ampio.
tale che prOpm (1) = £, e si di ' iste k € N tal i £2" sia molt i

In particolare, su P" queste immersioni sono tutte mappe di Veronese, e si dimostra,

quindi, che i fibrati in rette Opn(d) con d > 0 sono molto ampi.

Esempio 1.2.6. Consideriamo su ]P’Ew ..z, il fibrato in rette Op1(2), e vediamo come que-
sto sia molto ampio. Una base di H'(P', Op1(2)) ¢ data da {x}, 2oz, 27} e I'immersione

indotta dal fibrato in questione ¢ quindi la Veronese

1 2

2 2
vig PP — P [wO:xl]H[xO:xoxIle].

Enunciamo, quindi, un risultato centrale nel calcolo dei gruppi di coomologia dei

fibrati in rette nel caso proiettivo, di cui vediamo, poi, un’applicazione.

Teorema 1.2.7 (Annullamento di Kodaira). Sia X una varieta liscia proiettiva di di-
mensione n e sia £ € Pic(X) un fibrato in rette ampio. Allora H' (X, L ® Kx) = 0 per
ogni 1 > 0.
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Esempio 1.2.8. Consideriamo P". Per il Teoremasi ha H'(P",Opn) = H*(P", Opn) =
0: infatti, essendo Opn(n+ 1) un fibrato in rette ampio, si ha H' (P", Opr(n+1) ® Kpn ) =
H'(P",Opn) = 0 per i = 1,2, dove usiamo il fatto che Kpn = Opn(—n — 1), che dimo-
streremo in . Inoltre HZ(IP’TL, Z) = 7Z. Per cui si ha un isomorfismo Pic(P") = Z e,
quindi, ogni fibrato in rette su P" ¢ della forma Opn(d) con d € Z.

Riportiamo nel seguito un altro importante strumento nello studio dei fibrati vetto-

riali algebrici, ossia la Dualita di Serre.

Teorema 1.2.9 (Dualita di Serre). Sia X una varieta liscia proiettiva di dimensione n
e sia £ un fibrato vettoriale olomorfo su X. Allora H' (X, ) = H" (X, Kx ® £")".

Procediamo introducendo la nozione di divisore su una varieta complessa, seguendo

I’approccio di Cartier.

Definizione 1.2.10. Un divisore di Cartier D su X € una sezione globale del fascio
M5 [O%, per cui D € H*(X, M [O%).

Osservazione 1.2.11. Preso un ricoprimento aperto U = {U,;}ie; di X, un divisore di
Cartier D si rappresenta localmente su ogni aperto U; come luogo degli zeri e dei poli di
una funzione meromorfa non nulla f; € H O(Ui, MY). Per definire globalmente il divisore

D sulla varieta X, le funzioni f; e f; devono essere compatibili sulle intersezioni U;;, nel

senso che si deve avere % e H O(Uij, O%) In questi termini, nel seguito denoteremo un

divisore di Cartier come D = {(Us, i) Yier-

Consideriamo ora la successione esatta corta di fasci
0 — Ok — Mx — Mx[Ox — 0,

che induce la successione esatta in coomologia

L — HY(X, M) — H(X,M%]O%) — H'(X,0%) = Pic(X) — ...,
da cui subito emerge un legame con il gruppo di Picard della varieta X.
Proposizione 1.2.12. Esiste un omomorfismo di gruppi

H(X, M} [O%) — Pic(X), D~ Ox(D).

Dimostrazione. Sia D = {(U;, f;)}ies divisore di Cartier su X e siat;; := ;—; e H (U;;, 0O%).

. . -1 . N
Osserviamo che oy = idy,, ¥y = ¥y € Yy 0 Py 0y = idy,,,, cloe {v:;}i jer rappresenta

un 1—cociclo, ossia un rappresentante di una classe di H ! (X, O%) che definisce un fibrato

YR

in rette su X, che denotiamo con Ox (D). ]
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Osservazione 1.2.13. Se D, Dy sono due divisori di Cartier dati rispettivamente da
{(U;, 1)} e {(U;, ¢:)}, il divisore Dy + Dy corrisponde a {f; - g;}, ossia Ox(D; + Ds) =
Ox(D;) ® Ox(D,). Ovviamente Ox(0) = Ox ¢ il fibrato in rette triviale, per cui
Ox(=D) = Ox(D)".

Definizione 1.2.14. Un divisore di Cartier D si dice principale se D € Im(H" (X, M%)).

Osservazione 1.2.15. Un divisore di Cartier principale D ¢ globalmente il luogo degli zeri
e dei poli di una funzione meromorfa non nulla f € MX: nella notazione di cui sopra si
ha, pertanto, D := div(f) = {(U;, f) }ier.
Definizione 1.2.16. Due divisori di Cartier Dy, D, si dicono linearmente equivalenti, e
si scrive Dy ~ Dy, se D — D, ¢ principale. Poniamo con
_ H(X, M%/0%)

Im(H(X, M%))

I'insieme delle classi di lineare equivalenza dei divisori su X, che ha una struttura di

Car(X) :

gruppo abeliano.

Proposizione 1.2.17. Due divisori di Cartier su X sono linearmente equivalenti se e

solo se i fibrati in rette su X ad essi associati sono isomorfi.

Dimostrazione. Siano Dy = {(U;, f;)} e Dy = {(U;, g;)} due divisori di Cartier su X, i

quali, a meno di raffinare gli aperti, li possiamo definire sullo stesso ricoprimento aperto

U = {U;}ier di X. Essendo D, e D, linearmente equivalenti per ipotesi, per ogni i € [

si ha f; = f -+ g;, con f meromorfa su X. Ma allora i corrispondenti fibrati, determinati

rispettivamente dai cocicli {(U;, ;—;)} e {(U;, z—;)}, sono in realta lo stesso, dal momento
fi — f9 _ g9

che F T e T D’altra parte, preso £ € Pic(X) e considerate per ogni i € I due
J J J
sezioni f; € H'(U,, L) e g; € H(U;, L), su ogni aperto U si ha che g— ¢ una funzione

meromorfa. Queste funzioni, in particolare, coincidono su ogni intersezione U;;, per

YE

cui definiscono globalmente una funzione meromorfa su X, da cui la tesi ponendo con
D, ={(U;, f;)} e Dy = {(U;, g;)} i divisori in questione.

O

La proposizione[1.2.17|mostra che il morfismo di gruppi H(X, M% /0% ) — Pic(X)

¢ ben definito sulle classi di lineare equivalenza, per cui questo passa al quoziente, dando

origine ad un morfismo tra Car(X) e Pic(X).

H (X, M%|0%)) ——— Pic(X)

Car(X)
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In particolare, osserviamo che D € Car(X) ¢ principale se e solo se Ox(D) = Oy, da
cui si evince che il morfismo tra Car(X) e Pic(X) ¢ iniettivo. In particolare, nel caso in
cui X & proiettiva il morfismo & anche suriettivo, per cui si ha Car(X) = Pic(X) (vedi
[Huy05], Corollario 5.3.7). In questi termini, nel caso proiettivo le nozioni di fibrato in

rette e divisore sono interscambiabili.

Osservazione 1.2.18. Car(P") = Pic(P") = Z. In particolare, al fibrato Opn (1), definito
dal cociclo {(U;, =+)}, si associa il divisore descritto da un elemento di H(P", Opn (1)) =
Clzg, .- xnly, cirle corrisponde, quindi, ad un iperpiano H in P". Allo stesso mo-
do, al fibrato Opn(d) si associa lipersuperficie liscia in P" tagliata da una sezione di
HO(IP’n, Opn(d)) = Clxg,...,2z,];: in particolare, questa rappresenta un divisore su P"
che ¢ linearmente equivalente a dH. Infatti, poniamo con D = V(f;) 'ipersuperficie
in questione, ove f; polinomio omogeneo di grado d. Considerando H = V(z;) si ha
D —dH = div(f), con f = i—i razionale su tutto P", per cui D ~ dH. A questo punto,
si definisce la mappa ’
deg : Car(P") — Z

che associa ad ogni divisore D su P" l'intero d nel senso di cui sopra. In particolare,
il grado d si puo pensare come il numero dei punti, contati con molteplicita, in cui
'ipersuperficie interseca n — 1 iperpiani in P". A questo punto, essendo deg(H) = 1, si

ha Car(P") = Z, per cui & un gruppo ciclico generato da H, detta classe iperpiana di P".

Esempio 1.2.19. Sia X = P". Consideriamo il divisore D = {(U,, fi)}i=0...n, con
d

fi= e 11 T Le funzioni v;; = % regolari su U;; rappresentano il fibrato in rette
i—1Ti+1°"" Ty ;

Opn(d). Ragionando a meno di lineare equivalenza, su P" possiamo sempre considerare

il divisore iperpiano dH, associato quindi al fibrato in rette Opn (d).

Vediamo ora com’é fatto il divisore associato al fibrato in rette canonico Ky. Consi-
deriamo U = {U,},c; ricoprimento aperto di X tale che su ogni aperto U; ci sia una base
di coordinate locali {z,...,z,}, n = dim(X). Sappiamo che una n—forma meromorfa
w si definisce globalmente su X tramite incollamenti di n—forme che localmente, su ogni
U;, si scrive w; = f; doy Adag A ... Adz, con f; € H'(U;, My). 11 divisore associato a

w ¢, nel linguaggio di Cartier, {(U;, f;) }ier-

Esempio 1.2.20. Sia X = P[lzole], e sia U = {Uy,U;} ricoprimento standard di P'.

Considero la 1—forma w = dx su U, = C,, nella coordinata locale x = i La mappa di
transizione é data da x — i =: y: nella carta U; = C,, w si scrive w = —y%dy, avente un
polo di ordine 2 in 0. Il divisore associato a w €, quindi, linearmente equivalente a —2H,
il quale ¢ associato al fibrato in rette Op1(—2). In particolare, ’esempio evidenzia che il

tangente Tpr = Op1(2) su P' non ¢ banale. In generale, ragionando allo stesso modo, su
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P" si ha Kpn = Opn(—n — 1) e si ha H(P",Kpn) = 0, risultato che suggerisce che non
esistono forme di volume regolari su P": come nel caso n = 1, attraverso il cambio di

carta la forma diventa razionale, presentando un polo di ordine n + 1.

Enunciamo quindi la formula d’aggiunzione, che ci permette di calcolare il canonico
di una sottovarieta.

Proposizione 1.2.21. Sia Y C X wuna sottovarieta complessa liscia. Si ha
Ky = Kxjy ® det(Nyx),
detta formula d’aggiunzione.
Dimostrazione. Dualizzando la successione normale
0— Ty —’TX|Y —’NY/X — 0,

si ottiene

0 _)NE\’//X — Qxy — Oy — 0,

da cui, passando ai determinanti come nell’Osservazione si ha
’Cx|y = ICY ® det(Ny\///X),
da cui la tesi. N

Esempio 1.2.22. Sia X C P" ipersuperficie irriducibile di grado d. Essendo X tagliata
da un elemento di H(P", Opn(d)), si ha Ny pr = Ox(d). Considerando la successione
normale

0— Tx —’ﬁmx — Ox(d) — 0

e il procedimento nella dimostrazione della formula di aggiunzione, si ha
Kpnix =2 Kx ® Ox(=d).
Tensorizzando ambo i membri con Ox(d) si ottiene
Kpnix ® Ox(d) = Kx,
o meglio, se i : X — P" ¢ l'inclusione,
Ky =i (Kpn®Opn(d)) = i (Opn (—n=1)®Opn (d)) = i* (Opn(=n—1+d)) = Ox(d—n—1).

Questo risultato evidenzia, in particolare, che su X esistono forme di volume regolari se
esolosed—n—-12=0.
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Esempio 1.2.23. Calcoliamo il genere g di una quartica liscia X in P*. Dalla formula di
aggiunzione, si ha Ky = Ox(4 —2~-1) = Ox(1) = Op2(1),x. In particolare, essendo la
quartica liscia, nessuna sezione di Op2(1) si annulla su X, per cui per calcolare il genere
g basta studiare H(P*, Op2(1)) = C [z, 71, 22],, da cui g = 3.

Esempio 1.2.24. Se X é una cubica liscia in IP’2, allora il genere di X é g = 1: infatti, per
la formula di aggiunzione, si ha Kx = Ox(3=2-1) = Oy, dacui g = dimcH" (X, Ox) =

1, ossia X € un toro.

Esempio 1.2.25. Anche una quartica liscia X in P’ ha il canonico banale, essendo
4 —3 -1 = 0. In particolare, superifici lisce proiettive che soddisfano questa proprieta si

chiamano superfici K3.

Osservazione 1.2.26. Nel caso di curve lisce X C ]P’2, dalla formula di aggiunzione si
ricava la celebre formula genere-grado, secondo cui se d ¢ il grado della curva, allora il

genere €
(d—1)(d-2)
9= 5 .

Infatti, in questi termini, per aggiunzione il canonico di X ¢ Ky = Ox(d — 3), da cui

(d—3+2)= (d=1)(d-2)

g = dim H (X, Ox(d - 3)) = dim C [z, 71, 2215 =

2 2
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Capitolo 2

Classi caratteristiche di Chern

Questo capitolo ¢ incentrato sullo studio delle classi di Chern, un particolare tipo
di classi coomologiche centrali nella geometria algebrica, che permettono di codificare
importanti invarianti geometrici, come la caratteristica topologica di Eulero di una va-
rieta e di un fibrato su di essa. Enunceremo il teorema di Hirzebruch-Riemann-Roch,
una generalizzazione del teorema di Riemann-Roch proposta da Friedrich Hirzebruch nel

1954, e vedremo come ricavare da questo le versioni classiche per curve e superfici.

2.1 Le classi di Chern e il principio di spezzamento

Nel primo capitolo abbiamo presentato la successione esponenziale
0—Z— Ox — Oy — 0

come un notevole strumento per il calcolo del gruppo di Picard di una varieta X.

Passando alla successione lunga in coomologia
.— H'(X,Z) — H'(X,0yx) — H'(X,0%) = Pic(X) — H(X,Z) — ...,
possiamo dare la seguente
Definizione 2.1.1. L’'immagine ¢;(£) tramite il morfismo di connessione
¢, : Pic(X) — H(X,Z)
si chiama prima classe di Chern di L.

Osservazione 2.1.2. Nel primo capitolo, in particolare nell’Esempio|l.2.18, abbiamo visto
Pic(P") = Car(P") = Z, per cui, preso un divisore D su P" di grado d, possiamo

pensare ¢;(Opn (D)) come dH e in particolare la classe iperpiana H = ¢;(Opn(1)) come

15
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generatore di H>(P",Z). In questi termini, ¢ chiaro che ¢;(Opn) = 0, essendo Opn =
Op(d) ® O[pm(—d), d € Z.

Osservazione 2.1.3. Se X & una curva liscia proiettiva, allora H*(X,0x) = 0e H*(X,Z) =

Z: la mappa ¢; : Pic(X) — Z associa, cosi, ad un divisore D sulla curva il suo grado.

La nozione di classe di Chern si estende a fibrati vettoriali di qualsiasi rango su una
varietda X. Nel seguito ne diamo una definizione assiomatica - sicuramente vantaggiosa

per il calcolo, enunciandone le 4 proprieta fondamentali.

Definizione 2.1.4. Sia X una varieta liscia proiettiva di dimensione nesianw : & — X
un fibrato vettoriale di rango k. Si definiscono le classi di Chern ¢;(€) € H*(X,Z) e
la classe totale di Chern ¢(€) = ), ¢;(€) come classi in coomologia che soddisfano le

seguenti proprieta:

1. (&) =1;
2. (naturalita) se f : Y — X ¢ continua, allora ¢,(f*&) = f*¢,(€) per ogni r;

3. (formula di Whitney) se 0 = F = & —» G — 0 & una successione esatta di fibrati
su X, allora ¢(&) = ¢(F)c(G);

4. ¢(Opn(1)) =1+ H, ove H ¢ la classe iperpiana di P".

Osservazione 2.1.5. In particolare, la formula di Whitney afferma che se un fibrato £ si
scrive come somma diretta di 2 fibrati £ = F @ G, allora ¢(£) = ¢(F)c(G). Iterando la
formula, se E =& @ ...®¢&,, con & fibrato su X per ogni 7, si ha ¢(&) = ¢(&;)...c(E,).

Osservazione 2.1.6. Osserviamo che se £ ¢ un fibrato su X varieta liscia proiettiva di

dimensione n, allora ¢;(€) = 0 per ogni i > n, essendo in questo caso H>(X,Z) = 0.

Uno strumento fondamentale per il calcolo delle classi di Chern di un qualsiasi fibrato
vettoriale £ su una varieta X é il principio di spezzamento, grazie al quale é possibile
ridurre la teoria al caso di fibrati in rette, esplicando la classe totale di Chern ¢(&) nei
termini delle radici di Chern, che andiamo, quindi, a definire. A tal fine, introduciamo

la tecnica di proiettivizzazione di un fibrato vettoriale.

Definizione 2.1.7. Sia p : &€ — X un fibrato vettoriale di rango k definito dalle
mappe di transizione ;; : U;; — GLy(C). La proiettivizzazione di £ ¢ il fibrato
vettoriale 7 : P(£) — X tale che:

1. per ogni x € X si ha 7 '(z) = P(E,);
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2. le funzioni di transizione

Ui 1 Uy — PG L, (C),
ove PGL,(C) := GL;(C)/{matrici scalari}, sono indotte da ;.

In questi termini, un punto di P(€) ¢ una coppia (x, ¥, ) - che nel seguito denotiamo

semplicemente con ¢,, con £, retta in &,,

Come nel caso di P", su P(€) si puo definire il fibrato in rette tautologico
Se 1= Ope)(—1) = {(l,v) e P(E) X E | v € L},

in cui la fibra sopra ogni punto ¢ ¢, € P(£) e consiste di tutti i punti della retta £,.
Osserviamo che se v € /,, allora w({,;) = p(v), cioé¢ Sg & un sottofibrato del pull-back
7*&. Infine, definiamo il fibrato quoziente Qg attraverso l'esattezza della successione
tautologica

O—>Sg—>7r*5—>Q5—>O.

Consideriamo ora un fibrato vettoriale p : £ — X di rango k. Il nostro obiettivo
¢ quello di costruire una varieta F1(£), che chiameremo varieta di spezzamento, e una
mappa o : FI(£) — X tale che il pull-back di £ a FI(£) ammette una filtrazione di
sottofibrati vettoriali di ¢ &

0=50C€1C...Cgk=0*g,

con &;/&;_; fibrato in rette di rango 1 su FI(&).

Procediamo per gradi:
e Se £ ha rango 1, non ¢’¢ nulla da dimostrare, essendo o€ fibrato di rango 1.

e Se &£ ha rango 2, possiamo considerare come varieta di spezzamento FI1(E) = P(£).
Infatti, come gia osservato, si ha S; := Sg C m &, con 7y : P(E) — X, el

quoziente & proprio Q; := Q¢ = 7, €/Se, fibrato di rango 1 su FI(&).

S1C—>7ng—>g

|l

P(E) /3 X

e Se & ha rango 3, sopra P(€) abbiamo, come nel caso precedente, Q; = 7, /S, ove
ora si ha che Q; ha rango 2: si tratta, quindi, di reiterare la precedente costruzione
con Q;. A tal fine, consideriamo il proiettificato P(Q;) - ove poniamo con 7, la

mappa m, : P(Q;) — P(&), su cui non solo si possono tirare indietro i fibrati
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prima definiti su P(€), ottendendo quindi 7y Q; = mym £ /75 Sy, ma si ha anche la

successione tautologica
%
0—)82_777'291—)@2—’0.

Da cui la filtrazione cercata, essendo Q, = 7, Q;/S, fibrato in rette su FI1(&) :=

P(Qy).

S, —— mmQ — O £

l Lol

P(Q;) —— P(§) — X

L’algoritmo ¢ quindi chiaro: si procede passo dopo passo scomponendo il fibrato
quoziente, tirandolo indietro sulla sua proiettivizzazione. In particolare, se k ¢ il rango
del fibrato £, dopo k — 1 iterazioni il pull-back tramite 7;,_; o...om; di £ sulla varieta di
spezzamento F1(€) = P(Q,._,) ammette la filtrazione cercata, in cui i successivi quozienti
sono fibrati in rette su F1(&).

Spo1 — (Mmoo 0m) Qy Qi g
P(Q)_s) . — 5 PE) — X

Come vediamo nel seguito, questa costruzione, insieme con gli assiomi presentati nella
Definizione [2.1.4], ci permette di calcolare le classi di Chern di ogni fibrato. Enunciamo

quindi il seguente

Teorema 2.1.8 (Principio di spezzamento). Si puod provare una qualsiasi identita tra
le classi di Chern di un fibrato vettoriale £ assumendo che questo si scomponga nella

somma diretta di fibrati in rette.

Dimostrazione. Nelle notazioni di cui sopra, supponiamo di aver effettuato la costruzione

appena descritta con &, ottenendo, quindi, la filtrazione
0=&C&EC...CE =0"E,

dove k ¢ il rango di £. Iterando la formula di Whitney, otteniamo

0(0*5) = (& Eir)-

k
=1

Infine I'assioma di naturalita garantisce che la relazione continua a sussistere anche per

il fibrato originario £ sopra X. O
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Il Teorema [2.1.8| c¢i permette di definire le classi di Chern di un qualsiasi fibrato
vettoriale £ su X, sfruttando la sola nozione di ¢; per un fibrato in rette: in virtu della
formula di Whitney e del principio di spezzamento, possiamo infatti assumere, sebbene
¢io non sia vero, che ogni fibrato ammetta uno spezzamento in somma diretta di fibrati
in rette. Supponendo quindi £ = @le L;, ove k ¢ il rango di £ e L; ¢ un fibrato in rette
su X per ogni 7, possiamo definire le radici di Chern

a; = i (L;) € HA(X,Z),

e scrivere
k

k
(&) =] JetL) =] [(1+aw).
i=1 i=1

I polinomi simmetrici elementari nelle radici «; definiscono le classi di Chern di €. Piu

precisamente

aptag+ ... +a, =c(E)

Z oy = co(E)

1=<i<j<k

a1y .. ap = cp(E).

Facciamo allora qualche esempio di calcolo. Nel seguito, sia £ un fibrato algebrico di
rango k su una varieta liscia proiettiva X e supponiamo che £ = @le L;, con L; fibrato

in rette su X per ogni i.

Esempio 2.1.9. Calcoliamo ¢;(Sym” &). Per il principio di spezzamento, si ha
k
Sym” € = Sym’ (@ Li> =Priec,.
=1 i<y

Ponendo con a; = ¢;(£;) le radici di Chern, iterando la formula di Whitney otteniamo

o(Sym*€) = 1_[(1 + o + ),

i<j

da cui, considerando i termini di grado 1,

k k
e (Sym*€) = 2204,- + Z(ai +o;)=2+k-1) Zai =(k+ 1) (&).

i=1 i<j
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Esempio 2.1.10. Calcoliamo ¢ ( /\2 £). Per il principio di spezzamento, si ha

;\5=ﬂ(5=§ci>=@ﬁi®q.

i<j

La classe totale di Chern si ottiene, come nell’Esempio sopra, sfruttando la formula
di Whitney. In particolare si ha

c(/Q\g) = l_[(1+ozi+ozj),

con «; che denotano le radici di Chern. In conclusione, la prima classe di Chern di /\2 £

¢ (A 5) =Y (@ +a) = (k-1) Za = (k= 1)cy(8).

i<j

¢

Forti dei 4 assiomi e del principio di spezzamento, dimostriamo alcune notevoli pro-
prieta delle classi di Chern, particolarmente utili nella pratica. Nel seguito sia X c P"

una varieta liscia proiettiva e m : &€ — X & un fibrato vettoriale algebrico di rango k.
Proposizione 2.1.11. Per ogni j > k si ha ¢;(€) = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione é conseguenza diretta della costruzione delle classi di

Chern per £. Assumiamo che £ spezzi in somma diretta di fibrati in rette, per cui

&= @le L;. Allora si ha

k k
(&) = [elc) =] [+ (L)),
i=1 i=1
che non ha termini di grado > k. Per cui si ha la tesi. O

Proposizione 2.1.12. ¢(Ox) = 1.

Dimostrazione. Sia i : X — P" Iinclusione. Usando l'assioma di naturalita si ha
c(Ox)=1+c¢(0x)=14¢,(i"Opn) =147 ¢;(Opn) = 1,

essendo ¢;(Opn) = 0. O

Proposizione 2.1.13. Se &' ¢ un altro fibrato su X di rango k', allora si ha

A(E®E) = ke (E) + K ey (8).
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Dimostrazione. Supponiamo &£ = @le Lie€& = @le L} siano somma diretta di fibrati

in rette. Si ha quindi

ces'= P riec;

Ponendo con o; = ¢,(L;) e B; = cl(E;), otteniamo

(ERE = l_[ (1+a; + ;)

i=1,...k

da cui in particolare

ca(€@&)= Y (a+B)=k ) al-+k:.z

i=1,..k i=1,...k j=1,..k

B; = k'er(E) + key(E).

O

11 calcolo delle restanti classi di Chern ¢;(€ ® £') non ¢ immediato come nel caso i = 1
appena dimostrato. Tuttavia, se uno dei due fibrati ha rango 1 la formula ricorsiva é pit
semplice da ricavare: supponendo che &£ sia un fibrato di rango k e £ un fibrato in rette,

si dimostra (per i dettagli, consultare [EH16|, Sezione 5.5.2) che
k . .
k -1+ ] i
a(E®L)= Z( ] )Cl(ﬁ) cr-i(E)-
=0
Proposizione 2.1.14. Per ogni j vale ¢;(£") = (—1)jcj(5).

Dimostrazione. Assumiamo & = @le L;. Sfruttando ’assioma di naturalita, per ogni ¢

si ha ¢ (L)) = —¢1(L;), e pertanto

k k
(€)= [ +e(eh) =] [ -ealc).

da cui ¢;(EY) = (=1)¢;(E). O
Proposizione 2.1.15. Vale ¢;(€) = ¢;(det(E)).

Dimostrazione. Se € = @f;l L;, allora

det(&) = /k\éﬁz = ®£i7

= i=1

da cui
k

ci(det(£)) = ) er(L:) = r(E).

=1
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2.2 Verso la caratteristica di Eulero

In questa sezione ci focalizziamo su quello che ¢ il pitt importante fibrato sopra ad una
varieta liscia X, vale a dire il fibrato tangente 7. Le sue classi di Chern sono talmente
importanti in geometria che ci si riferisce a queste denotandole semplicemente classi di

Chern di X: nel seguito, infatti, scriviamo ¢;(X) = ¢;(Tx).

Esempio 2.2.1. Calcoliamo ¢(P"). Consideriamo la successione di Eulero (Osservazione
1.1.16))

n+1

0 — Opr — (P Op(1) — T — 0,

da cui, per la formula di Whitney, si ha

c(@ oﬂmu)) = ¢(Opn )c(P").

Osserviamo che ¢(Opn) = 1. Inoltre

(@ oﬂ»n(n) = [ Tet0m ) = (14 ™,

essendo ¢(Opn(1)) =1+ ¢1(Opn(1)) =1+ H. Per cui

(P = (1+H)"™ =) (” Z 1)}1’“,

k=0

essendo ¢,,.1(P") = 0.

Esempio 2.2.2. Sia ora X C P" ipersuperficie liscia di grado d. Per calcolare c¢(X),

usiamo la successione esatta normale
0— Tx — Tprjx — N]P"/X = Ox(d) — 0,

da cui otteniamo

C(7I-P>”|X) = c(X)e(Ox(d)).

Iterando la formula della Proposizione [2.1.13], si ha

(Ox(d)) = c(@ oX(1)) =1+¢ (@ oX(1)) =1+ dHy,

ove con Hy si intende la classe iperpiana H di P" ristretta all’ipersuperficie X. Allo

stesso modo, recuperando ’esempio precedente, si ha

o(Tpmix) = (1+ Hy)™.
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Piu precisamente, nei precedenti calcoli abbiamo usato 1’assioma di naturalita con I'in-

clusione i : X — P". In conclusione la classe totale di Chern di X ¢é

(14 H)™
o(X) = 1+ dHy

Se vogliamo esplicitare le classi di Chern di X, ci basta imporre in sistema le n — 1

relazioni ottenute eguagliando i termini dello stesso grado:

(14 (X)) & (X)) + -+ e (X)) dHy) =1+ (n+ 1) Hy + (” ' 1)1{?{ .

da cui
Cl(X) = (TL+].)HX—dHX = (n+1—d)Hx,

+1 +1
ey (X) = (" 5 )H§ —dHye,(X) = (” ; )Hi —d(n+1-d)H>,

e cosl via fino all’ultima classe di Chern.

Osservazione 2.2.3. Osserviamo che se il grado dell’ipersuperficie X ¢ d = n + 1, allora
¢1(X) = 0: questo non ci sorprende, dal momento che, sotto questa ipotesi, per la formula

di aggiunzione si ha che il canonico Ky é banale e quindi, per la Proposizione 2.1.15
c(X) = —c1(Q2x) = —1(Kx) = 0.

Ovviamente, per la Proposizione 2.1.14] ¢ vero anche il viceversa.

Vediamo ora come il calcolo delle classi di Chern di una varieta liscia proiettiva
X ci permette di ricavare un importante invariante geometrico, ossia la caratteristica

topologica di Fulero-Poincaré della varieta, che per definizione &

e(X) := Z(-nirk(H"(x,Z)),

ove n = dim(X). A tal fine, definiamo il grado della massima classe di Chern di X
deg(c, (X)) come il numero di intersezioni di una sezione del tangente Tx (che, in virtu
della successione di Eulero , si puo interpretare come intersezione lineare), intero
che, algebricamente, corrisponde al coefficiente relativo a ¢, (X) nello sviluppo della
classe totale di Chern ¢(X).
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Teorema 2.2.4 (Gauss-Bonnet-Chern). Se X ¢ una varieta proiettiva liscia di dimen-

stone n, allora
o(x) = [ eal),
X

ove il simbolo di integrale indica valutare il grado deg(c,(X)).

Esempio 2.2.5. Dal momento che ¢(P") =1+ (n+ 1)H + (”;I)HZ +...+(n+1)H",
si ha

o(P") = LM ey = [ (e )H =n+1.

Pn

Esempio 2.2.6. Sia X ¢ P! ipersuperficie di grado 5. Calcoliamo e(X) = deg(c3(X)),
replicando il procedimento dell’Esempio [2.2.2, In questo caso, eliminando i termini di
grado > 3, abbiamo

(1+5Hx)(1+ e (X) + co(X) +c3(X)) =1 +5Hy + 10Hx + 10H5..
Osserviamo che Ky & banale (5 —4 — 1 = 0), per cui ¢;(X) = 0. Otteniamo quindi
a(X) =0,
¢(X) = 10Hx,
es(X) = 10Hy — 5Hyco(X) = 10Hy — 50Hy = —40H %
da cui

e(X) = JX c3(X) = —40 - [X Hy.

Dal momento che IX H;’( corrisponde al numero di punti, contati con molteplicita, di
intersezione di 3 iperpiani in P* con la quintica X, si ha in conclusione
e(X) = —40J H®-5H =-200 | H'=-200.
P4 P4

Quello appena presentato € un esempio di varieta di Calabi- Yau di dimensione 3.

2.3 Il Teorema di Hirzebruch-Riemann-Roch

In questa sezione, ci proponiamo di enunciare il Teorema di Hirzebruch-Riemann-
Roch, una delle formule pit importanti nel campo della geometria complessa e della
geometria algebrica: si tratta di una generalizzazione del classico teorema di Riemann-
Roch - nato per lo studio delle superfici di Riemann, a varieta algebriche lisce di qualsiasi
dimensione. Ricordiamo, quindi, la formula di Riemann-Roch per curve e superfici.
Nel seguito, preso £ fibrato algebrico su X proiettiva di dimensione n, indichiamo con
x(€) = Z?zo(—l)ihi(é’), ove h'(€) = dime H'(X, &) la caratteristica di Eulero di &.
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Teorema 2.3.1 (Riemann-Roch per curve). Sia X una curva liscia proiettiva di genere

g e sia D un divisore su X. Allora
xX(Ox(D)) = deg(D) —g + 1.

Esempio 2.3.2. Applicando la formula di Riemann-Roch per curve al fibrato banale
Oy, otteniamo la dimensione dello spazio delle forme regolari sulla curva X: infatti, dal
momento che h’(Oy) = 1 e, per dualita di Serre, h'(Oy) = h*(Ky), si ha

1-R(Kx)=0-g+1,
da cui
B (Kx) = dim H'(X,Kx) = g,
in linea con la definizione di genere geometrico.

Esempio 2.3.3. Usiamo la formula di Riemann-Roch per calcolare il grado del divisore

canonico su una curva proiettiva X. Presa w una 1-forma regolare su X, si ha

X(Kx) = deg(div(w)) =g + 1,

ove la dimensione dello spazio delle 1-forme regolari su X ¢ proprio il genere g di X e
K (Kx) = h’(Ox) = 1 per dualita di Serre (Teorema . Pertanto

g—1=deg(div(w)) —g+1,
da cui
deg(div(w)) = 29 — 2.
Applicando la formula genere-grado vista in [1.2.26] possiamo esprimere il grado del
canonico nei termini del grado d della curva, ottenendo

(d—-1)(d-2)

deg(div(w)) =2 5

—2=d(d - 3).
In particolare, il calcolo evidenzia che, con un abuso di notazione,
deg(Tx) = —deg(Kx) = 2 - 29 = e(X),

del tutto in linea con il teorema di Gauss-Bonnet-Chern. Osserviamo, inoltre, la non

trivialita del tangente Tx = Ox(2 — 2g) nel caso g # 1.

Teorema 2.3.4 (Riemann-Roch per superfici). Sia X una superficie liscia proiettiva e
sia £ € Pic(X). Allora

V(L) = X(Ox) + 3(£2 = £+ Ky).
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Osservazione 2.3.5 (Formula del genere). Sia C' una curva liscia su una superficie pro-

iettiva liscia X. Vediamo che il genere di C' &
g=1+ % (0x(C)* + 0x(C) - Kx).
Considerando, infatti, la successione esatta
0 — Ox(-C) — Ox — O¢c — 0,
si ha (per i dettagli, vedi [Huy05|, Appendice B)
x(Ox) = x(Ox(-C)) + x(Oc).

Applicando ora la formula di Riemann-Roch per superfici al fibrato in rette associato al

divisore —C' su X, si ha
X(Ox(=0)) = X(Ox) + 5(Ox(=0) + Ox(~C) - Kx).
Per concludere, basta osservare che, per dualita di Serre,
X(0c) = 1= (0c) = 1= (Ke) =1~y

da cui la tesi mettendo insieme le tre relazioni.
. . . R . 2 . N . . . .
Osserviamo che nel caso in cui X & proprio P”, per cui C' & una curva liscia proiettiva

piana di grado d, otteniamo la formula genere-grado gia vista nel capitolo precedente

(Osservazione [1.2.26]), dal momento che

d2—3d= (d-1)(d-2)

g=1+%(@P2(d)2+0p2(d)°OP2(—3))=1+ 2 2

Procediamo introducendo due nozioni centrali nell’enunciato del Teorema di Hirzebruch-
Riemann-Roch: il carattere di Chern e la classe di Todd, entrambi definiti in termi-
ni di classi di Chern di un certo fibrato £ sulla varieta. Partiamo con il carattere di
Chern nel caso dei fibrati in rette, estendendo poi la definizione attraverso il principio di

spezzamento.

Definizione 2.3.6. Sia X una varieta liscia proiettiva di dimensione n e sia £ € Pic(X).

Definiamo il carattere di Chern di £ come

01(5)2 " " Cl(ﬁ)n
5 o

ch(L) :=exp(c1(L)) =1+ ¢ (L) + + ...

Osservazione 2.3.7. Osserviamo che, per la Proposizione [2.1.12, si ha ch(Ox) = 1.
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Sia ora £ un fibrato di rango k£ su X. Assumiamo che £ si decomponga nella somma

di k fibrati in rette, per cui poniamo £ = @le L;. A questo punto, definiamo il carattere
di Chern di £ come

ch(€&) =exp<Zai) =k+Zai+%<Zaf)+...

ove a; = ¢(£;). Questo si pud riscrivere nei termini delle classi di Chern di &£: dal

principio di spezzamento, accompagnato da qualche calcolo, abbiamo

Zai =c1(€),

Za? = (ZO./,L'> — 2Zaiaj = 01(5)2 - 2c5(E),

% i<j
3
Zoz? = (Z ai> — 3Za?aj -6 Z oy = 1 (E) = 3¢,(E)co(E) + 3¢5(E)
i 5 i*] i<j<k

e cosl via, fino ad ottenere la scrittura

01(5)2—202(5) +01(5)3—301(5)02(5)+3C3(5) L+

ch(&) =k+c (&) + 5 G

Allo stesso modo, definiamo la classe di Todd di un fibrato partendo dal caso di rango

1 e vediamo come anche questo si presenti come polinomio nelle sue classi di Chern.

Definizione 2.3.8. Sia X una varieta liscia proiettiva di dimensione n e sia £ € Pic(X).
Definiamo la classe di Todd di £ come

c1(£) 1

1 2
Td(L) = o (—c.(2)) =1+ §c1(£) + 1201(5) + ...

Riprendendo le notazioni del caso del carattere di Chern, se £ = EB?:I L;, allora
k o
Td(€) =] | d

L1 —exp(—ay)

il quale anch’esso si puo riscrivere nei termini delle stesse classi di Chern di £, ottenendo

Tae) =1+ 48 01(5)21; SONEGEGN

Siamo quindi pronti per dare ’enunciato del teorema.
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Teorema 2.3.9 (Hirzebruch-Riemann-Roch). Sia X una varieta proiettiva e £ un fibrato

di rango k su X. Allora
() =J ch(€) TA(X).
X

Una conseguenza diretta del Teorema [2.3.9] ¢ la formula di Noether per superfici.

Corollario 2.3.10 (Formula di Noether per superfici). Sia X wuna superficie liscia

protettiva. Allora
1
WOx) = (K% + e(X)).

Dimostrazione. Applicando la formula di Hirzebruch-Riemann-Roch al fibrato Oy, si ha

X(Ox) = J'X Td(X) = L (1 + %cl(X) - 1—12(c1()<')2 - CQ(X))) ,

dal momento che ch(Ox) = 1e Td(X) =1+ %cl(X) + é(cl(X)2 + ¢5(X)), essendo

dim(X) = 2. In particolare, IX (1 + %Cl(X)) = 0, per cui rimane

W(Ox) = 35 [ (@(X) + (X)),

A questo punto, essendo ¢ (X )2 = ICg(, applicando il Teorema di Gauss-Bonnet-Chern
si ha la tesi.
O

Vediamone subito un’applicazione.

Esempio 2.3.11. Calcoliamo la caratteristica di Eulero di una superficie K3 X. Per

definizione, si ha che Ky ¢ banale, per cui applicando la formula di Noether, si ha

X(Ox) = 5e(X),
da cui
e(X) = 12(h"(Ox) = ' (Ox) + h*(Ox)).

In conclusione
e(X)=24

essendo h'(Ox) = 0 per definizione di K3 e h°(Ox) = h*(Ox) = 1 per dualita di Serre
(1.2.9), quindi x(Ox) = 2. In particolare, osserviamo che la formula di Riemann-Roch

nel caso in cui X sia una superficie K3 si presenta nella forma
1 2
X(E) =2+ §£ ,

con L € Pic(X).
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Concludiamo il capitolo mostrando come si ricavano le versioni classiche del Teorema
di Riemann-Roch per curve e superfici dalla generalizzazione dovuta ad Hirzebruch.

Partiamo dal caso delle curve.

Dimostrazione del Teorema[2.3.1. Sia quindi X una curva liscia di genere g in P* e sia
D un divisore su X. Dalla formula di Hirzebruch-Riemann-Roch ([2.3.9) si ha

W(Ox(D)) = L ch(Ox) Td(X),

dove per definizione ch(Ox (D)) = 1+ ¢;(Ox(D)) e TA(X) = 1 + %Cl(X). Ma allora,

eliminando i termini di grado > 1, si ha
O = | (14 e(@x(D)) (14 30(0) = [ (14+a(0x(D) + 30(0).

In particolare, essendo IX 1 = 0, otteniamo

(Ox(D) = [ e(0x(D)+5 [ alx),

da cui, applicando I’Osservazione in [2.1.3] e il Teorema di Gauss-Bonnet-Chern in
rispettivamente al primo e al secondo integrale, ricaviamo la formula nella versione

classica:

xX(Ox(D)) = deg(D) — g +1,
dove abbiamo usato che e(X) = 2 — 2g. O

Procediamo con la formula di Riemann-Roch per le superfici.

Dimostrazioni del Teorema[2.3.4] Sia X una superficie liscia proiettiva e sia £ € Pic(X).
La classe di Todd del fibrato tangente su X é

1 1
Td(X) = 1+ 51(X) + 5 (e1(X)” + (X)),
per cui applicando la formula di Hirzebruch-Riemann-Roch al fibrato £ otteniamo
1 1 1
X(£) = j (1 +ei (L) + 501(5)2) (1 +501(X) + 15 (e (X)" + 02()())).
X

Lasciando sotto segno di integrale solo i termini di grado 2, si ha

W0 = 5 [ (D0 +a@?)+ 35 [ (@) +a),

da cui, essendo ¢;(X) = —¢;(Kx) (Proposizione [2.1.15) e applicando il Teorema di
Gauss-Bonnet-Chern ([2.2.4]),

(£*-£-Kx) +1—12(IC§(+6(X)).

N —

x(£) =
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A questo punto, possiamo applicare la formula di Noether e scrivere

X(L) = X(Ox) + 5 (£~ £ Kx).



Capitolo 3

Rette in una superficie cubica

In quest’ultimo capitolo ci dedichiamo ad un classico risultato sullo studio delle su-
perfici proiettive spaziali, presentandolo come applicazione della teoria delle classi di
Chern precedentemente studiata. Si tratta di calcolare il numero di rette contenute in
una superficie cubica liscia in IP’B, numero che, come vedremo, si ottiene studiando le
classi di Chern di un certo fibrato su Gr(2,4). A tal fine, diamo un’idea di come la
Grassmanniana Gr(k,n) si realizzi come varieta algebrica proiettiva, studiando quindi

come questa si immerga in ]PN, per un certo N € N, soffermandoci poi al caso Gr(2,4).

Definizione 3.0.1. Data la Grassmanniana Gr(k,n), la mappa

o : Gr(k,n) —>P(ﬂ@n)

Span{w; ..., wy} — [wy A ... A wy]
dove {wy, ..., w;} & una base per W c V,, = C", & detta mappa di Pliicker.

Osservazione 3.0.2. Osserviamo in primis che la mappa ¢ ben posta: infatti se {w'l, e ,w;f}
¢ un’altra base per W e G € GL,(C) ¢ la matrice del cambio di base, ossia tale per cui

Gw; = w; per ogni i = 1,.. ., k, allora si ha
wy AL Awy = det(G) (wy AL Awy),

cioé rappresentano la stessa classe in P ( /\k Cn).

Osservazione 3.0.3. Si dimostra non solo che questa mappa ¢é iniettiva, ma che 'imma-
gine descrive una sottovarieta di PV, con N = dim (/\]c Cn) -1= (Z) — 1, per cui ¢ &
un’immersione chiusa di Gr(k,n) nel proiettivo (per i dettagli, vedi [Har92|, Lecture 6).
In particolare, le coordinate omogenee di Gr(k,n) su PY = ]P’(/\k C”) indotte dall’im-
mersione sono dette coordinate div Plicker, e si ottengono prendendo tutti i minori k X k

della matrice k£ X n che ha sulle righe una base per W.

31
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In generale, ricavare le equazioni che definiscono Gr(k,n) non ¢ immediato, ma ve-
diamo come nel caso della Grassmanniana Gr(2,4) il problema si riduce al calcolo del
determinante di una matrice.

. o : . C oA e o : L o
Sia quindi W un sottospazio vettoriale di C* di dimensione 2, di cui consideriamo

Uy Uz U3 Uy
)
U1 U2 Vg Uy

che ha sulle righe i vettori della base di W, le coordinate di Pliicker su Gr(2,4) sono

una base {u,v}. Presa la matrice

date da z;; := w;v; — u;v;, con 1 <4 < j < 4. Consideriamo quindi la matrice

0 T12 T3 T14

—Z12 0 Toz Toy
M = ,
—T13 —T23 0 T3y
—Tyy —Tyy —Ty O
il cui determinante ¢ dato da
2
det(M) = (212234 — T13%g + T14%a3) " .

In particolare, il polinomio x;9Z34 — T13T94 + T14T93 nelle coordinate di Pliicker & detto
pfaffiano della matrice M, e i suoi zeri definiscono la Grassmanniana Gr(2,4). In questi
termini, si ha che Gr(2,4) rappresenta una quadrica liscia in ]P’B, essendo definita da un
polinomio in C [xy9, 213, T14, T3, Tog, T34 o

Procediamo riportando il calcolo delle classi di Chern di Sym35 , con & fibrato di
rango 2 su una varieta liscia proiettiva X. Come vedremo, questo calcolo sara centrale

nella dimostrazione delle 27 rette contenute sulla cubica liscia in P°.
Esempio 3.0.4. Calcoliamo quindi C(Sym3 £). Con 'obiettivo di applicare il principio
di spezzamento, supponiamo £ = L; & Lo, con L; € Pic(X) e poniamo «; = ¢(L;),
1 =1,2. Ma allora
Sym’(€) = Sym* (L1 @ L) = LT @ (L7 @ Ly) @ (L, ® L57) @ L5,
da cui, per la formula di Whitney,
e(Sym” €) = (LT)e(LY” ® Lo)e(Lr ® L37)e(L57),

dove, in particolare (dopo aver scartato i termini di grado > 1)

(L) = (1+ )’ =1+ 3ay,

(L2 ® L) =(1+a) (1+ay) =1+ ay + 20y,

(L ®L57) = (L+ap)(1+ay)’ = 1+ay + 20y,

(L) = (1+ )’ =1+ 3as.
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2+3-1
3
basta eguagliare i termini dello stesso grado. Scrivendo tutto in termini di ¢;(£) = a;+ay

Ora, essendo ( ) = 4 il rango di Sym3 &, per ottenere le classi di Chern di Sym3 Eci

e co(€) = ajay, otteniamo

1 (Sym® €) = 6a, + 6y = 6¢,(E),

cy(Sym® £) = 117 + 320,05 + 1105 = 11¢,(E)” + 10¢5(E),

c3(Sym® €) = 6a] + 4807y + 48,05 + 60y = 6¢1(E)° + 30¢5(E)ci(E),
ca(Sym® £) = 18a’ay + 4505 as + 18a,0 = 9¢o(E)(26,(E)” + co(E)).

Siamo quindi pronti ad enunciare e dimostrare il seguente
Teorema 3.0.5. Una cubica liscia in P° contiene 27 rette.

Osservazione 3.0.6. Prima di passare alla dimostrazione, osserviamo che togliendo l'ipo-

tesi di liscezza il numero di rette contenute in una cubica non ¢ finito: basti pensare alla
.. o3 : . . 2, 2, 2, 2 : .

superficie in P° definita dal polinomio zy(z + ] + x5 + x3), cubica che si presenta come

I'unione di una quadrica e di un piano = IP”, che, in particolare, contiene infinite rette.

Dimostrazione. Consideriamo una cubica liscia X C IF’?IO definita dal luogo degli
zeri di un polinomio f3 € C [z, x1, Ts, x3]5. Il nostro scopo ¢ studiare il luogo delle rette
¢ = P' c P” che si annullano identicamente su X, vale a dire F,(X) = {¢ c P* | ¢ c X}.
A tal fine, consideriamo la Grassmanniana G = Gr(2,4) che, parametrizzando i piani
in uno spazio vettoriale complesso di dimensione 4, descrive equivalentemente lo spazio
delle rette proiettive P'inP’. In particolare, il vincolo che una retta ¢ € GG sia contenuta
in X si esprime come 4 condizioni lineari nei coefficienti del polinomio f;, ma vediamo

meglio in che senso. Prendiamo la successione tautologica su G
0— S 0g' — Q 0
—oqg — VU /g — U,

da cui, dualizzando e considerando la terza potenza simmetrica, otteniamo una surrie-
zione
3 4\V 3 oV
¢ :Sym"(C")" — Sym"” S.
. - . 4\v
Osserviamo che, dal momento che le funzioni coordinate x,...,z5 € (C")" sono se-

zioni del fibrato S¢, il polinomio omogeneo f; rappresenta una sezione di Sym3 Sei-

Componendo questa con ¢, otteniamo la sezione
r 3 oV
fz: G — Sym” S,

la cui fibra sopra ogni [W], che rappresenta il sottospazio vettoriale W di Cc! di di-
mensione 2, & la restrizione del polinomio f; a W. In particolare, le rette ¢ C X
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sono tutte e sole quelle che si ricavano imponendo l'annullarsi di f; nel piano W,
vale a dire imponendo 4 condizioni lineari sui coefficienti. In questi termini, si ha
fg_l(O) = F,(X), che - essendo f; regolare, ¢ una sottovarieta di G di dimensione
dim(G) — rk(Sym® S) = 2(4 — 2) — (3+§_1) =4 —4 = 0, vale a dire un numero finito
di punti di G, che ci proponiamo quindi di contare. Il problema si riduce, quindi, a

calcolare deg(c4(Syrn3 S¢)), che, per quanto fatto nell’Esempio si presenta
ex(Sym’ S¢) = 9e5(86)(21(Se)” + e2(S8)).

Nello specifico, dobbiamo studiare le classi di Chern di Sgv. A tal fine, introduciamo due

funzionali linearmente indipendenti ¢,, t, € (C')" e consideriamo la mappa
t=t, @ty : C' — C, 2 —> (t,(2),t2(2)).

Per ipotesi di indipendenza lineare, la mappa € suriettiva e il nucleo ha dimensione 2.
Consideriamo ora il fibrato S¢y ® S¢v di rango 4 su G, in particolare la sezione s indotta
da t, ossia quella tale per cui s([W]) = tyw ® tow € Se ® Sg. In questi termini,
s([W1]) = 0 se e solo Ker(t) = W, cioe [5_1(0)] = [Ker(t)] € G. A questo punto,
poiché 3_1(0) consiste in un solo punto di G, il grado della mappa s sopra a 0 ¢ 1, da
cui si ha
deg(ca(S5 @ S¢)) = deg(ca(S6)°) = 1.
Procediamo quindi applicando la formula di Whitney al duale della successione tautolo-
gica, per cui otteniamo
o(86)e(Q5) = «(0g) = 1,

e in particolare,

I 1 B
o(8%)  1+c(SE) +ea(SE)
1= (e1(Se) + 2(SE)) + (1(SE)” + 201(SE)ea(SE) + ea(Se))—
= (1(Se)” +3c1(Se) s (S + 3e1(Se)ea(SE) + ea(SE))+
+ (01(5(\;)4 + 401(Sg:)302(8é) + 601(Sé)202(3é)2 + 401(5(;)02(5(\;)3"‘

+ CQ(Sé)4) +....

C(Qé’) =

Eguagliando i termini dello stesso grado, risulta, essendo rk(Qg) = 2 e ¢o(S5)” = 1,

0= Cs(Qé) = 201(55)02(82;) - Cl(Sé)3>
0= ca(Qf) = &a(S8)* = 3¢1(See) ea(Ser) + 1 (S&)*.

In particolare, si ha

0= ,(Se)es(Q6) + eu(QF) = 02(8(\;)2 - 01(8(\;)202(3(\;)7
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da cul otteniamo la tesi:
04(Sym3 Sé) = 902(55)(201(85)2 + 02(5é)) = 1802(5é)01(8é)2 + 902(5é)2 = 2702(Sé)2>

in particolare

deg(c4(Sym® 8%)) = 27 deg(c5(Se)’) = 27.
]

Osservazione 3.0.7. E importante osservare che la dimostrazione appena presentata non
fornisce informazioni sulla configurazione geometrica delle rette sulla cubica in questione:
I’approccio proposto mette piuttosto in evidenza il fatto che queste siano finite e, in

particolare, esattamente 27.

Concludiamo il capitolo vedendo da vicino un esempio esplicito di superficie cubica

liscia, presentando le equazioni delle 27 rette.

Esempio 3.0.8. Sia X = V(z) + 25 + z) + 23) ¢ P*, superficie detta 3-Fermat. Osser-
viamo in primis che la superficie ¢ liscia: mettendo a sistema le 4 derivate parziali, che
Ofs _ o 2
sono della forma 3% = 3z7 + Y
contemporaneamente solo in [0:0:0: 0] ¢ P°.

" :t:';3 per 7,7 = 0,...,3, si ha che queste si annullano

Procediamo allora cercando le 27 rette. A tal fine, osserviamo che ogni punto di P’
della forma x = [a : —a : b: =b], con a,b € C, ¢ un punto della cubica, dal momento che
f3(2) = a® = a® + > = b* = 0. In particolare, tutta la retta €' = V(zg + 21, o + 23) € P* &
contenuta in X. Allo stesso modo, si ha che ¢ = V (zg+xq, 7, +23) € £° = V(xg+3, 71, +
x,4) sono rette di P’ su cui si annulla identicamente il polinomio f3, per cui stanno in X.
A questo punto, facciamo vedere che, modificando un po’ le equazioni di Ei, 1 =1,2,3,
ricaviamo tutte e 27 le rette di P* contenute in X. Osserviamo infatti che tutti i punti
di P’ della forma = = [a: &a:b: &b], con a,b € Ce &, & due tra le radici di & = —1,
sono tali per cui f3(x) = 0, per cui le rette &{j = V(xg — &1, r5 — §x3) sono contenute
in X. Allo stesso modo si procede con ¢* e £*, ottenendo E?,j = V(zg = &xg, 21 — &3),
Eij = V(g = &3, 02 — §24). In conclusione, ciascuno dei tre casi conta di 9 rette, da

cul 27.
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