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Sommario

I gruppi discreti di isometrie piane prendono il nome di gruppi cristallografici piani. Essi
hanno avuto origine nell’ambito della classificazione dei cristalli, ma sono stati utilizzati
anche in campo artistico da artisti come M. C. Escher, che hanno sfruttato la loro capacita
di ricoprire in maniera uniforme e regolare tutto il piano per semplice ripetizione di un
modulo. Nei primi tre capitoli di questa tesi saranno date delle informazioni riguardanti
la teoria dei gruppi, le isometrie e i reticoli, utili a definire e classificare i 17 tipi di gruppi
cristallografici piani. Infine saranno fatte delle brevi analisi di alcune delle opere di M.
C. Escher che permetteranno di identificare nei suoi disegni i gruppi cristallografici piani
utilizzati.
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Introduzione

Simmetria ¢ una parola di origine greca ed ¢ composta da un derivato di métron (misu-
ra), e dal prefisso syn (con, insieme). Nella storia sono state evidenziate dal medico e
architetto Claude Perrault (1613 - 1688) due nozioni di simmetria:

e una stmmetria degli antichi, e
e una nozione moderna di simmetria.

La simmetria degli antichi ¢ la simmetria dei Greci e dei Latini, fondata sul concetto
di proporzione che, dal greco, indica una relazione di commisurazione numerica che
permette di mettere in rapporto due elementi attraverso una misura comune. Infatti
Platone, nel Timeo, descrive la proporzione nel modo seguente: ” & impossibile combinare
bene due cose senza una terza: € necessario fra loro un legame che le unisca. E non c’é
legame migliore di quello che fa di lui stesso e delle cose che unisce un tutto unico.
Questa ¢ la natura della proporzione”. Il concetto di simmetria fu anche fondamentale
per i pitagorici, di cui Platone fu allievo. Per loro la simmetria si elevava fino ad assumere
un significato mistico e religioso, che rivelava ’armonia dell’universo.

Un’altra simmetria degli antichi e la symmetria di Vitruvio (27 a.c.), da lui definita come
"accordo armonico tra le parti di una medesima opera e la rispondenza di proporzioni tra
le singole parti e l'intera figura”. Quest’ultima e stata la nozione dominante durante tutto
il Rinascimento. La simmetria vitruviana ¢ quindi una composizione di elementi uniti
insieme da una serie di corrispondenze numeriche e, una sua sintesi visiva, si trova nella
famosa raffigurazione dell’uomo vitruviano, la cui immagine piu nota e quella disegnata
da Leonardo da Vinci (vedi Figura 1). In essa si vede il corpo umano inscritto nel cerchio,
che simboleggia il Cielo e la perfezione divina, e nel quadrato, che rappresenta la Terra.
L’uomo cosi rappresentato indica quindi la natura perfetta della creazione dell’'uomo, che
si trova in completa sintonia con Terra e Universo.

All’'inizio dell’eta moderna si delinea la cosiddetta nozione moderna di simmetria, la qua-
le, secondo Perrault, e fondata su un “rapporto d’uguaglianza tra parti contrapposte”, in
cui per parti contrapposte si intendono parti che si corrispondono specularmente rispetto



Figura 1: L’uomo vitruviano disegnato da Leonardo Da Vinci.

a un’asse o a un piano. Il senso moderno di simmetria nasce quindi con il concetto di
uguaglianza tra le parti, che si distingue da quello di semplice ripetizione. Sara proprio la
nozione moderna di simmetria a gettare le basi per la nascita di una nozione scientifica
di simmetria.

Nella prima meta dell’Ottocento inizia a formarsi quella che ¢ nota come nozione cri-
stallografica di simmetria, per cui una figura ¢ definita simmetrica quando ¢ composta di
parti uguali (se considerate per sé stesse), disposte in modo che, sotto I’azione di deter-
minate operazioni, si scambiano le relative posizioni lasciando invariata la figura nel suo
insieme. L’ulteriore generalizzazione della nozione di simmetria si deve a uno sviluppo
puramente matematico, cioe all’introduzione, da parte di Evariste Galois (1811 - 1832),
del concetto algebrico di gruppo e allo sviluppo successivo della teoria dei gruppi di tra-
sformazione nella seconda meta dell’Ottocento. Ad esempio, le operazioni che lasciano
invariata una figura simmetrica soddisfano particolari condizioni che ci permettono di
parlare di gruppo di trasformazioni.

Consideriamo adesso il problema di ricoprire indefinitivamente il piano con un certo mo-
tivo periodico. Lo studio dei gruppi di simmetria di questi motivi ripetuti ha portato alla
conclusione che, nonostante le decorazioni del piano siano illimitate, esse sono limitate
per quanto riguarda il tipo. Nel 1891 il cristallografo Evgraf Fedorov e, quasi contempo-
raneamente, il matematico A. M. Schoenflies, classificarono i gruppi di simmetria delle
decorazioni lineari, chiamati gruppi dei fregi, e i gruppi di simmetria delle decorazioni
del piano, chiamati gruppi cristallografici piani. Essi riuscirono a dimostrare che esistono
solo 7 gruppi dei fregi e 17 gruppi cristallografici piani. Nel 1839 era inoltre gia stato
dimostrato dal mineralogista Johann Hessel che esistono solo 230 tipi diversi di gruppi
cristallografici spaziali, risultato fondamentale nello studio dei cristalli.

La nozione di gruppo di simmetria ha trovato numerose applicazioni in diverse discipline.
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Figura 2: In alto a sinistra si vede un’timmagine della fortezza di Alhambra. Le altre due
immagint rappresentano alcuni dei mosaici contenuti all’interno della fortezza.

Ad esempio in chimica e risultata fondamentale per la classificazione delle molecole e in
fisica le applicazioni della teoria dei gruppi riguardano soprattutto la fisica delle parti-
celle. Da un punto di vista artistico I’arte araba si e resa protagonista nella realizzazione
di mosaici e decorazioni sorprendenti. Un esempio e dato dalla fortezza dell’Alhambra
(vedi Figura 2) che si trova in Granada, Spagna, dichiarata Patrimonio dell’umanita
nel 1984. Essa risulta essere il solo monumento costruito prima della teoria dei gruppi
a possedere un esempio di ognuno dei 17 gruppi cristallografici piani. Inoltre le deco-
razioni dell’Alhambra hanno ispirato artisti importanti, tra i quali Mauritius Cornelius
Escher. L’artista studio attentamente i mosaici della fortezza e lesse numerosi libri di
matematica, senza necessariamente capirli. Alla fine riusci a realizzare 137 opere (piu
14 in appendice) raccolte sotto 'album intitolato Divisione regolare del piano, di cui
'artista scrisse: ” Essa [la divisione regolare del piano| ¢é la piu ricca fonte di ispirazione
da cui 0 abbia mai derivato le mie idee ed essa non é in nessun modo inaridita”.



La tesi e strutturata come segue:
Nel primo capitolo si richiameranno alcune definizioni e proposizioni di teoria dei gruppi
utili allo sviluppo della tesi. Verra trattato il concetto di omomorfismo, affinita e spazio
affine e, infine, la nozione di azione di un gruppo su un insieme.
Il secondo capitolo riguardera il concetto di isometria in un piano euclideo e ne verra
fatta una classificazione attraverso il Teorema di Chasles.
Nel terzo capitolo si parlera dei concetti di gruppo traslazionale e gruppo puntuale e
verra data una prima definizione di gruppo cristallografico piano. Verranno poi affron-
tati i reticoli, dei quali sara fatta una classificazione.
Nel quarto capitolo verranno trattate alcune proprieta dei gruppi cristallografici piani
attraverso due importanti teoremi, tra cui il Teorema di restrizione cristallografica. Sa-
ranno poi classificati i gruppi nei 17 tipi che li contraddistinguono e sara dimostrata
I’assenza di isomorfismi tra essi.
Nel quinto capitolo applicheremo le nozioni imparate ad alcune opere di M. C. Escher pro-
venienti dall’album Divisione regolare del piano e riconosceremo nei suoi disegni alcuni
dei gruppi cristallografici piani studiati.



Capitolo 1

Gruppi e rappresentazioni

In questo Capitolo verranno introdotte alcune nozioni elementari di teoria dei gruppi,
tra cui i concetti di gruppo, di sottogruppo, di omomorfismo e isomorfismo, di affinita
e gruppo affine, di rappresentazione e di azione di un gruppo su un insieme. Saranno
infine proposti gli esempi utili dei gruppi diedrali e ciclici.

1.1 Definizione astratta di gruppo e sottogruppi

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[5] pagg. 9 - 15, 17].

Definizione 1.1.1. Sia un insieme G di elementi g1, go, . .. su cui & definita un’operazione
binaria (per cui usiamo una notazione moltiplicativa) tale che:

V9a, 9 €G, 39:€G: Ga G = Ge- (1.1)
La coppia (G, -) forma un gruppo se sono soddisfatte le seguenti proprieta:

1. - & associativa:
(Ga - 9b) - 9e = Ga - (96 9e) = Yo Gb - Ge- (1.2)

2. Esiste un elemento neutro 1 chiamato ¢dentita tale che:

VgeG ¢g-1=1-g=g. (1.3)

3. Ad ogni elemento g dell’insieme corrisponde un altro elemento dell’insieme, che
denotiamo con ¢g~! e chiamiamo inverso, tale che:

VgeG, IgteG: g-gl=g"tg=1 (1.4)



In generale non € permesso cambiare I'ordine di moltiplicazione tra elementi del gruppo,
cloe ga - gp # b * Go- Un gruppo in cui g, - g» = gp - go per ogni elemento di G ¢ detto
gruppo abeliano e si dice che i suoi elementi commutano.

Se un gruppo contiene un numero finito di elementi ¢, gs,..., g, viene detto gruppo
finito e n e chiamato ordine del gruppo. Altrimenti si parla di gruppo infinito.

Definizione 1.1.2 L’ordine di un elemento g di un gruppo (G, -) & il pitt piccolo numero

intero positivo r tale che ¢ = 1, dove ¢" = g-g-----g e 1 e 'elemento neutro del
—_——
rvolte
gruppo.

L’ordine di un elemento puo essere finito, se r e finito, o infinito, se non esiste un numero
r naturale tale che ¢" = 1.

Definizione 1.1.3. Dato un insieme di elementi g che formano un gruppo G, spes-
so e possibile selezionare un numero minore di elementi che, tra di essi, soddisfano la
definizione di gruppo. Si dice che formano un sottogruppo di G. Supponiamo che un
gruppo G contenga due sottogruppi H e R i cui elementi commutano, cioe h,r, = rh,,
con h, che e un elemento di H e r, che ¢ un elemento di R. Se ogni elemento di G puo
essere scritto unicamente come prodotto h,r,, allora G € detto prodotto diretto di H e R
e si scrive G = ‘H x R. Cio implica che I'unico elemento comune a entrambi i gruppi H
e R debba essere I'identita.

1.1.1 Esempio 1: il gruppo Dj

L’insieme F, Ry, Ry, R3, Ry, R5 forma un gruppo, dove E e l'identita, cioe una rotazione
di un angolo nullo, R; e Ry sono rotazioni rispettivamente di 27/3 e di 47/3 rispetto
all’asse z e Rs3, R4, R5 sono rotazioni di 7 rispetto ai tre assi nel piano xy rappresentati
nella Figura 1.1. Il gruppo viene chiamato D3 e geometricamente ¢ il gruppo delle
rotazioni che lasciano immutato un triangolo equilatero. Generalizzando, D,, prende il
nome di gruppo diedrale.

Per visualizzare le rotazioni ¢ utile etichettare i vertici del triangolo e seguire i loro
movimenti. Ad esempio mostriamo che RyR; = Rj:

1 3 1 3

R4R1 2 3 :R4 LN s 2 :R3 12

In questo modo e possibile verificare che I'insieme forma un gruppo usando una tabella
moltiplicativa in cui le righe e le colonne sono etichettate dagli elementi del gruppo e
le intersezioni danno il risultato della moltiplicazione tra due elementi. In questo caso
otteniamo:



Figura 1.1: Schema con gli assi di rotazione di Rs, Ry, Rs.

I gruppo D3 contiene numerosi sottogruppi: E, Ry, Ry (chiamato gruppo C3); E, Rs;
E, Ry e E, Rs (isomorfi al gruppo Cy, formato da E e da una rotazione R di 7 rispetto
all’asse z).

1.1.2 Esempio 2: il gruppo C,

Il gruppo C,,, chiamato anche gruppo ciclico, € un gruppo generato da un solo elemento g.
Il gruppo viene definito dall’ordine dell’elemento g: se g € di ordine n, con n € N, allora
gli elementi del gruppo saranno dati dalle n potenze di g, C,, = {¢°, ¢',...,¢" '} =< g >.
Si puo osservare che ogni gruppo ciclico e anche abeliano. Infatti, Vg € C, e Vk,7 € N,
si ha:

gbgf = gtti = gtk = gigh, (1.5)
Un’altra importante proprieta di un gruppo ciclico ¢ che anche ogni suo sottogruppo
e ciclico. Per dimostrarlo consideriamo un gruppo ciclico G con generatore g e un suo
sottogruppo H C G.



Se H=FE =< E >, con E = ¢°, il sottogruppo ¢ ciclico.

Se H # FE, allora deve esistere h, il piu piccolo intero strettamente positivo tale che
g" € H. Richiediamo che sia strettamente positivo perche, se H & un sottogruppo, allora
si ha anche ¢~ € H. Quindi I'insieme {k € Z : k > 0,¢* € H} & non vuoto e quindi
ammette un minimo.

Sia allora ¢™ un elemento di H e dividiamo m per h. Avremo:

m=hq+r con ¢r € Z e 0 <r <h. (1.6)

Allora:
g =g"""=g"(¢") " eH, (1.7)

perché sia g™ che (g")~ appartengono a H.
Per la minimalita di h, dobbiamo avere r = 0 e quindi m = hq. Avremo:

gr=g"" = (") e< g" > (1.8)

e quindi H C< ¢". Dato che < ¢" >C H, concludiamo che H =< ¢" >, che quindi ¢
ciclico.

Un esempio di gruppo ciclico e, come anticipato nell’esempio precedente, il gruppo Cs,
caratterizzato dall’insieme F, R, Ry con R; e Ry che sono rispettivamente le rotazioni
di angoli 27/3 e 47/3 rispetto all’asse z. La sua tavola moltiplicativa ¢ la seguente:

Cs E R, R,
E E R, R,
Ry R, R, E
Ry R, E R,

Cs

1.2 Isomorfismi e affinita

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[5] pagg. 16, 19 - 21]
e da [[3]].

Talvolta puo accadere che due gruppi, i cui elementi sono definiti in maniera diver-
sa, siano algebricamente lo stesso gruppo.

Definizione 1.2.1. Due gruppi G e H sono quindi detti isomorfi se esiste una cor-

rispondenza biunivoca tra gli elementi g, di G e gli elementi h, di H, tali che se g,g, = g.
allora hyhy = h. (dove il simbolo moltiplicativo - & stato omesso).
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Definizione 1.2.2. Dati due gruppi G e H, un’applicazione w : G — H e detta
omomorfismo se w(ga - ) = w(ga) - w(gy) Per 0gni gu, g» € G. Un omomorfismo biettivo
¢ detto isomorfismo e, in questo caso, anche il suo inverso w=! & un isomorfismo.

Proposizione 1.2.1. Sia w : G — H un’omomorfismo tra gruppi. Allora w pre-
serva gli elementi neutri e inversi, cioe w(1l) =1, conl e Gel € H,ew(g) ' =w(g™),

con g € G.
Dimostrazione. Dalla definizione di omomorfismo abbiamo che:

Vw(g) = w(g) =w(l-g) = w(l) w(g), (1.9)
quindi w(1) = 1". Inoltre:

V=w(l)=wlg-g7) =wlg) wlg™), (1.10)

quindi w(g™!) = w(g)™t.

Proposizione 1.2.2. Sia w : G — H un’omomorfismo tra gruppi. Allora ker(w),
cio¢ il sottoinsieme f~1(1’) di G, e Im(w), cioet il sottoinsieme f(G) di H, sono rispetti-
vamente sottogruppi di G e di H, con 1’ che & ’elemento neutro di H.
Dimostrazione. ker(w) & un sottogruppo di G perché soddisfa le proprieta di gruppo
(vedi definizione 1.1.1):

1. per la proposizione 1.2.1 1’ = w(1), quindi 1 & ’elemento neutro di ker(w);

1

2. sia g € ker(w). Allora anche g~' appartiene a ker(w) perché, per la proposizione

1.2.1:
U=w(g) wlg™) =1 wlg™), (1.11)

quindi w(g™!) =1’ e quindi ¢! € ker(w);
3. siano g, ¢’ € ker(w). Allora:
w(g-g) =wlg) wlg)=1-1=1, (1.12)
quindi g - ¢’ € ker(w).

Im(w) & un sottogruppo di H perché soddisfa le proprieta di gruppo (vedi definizione
1.1.1):

1. per la proposizione 1.2.1 w(1) = 1’, quindi 1’ & I'elemento neutro di Im(w);

2. dato w(g) € I'mw, per la proposizione 1.2.1 abbiamo che w(g)™' = w(g™!), quindi
I'inverso di un elemento di Im(w) esiste e appartiene a Im(w);

11



3. dati w(g),w(g’) € kerw, abbiamo che per la definizione di omomorfismo w(g) -
w(g) =w(g-g), quindi w(g) - w(g’) appartiene a Im(w).

Proposizione 1.2.3. Se w : G — G’ & un omomorfismo tra gruppi e ¢ € G ¢ un
elemento di ordine finito, allora l'ordine di ¢(g) & un divisore dell’ordine di g. Se w &
iniettivo, 'ordine di w(g) € uguale all’ordine di g.

Dimostrazione. Sia g di ordine n. Cio significa che g" =¢g-g----- g=1conl e€G.
nwvolte
Essendo w un omomorfismo, vale w(g"™) = w(g) -w(g)----- w(g) = 1 e cio & vero
nl?(gte
se l'ordine di w(g) & un divisore m di n, perché in questo modo avremo w(g") =
w(g)™ - w(g)™ - w(igm=21-1.....1" =1 con n\m = p e n,m, p interi.
L S—
p;)?te pvolte

Se w ¢ iniettivo significa che il suo nucleo contiene solo I’elemento neutro 1. Prendendo
I'elemento ¢ di prima, vediamo che non puo valere w(g)™ = 1": infatti w(g)™ = w(g™)
per definizione di omomorfismo, ma ¢™ # 1, quindi, per U'iniettivita di w, w(g™) # 1'.
Di conseguenza deve valere w(g)" = w(g") = 1/, perché per come abbiamo definito g,
¢" = 1. Quindi se g & di ordine n e w ¢ iniettivo, anche w(g) ¢ di ordine n.

Le trasformazioni piu interessanti da un punto di vista geometrico sono le affinita. Dia-
mo prima la definizione di spazio affine.

Definizione 1.2.3. Uno spazio affine su un campo K ¢ una terna (A, L, +) dove:
1. A & un insieme non vuoto, i cui elementi sono i punti P dello spazio;
2. L ¢ uno spazio vettoriale su IC, i cui elementi sono i vettor: dello spazio;

3. + : Ax L — A ¢ un’applicazione (P,v) — P+ v, con P € Aev € L, che
soddisfa le seguenti condizioni:

(a) compatibilita con la somma di L: (P+v)+w =P+ (v+w), perogni P € A
ev,welL;

(b) fedelta: P+ v = P se e solo se v = 0;

(c) transitivita: per ogni coppia di punti P e @ in A, esiste un vettore v € L tale
che P+v=0Q.

La dimensione dello spazio vettoriale L su K prende il nome di dimensione dello spazio
affine.

Possiamo adesso dare la definizione di affinita:

12



Definizione 1.2.4. Siano due spazi affini (A, L,+) e (A, L', +) su un campo K.
Un isomorfismo affine & un isomorfismo f : A — A" di A su A’ tale che esiste un
isomorfismo degli spazi vettoriali associati ¢ : L — L’ che soddisfa la condizione:
f(P4+v)=f(P)+¢(v)perogni P Aev e L. Se A= A siparladi affinita. In
questo caso ¢, essendo un isomorfismo che va in sé stesso, prende il nome di automorfismo.

Proposizione 1.2.4. Siano (A, L,+), (A, L',+),(A”,L",+) spazi affini sullo stesso
campo I, siano gli isomorfismi affini f: A — A’ e f': A’ — A” e siano gli isomorfismi
sugli spazi vettoriali associati ¢ : L — L' e ¢/ : L' — L” . Allora anche f o f ¢ un
isomorfismo affine.

Dimostrazione. Siano P un punto di A e v un vettore di L. Avremo:

(fo)(P+v)=f(f(P+V)) = f(f(P)+o(v) = f(f(P)+¢'(¢(v)) = f'(P)+¢'(V)

(1.13)
con P’ punto di A’ e v/ vettore di L. Essendo una composizione di isomorfismi, anch’essa
un isomorfismo, abbiamo che la proposizione e provata.

Se in particolare si compongono tra loro delle affinita, quindi degli isomorfismi affini
di uno spazio affine in sé stesso, si ottengono ancora delle affinita. L’insieme delle affi-
nita su uno spazi affine A forma un gruppo, in generale non abeliano, secondo la legge
di composizione o. Possiamo vedere come le condizioni di gruppo siano rispettate:

1. T'operazione di composizione e un’operazione associativa;
2. esiste l'elemento neutro idy tale che ida(P +v) = P+ v;

3. essendo un affinitd f biettiva, esiste I'elemento inverso f~! che & anch’esso un
isomorfismo affine.

1.2.1 Esempio: il gruppo S;3 e il gruppo Dj

Definiamo il gruppo Sz (nel caso piu generale il gruppo ¢ rappresentato col simbolo S,
ed ¢ chiamato gruppo simmetrico) delle permutazioni P di tre oggetti per mostrare il
suo isomorfismo con il gruppo Ds, definito precedentemente.

Per denotare una permutazione e utile usare la seguente notazione:

p_ 1 2 3 ... n
P1 P2 P3 ... Pn
in cui i numeri p;ps . .. p, sono un riarrangiamento dei numeri 12...n. L’inverso P~}
dell’elemento P si puo quindi scrivere come:
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Per n = 3 abbiamo:

123
I‘(123)’ h=

Py

1

— \]
— N
w W
~_
s
7N
— =
— NN W N
N W
~_
X
|
N\
L =
N DO
— W
~_

(]
W DN
—_

3 1
231) =
Ad esempio:
1 23\ /1 2 3 1 32\ /1 2 3 1 2 3
PlP?_(213><132>_<231)(132)‘(231)_P4'

In questo modo possiamo scrivere la seguente tabella moltiplicativa.

Ss
Ss

P, |P, P, P, P, Ps I

Notiamo che la corrispondenza [ <+ E, R <+ Ps, Ry <+ P,, R3 <+ P, Ry < P>,
Rs5 <> P3, mostra 'isomorfismo tra i gruppi D3 e S3. Per I'isomorfismo, la struttura dei
sottogruppi del gruppo S3 ha la stessa struttura di quella del gruppo Ds.

1.3 Rappresentazioni di un gruppo

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[5] pagg. 43 - 51] e
da [[3]]. Definizione 1.3.1. Sia 7" un insieme di operatori lineari 7'(g;) definito su uno
spazio vettoriale L. Gli operatori sono lineari nel senso che, dati dei vettori ry,ro,r in L:

T(ga)(r1 +12) = T(ga)r1 + T(ga)T2. (1.14)
T(ga)cr = cT'(gq)r. (1.15)

Se ad ogni operatore T'(g,) corrisponde un elemento g, del gruppo G tale che
T(ga)T(gb) = T(gagb)aT(E) = 17 (116)
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si dice che questo insieme di operatori forma una rappresentazione del gruppo G nello
spazio L.

La rappresentazione T'(g,) ¢ detta fedele se ¢’ un isomorfismo, quindi una corrispon-
denza uno a uno, tra gli operatori 7'(g,) e gli elementi del gruppo g,. In generale puo
succedere che elementi diversi di un gruppo siano mappati dallo stesso operatore.

Si e soliti definire un operatore attraverso una matrice secondo una base opportuna.
Quindi, scegliendo una base e;.e,,...,es in L, possiamo formare una matrice per ogni

operatore T'(g,) tale che:
Z i(ga)e5, (1.17)

con T;;(gq) che sono gli elementi di matrice. Le matrici T'(g,) cosi definite obbediscono
all’equazione 1.16 attraverso 'ordinaria moltiplicazione tra matrici. Infatti:

T(ga)T(gb)e' = ZT Ga ir]z gb e
= Z Z i(90)Trj(ga) ek

(1.18)

T(9a)T(gp)ei = T(gags)ei
=D Thi(gag)er- (1.19)

Quindi, affinche 1.16 sia valida, deve valere:

Tk:z gagb ZTkj ga ji gb) (120)

Adesso, prima di definire il concetto fondamentale di rappresentazione irriducibile, &
necessario dare altre definizioni:

Definizione 1.3.2. Sia L; C L un sottospazio dello spazio vettoriale L su cui e de-
finito un prodotto scalare < . >. Definiamo complemento ortogonale Li di Ly in L il
sottospazio di tutti i vettori di L ortogonali ai vettori di L; rispetto al prodotto scalare.
Quindi:

Ly ={reL:<r,r;>=0 V¥Yr, €L} (1.21)

Definizione 1.3.3. Sia un operatore 7" definito in uno spazio L e sia un sottospazio L,
di L tale che, dato un vettore ry in Ly, il vettore trasformato rj; = T'r; giace anch’esso
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nel sottospazio L;. Un sottospazio con questa caratteristica e detto invariante rispetto
all’'operatore T'. Piu in generale, dato un insieme di operatori T'(g,) in L, L; & detto sot-
tospazio invariante se € invariante rispetto a tutte le trasformazioni indotte dal gruppo G.

Definizione 1.3.4. Sia L uno spazio vettoriale invariante rispetto alle trasformazio-
ni 7'(g,) indotte da un gruppo G. Sia poi L; un sottospazio invariante di L. Se il
complemento ortogonale Ly di L; ¢ anch’esso invariante, allora la rappresentazione T ¢
detta riducibile. In caso contrario e detta wrriducibile.

E quindi possibile dividere uno spazio L in una somma di sottospazi L, ognuno dei
quali e invariante e irriducibile. Questa divisione non € necessariamente unica. Possia-
mo quindi scrivere L = L; @ Ly @ ... in cui ogni L, e irriducibile e invariante sotto
le trasformazioni T'(g,). La corrispondente rappresentazione puo essere scritta in forma
di una matrice diagonale a blocchi, dove la matrice 79 (g,) ¢ una matrice quadrata di
dimensione uguale a quella del sottospazio L, e dove gli 0 rappresentano delle matrici
rettangolari nulle.

7L 0 0 0
0 7@ 0 0
0 0o 717G 0
0 0 0

Dato adesso uno spazio affine (A, L, +), cerchiamo una rappresentazione per il grup-
po affine Aff(A). Diamo prima la definizione di sistema di riferimento affine:

Definizione 1.3.5. Si chiama sistema di riferimento affine R = {O, V} nello spa-
zio affine (A, L, +), la scelta di un punto O € A, chiamato origine del riferimento, e di
una base ordinata V = {v1,...,v,} base dello spazio V. Le coordinate di un vettore
r € L nel riferimento R sono le coordinate del vettore r nella base V= {vy,...,v,}. Le
coordinate di un punto P € A nel riferimento R sono le coordinate del vettore P — O
nello stesso riferimento.

La scelta di un sistema di riferimento affine permette di associare alle applicazioni affini
e, quindi, alle affinita, delle matrici.

Sia f : A — A un’affinita su uno spazio affine (A, L, +) di dimensione n e sia il sistema
di riferimento affine R = {O, V}. Dato un punto X = O +x, con X € Aex € L, si ha:

F(X) = fO) +¢(x) = O+t + o(x), (1.22)

dove ¢ : L — L ¢ I'applicazione lineare associata a f e t = f(O) — O.
Siano quindi f(O) — O =t = tyv; + -+ +tyv, e M = ap(¢) € M,,(K), dove
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M, »(K) sono le matrici quadrate n x n definite sul campo IC, che mi descrive 'azione
dell’applicazione lineare ¢ sul vettore x.
Ponendo t + ¢(x) = y, avremo anche f(X) = O + yjv1,...,yn0,, in funzione di X =
O + zqvy, ..., T,0,, cioe:

y=Mx—+t. (1.23)

Cio significa che un’affinita, quindi un elemento del gruppo affine Aff(A), & sempre
determinata da una matrice quadrata M e da un vettore t.

1.3.1 Esempio: il gruppo Dj

Cerchiamo una rappresentazione fedele per il gruppo D3 introdotto nel paragrafo 1.1.1.
Come visto in Figura 1.1, scegliamo come vettori di base e,, e, e e,, con e, che punta
fuori dal foglio. Avremo, per esempio, che '’elemento R; del gruppo, il quale descrive
una rotazione di 120° rispetto all’asse z, sara mappato nel seguente modo:

1 3
T(Ri)e, =€, = —5e + \/T_Gy
V3 1 (1.24)
T(Rl)ey = e; = —TEI — Eey
T(R))e.,=¢€, =e,
Per I'equazione 1.17 otteniamo:
_1 V3
2 2
T(R) = \/Tg —% 0
0 0 1
Per gli altri elementi del gruppo avremo:
~4 _\/Tg 0 -1 0 0
T(R)= -3 _1 o], T(Ry)=[0 1 0
o 0 1 0 -1
V3 V3
R L
0 0o -1 0 0o -1
1 00
conT(E)=10 1 0
0 01

Si verifica che queste matrici formano la stessa tabella moltiplicativa degli elementi del
gruppo 1.2.1.
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1.4 Azione di un gruppo su un insieme

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[6] pagg. 1 - 2.
Definizione 1.4.1. Sia X un insieme e (G,-) un gruppo. Un’azione del gruppo su
X e un’applicazione del tipo:

GxX — X

(0.7) — g *a (1.25)

che soddisfa le seguenti proprieta:
1. 1 %2 =z per ogni z € X;

2. (g1-g2) *x = g1 % (g2 xx) per ogni g;,g2 € G e per ogni x € X.

Definizione 1.4.2.Sia G un gruppo che agisce su un insieme X. Si dice orbita di z € X
'insieme orb(x) ={g*z:g € G}.
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Capitolo 2

Isometrie del piano euclideo

In questo Capitolo verra introdotto il concetto di isometria che ci permettera di giungere
al teorema di Chasles.

2.1 Definizione di isometria e proprieta

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[8] pagg. 243 - 250] e
[[2] pagg. 68 - 69].

Nel Capitolo precedente e stata data la nozione di spazio affine che, adesso, ci e uti-
le per ottenere la definizione di spazio euclideo.

Definizione 2.1.1. Uno spazio affine (F,V,+) su un campo K & detto spazio eucli-
deo se lo spazio vettoriale V' e dotato di un prodotto scalare < -,- > e, quindi, se V' ¢
uno spazio vettoriale euclideo. In genere V' viene denotato con E™.

Definizione 2.1.2. Dato un insieme X definiamo distanza 1’applicazione
d: X xX —TR (2.1)
tale che, per ogni x,y,z € X:
1. dx,y) >0ed(x,y)=0<x=1y;
2. d(x,y) = d(y,x) (Simmetria);

3. d(x,2z) < d(x,y) + d(y,z) (Disuguaglianza triangolare).
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Se X = E™, la distanza su uno spazio euclideo, dato il prodotto scalare euclideo, e
definita come:

dx,y)=V/<x—yx—y>=|x—y|l=

> lzi—wil?, (2.2)
=1

con x = (x1,...,2,) €y = (Y1,...,yn) € dove || - || & la norma euclidea.

Definizione 2.1.3. Dato uno spazio euclideo (E, E™, +), angolo interno 6 tra due
vettori x,y € E™ e definito nel seguente modo:
<Xy >
cos(f) = ———. (2.3)
[yl

Dai risultati ottenuti alla fine del paragrafo 1.3 sappiamo che un’affinita in uno spazio
euclideo (F, E™, +) & una trasformazione del tipo

x — Mx+t (2.4)

dove M ¢ una matrice quadrata n x n e t € un vettore di E™.
Prima di poter definire il concetto di isometria ¢ necessaria un’ultima definizione:

Definizione 2.1.4. Un operatore lineare T': L — L si dice unitario se:
<T(v), T(w) >=<v,w> (2.5)
per ogni v,w € L.

Quindi un operatore T e unitario se preserva il prodotto scalare.

Mostriamo adesso che gli operatori unitari formano un gruppo. Essendo la norma di
un vettore definita come ||T(v)|| = /< T(v),T(v) >, un operatore unitario conserva
anche la norma di un vettore. Da cio segue che se T' € unitario, allora T'(v) = 0 implica
v = 0. Questo significa che nel nucleo (vedi I’Appendice A) di T' & contenuto solo il
vettore nullo e, quindi, che 'operatore T ¢ invertibile (per i dettagli della dimostrazione
vedere 1’Appendice A). Dimostriamo che, dato un’operatore unitario 7, il suo inverso
T—! & unitario:

<Tv), T(w)>=<v,w>=<T HTw)), T"HT(w)) > . (2.6)
Se poniamo T'(v) = x e T'(w) =y, otteniamo:

<T7'x), T Yy) >=<x,y >, (2.7)
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quindi 7! & unitario.

L’elemento neutro del gruppo ¢ dato dall’operatore identita id(v) = v, il quale & ovvia-
mente unitario.

Serve ora mostrare come la composizione di due operatori unitari sia ancora unitaria.
Dati T' e T" due operatori unitari, abbiamo:

< T(T'(™V)), T(T(w)) =< T'(v), T(W) >=< v, W >, (2.8)

in cui abbiamo usato due volte la definizione di operatore unitario.

Gli operatori unitari formano quindi un gruppo che, dato uno spazio vettoriale L su cui
gli operatori agiscono, prende il nome di gruppo ortogonale e si denota con O(L). 1l
gruppo ortogonale risulta essere un sottogruppo del gruppo generale lineare, GL(L), cioe
il gruppo delle matrici quadrate invertibili.

Gli elementi del gruppo ortogonale sono rappresentati dalle matrici ortogonali, cioe ma-
trici quadrate invertibili A tali che A=! = AT. Infatti in R®, usando il prodotto sca-
lare standard, vale < Av,w >=< v, ATw >, quindi, se una matrice ortogonale deve
preservare il prodotto scalare:

<AV, Aw >=< v, ATAw >=< v, w >, (2.9)

deve valere AT A =1 e, di conseguenza, AT = A1,

Si noti inoltre che per ogni matrice ortogonale A vale det(A) = £1, infatti, per il teorema
di Binet (vedi I’Appendice A) e per il fatto che una matrice e la sua trasposta hanno lo
stesso determinante:

1 = det(1) = det(AAT) = det(A)det(AT) = (det(A))*. (2.10)
Possiamo adesso dare la definizione di isometria.

Definizione 2.1.5. Sia (E, E™ +) uno spazio euclideo. Un’affinita f : E — E si
dice isometria di E se 'automorfismo associato ¢ : B — E™ & un operatore unitario.

Essendo l'identita idg un’isometria, poiché I'automorfismo associato, cioe l'identita in
E", e unitaria, e poiché sia la composizione di due isometrie che I'inversa di un’isome-
tria danno origine a un’isometria, si puo concludere che le isometrie di F costituiscono
un sottogruppo del gruppo affine euclideo Af f(FE). Esse formano quindi un gruppo che
indicheremo con Isom(FE) e che prende il nome di gruppo delle isometrie di E. In partico-
lare il gruppo delle isometrie del piano viene chiamato gruppo euclideo e denotato con Es.

Definizione 2.1.6. Un’isometria f con automorfismo associato ¢ si dice diretta se
det(¢) = 1, e inversa se det(¢p) = —1.
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Le isometrie dirette formano un sottogruppo del gruppo ortogonale precedentemente
definito, chiamato gruppo ortogonale speciale e denotato con SO(2) (il 2 indica che ci
troviamo in uno spazio euclideo bidimensionale). Gli elementi di SO(2) sono le matrici
nella forma:

st cosa

R - (cosa —sina> 0 cR
Un elemento A € O(2)\SO(2) si puo ottenere come prodotto:
A= (AB)B™, (2.11)

dove B € O(2)\SO(2) e AB € SO(2). Quindi A puo essere scritta come il prodotto di
una matrice in SO(2) e una in O(2)\SO(2). Se poniamo:

1 0
-1 _
== 5)

osserviamo che tutti gli elementi di O(2)\SO(2) sono nella forma:

A — cosf) —sinf 1 0\ [cosf sinf 0cR
7 \sinf cosf 0 —1) \sinf —cosf)’ '
Osservazione 2.1.1.  Ricordiamo che nella sua forma piu generale, un’isometria e

scritta come y = Mx+1t, quindi per descrivere con un’unica matrice un’isometria diretta
possiamo scrivere:

Y1 cosay —sina ty T
Yo | = | sina  cosa 1o Lo
1 0 0 1 1

Un’isometria inversa puo invece venire scritta come:

Y1 cosa  stna tg Ty
Yo | = | stha —cosa tq T
1 0 0 1 1

Le isometrie mantengono invariate le proprieta euclidee quali le distanze e gli angoli.
Proposizione 2.1.1. Sia f € Isom(FE). Allora VP, Q) € E vale:

d(P,Q) = d(f(P), f(Q)). (2.12)

Dimostrazione. Dato un riferimento R = {O, V}, abbiamo P = O +xe Q = O +X'.
Per l'equazione 1.23, abbiamo f(P) = O+ye f(Q) = O+y,cony = Mx+te
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y' = Mx' 4+ t. Quindi, esprimendo P, @, f(P) f(Q) secondo le coordinate definite dalla
definizione 1.3.5, abbiamo:

d(f(P), f(Q)) = d(y,y') = d(Mx +t, Mx' +t)
=||Mx+t— (Mx +1t)|| =||Mx — MX'|| = ||x — X|| (2.13)
= d(x,x') = d(P,Q),

perché M, per la definizione di isometria 2.1.5, &€ un operatore unitario e conserva la
norma.

Proposizione 2.1.2. Sia f € Isom(FE). Allora se P,QQ € E e dato il sistema di
riferimento affine R = {O, V}, si ha:

POQ = f(P)OJ(Q). (2.14)

Dimostrazione. La proposizione segue dalla definizione 2.1.3 di angolo in uno spazio
euclideo e dalla proprieta che hanno le isometrie di preservare norme e prodotti scalari.

Definizione 2.1.7 Data un’isometria f € Isom(FE) viene chiamato punto fisso un
punto P € E tale che:
f(P)=P. (2.15)

2.2 Classificazione delle isometrie nel piano euclideo

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[8] pagg. 256 - 260] e
[[11] pagg. 5 - 10].
Le isometrie del piano possono essere suddivise in:

1. traslazioni;

2. rotazioni;

3. riflessioni;

4. glissoriflessioni.

Attraverso il Teorema di Chasles dimostreremo che sono le uniche possibili isometrie
esistenti.

1. Una traslazione (vedi Figura 2.1) ¢ una trasformazione 7" del tipo:

T :R* — R?

(2.16)
X —x+t
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con t € R%.
L’inversa di una traslazione e una trasformazione del tipo:
7' R* — R?

(2.17)
X —x—t

La traslazione ¢ un’isometria diretta e non ha punti fissi.

Figura 2.1: Schema di una traslazione.

2. Dato un sistema di riferimento R = {O, V}, con O origine, una rotazione (vedi
Figura 2.2) di un angolo € intorno all’origine & definita come:

R:R? — R?

2.18
T — Rpx ( )

con Ry che ¢ una matrice ortogonale 2 x 2 del tipo:

Ry = (cos@ —SIHQ).

sinf@ cosd

Se # > 0 la rotazione va intesa in senso antiorario, se § < 0 va invece intesa in
senso orario.
Si tratta di un’isometria diretta e ha come unico punto fisso il centro O.

3. Dato un sistema di riferimento R = {O, V}, con O origine, una riflessione (vedi
Figura 2.3) rispetto alla retta r che passa per O e forma un angolo 6 con l'asse
delle ascisse e definita da:

S :R? — R?

2.19
r — Spx ( )

con Sy che ¢ una matrice ortogonale 2 x 2 del tipo:
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\/

Figura 2.2: Schema di una rotazione.

so= (Sl e0)

Si tratta di un’isometria inversa e sono fissi tutti i punti della retta r.

Figura 2.3: Schema di una riflessione.

4. Una glissoriflessione (vedi Figura 2.4) & un’isometria che si ottiene dalla composi-
zione di una riflessione rispetto a una retta r e una traslazione lungo un vettore

parallelo a r.
Si tratta di un’isometria inversa e non ha punti fissi.

Osservazione 2.2.1 Le riflessioni generano, per composizione, tutte le altre isometrie

del piano.

Infatti una traslazione T che trasforma un punto A in un punto B puo essere scritta
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Figura 2.4: Schema di una glissoriflessione.

come Ty p = Sp2 © Sy, dove Sy, € la riflessione rispetto all’asse m1 passante per il
punto medio di AB e S,,, ¢ la riflessione rispetto all’asse m2 passante per B. I due assi
ml e m2 sono entrambi perpendicolari a AB.

La composizione Sy o S, di due riflessioni rispetto a rette distinte passanti per O (con
¢ # x) € invece una rotazione di un angolo 2(¢ — x). Infatti:

svesi= (e “enton) (i entoo) -

(COS(Q(b) cos(2x) + sin(2¢) sin(2x) sin(2¢) sin(2y) — sin(2¢) cos(2x)) _
sin(2¢) cos(2y) — cos(2¢) sin(2x) sin(2¢) sin(2y) — cos(2¢) sin(2x)

(008(2(¢ — X)) —sin(2(¢ — X))) _ R,

sin(2(¢ — x))  cos(2(¢ — X)) (00

dove sono state usate le formule di addizione e sottrazione del seno e del coseno.
Essendo una glissoriflessione una composizione di una riflessione e una traslazione e

dato che una traslazione puo essere scritta, come visto, come una composizione di due
riflessioni, una glissoriflessione puo essere scritta come una composizione di tre riflessioni.

2.3 1l Teorema di Chasles

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[8] pagg. 260 - 262].

Teorema 2.2.1 (Chasles)
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e Un’isometria del piano euclideo E che fissa un punto € una rotazione o una rifles-
sione a seconda che sia diretta o inversa.

e Un’isometria di F che non fissa alcun punto ¢ una traslazione o una glissoriflessione
a seconda che sia diretta o inversa.

Dimostrazione. Consideriamo le quattro possibili situazioni:

1. Sia f € FE, un’isometria diretta che fissa un punto. Allora dalla rappresentazione
delle isometrie dirette ottenuta dopo la definizione 2.1.6, notiamo che deve essere
una rotazione, dove il punto fisso ¢ dato da a = 0.

2. Sia f € E, un’isometria inversa che fissa un punto e sia un sistema di riferimento
R = {0, V}. Sappiamo dalla definizione 2.1.6 che un’isometria inversa ¢ descritta
dalla matrice ortogonale Ay € O(2)\SO(2). Notiamo che i punti fissi presenti in
questo caso sono infiniti, cioe tutti quelli della retta passante per l'origine O e
inclinata di un angolo o = g rispetto all’asse delle ascisse. Infatti:

(nze) eosom) (rimie) =

(27“ cos?(a) — 7 cos(a) + 2r sin2(a) cos(a)> _ (77: Zi?éfﬁ)))

2rsin(a) cos?(a) — rsin(a) + 2r sin®(a)

dove r € R e dove sono state usate le formule di duplicazione sin(2«) = 2 sin(«) cos(«),
cos(2a) = 2cos?(a) — 1 e cos(2a) = 1 — 2sin?(a). Vediamo dal paragrafo 2.2 che
un’isometria di questo tipo descrive una riflessione rispetto alla retta passante per
I'origine O e inclinata di un angolo « rispetto all’asse delle ascisse.

3. Sia f € F, un’isometria diretta priva di punti fissi. Allora anche f? & priva di punti
fissi, perché, se si avesse f2(P) = P per qualche P, il segmento P f(P) verrebbe
trasformato da f nel segmento:

fP)f2(P) = f(P)P, (2.20)

cioe nello stesso segmento iniziale, ma con gli estremi scambiati e, quindi, avremmo
che il punto medio del segmento sarebbe un punto fisso di f, fatto impossibile per
ipotesi.

Per ogni P € E consideriamo adesso i tre punti distinti P, f(P), f2(P) e dimo-
striamo che sono allineati. Se cosl non fosse, infatti, (Figura 2.5) gli assi dei
due segmenti Pf(P) e f(P)f?(P) si incontrerebbero in un punto @. Inoltre,
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Figura 2.5: Schema costruttivo per il punto 3 del Teorema di Chasles.

dato che per la Proposizione 2.1.1 le isometrie conservano le distanze, avremo

d(P. [(P)) = d(f(P), /*(P)) e
d(Q. P) = d(Q. f(P)) = d(Q, f(P)). (2.21)

Essendo poi che per la Proposizione 2.1.2 le isometrie preservano gli angoli, avremo

—_— T

che PQf(P) = f(P)Qf?(P) e quindi ne segue che il triangolo di vertici Q, P, f(P)
viene trasformato da f nel triangolo @, f(P), f?(P) e quindi f(Q) = Q. Ma que-
st’ultima affermazione ¢ incompatibile con le ipotesi iniziali, quindi P, f(P), f*(P)
devono essere allineati.

In generale possiamo dire che tutti i punti P, f(P), f3(P),..., fi{(P),... sono al-
lineati e quindi f agisce sulla retta che li contiene come una traslazione. Essendo
f un’isometria diretta, f agisce allo stesso modo su tutto il piano e, quindi, € una
traslazione.

. Sia infine f € E, un’isometria inversa priva di punti fissi. Allora f? & un’isometria
diretta, infatti, per il teorema di Binet:

det(f?) = det(f)det(f) = (—=1)(—=1) = 1. (2.22)

Inoltre, come nel caso precedente, f2 non ha punti fissi ed & una traslazione f = T,
per un certo v.
Consideriamo un punto P € E. Le rette definite da o = Pf?(P) e da r; =

f(P)f3(P), tali quindi che f(rg) = 71, sono parallele (non necessariamente di-
stinte), perché abbiamo che i punti f2*(P) con n reale risiedono tutti sulla stessa
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P F2(P)
Figura 2.6: Schema costruttivo per il punto 4 del Teorema di Chasles.

retta, essendo le potenze pari di f delle traslazioni, e che anche i punti f"™!(P)
risiedono tutti su una retta parallela a quella precedente, perché, se consideriamo
come punto di partenza f(P), abbiamo che le applicazioni pari di f a f(P) devono
risiedere tutte sulla stessa retta, essendo traslazioni. Questo significa che la retta
r parallela a ry e a r1 ed equidistante da esse, viene trasformata da f in sé stessa
(vedi Figura 2.6).

Dato che f? agisce su r come la traslazione T, allora f agisce su r come la trasla-
zione Ty\o. Di conseguenza la composizione T__\z 0 f fissa tutti i punti di r, perché
sui punti di r, f si comporta come T\\o € T_\\2 © Ty\o = id. La trasformazione
inversa che fissa tutti i punti di una retta e, come visto precedentemente, la rifles-
sione.

Quindi f = T390 (T_\\20 f) € la composizione di una riflessione e di una traslazione
e viene chiamata glissoriflessione.

Definizione 2.3.7. Sia F uno spazio euclideo. Un sottogruppo G di Isom(FE) si di-
ce discontinuo se per ogni P € F esiste r > 0, con r € R, tale che o g(P) = P, o
g(P) ¢ D(P,r), con g € G e D(P,r) disco di centro P e raggio r.

I gruppi discontinui di isometrie del piano euclideo E? si suddividono in tre classi: i
gruppi finiti, i gruppi dei fregi (che contengono traslazioni in una sola direzione) e i
gruppi cristallografici piani (che contengono due traslazioni indipendenti). Questi ultimi
verranno trattati nel Capitolo 4.
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Capitolo 3

Gruppi puntuali e reticoli

In questo Capitolo verranno affrontate le nozioni di gruppo traslazionale e di gruppo
puntuale. Verra poi data la definizione di gruppo cristallografico piano, la quale sara
approfondita nel Capitolo 4 e, infine, sara introdotto il concetto di reticolo, utile per una
classificazione dei gruppi cristallografici piani che sara fatta nel Capitolo 4.

3.1 Gruppi traslazionali e gruppi puntuali

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[1] pagg. 145 - 147] e
[[9] pagg. 8 - 9].

Nello scorso capitolo e stato visto come un’isometria f del piano possa essere rappresen-
tata da una coppia (t, M), dove t € R e M € O(2). Di conseguenza possiamo scrivere
f=(t,M), con:

f(x) =t + Mx, (3.1)
per ogni x € R%.
Definiamo ora 7 : Ey — O(2) con 7(t, M) = M. 7w ¢ un omomorfismo perché:

m((t, M)(t', M) = 7((t + M)(t' + M"))

=7t + Mt' + MM')

=7(t+ Mt', MM') (3.2)
MM’
= 7(t, M) (t', M)

e il suo nucleo consiste nelle isometrie del tipo (t,1) con t € R?, cio¢ nelle traslazioni 7T'.

Definizione 3.1.1. Se G ¢ un sottogruppo di F,, possiamo definire H = GNT e
J = 7(G) e chiamare H il sottogruppo traslazionale di G e J il gruppo puntuale di G.
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n==~6 n=23§8 n =12

Figura 3.1: Forme con simmetria rotazionale di ordine 6, 8 e 12.

Definizione 3.1.2. Un sottogruppo di F, e detto gruppo cristallografico piano se il
suo sottogruppo traslazionale ¢ generato da due traslazioni indipendenti e se il suo grup-
po puntuale e finito.

I gruppi cristallografici piani sono anche detti gruppi di simmetria delle decorazioni del
piano. Essi descrivono infatti i modi di ricoprire il piano ripetendo indefinitamente un
certo motivo e, nel Capitolo 4, mostreremo come tali modi sono limitati.

Diamo adesso una giustificazione intuitiva per la Definizione 3.1.2. Abbiamo richiesto che
il sottogruppo traslazionale fosse generato da due vettori linearmente indipendenti perché
il nostro obiettivo & quello di riempire un intero spazio bidimensionale. Se avessimo un
solo vettore linearmente indipendente, allora otterremmo un pattern unidimensionale e
se avessimo piu di due vettori linearmente indipendenti, allora essi genererebbe uno spa-
zio di dimensione maggiore di due.

E stato poi richiesto che il gruppo puntuale fosse finito. Siano infatti delle forme con una
simmetria rotazionale di ordine n (vedi Figura 3.1). E facile notare come all’aumentare
dell’ordine di simmetria rotazionale le forme tendano a diventare circolari. Lo stesso vale
per quanto riguarda le riflessioni: una forma con infiniti assi di riflessione ¢ un cerchio.
Dall'immagine 3.1 si nota che ¢ impossibile riempire un piano con dei cerchi senza la-
sciare spazi vuoti e, di conseguenza, non possiamo avere un gruppo cristallografico piano
composto da un pattern di cerchi ripetuti. Per questo motivo il gruppo puntuale deve
essere finito.

3.2 Reticoli

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[1] pagg. 148 - 150] e
9] pagg. 9 - 11].
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Figura 3.2: Patterns di cerchi e esagoni ripetuta.

Definizione 3.2.1. Il reticolo L di un gruppo cristallografico piano G ¢ lorbita (vedi
Definizione 1.4.2) dell’origine in R? ottenuta dall’azione del sottogruppo traslazionale H

di G.

Proposizione 3.2.1. Dato un gruppo cristallografico piano G, il suo reticolo L & un
sottogruppo di R2.

Dimostrazione. Sia H il sottogruppo traslazionale di G e sia v : H — R? con (f) =
v((t,1)) = t. v ¢ un omomorfismo perché, date f,g € H con f = (t,1) e g = (w,1),
abbiamo:

Y(fog) =~((t,1)(w,1)) =v(t+w,1) =t+w =(t,1) +y(w,1) =v(f) +7(9)- (3.3)

Per la proposizione 1.2.2 I'immagine di un omomorfismo ¢ un sottogruppo del gruppo di
arrivo, in questo caso di R%. Essendo L formato dall’insieme dei vettori t € R? tali che
(t,1) = f € H, L & un sottogruppo di R%.

Definizione 3.2.2. Chiamiamo a il vettore di lunghezza minima in L. Scegliamo
un secondo vettore b in L non parallelo ad a e della lunghezza minima possibile.

Teorema 3.2.1. 1 vettori a e b cosi come sono definiti nella Definizione 3.2.2 for-
mano una base del reticolo L. Quindi L consiste in tutte le combinazioni lineari ma+nb
con m,n € Z.

Dimostrazione. Per come sono definiti, a e b sono linearmente indipendenti. Essendo
a,b € L e essendo L un sottogruppo di R%, Vm,n € Z,ma + nb € L. Usando i punti
ma+nb possiamo dividere il piano in parallelogrammi, cosi come mostrato nella Figura
3.3. Se esistesse x € L non contenuto nel reticolo formato dai parallelogrammi, allora
potremmo scegliere il parallelogramma che contiene x e il vertice ¢ piu vicino a x. Allora
il vettore x — ¢ sara un vettore non nullo e non potra essere una combinazione lineare di
a e b. Essendo c il punto piu vicino a x, deve valere ||x — c|| < ||b||. Per la definizione
di a, ||x—c|| > ||a]|, ma x - ¢ non ¢ un multiplo di a, quindi contraddice la nostra scelta
di b, che deve essere il vettore di lunghezza minima non multiplo di a. Abbiamo quindi
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Figura 3.3: Schema costruttivo per il Teorema 3.2.1.

raggiunto una contraddizione, di conseguenza Vx € L,dm,n € Z tali che x = ma + nb.
Quindi a e b formano una base del reticolo L.

Possiamo classificare i reticoli in cinque diversi tipi a seconda della forma del parallelo-
gramma di base determinato da a e b. Per definizione vale ||al| < ||b||. Richiediamo
lla — b|| < ||]a+ b]|. Se l'affermazione ¢ falsa, sostituiamo b con -b. Notiamo che es-
sendo b il piu corto vettore non parallelo ad a, deve valere ||b|| < ||a — b||. Quindi:
la]| < [[b]] < [la =bl| <[la+bl.

I reticoli possono essere classificati in cinque tipi a seconda che il segno < sia = o <. Ri-
cordiamo che ||a|| e ||b|| sono le lunghezze dei lati del parallelogramma, mentre ||a—bl|| e
|la+b|| sono le lunghezze delle diagonali. Abbiamo quindi cinque diversi tipi di reticoli,
per le immagini vedi Figura 3.4:

1. Obliquo: ||a|| < |b|| < |la—b]| < ||la+ b]]|.

2. Rettangolare: ||a]| < ||b]| < ||la—b|| = ||a+ b||.

3. Rettangolare centrato: ||a|| < ||b|| = |la—Db]|| < ||la+ b]|.
4. Quadrato: ||a|| = ||b]| < ||]a —b]|| = ||a+ b]]|.

5. Esagonale: ||a|| = ||b]| = ||]a — b|| < ||]a+ b]|.

Potrebbe sembrare che siano stati trascurati alcuni casi, ma adesso mostreremo che
non e cosl.
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Figura 3.4: Schemi dei cinque diversi tipi di reticoli.

Proposizione 3.2.2. Dati a e b definiti come nella definizione 3.2.2, non puo vale-
re ||b[ = [la+ b]].

Dimostrazione. Sappiamo che ||a — b|| < ||a+ b||, quindi a e b devono essere concordi.
L’unico modo per avere ||b|| = ||]a + b|| &€ quindi porre a = 0, ma a ¢ un vettore non
nullo per definizione. Quindi ||bl|| # ||a + b]|.

Quindi, per quanto detto, i casi ||a|| = ||b|]| = ||]a — b|| = ||la + b]| e ||a]| < ||b]| =
lla — b|| = ||]a + b|| non sono possibili.
L’ultimo caso non ancora considerato ¢ ||a|| = ||b|| < ||]a — b]|| < [|a+ b||. La forma di

base di questo reticolo ¢ quella di un rombo, le cui diagonali sono perpendicolari tra loro.
Puo pero essere visto anche come un rettangolo centrato, i cui lati sono a—b e a+ b.
Di conseguenza, questo caso ¢ gia stato considerato. Vedi Figura 3.5 per le immagini.

Teorema 3.2.2. Sia GG un gruppo cristallografico piano. Il gruppo puntuale J di G
agisce sul reticolo L di G.
Dimostrazione. 11 gruppo puntuale, essendo un sottogruppo di O(2), agisce sui vettori
del piano R?. Se la matrice M € J e se il vettore x € L, allora si dice che il gruppo
puntuale J agisce su L se Mx € L (vedi Definizione 1.4.1). Supponiamo 7(g) = M con 7
omomorfismo e g = (v, M) € G e denotiamo con 7 la traslazione (x,1). Sia H il nucleo
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Figura 3.5: Schema che mostra l'isomorfismo tra un reticolo avente un rombo come forma
di base e un reticolo rettangolare centrato.

dell’lomomorfismo 7 : G — J. Per la Proposizione 1.2.2 H e un sottogruppo di G e
quindi, Vg € G,V7 € H,grg~! € H, infatti:

= (v, M)(x,1)(=M v, M)

= (v,M)(x—M*'v,M™)
=(V+Mx— MM v, MM™) =
= (Mx,1).

979"
(3.4)

con g7t = (=M~'v, M), perché:

gog "=
(3.5)

(3.6)

Dalla 3.4 si vede che grg~! = (Mx,1) € H. Poiché il gruppo puntuale agisce sui vettori
del piano R?, M € J e x € R? per la Proposizione 3.2.1, allora Mx € R% Quindi (Mx,1)
¢ una traslazione e, di conseguenza, Mx € L.
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Capitolo 4
I gruppi cristallografici piani

In questo capitolo verra approfondito il concetto di gruppo cristallografico piano e ne
saranno definiti tutti i 17 tipi. Sara poi dimostrata ’assenza di isomorfismi tra i 17
gruppi e, infine, verra proposto un diagramma di flusso utile a identificare facilmente un
gruppo cristallografico piano.

4.1 Proprieta dei gruppi cristallografici piani

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[1] 149 - 153] e [[9]
pagg. 11 - 13].

Teorema 4.1.1 (Restrizione cristallografica). Le uniche possibili rotazioni in un
gruppo cristallografico piano possono avere solo ordine (vedi Definizione 1.1.2) 2,3,4 0 6.
Dimostrazione. Sia un reticolo L e sia il vettore a come definito nella Definizione 3.2.2.
Sia poi la traslazione 7 definita come 7 = (a,1) e sia anche una rotazione g intorno
all’origine di un angolo 6 tale che g = (0, Ry), con Ry definita come scritto nel paragrafo
2.2. Per il Teorema 3.2.2 g manda un punto del reticolo L in un altro punto del reticolo,
quindi una qualsiasi composizione di g e 7 manda 'origine in un punto del reticolo. Sia

a = (a1,as) e quindi ||a|| = \/a? + d3.
Dividiamo la dimostrazione in piu step:

Step 1: mostriamo che in un gruppo cristallografico piano non si possono avere rota-
zioni di ordine maggiore di 6.
Facciamo una dimostrazione per assurdo, assumendo di avere una rotazione di ordine
maggiore di 6. Consideriamo:

(171 ogoT)(0)= (1" og)(a) = 7' (Rya) = Rya — a. (4.1)
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Quindi Rga — a e un punto del reticolo. Notiamo che:
__|cosf —sinf| [ay ay
Fpa —a = [sin& cos 6 } (a2> B (Gg)
_ (aicosf — aysinf _(a
- (a1 sin @ 4 as cos 6> (aQ) (4.2)

_ (al(cosﬁ — 1) —agsin 9)

a; sinf + as(cosf — 1)

||[Rpa — a|| = \/(a;(cosf — 1) — aysin )2 + (a; sin @ + ay(cosf — 1))2

- \/a%(cosﬁ —1)2 + a3sin? 0 + a?sin? 0 + a3(cosf — 1)2

= \/(a% +a3)((cos — 1) +sin?0)
= \/(a% +a2)(2 —2cosb)

- J (4sin ) + a3)

(4.3)

= 2sinfal,
dove nella penultima riga ¢ stato usato cosf = 1 — 2sin? g.
Quindi ||Rpa — a|| = 2sinf||a||. Per avere una rotazione di ordine maggiore di 6, dob-
biamo avere § < 2m\6, quindi 2sinf < 1 e, di conseguenza, ||Rpa — a|| < ||a||, relazione
che pero contraddice la nostra scelta iniziale di a. Quindi in un gruppo cristallografico
piano non possiamo avere rotazioni di ordine maggiore di 6.

Step 2: mostriamo che in un gruppo cristallografico piano non si possono avere rota-
zioni di ordine 5. Facciamo una dimostrazione per assurdo e assumiamo di avere una
rotazione di ordine 5. Utilizziamo ¢ e 7 sopra definiti, con = 27\5, e consideriamo:

(rogogr)(0) = (rogog)(a) = (rog)(Rea) = (RyRea) = ReRoa +a.  (44)

Quindi RyRpa + a e un punto del reticolo. Notiamo che:
_|cos@ —sinf| [cosf —sinf| (ay aq
Roloa +a = {sinﬁ cos 0 ] {sin@ cos 0 1 (ag) * (ag)
_ Jecos?0 —sin?@  —2cosfsind ]| (a; L (@
T | 2cosfsinf  cos?0 —sin?0| \ay as

ay(cos? 0 — sin? §) — 2ay cos 0 sin 9) <a1)

2a; cos 6 sin 0 + ay(cos? ) — sin? 6) as

(4.5)

ai(cos? 0 —sin? 6 + 1) — 2a, cos@smH
2a; cos fsin 0 + ay(cos?  — sin? § + 1)
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||RgRya + a|| = 1/ (a1(cos? @ — sin® @ + 1) — 2ay cos 0sin 0)2 + (2a; cos Osin @ + ay(cos? § — sin? @ + 1)2

ﬁ

— \/ (cos? @ — sin? @ + 1)2 4 4a3 cos? 0 sin? 0 + 4a? cos? O sin® § + a2(cos? § — sin? § + 1)2

= \/a1+a2 (cos? @ — sin® 0 + 1)2 + 4 cos? § sin” 0)

= \/ (af 4+ a3)((2cos?0)? 4 4 cos? §(1 — cos?0))

= \/ (a? + a2)(4cos? 0)

= 2cosf|lal],
(4.6)

dove nella penultima riga ¢ stata usata la relazione cos? @ 4 sin = 1.

Quindi ||RpRpa + a|| = 2cosf||al]|. Se 0 = 2m\5, 2cosf < 1 e, di conseguenza,
||RgRoa + a|| < ||al|. Si arriva cio¢ a una relazione che contraddice la scelta di a
come vettore di lunghezza piu corta del reticolo. Quindi non possiamo avere rotazioni di
ordine 5.

Le sole rotazioni permesse sono quindi di ordine 2,3,4,6 e sono generate da rotazioni
s

di angoli m, <& 3 ;53 0%
Teorema 4.1.2. Un isomorfismo tra gruppi cristallografici piani manda traslazioni
in traslazioni, rotazioni in rotazioni, riflessioni in riflessioni e glissoriflessioni in glissori-
flessioni.

Dimostrazione. Sia ¢ : G — (1 un isomorfismo tra gruppi cristallografici piani e sia 7
una traslazione in GG. Traslazioni e glissoriflessioni hanno ordine infinito, mentre rotazioni
e riflessioni sono di ordine finito, quindi, per la Proposizione 1.2.3, ¢(7) dev’essere o una
traslazione o una glissoriflessione. Supponiamo che ¢(7) sia una glissoriflessione e sce-
gliamo una traslazione 71 € Gy che non commuta con ¢(7) (ad esempio ogni traslazione
la cui direzione non ¢ parallela all’asse della glissoriflessione). Se ¢(g) = 7, allora g sara
o una traslazione o una glissoriflessione. Di conseguenza g* ¢ una traslazione e, in quanto
tale, commuta con 7. Ma questo contraddice il fatto che ¢(g?) = 7¢ non commuti con
¢(7), quindi un isomorfismo fa corrispondere traslazioni a traslazioni e glissoriflessioni a
glissoriflessioni.

Le riflessioni hanno ordine 2, quindi I'immagine di una riflessione sotto un isomorfismo
puo essere o una riflessione o una rotazione di ordine 2. Sia g € G una riflessione la cui
immagine ¢(g) supponiamo essere una rotazione di ordine 2 e scegliamo una traslazione
7 € G la cui direzione non ¢ perpendicolare all’asse di riflessione di g. Quindi 7¢g € una
glissoriflessione. Ma ¢(7g) = ¢(7)¢(g) ¢ il prodotto di una traslazione e di una rotazione
di ordine 2, che & un’altra rotazione di ordine 2. Quindi abbiamo trovato una contrad-
dizione, perché I'immagine di una glissoriflessione dovrebbe essere una glissoriflessione,
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e, di conseguenza, un isomorfismo deve far corrispondere riflessioni a riflessioni.
L’immagine di una rotazione dovra quindi essere forzatamente una rotazione.

Corollario 4.1.1. Se due gruppi cristallografici piani sono isomorfi, allora anche i
loro gruppi puntuali sono isomorfi.

Dimostrazione. Siano G e GG due gruppi cristallografici piani aventi H e H; come sot-
togruppi traslazionali e J e J; come gruppi puntuali. Se ¢ : G — (1 € un isomorfismo,
allora per il Teorema 4.1.2 vale ¢(H) = H;. Percid ¢ induce un isomorfismo da G/H a
G1/H;. 11 corollario segue dal fatto che J & isomorfo a G/H e J; ¢ isomorfo a G1/H;.

4.2 Classificazione dei gruppi cristallografici piani

Gli argomenti di questo paragrafo sono stati trattati a partire da [[1] pagg. 155 - 164],
[[4] 57 - 69] e [[9] pagg. 13 - 18].

Adesso vogliamo definire tutti i 17 gruppi cristallografici piani e, alla fine, dimostra-
re che tra di loro non sono isomorfi.

Definizione 4.2.1 Per un gruppo cristallografico piano definiamo la cella unitaria come
la piu piccola parte del pattern ripetuto che riproduce l'intero pattern solo attraverso
traslazioni.

Una cella primitiva ¢ una cella unitaria i cui vertici sono punti del reticolo. In questo
caso i vettori che formano i lati della cella generano il gruppo traslazionale del pattern.
Una cella centrata ¢ una cella unitaria che oltre ad avere i punti del reticolo come vertici,
ne ha uno al centro.

Per classificare i gruppi cristallografici piani e necessario esaminare i cinque tipi possibili
di reticolo. Infatti, dato un reticolo L, possiamo cercare le trasformazioni ortogonali che
preservano L, le quali formano un gruppo che chiamiamo Op. Per il Teorema 3.2.2 il
gruppo puntuale di un gruppo cristallografico piano che ha L come reticolo dev’essere
un sottogruppo di Oy, e questa limitazione sul gruppo puntuale ci permettera di elencare
i diversi tipi di gruppi cristallografici piani aventi un certo reticolo L. La Tabella 4.1
mostra da quali elementi & composto il gruppo Oy, per ogni reticolo (Ry & la matrice che
indica una rotazione antioraria intorno all’origine di un angolo 6, mentre Sy ¢ la matrice
che indica una riflessione rispetto alla linea passante per l'origine che forma con ’asse
delle ascisse un angolo ¢).

Prima di iniziare con la classificazione facciamo una breve digressione sulla notazione
in uso. Ogni gruppo cristallografico piano ¢ denotato dai simboli p, ¢, m, g e dagli interi
1,2,3,4,6. Il primo simbolo puo essere una p o una c e si riferiscono al reticolo: p sta
per la parola primitive e indica un reticolo formato da celle primitive (vedi Definizione
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Reticolo Trasformazioni ortogonali che preservano il reticolo | Tipo di reticolo
Obliquo Op={1,-1} Primitivo
Rettangolare Op ={1,-1, 5,85z} Primitivo
Rettangolare centrato Or ={1,-1, 5,5z} Centrato
Quadrato Op, ¢ generato da Rz e da Sy Primitivo
Esagonale Oy, ¢ generato da Rz e da Sp Primitivo

Tabella 4.1: La tabella mostra, per ogni reticolo, da quali elementi ¢ composto il gruppo
Oy, delle trasformazioni ortogonali che preservano il reticolo L.

O centro della rotazione di ordine 2 ()
A centro della rotazione di ordine 3 (%)
O | centro della rotazione di ordine quattro (%)
L d

centro della rotazione di ordine sei (%)

— asse di una riflessione
--- asse di una glissoriflessione

Tabella 4.2: Legenda.

4.2.1), mentre ¢ sta per la parola centred e indica un reticolo formato da celle centrate
(vedi Definizione 4.2.1). Il secondo simbolo & un numero che indica il massimo ordine
di rotazione presente in G. Il terzo simbolo puo essere una m, che sta per mirror, una
g, che sta per glide, o un 1, e indica rispettivamente la presenza di una riflessione o di
una glissoriflessione aventi ’asse parallelo alle ascisse, o I'assenza di entrambe. Infine
il quarto simbolo puo essere ancora una m, una g o un 1, e indica rispettivamente la
presenza di una riflessione o di una glissoriflessione aventi ’asse che forma un angolo ¢
con l'asse delle ascisse, o I'assenza di entrambe. ¢ dipende dal secondo simbolo n e varra
gsen=12 Fsen=4e3sen=360.

Nei grafici che compariranno sara usata la legenda indicata nella Tabella 4.2.

Sia adesso un gruppo cristallografico piano G avente H come gruppo traslazionale, .J
come gruppo puntuale e L come reticolo. Noteremo come diversi gruppi cristallografici
piani possano determinare lo stesso reticolo. Selezioniamo i vettori a e b come fatto
nella Definizione 3.2.2 e assumiamo che a giaccia sull’asse positivo delle ascisse e che b
si trovi nel primo quadrante.

Reticolo obliquo. Consideriamo un reticolo L obliquo. Le uniche trasformazioni orto-

gonali che preservano L sono una rotazione di un angolo nullo, quindi I'identita 1, e una
rotazione di 7, quindi —1.

40



plll p211
Figura 4.1: Gruppi cristallografici piani ottenuti da un reticolo obliquo.

(p111) Se J contiene solo la matrice identita, allora G ¢ generato solo da due tra-
slazioni indipendenti e i suoi elementi sono nella forma (ma + nb,1) con m,n € Z. In
questo caso G si denota con pIl11 o pl.

(p211) Se J = {1,-1}, allora G contiene anche una rotazione di ordine 2 e si de-
nota con p211 o p2. Possiamo supporre che il punto fisso di questa rotazione sia ’origine
e quindi (0,—1) € G. Quindi gli elementi di G sono dati da:

(ma+nb,1)(0,—-1) = (ma+ nb, —1), (4.7)

conm,n € Z. Avendo —1 determinante uguale a 1, (ma + nb, - 1) identifica un’isometria
diretta e, per il Teorema di Chasles (Teorema 2.2.1), gli elementi di p211 possono essere
solo o rotazioni o traslazioni. Studiamo i punti fissi dell’isometria:

1 1
(ma+nb,-1)(P)=P< —-P+ma+nb=P& P = 5ma—|—§nb, (4.8)
per ogni P € R%. Questo significa che, sempre per il Teorema di Chasles (Teorema 2.2.1),
il gruppo p211 e formato da rotazioni di 7 intorno ai punti %ma + %nb.

Reticolo rettangolare. Consideriamo un reticolo L rettangolare. Le trasforma-
zioni ortogonali che preservano L, oltre a 1 e —1, sono la riflessione rispetto all’asse =z,
So, e la riflessione rispetto all’asse y, Sz. Quindi tutti i gruppi puntuali devono essere
sottogruppi di {1, —1,Sp, Sz}. Non considereremo i gruppi {1} e {1, -1} perché sono
gia stati studiati.

Se il gruppo puntuale J & formato da {1, Sy}, allora G potrebbe avere due forme differenti:

(p1lm1) Se il gruppo contiene riflessioni nella forma (0,Sy), allora G si denota con
pIml o pm.
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(plgl) Se il gruppo non contiene riflessioni, ma ha {1, Sp} come gruppo puntuale, allora
Sp dev’essere realizzata come una glissoriflessione e possiamo scegliere come origine un
punto sul suo asse. In questo caso GG viene denotato con pigl o pg. Applicando una
glissoriflessione due volte si ha una traslazione ka con k intero, quindi la nostra glissori-
flessione sara del tipo (%ka, So). Se k fosse pari, (—%ka, 1) sarebbe una traslazione in G
e allora avremmo:

(—%ka, 1)(%1%1, So) = (0, o), (1.9)

quindi la riflessione (0,.Sy) apparterebbe a G, contraddicendo la nostra ipotesi iniziale.
Di conseguenza k dev’essere dispari e:

1 1 1
(—=(k —1)a,1)(zka,Sy) = (=a,S), (4.10)
2 2 2
quindi (%a, So) € G. Gli elementi di G che non sono traslazioni, sono nella forma:

(ma+nb)(%a, So) = ((m + %)aJrnb, So), (4.11)

con m,n € Z. Queste sono tutte glissoriflessioni con asse orrizontale passante sui lati del

reticolo o a meta tra essi. La distanza tra gli assi di queste glissoriflessioni ¢ un multiplo
. co1e 1

dispari di za.

Se il gruppo puntuale ¢ {1, Sg}, allora i casi sono equivalenti a quelli precedenti con
la differenza che si invertono ”orizzontale” con ”verticale”.

Se il gruppo puntuale & {1, Sy, Sg}, allora possiamo avere tre diversi gruppi in base a
come Sy e Sg sono realizzate.

(p2mm) Se sia Sy che Sz sono realizzate come riflessioni, si ha il gruppo p2mm o
pmm. In questo caso GG contiene riflessioni rispetto all’asse verticale e riflessioni rispetto
all’asse orizzontale. Nella notazione e presente un 2 perché, se si sceglie come origine 1’in-
tersezione dell’asse di riflessione verticale con I’asse di riflessione orizzontale e si assume
che (0,5) e (0,57) appartengano a G, si nota che il prodotto

us
3
€ una rotazione di m intorno all’origine.
(p2mg) Se Sj e realizzata come riflessione e Sz come glissoriflessione, si ha il grup-

po p2mg o pmg. 1l 2 compare perché, come prima, possiamo scegliere come origine
Iintersezione tra ’asse orizzontale della riflessione e 1’asse verticale della glissoriflessione
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e, attraverso l’argomentazione usata per il gruppo plgl, si puo assumere che (0,Sp) e
(%b, Sz ) appartengono a G. Allora il prodotto

(%b, 52)(0, S0) = (%b, 1) (4.13)
¢ una rotazione di 7 intorno a %b perché il punto fisso dell’isometria e:
(%b,—l)(P) PR —P+%b:P<:>P: }lb. (4.14)
Il gruppo G ¢ costituito dai seguenti elementi:
H(0,1), H(0,5)), H(%b, S=), H(%b, -1). (4.15)

Il primo gruppo di elementi ¢ costituito da traslazioni.
Il secondo gruppo di elementi ¢ costituito da:

(ma +nb,1)(0,Sy) = (ma+ nb, S), (4.16)

con m,n € Z. Quando m = 0, questa isometria ¢ una riflessione con asse orizzontale che
passa attraverso i punti del reticolo o giace a meta tra questi. Infatti i punti fissi sono
dati dalle seguenti rette:

(nb, So)(P) = P <= nb = (1 — S)(P) <= 2y = nb <= y = gb, (4.17)

conP=<x), 50:((1) _01) e (1—Sy) :<8 g)
y

Se m e diverso da zero, l'asse della riflessione diventa un’asse di glissoriflessione e la
traslazione che compone la glissoriflessione ha vettore ma.
Il terzo gruppo di elementi e costituito da:

1 1
(ma+ nb, 1)(§b, Sz) = (ma+ (n+ §)b’ Sz), (4.18)

quindi da tutte le glissoriflessioni con assi verticale che passano attraverso i punti del
reticolo o a meta tra questi.

Se si scambiano 'asse verticale con l’asse orizzontale si ottiene un gruppo isomorfo a
p2mg.

(p2gg) Se sia Sy che Sz sono realizzati come glissoriflessioni, si ha il gruppo p2gg o

pgg. Questo gruppo non ha riflessioni, ma glissoriflessioni rispetto alle due direzioni per-
pendicolari.
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Figura 4.2: Gruppi cristallografici piani non isomorfi ai precedenti ottenuti da un reticolo
rettangolare.

Reticolo rettangolare centrato. Le isometrie che preservano il reticolo rettan-
golare centrato sono le stesse che preservano il reticolo rettangolare, quindi il gruppo
puntuale dev’essere ancora un sottogruppo di {1, —1,50,Sg}. Si trovano due nuovi

gruppi.

(c1lml) Se il gruppo puntuale & {1, Sy} si ottiene il gruppo ciml o c¢m. Supponia-
mo che (v, Sy) realizzi Sy in G. Questa isometria ¢ o una riflessione con asse orizzontale
o una glissoriflessione con asse orizzontale. Scegliamo come origine un punto dell’asse di
riflessione o di glissoriflessione tale che 2v sia un multiplo di a e tenendo conto che la
direzione verticale ¢ data dal vettore 2b — a (vedi Figura 3.4).

1. Se 2v = ka e k e pari, la riflessione

(0, 50) = (—%ka, 1)(%/%1, So) (4.19)

appartiene a GG. Gli elementi di G che non sono traslazioni sono nella forma:
(ma+nb, Sy) = ((m + %n)a + %n(?b —a),S), (4.20)
conm,n € Z. Scegliendon pariem = —%n si ha una riflessione con asse orizzontale
che passa attraverso i punti del reticolo. Se invece n e pari, ma m # —%n, gli assi

di riflessione diventano assi di glissoriflessione e la traslazione che fa parte di queste
glissoriflessioni € un multiplo di a. Infine, se n e dispari, si hanno glissoriflessioni
i cui assi passano a meta tra i punti del reticolo e la traslazione che fa parte di
queste glissoriflessioni ¢ un multiplo dispari di %a.
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clml c2mm

Figura 4.3: Gruppi cristallografici piani non isomorfi ai precedenti ottenuti da un reticolo
rettangolare centrato.

2. Se k e dispari, allora
1 1 1

appartiene a G ed e ancora una riflessione. Infatti spostando 1’origine si riottiene
(0,.S0) e ci si riconduce al caso in cui k ¢ pari.

Il gruppo puntuale {1, Sg} realizza un gruppo isomorfo a clml, infatti I'unico aspetto
che cambia e che si invertono ”verticale” con ”orizzontale”.

(c2mm) Il gruppo puntuale {1, -1, Sy, Sz} realizza il gruppo c2mm o cmm. E pre-
sente un 2 per lo stesso motivo per cui e presente nel gruppo p2mm e i calcoli eseguiti
per il gruppo clml possono essere fatti uguali per il gruppo ¢2mm, mostrando come Sy
e Sz possano entrambe essere realizzate sia come riflessioni che come glissoriflessioni.

Reticolo quadrato. Il gruppo delle isometrie che preservano il reticolo quadrato ¢ il
gruppo diedrale di ordine 8 generato da Rz e Sy, quindi {1, Rz, -1, R%\', So, Sz, Sz, S%ﬂ}.
I sottogruppi {1}, {1, -1}, {1, S0}, {1, Sz}, {1, -1, S0, Sz, } sono gia stati studiati.
Se i gruppi puntuali sono {1,S=} o {1,S %}, possiamo scegliere come nuove basi del
reticolo a + b e b. In questo modo otteniamo dei gruppi isomorfi a clml.

Se il gruppo puntuale ¢ {1, -1, Sz, 5 3%}, allora un cambio di base come quello fatto
precedentemente ci porta ad avere un gruppo isomorfo a ¢2mm.

(p411) Il gruppo puntuale {1, Rz, -1, R%ﬂ} ci da il gruppo p411 o p4, infatti non
ha riflessioni o glissoriflessioni, ma solo rotazioni di ordine 4 e 2.
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Il gruppo puntuale {1, Rz, —1, Rs%, So, S=, S, S%ﬂ} ci fornisce due diversi gruppi:

(p4mm) Se Sy & realizzata come una riflessione, abbiamo il gruppo p4mm o p4m.
Questa scelta impone a tutte le altre riflessioni del gruppo puntuale di essere realizzate
come riflessioni. Scegliamo infatti un’origine tale che (0, Rz) sia in G. Dato che Sy
e realizzata come una riflessione, sara nella forma (ub, Sy), perché b & perpendicolare
all’asse di riflessione. Ora abbiamo che

(0. Rg)(ub, Sp) = (—pa, Sx)

(4.22)
(—,ua, S%)(_Maa S%) = (_Ma - ILLb7 1)
sono elementi di p4mm, con p € Z. Quindi
(—ub, 1)(ub, So) = (0, Sp) (4.23)

¢ in G e componendolo pit volte con (0, Rx) si ottengono (0, S=), (0,5x), (O, STﬂ) per
cul si vede come So, Sz, Sz, 5 o siano tutte realizzate da rlﬂessmm

Il gruppo p4mm ha qu1nd1 riflessioni in quattro diverse direzioni, tutte separate da 7,
contiene glissoriflessioni in due direzioni e rotazioni di 7 e 7.

(p4gm) Supponiamo adesso che Sy non possa essere realizzata come una riflessione
in G. In questo caso abbiamo il gruppo p4gm o p4g. Scegliamo il punto fisso di una
rotazione di ordine 4 come origine, cosi che (0, Rz) appartenga a G e che (Aa + ub, Sp)
realizzi Sy in G. Abbiamo

(Aa + ub, Sp)(Aa + ub, Sp) = (2Aa, 1), (4.24)
con 2\ che e un intero. Se 2\ e pari:
(—Aa, 1)(Aa+ ub, Sp) = (ub, So) (4.25)

e una riflessione in G, quindi abbiamo una contraddizione. Di conseguenza 2\ deve essere
dispari e

1 1
((5 —XNa,1l)(Aa+ ub, Sy) = (éa + b, Sp) (4.26)
¢ un elemento di G. Inoltre abbiamo che
1 1
(0,R%)(§a+ﬂb, SO) = (§b — pa, S%) (427)
¢ 1 1 1
(55— 4, S7)(5b — pa, 55) = (5 — p)(a -+ b), 1) (4.28)
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sono elementi di G' e quindi (% — p) & un intero. Si conclude che la glissoriflessione

1 1 1 1
appartiene a G.

G e formato dai seguenti gruppi di elementi:

H(0,1) H(0,Rx)
2
H(0,-1) H(O,R%w)
11 11 (4.30)
H(za+ - H(=a+ ~b, S=
(2a—|—2b,50) (2a+2b,5’4)
1 1 1 1
H(§a—|—§b,Sg) H(§a—|—§b,5:«%)
Un elemento di H(0,1) ¢ una traslazione.
Un elemento di H(0,—1) & dato da:
(ma+nb,1)(0,—1) = (ma+ nb, —1). (4.31)
Se cerchiamo i punti fissi, otteniamo
1 1
(ma+nb,-1)(P) =P <= ma+nb—-—P=P<«<= P = gma+ énb, (4.32)

quindi il secondo gruppo di elementi ¢ dato da rotazioni di 7 intorno ai punti %ma—i— %nb.
Un elemento di H(3a + ib, S=) ¢ dato da:

(matnb, 1)(1a+%b,81) _ ((m+1)a+(n+ b, Sz) = (%(m+n+1)(a—|—b)—|—%(m—n)(a—b), S2),

2 2
(4.33)
con m,n € Z. Se si prende m +n + 1 = 0, si hanno tutte le riflessioni con asse inclinato
di 7 rispetto all’asse orizzontale che passa a meta tra i punti del reticolo. Se m +n + 1
e non nullo e m — n ¢ dispari, allora si hanno delle glissoriflessioni. Se m +n + 1 € non
nullo e m — n & pari, si hanno altre glissoriflessioni.

Gli altri casi sono trattati nello stesso modo.

Reticolo esagonale. Il gruppo delle isometrie che preserva il reticolo esagonale ¢ il
gruppo diedrale di ordine 12 generato da Rz e Sy, quindi {1, Rsz sz, -1, R47r st , 50, 5z,

Sz,57, 52 st} I sottogruppi {1}, {1, 1} {1,-1,5, 5z }sono gia stati trattati.
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Figura 4.4: Gruppi cristallografici piant non isomorfi ai precedenti ottenuti da un reticolo
quadrato.

Sia il gruppo puntuale {1, Sx%} con 0 < k<5, ke Z Per k=0 siritorna al caso del
gruppo clml. Se k = 1 e sostituiamo a e b con a+b e b— a, otteniamo un reticolo rettan-
golare centrato con gruppo puntuale {1, Sy} e otteniamo quindi nuovamente il gruppo
clml. Per gli altri valori di k, con opportuni cambi di base, ci si puo sempre ricondurre
al gruppo clml.

Se il gruppo puntuale & {1, —1,R§,R%w} o {1, —1,R3§,R5%}, con un cambio di base
simile a quello usato nel caso precedente ci si puo ricondurre a un reticolo rettangolare
centrato con gruppo puntuale {1, —1, .S, Sg} e ottenere quindi il gruppo c2mm.

(p311) Il gruppo puntuale {1, sz st} da origine al gruppo p311 o p3, il quale non
ha ne riflessioni ne ghssorlﬂessmm ma solo rotazioni di ordine tre.

(p31m) 1l gruppo puntuale {1, Rzx, Rax, Sz, 57 SBW} generato da Rz e da Sz, da
origine al gruppo p31m. Per capire d3a quah elementl & formato il gruppo3 Sceghamo ’o-
rigine in modo che la rotazione (0, sz) appartenga al gruppo G. Sia poi (A\a + ub, Sx)
la realizzazione di Sz in G. Abbiamo che:

(Aa + ub, S%)(/\a + b, S%) = (A +p)(a+b),1), (4.34)
quindi A 4+ p dev’essere un intero. Inoltre
(0, R%n)()\a + b, Sz) = (A(b —a) — pa, Sz) (4.35)
e
(A(b — a) — ua, S3)(A(b — a) — pa, Sz) = (A(2b — a), 1) (4.36)
mostrano che A e, di conseguenza, anche p, sono interi. Quindi la riflessione
(~Xa) ~ b, 1)(Aa) + ib, 53) = (0, 5;) (437)

appartiene a G. In generale possiamo dire che gli elementi di G hanno forma (ma+nb, M)
con m,n € Z e con M che ¢ una delle matrici 1, R%w, R%r, Sz, Sz, S%r. Ad esempio

(ma+nb, Sz) = ((m + %n)a + %n(?b ~a),55) (4.38)
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Figura 4.5: Gruppi cristallografici piani non isomorfi ai precedenti ottenuti da un reticolo
esagonale.

e una riflessione con asse verticale quando n = 0 ed e una glissoriflessione verticale negli
altri casi.

(p3m1) Il gruppo puntuale {1,R2%,R4%,SO,S%,S%W} ¢ generato da R%ﬂ e Sp e puo
essere trattato come il gruppo p31m.

(p611) 1l gruppo puntuale {1,R%,Rzl,—l,R4%,R%«} da origine al gruppo p611 o
p6. 11 gruppo non ha riflessioni o glissorﬁlessioni, ma rotazioni di ordine due, tre e sei.

(p6mm) Il gruppo puntuale {1, Rx, Rz?w, -1, R%r, R%w, So, Sz, Sz, S, S%w, S%w} da ori-
gine al gruppo p6mm o p6bm. Questo gruppo contiene riflessioni e glissoriflessioni con

assi in sei diverse direzioni e rotazioni di T, %’r e 3.

Sono stati quindi visti 17 gruppi cristallografici piani diversi. Adesso bisogna dimo-
strare che non sono tra di loro isomorfi. Dal Corollario 4.1.1 sappiamo che due gruppi
isomorfi devono avere gruppi puntuali isomorfi, quindi confronteremo tra loro solo i
gruppi con lo stesso gruppo puntuale. Ricordiamo inoltre che, per il Teorema 4.1.2, un
isomorfismo tra gruppi cristallografici piani manda traslazioni in traslazioni, rotazioni in
rotazioni, riflessioni in riflessioni e glissoriflessioni in glissoriflessioni.

Teorema 4.2.1. I gruppo p211, plml, plgl e clml non sono isomorfi a due a due.
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Dimostrazione. Tra i gruppi nominati solo p211 contiene rotazioni, quindi non puo es-
sere isomorfo agli altri tre. Dei tre gruppo rimanenti, plgl ¢ I'unico a non contenere
riflessioni, quindi non e isomorfo a plml e a clml. Abbiamo inoltre che clml contiene
glissoriflessioni la cui riflessione non appartiene al gruppo. Infine, se prendiamo una
glissorflessione in plml e la scriviamo come composizione di una traslazione e di una
riflessione, abbiamo che sia la traslazione che la riflessione appartengono a plml. Al
contrario, clm1 contiene glissoriflessioni le cui parti costituenti non sempre appartengo-
no al gruppo. Un esempio ¢ la glissoriflessione che si ottiene dall’equazione 4.20 ponendo
m =0 e n = 1. Cio che si ottiene infatti ¢

1 1 1 1
(za+ =(2b—a),Sy) = (za,1)(=(2b — a), Sp) (4.39)
2 2 2 2
e in questo caso abbiamo che la traslazione (%a, 1) non appartiene a clml, essendo % ¢ Z.
Consideriamo adesso plml e scegliamo un’origine in modo che (0,.Sy) € plml. Tutte le

isometrie che non sono traslazioni avranno quindi la forma:
(ma+nb, Sy) = (ma+ nb, 1)(0,S)) (4.40)

con m,n € Z e, quindi, tutte le traslazioni appartengono al gruppo, a differenza del caso
precedente.

Teorema 4.2.2. 1 gruppi p2mm, p2mg, p2gg, c2mm e p411 non sono isomorfi a due a
due.

Dimostrazione. Tra i gruppi nominati p411 non contiene riflessioni o glissoriflessioni,
quindi non puo essere isomorfo agli altri quattro. Tra questi, p2gg non contiene riflessio-
ni, quindi non e isomorfo ai rimanenti. Inoltre, similmente a quanto visto nel Teorema
4.2.1, abbiamo che la traslazione e la riflessione che compongono una glissoriflessione
in p2mm, appartengono a p2mm. Questo a differenza dei gruppi p2mg e c2mm e, di
conseguenza, p2mm non puo essere isomorfo a loro. Infine, in p2mg, tutte le riflessioni
sono orizzontali e, quindi, la composizione di due riflessioni da una traslazione. In ¢2mm,
invece, ci sono riflessioni sia verticali che orizzontali e il loro prodotto & una rotazione di
7. Di conseguenza c2mm e p2mg non sono isomorfi.

Teorema 4.2.3. Il gruppo p4dmm non e isomorfo al gruppo p4gm.
Dimostrazione. Sia 1’elemento (O,Rg) che appartiene a entrambi i gruppi. Prece-
dentemente si ¢ visto come (0, Sy) e (0,5x) appartengano a p4mm. Abbiamo inoltre
che:

(0,Sx)(0,5p) = (O,Rg). (4.41)

g
Adesso proviamo che in p4dgm ¢ impossibile fattorizzare (0, Rg) con due riflessioni. Ogni
fattorizzazione ha la forma (0, Rx) = (v, S.)(w, S5). Dato che A,As = Ra(o—p), le uni-
che opzioni sono: a = 7,8 = S;a=3,8=T,a= ?jf, =5a=0p38= ?jf. In tutti e
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quattro 1 casi uno dei fattori € Sp o Sz. Essendo pero Sp e Sz realizzate in pdgm en-
trambe solo come glissoriflessioni, & impossibile svolgere la fattorizzazione sopra scritta.
Quindi, p4mm e p4gm non sono isomorfi.

Teorema 4.2.3. Il gruppo p31m e il gruppo p3ml non sono isomorfi.

Dimostrazione. La dimostrazione sara svolta in maniera analoga al precedente teorema:
dimostreremo cioe che (a, R%w) puo essere fattorizzato come la composizione di due ri-
flessioni in p3m1, ma non in p31m.

Dall’equazione 4.35 si vede che in p31m si puo fattorizzare (a, R%ﬂ ) come

(a, R2x) = (a,5%)(0,57) = (a,1)(0, 55)(0, Sx). (4.42)
Ipotizziamo ora la fattorizzazione (a, R%n) = (v,S4)(w,Sp) in p3ml. Poiché A, Az =
Ry(a-p), abbiamo tre casi: a = %,8 = 0;a = 2%, =%5a=0,0= %’T Consideriamo
il primo caso: poiché (v,Sx) e (w,Sp) sono entrambe riflessioni, possiamo porre v =
A(b —2a) e w = u(2b — a). Quindi avremo:

Quindi si dovrebbero avere p — 2\ =1e A+ pu = 0 e, risolvendo, si ha A = —% ep= %
Con questi coefficienti dovremmo poter scrivere una traslazione in p3ml come

(5(2b — a), 5)(0,5) = (5(2b — a), 1) (4.44)

Ma questa € una contraddizione, infatti %, —% ¢ Z. Gli altri due casi sono analoghi,
21

ma ruotati di 5 e, quindi, sono anch’essi impossibili. Di conseguenza (a, Rzx) non puo
. . . . . . . . 3
essere fattorizzato in p3m1 come la composizione di due riflessioni e allora p3m1 e p31m

non sono isomorfi.
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4.3 Riconoscimento dei gruppi cristallografici piani

[ 17 gruppi cristallografici piani possono essere identificati in maniera semplice attraverso
il seguente diagramma di flusso:

Ci sono rotazioni
di ordine 67

Ci sono rotazioni
di ordine

Ci sono rotazioni
di ordine t

Gli assi di rifles-
sione passano per i
centri di ordine 47

ng ¢l

Ci sono rotazioni
di ordine due?
no

Per tutti i centri di
rotazione passano
assi di riflessione?

Ci sono riflessioni?

Ci sono riflessi

Gli assi di glissorif-

lessione sono anche

assl di riflessione?
ng S

Per tutti i centri di
rotazione passano
assi di riflessione?

| S1

Per alcuni centri di
rotazione passano
assi di riflessione?

c2mm

92

Ci sono riflessioni?




Capitolo 5

Applicazione: Mauritius Cornelius
Escher

Gli argomenti di questo capitolo sono stati trattati a partire da [10] e [7].

I gruppi cristallografici piani permettono di definire i 17 modi diversi in cui realizza-
re una tassellazione del piano, cioe un disegno periodico basato su una o piu forme
chiuse, chiamate tasselli, che permettono di ricoprire il piano senza sovrapposizioni e
senza lasciare spazi vuoti. L’artista che forse piu di tutti si e distinto nell’arte della tas-
sellazione ¢ Mauritius Cornelius Escher. In questo capitolo verranno analizzate alcune
delle sue opere, aventi tutte un unico tassello, riunite nell’album Divisione regolare del
prano.

5.1 La Daivisione regolare del piano

La Divisione regolare del piano € un album in cui Escher riuni tutti i disegni definitivi
delle tassellazioni che realizzo a partire dagli anni '20 fino agli inizi degli anni ’70. I
disegni sono numerati da 1 a 137 e in piu ci sono dei fogli in appendice numerati da Al
a Al4.

La maggior parte dei disegni ¢ caratterizzata da un solo tassello, ma talvolta Escher
utilizza anche due, tre o quattro tasselli diversi. In generale i protagonisti delle sue opere
sono animali fantastici o reali (come pesci, uccelli, rettili), ma talvolta compaiono anche
figure umane opportunamente stilizzate.

Noi parleremo di tassellazioni periodiche del piano, cioe di tassellazioni in cui il motivo
principale si ripropone idealmente all’infinito per traslazione ricoprendo tutto il piano,
ma 'artista si ¢ occupato anche di tassellazioni irregolari (in cui tutti i tasselli sono
diversi) e di ricoprimenti di singole striscie (fregi). In alcuni casi inoltre Escher utilizza
similitudini geometriche invece di isometrie.
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Figura 5.1:  Pegasus di M. C. Escher, foglio 105 del quaderno ”Divisione regolare del
piano”.

E possibile riferire ognuno di questi disegni a un gruppo cristallografico. La classificazione
che faremo, pero, valutera solo il disegno e non la colorazione, la quale, se considera-
ta, porterebbe ad una classificazione differente. Non considereremo inoltre i dettagli
ornamentali introdotti dall’artista, che ci porterebbero a una riduzione o rottura della
simmetria generale.

Come visto nel capitolo 4, i gruppi cristallografici piani sono 17. Non tutti sono pero
rappresentati nella Divisione regolare del piano, mancano infatti i gruppi plml, c¢2mm
e pdmm. Inoltre il gruppo p6mm e rappresentato in un disegno simmetrico, ma non in
una tassellazione, e i gruppi p2mm e p3m1l sono presenti in tassellazioni che contano piu
di un tassello.

5.2 1l gruppo pl111l: Pegasus

La figura elementare a cui riferire questa tassellazione ¢ un quadrato. Per riconoscere
il gruppo cristallografico piano che caratterizza Pegasus, utilizziamo il diagramma rap-
presentato nel paragrafo 4.3. Notiamo che sono presenti solo due traslazioni, una nella
direzione verticale e una nella direzione orizzontale, quindi il gruppo che lo caratterizza
e il p111. Nello Figura 5.2 si puo vedere lo schema di costruzione del tassello, che si
realizza con le due traslazioni, indicate con una freccia.
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Figura 5.2:

Figura 5.3: Lizards dv M. C. Escher, foglio 75 del quaderno ”Divisione regolare del
piano”.

5.3 1l gruppo p211: Lizards

La figura elementare a cui riferire questa tassellazione ¢ un parallelogramma. Si nota
che nella tassellazione non sono presenti glissoriflessioni e riflessioni, mentre invece e
caratterizzata da traslazioni e rotazioni di m, quindi di ordine 2. Di conseguenza, il
gruppo cristallografico piano a cui quest’opera fa riferimento ¢ il gruppo p211. Nello
Figura 5.4 si puo vedere lo schema di costruzione del tassello, che si realizza infatti con
una traslazione indicata con una freccia e due rotazioni le cui origini sono indicate con
dei punti posizionati a meta dei lati corti del tassello.
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Figura 5.5: Reptiles di M. C. Escher, foglio 25 del quaderno ”Divisione regolare del
piano”.

5.4 1l gruppo p311: Reptiles

La figura elementare a cui riferire questa tassellazione ¢ un esagono. Si nota che nella
tassellazione non sono presenti glissoriflessioni e riflessioni, mentre invece e caratterizzata
da traslazioni e da tre rotazioni di 27\3, quindi di ordine 3. Di conseguenza, il gruppo
cristallografico piano a cui quest’opera fa riferimento ¢ il gruppo p311. Nello Figura 5.6
si puo vedere lo schema di costruzione del tassello, che si realizza infatti con tre rotazioni,
le cui origini sono indicate con dei punti posizionati su vertici alternati del tassello.

Figura 5.6: Schema di costruzione di un tassello di Reptiles
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Figura 5.7: A sinistra osserviamo Butterfly di M. C. Escher, foglio 70 del quaderno
” Divisione regolare del piano”.

A destra osserviamo lo schema di costruzione di Butterfly: il parallelogramma di base é
disegnato con una linea nera, i cerchi neri rappresentano i centri di rotazione di ordine
2 (sono indicati solo quelli all’interno della figura di base), i cerchi bianchi indicano i
centri di rotazione di ordine 3 (sono indicati solo quelli all’interno della figura di base),
e i cerchi rossi rappresentano i centri di rotazione di ordine 6.

5.5 Il gruppo p611: Butterfly

La figura elementare a cui riferire questa tassellazione ¢ un parallelogramma. Si nota
che nella tassellazione non sono presenti riflessioni e glissoriflessioni, mentre invece e
caratterizzata da traslazioni e da centri di rotazione di ordine 2, 3 e 6 (quindi da rotazioni
di angoli 7, 27\3 e w\3). Di conseguenza, il gruppo cristallografico piano a cui quest’opera
fa riferimento e il gruppo p611. In particolare, il parallelogramma di base si ottiene
unendo i punti di contatto della parte superiore delle ali sinistre delle farfalle. Si nota
che 1 punti medi dei lati del parallelogramma sono centri di rotazione di ordine 2 e sono
dati dall’intersezione della parte superiore delle ali destre. All’interno della cella troviamo
un punto di rotazione di ordine 2, dato dal punto di contatto delle ali superiori destre (al
centro della cella) e due punti di rotazione di ordine 3 ottenuti dallintersezione delle ali
inferiori destre delle farfalle. Questi ultimi si trovano sulla diagonale della cella unitaria. I
centri di rotazione di ordine 6 si trovano invece sui vertici del parallelogramma. Il reticolo
che viene generato ¢ esagonale. Nella Figura 5.7 si osserva uno schema di costruzione
del disegno.
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Figura 5.8: Bulldogs di M. C. Escher, foglio 97 del quaderno ”Divisione regolare del
piano”.

Figura 5.9: Schema di costruzione di un tassello di Bulldogs

5.6 Il gruppo plgl: Bulldogs

La figura elementare a cui riferire questa tassellazione € un parallelogramma. Si
nota che nella tassellazione non sono presenti rotazioni e riflessioni, mentre invece e
caratterizzata da una simmetria traslazionale orizzontale e da glissoriflessioni con asse
verticale. Di conseguenza, il gruppo cristallografico piano a cui quest’opera fa riferimento
¢ il gruppo plgl. Nello Figura 5.9 si puo vedere lo schema di costruzione del tassello,
che si realizza infatti con una traslazione orizzontale, indicata con una freccia, e una
glissoriflessione con asse verticale, composta dalla prima traslazione indicata con una
freccia e dalla riflessione della quale si e disegnato 1’asse.
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Figura 5.10: A sinistra osserviamo Crab di M. C. FEscher, foglio 117 del quaderno ”Di-
vistone regolare del piano”.

A destra osserviamo lo schema di costruzione di Crab: il rettangolo di base é disegnato
con una linea nera, i cerchi neri sono i centri di rotazione di ordine 2 (sono indicati solo
quelli all’interno della figura di base), le linee rosse sono gli assi di riflessione e le linee
verdi rappresentano gli assi di glissoriflessione.

5.7 Il gruppo p2mg: Crab

La figura elementare a cui riferire questa tassellazione ¢ un rettangolo. Si nota che la
tassellazione e caratterizzata da traslazioni, da rotazioni di m, quindi di ordine 2, da
riflessioni con asse verticale e da glissoriflessioni con asse orizzontale. Di conseguenza,
il gruppo cristallografico piano a cui quest’opera fa riferimento e il gruppo p2mg. In
particolare si possono individuare i centri di rotazione di ordine 2 nel punto d’incontro
delle zampe dei granchi (a meta zampa sinistra dei due granchi del medesimo colore).
Individuiamo una cella rettangolare generata da due vettori indipendenti perpendicolari
tra loro, uno verticale di modulo uguale alla lunghezza di un granchio e uno orizzontale di
modulo uguale alla larghezza di un granchio (senza considerare la diversita di colore). Gli
assi di riflessione dividono verticalmente il granchio all’interno del rettangolo, mentre gli
assi di glissoriflessione sono orizzontali e passano per gli occhi del granchio. Nella Figura
5.10 si osserva uno schema di costruzione del disegno.
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Figura 5.11: A sinistra osserviamo Bugs di M. C. Escher, foglio del quaderno ”Divisione
regolare del piano”.

A destra osserviamo lo schema di costruzione di Bugs: il quadrato di base é disegnato con
una linea nera, i cerchi neri rappresentano i centri di rotazione di ordine 2 (sono indicati
solo quelli all’interno della figura di base), i cerchi azzurri sono i centri di rotazione di
ordine 4 (sono indicati solo quelli all’interno della figura di base), le linee rosse indicano
gli assi di riflessione e le linee verdi rappresentano gli assi di glissoriflessione.

5.8 Il gruppo p4gm: Bugs

La figura elementare a cui riferire questa tassellazione ¢ un quadrato. Si nota che la
tassellazione ¢ caratterizzata da traslazioni, da rotazioni di 7 e 7\2, quindi di ordine 2
e 4, da riflessioni e da glissoriflessioni. Di conseguenza, il gruppo cristallografico piano a
cui quest’opera fa riferimento ¢ il gruppo p4gm. In particolare nei punti d’incontro delle
zampe delle quattro cimici si trovano i centri di rotazione di ordine 4, che corrispondono
ai vertici di un quadrato con lati di lunghezza pari a due volte I'insetto. Un altro punto
uguale si trova al centro del quadrato. Nei punti medi ai lati della figura si trovano i
centri di rotazione di ordine 2, dati dall’intersezione delle teste degli insetti. Possiamo
poi individuare gli assi di riflessione se uniamo i punti medi dei lati consecutivi della
cella unitaria, in questo modo osserviamo come la cimice venga tagliata perfettamente
a meta. Infine osserviamo che traslando verticalmente o orizzontalmente 'insetto e poi
riflettendolo rispetto a un’asse parallelo al vettore di traslazione, si ottiene la sovrappo-
sizione di due insetti. Quindi sono presenti anche glissoriflessioni. Nella Figura 5.11 si
osserva uno schema di costruzione del disegno.
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Appendice A

Applicazioni lineari da R" a R"

Definizione A.1. Sia T': X — Y un operatore lineare tra due spazi vettoriali X e Y.
I nucleo di T, denotato con ker(T), & definito come:

ker(T) ={xe€ X : T(x) =0y,0, € Y}. (A.1)

Definizione A.2. SiaT': X — Y un operatore lineare tra due spazi vettoriali X e Y.
L’immagine di T, denotata con Im(T), ¢ definita come:

Im(T)={yeY : y=Tx),xec X} (A.2)

Teorema della dimensione A.1. Sia T': X — Y un’applicazione lineare. Allora:

dimX = dim(Ker(T)) + dim(Im(L)) (A.3)

Teorema A.2. Sia f : R® — R” un’applicazione lineare. Dimostriamo che se
ker(T) = {0}, allora l'applicazione ¢ invertibile.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che I’applicazione ¢ biunivoca.

Sia ker(T) = {0} e supponiamo che l'applicazione non sia iniettiva e, quindi, che
T(v) =T(w)conv,w € R". Allora per la linearita avremo T'(v—w) = T'(v)—T(w) = 0,
dunque v —w € Ker(T). Ma per l'ipotesi iniziale deve valere v— w = 0, quindi v =w
e dunque 7T ¢ iniettiva.

Dato che ker(T) = {0}, dim(Ker(T)) = 0. Per ipotesi abbiamo poi che la dimensione
del dominio e quella del codominio sono equivalenti, cioe uguali a n. Per il teorema della
dimensione abbiamo quindi che dimR"™ = n = dim(Im(T)) e, essendo la dimensione del
codominio di 7" uguale alla dimensione della sua immagine, 7" ¢ suriettiva.
Un’applicazione lineare iniettiva e suriettiva e detta biunivoca.

Sapendo che T ¢ biunivoca, cerchiamo l'inversa T-! di 7. Poiché T & biunivoca e,
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in particolare, suriettiva, esiste T'(v) = w con v,w € R", e, essendo T anche inietti-
va, v & unico. Definiamo 77! : R® — R" con T-}(w) = v. Allora per costruzione
TYT(v)=TYw)=veT(T Y w)) =T(v) =w, quindi T7'T = TT~! = id, quindi
T-1 & I'inversa di T

Teorema di Binet A.3. Siano A e B due matrici quadrate n x n. Allora

det(AB) = det(A)det(B) (A.4)
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