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Abstract

In questa Tesi si analizza il fenomeno dell’isostasia glaciale in Groenlandia, con un focus
particolare sul ghiacciaio Helheim, uno dei principali responsabili della perdita di mas-
sa della calotta glaciale groenlandese. Il lavoro si concentra sul confronto tra modelli
reologici elastici e visco-elastici, per valutare come questi influenzino la risposta della
superficie terrestre alla deglaciazione. Attraverso l’utilizzo del software TABOO, sono stati
simulati gli spostamenti e le velocità radiali e tangenziali indotti dalla fusione del ghiac-
ciaio causate dai cambiamenti climatici in atto, in un periodo di 100 anni. I risultati
hanno mostrato che, nel breve periodo (alcune decadi), le deformazioni possono essere
principalmente descritte da un modello elastico ma si mostra anche che l’introduzione
di un modello visco-elastico fornisce una descrizione più accurata dei processi a medio e
lungo termine. Infine, vengono discussi i limiti dello studio ed i possibili miglioramenti
futuri.
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Introduzione

Il termine ”isostasia” è stato introdotto dal grande geologo Clarence Dutton nel 1882 per
descrivere lo stato di equilibrio gravitazionale tra la crosta terrestre e lo strato superiore
del mantello, l’astenosfera, che permette alle grandi porzioni crostali di ”galleggiare” sullo
strato sottostante. Quando questo equilibrio viene disturbato, ad esempio da processi
tettonici o climatici, si verificano movimenti compensatori di sollevamento e subsidenza
che tendono a ristabilirlo.

L’isostasia glaciale è il processo di sollevamento dovuto allo scioglimento dei grandi
masse glaciali che coprivano in parte dell’emisfero settentrionale ed in parte l’Antarti-
de durante l’ultima era glaciale, culminata circa 20, 000 anni fa. A causa dell’estrema
viscosità del mantello terrestre, questi movimenti verticali si manifestano ancora oggi e
occorreranno ancora molti millenni prima di raggiungere un nuovo equilibrio.

Studiare questi fenomeni è fondamentale per sviluppare modelli predittivi accurati,
non solo della risposta della Terra ai cambiamenti di carico, ma anche per prevedere
gli effetti a lungo termine di alcune dinamiche terrestri, come il costante aumento della
temperatura globale, che inducono lo scioglimento delle calotte glaciali e il conseguente
innalzamento del livello del mare.

Alla luce di ciò, questo lavoro di Tesi si propone di studiare le deformazioni indotte
dallo scioglimento di Helheim, uno dei ghiacciai più grandi della regione Groenlandia,
seconda per riserva d’acqua allo stato solido della Terra dopo l’Antartide. Si e’ studiato
come i modelli reologici, elastico e visco-elastico, influenzino le deformazioni nel breve
periodo (100 anni) e, in seguito, si è verificato se il modello elastico, comunemente
utilizzato nella letteratura scientifica per descrivere la risposta immediata della litosfera
ai cambiamenti di carico, sia adeguato.

La Tesi e’ organizzata come segue. Nel capitolo 1 viene fornito il contesto teorico
necessario per comprendere i modelli utilizzati, introducendo i concetti della teoria delle
deformazioni e della reologia della Terra. Nel capitolo 2 è presentato il software utiliz-
zato per le simulazioni, TABOO, con una descrizione delle deformazioni indotte da carichi
superficiali, sia in un contesto elastico che visco-elastico. Nel capitolo 3 viene svolto un
approfondimento sulla calotta glaciale della Groenlandia ed una breve trattazione del fe-
nomeno del Glacial Isostatic Adjustment. Sono illustrati, inoltre, i metodi utilizzati per
modellare le deformazioni dovute allo scioglimento della calotta, confrontando approcci
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regionali e globali. Nel capitolo 4, dedicato al caso di studio del ghiacciaio Helheim, si
descrive la configurazione del modello e vengono presentati i risultati delle simulazioni
da cui vengono poi tratte le conclusioni finali.

5



Capitolo 1

Cenni alla reologia della Terra solida

La reologia è la disciplina che studia la deformazione e il flusso dei materiali sotto l’ap-
plicazione di una forza. In geofisica, la reologia fornisce il quadro teorico necessario
per descrivere come la litosfera ed il mantello terrestre rispondono a carichi variabili,
quali quelli indotti dalle masse glaciali. Quando un carico, ad esempio costituito dal
peso di un ghiacciaio, viene applicato alla superficie terrestre, la litosfera e il mantello
sottostante si deformano. Questa deformazione può essere descritta in termini di tre
principali componenti reologiche: elastica, visco-elastica e viscosa. Ciascuna di queste
componenti descrive un comportamento specifico del materiale terrestre in risposta allo
stress applicato, e la loro combinazione determina la risposta complessiva della Terra.

1.1 Deformazione di un corpo

La deformazione, o strain, si riferisce al cambiamento di forma e/o volume di un corpo
materiale in seguito all’applicazione di uno stress, ossia la forza esercitata per unità di
superficie. A seconda della natura dello stress applicato, la deformazione si manifesta in
modi diversi:

• dilatazione (o contrazione) longitudinale ,

• deformazione di taglio ,

• deformazione di volume.

Nel contesto della meccanica dei continui, la deformazione è descritta matemati-
camente attraverso un tensore, il tensore di deformazione, che ci dice come ogni
elemento di massa materiale cambia la propria forma ed il proprio volume rispetto alla
configurazione originale. Il tensore delle deformazioni infinitesime ϵij è definito come

ϵij ≡
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, (1.1)
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dove ui rappresenta la componente del vettore spostamento in direzione i (i = 1, 2, 3,) e
xj è la coordinata spaziale j (j = 1, 2, 3). Il tensore delle deformazioni è simmetrico e le
sue componenti diagonali rappresentano allungamenti (o contrazioni) relativi di segmenti
posti lungo gli assi mentre le componenti non diagonali rappresentano le deformazioni
di taglio. La somma degli elementi diagonali (traccia) del tensore ϵkk fornisce inoltre la
variazione relativa di volume di una porzione infinitesima del corpo.

Il sistema di forze che complessivamente si instaurano in un solido e lo deformano è
duplice:

• Forze di volume agenti direttamente su tutti gli elementi di volume del continuo,
dipendenti unicamente dai campi esterni che agiscono sul solido (il caso tipico è
quello delle forze gravitazionali) ,

• Forze di superficie dovute alle azioni che ciascuna porzione di solido subisce dalla
parte restante del continuo. Una generica forza di superficie può essere decompo-
sta secondo due direzioni, rispettivamente normale alla superficie e di taglio ossia
tangenziale.

Assumendo che il rapporto della forza esercitata su una superficie ∆F
∆S

tenda a un
limite finito al tendere di ∆S a 0, il vettore limite prende il nome di trazione

Ti(n̂, r , t) =
dFi

dS
, (1.2)

dove Ti dipende dalla posizione e dall’orientazione della superficie dS.
Le componenti delle trazioni sui piani coordinati prendono il nome di sforzi (stress);

le diverse componenti dello sforzo possono essere organizzate in una matrice quadrata
σki, in cui il primo indice denota la faccia coordinata su cui agisce la trazione e il secondo
indice denota la componente della trazione: gli elementi diagonali σ11, σ22, σ33 sono gli
sforzi normali (normal stress) che agiscono in direzione normale al piano, gli elementi
non diagonali sono detti sforzi di taglio (shear stress) e agiscono in direzione tangente al
piano.

La relazione fisica tra la deformazione applicata e lo sforzo risultante (o, equivalente-
mente, tra lo sforzo applicato e la conseguente deformazione osservata) è descritta dalla
cosiddetta legge costitutiva:

σij = f(ϵij) , (1.3)

dipendente dal materiale, dalle condizioni termodinamiche in cui si trova e dalla durata
della sollecitazione. Tuttavia, la struttura formale della meccanica dei continui non è
in grado di ricavarla a priori, per cui deve essere assunta sulla base delle osservazioni
sperimentali [7].

Tra le principali tipologie di relazioni costitutive troviamo le relazioni elastiche (in
cui σij dipende solo da ϵij tramite una relazione biunivoca), le relazioni viscose (in
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cui σij dipende anche da ϵ̇ij in cui il punto denota la derivata temporale), le relazioni
plastiche e le relazioni visco-elastiche (si veda, ad esempio, [7]).

1.2 Dall’elasticità alla visco-elasticità

Se la deformazione ha luogo istantaneamente all’applicazione dello sforzo ed è diretta-
mente proporzionale allo sforzo applicato, il materiale è detto elastico. L’equazione
costitutiva associata è

σij = Cijklϵkl , (1.4)

dove le Cijkl sono opportune costanti. La (1.4) è una generalizzazione della famosa Legge
di Hooke (Robert Hooke, 1635-1703) introdotta nel 1678 (”ut tensio, sic vis”).

Il tensore Cijkl è noto come tensore delle costanti elastiche ed e’ definito da 34 = 81
costanti che si riducono a 21 grazie alla simmetria dei tensori di sforzo e deformazione,
all’isotropia del materiale e ad alcune considerazioni termodinamiche. In questo modo
si ottiene la relazione costitutiva di un materiale elastico isotropo lineare

σij = 2µϵij + λϵkkδij , (1.5)

dove µ e λ sono note come costanti di Lamè. Nel caso unidimensionale, la costante di
proporzionalità tra stress e strain è il modulo di elasticità E.

Tuttavia, non tutti i materiali rispondono agli sforzi applicati in modo istantaneo.
Nei fluidi ed in alcuni materiali solidi sotto determinate condizioni, la deformazione non è
istantanea, ma avviene nel tempo e dipende dalla velocità con cui lo sforzo viene applica-
to. Questo comportamento è descritto dalla viscosità, che rappresenta una misura della
resistenza interna al flusso che un materiale oppone quando viene sottoposto a uno sforzo
di taglio. Isaac Newton (1642-1726) fu tra i primi a studiare questo comportamento nei
fluidi, proponendo una relazione che oggi è alla base della teoria dei fluidi newtoniani:
lo sforzo di taglio σ è proporzionale al tasso di deformazione (strain rate) tramite la
viscosità dinamica del fluido η (unità di Pa · s) come costante di proporzionalità.

Il comportamento descritto dalla legge di Newton può essere rappresentato meccani-
camente attraverso un modello ideale noto come stantuffo (o damper):

σ = ηϵ̇ , (1.6)

La relazione costitutiva completa dei fluidi newtoniani che tiene conto sia dello sforzo di
taglio che dello stress normale è

σij = −pδij + 2η

(
˙ϵij −

1

3
˙ϵkkδij

)
, (1.7)

dove p è la pressione idrostatica.
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Diventa adesso naturale considerare i materiali che combinano caratteristiche elasti-
che e viscose. Mentre l’elasticità descrive una risposta immediata e recuperabile, e la
viscosità una risposta che evolve nel tempo e non è recuperabile, molti materiali reali
manifestano un comportamento intermedio, caratterizzato dalla coesistenza di proprietà
elastiche e viscose. Questi materiali sono detti visco-elastici.

Non è irragionevole assumere che tutti i materiali reali siano, in effetti, visco-elastici,
poiché in tutti i materiali si possono osservare sia comportamenti elastici, che permettono
un recupero della deformazione, sia comportamenti viscosi, che causano una deformazio-
ne permanente nel tempo. Per descrivere matematicamente questi materiali sono stati
sviluppati diversi modelli reologici.

Uno dei modelli più utilizzati è il modello di Maxwell, rappresentato meccanica-
mente da un pistone e una molla in collegate in serie, soggetti quindi allo stesso sforzo;
la deformazione, o equivalentemente, il tasso di deformazione, e’ una grandezza additiva
quindi sarà la somma dei tassi di deformazione elastico e newtoniano:

ϵ̇tot = ϵ̇Hooke + ϵ̇Newton , (1.8)

e poiché si ha:

ϵ̇Hooke =
σ̇

E
(1.9)

e

ϵ̇Newton =
σ

η
, (1.10)

l’equazione costitutiva per un fluido Maxwelliano sarà:

ϵ̇ =
σ̇

E
+

σ

η
, (1.11)

che si presenta come un’equazione differenziale di primo ordine in due incognite (sforzo
e deformazione) che non possono essere ricavate simultaneamente e quindi l’equazione
non può essere risolta, in generale.

Si ricorre quindi a due esperimenti (o tests) fondamentali:

• Creep test, in cui si applica da un certo momento in poi uno sforzo costante,
fissando cos̀ı una delle due incognite:

σ(t) = σ0, t ≥ 0 , (1.12)

per cui risolvendo l’equazione di Maxwell si ottiene

ϵ(t) =
σ0

E
+

σ0

η
t t ≥ 0 , (1.13)

Dunque, se sottoposto a uno sforzo improvviso, un materiale maxwelliano si defor-
ma elasticamente e successivamente scorre a velocità costante. Questo comporta-
mento e’ illustrato in Figura 1.1.
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The Maxwell rheology (creep test)

σ

σ0

t0

input stress

σ(t) = σ0 H(t)
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σ0/E
steady-state flow

instantaneous elastic  
deformation

<latexit sha1_base64="J5HrpsfEWFrKJB3rxb+tBLhkvF0="></latexit>
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�0

E
H(t) +

�0

⌘
t

The laws of Rheology                        the Maxwell body                 

Maxwell’s Mechanical analogueFigura 1.1: Comportamento di un materiale di Maxwell in un creep test. La figura e’
tratta dagli appunti del corso di Fisica della Terra tenuto da GS (AA 2023/2024).

• Relaxation test, in cui viene applicata, da un certo momento in poi, una defor-
mazione costante, fissando quindi l’altra incognita. Imponendo:

ϵ(t) = ϵ0, t ≥ 0 (1.14)

si ottiene

σ(t) = σ0e
− t

τM , t ≥ 0 , (1.15)

dove σ0 è lo sforzo al tempo t = 0 e la costante τM = η
E
è il tempo di rilassamento

di Maxwell. Soggetto a una deformazione costante, il materiale maxwelliano si
rilassa, ossia lo stress decade nel tempo, seguendo una legge di tipo esponenziale.
Questo comportamento e’ mostrato in Figura 1.2.

È chiaro quindi come sia necessario precisare meglio i concetti di elasticità e viscosità,
poiché i materiali reali possono manifestare manifestare proprietà elastiche, viscose o una
combinazione di entrambe simultaneamente. Quale proprietà predomina, e quali siano i
valori dei parametri, dipende dallo sforzo applicato e dalla durata dell’applicazione dello
sforzo stesso. Se applichiamo una gamma molto ampia di sforzi su un ampio spettro di
tempi o frequenze, possiamo osservare proprietà simili a quelle dei liquidi in materiali
solidi e comportamenti simili a quelli dei solidi in materiali liquidi. Un determinato
materiale può quindi comportarsi come un solido o come un liquido a seconda della scala
temporale del processo di deformazione [7].

In reologia, la scala temporale è descritta attraverso il numero di Deborah, introdotto
dal Marcus Reiner nel 1929, il quale si basò su una citazione dell’Antico Testamento
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⌧M = ⌘/E

The Maxwell rheology (relaxation test)

Mechanical analogueFigura 1.2: Comportamento di un materiale di Maxwell in un relaxation test. La figura
e’ tratta dagli appunti del corso di Fisica della Terra tenuto da GS (AA 2023/2024).

(”The mountains flowed before the Lord”) per spiegare che everything flows if you wait
long enough, even the mountains! Il numero di Deborah è definito come: De = τr

τ0
dove

τr è il tempo di rilassamento del materiale e τ0 è il tempo caratteristico del processo di
deformazione osservato. Numeri di Deborah elevati corrispondono a un comportamento
simile a quello di un solido (infinito per un materiale Hookeano), mentre numeri di
Deborah bassi indicano un comportamento simile a quello di un liquido (zero per un
materiale Newtoniano).

1.3 Reologia della Terra solida

I tempi caratteristici dei cicli di sforzo nella Terra variano dall’ordine dei secondi (onde
sismiche) all’ordine di centinaia di milioni di anni (flusso del mantello), cioè su un in-
tervallo di oltre 1015 secondi. Non sorprende quindi che la Terra mostri diverse risposte
reologiche su diverse scale temporali.

Per sforzi di breve durata (da secondi a ore), il miglior strumento per osservare
le proprietà reologiche della Terra è fornito dalla sismologia. L’esperienza dimostra
che le onde sismiche sono elastiche in una prima approssimazione, sebbene si verifichi
un certo smorzamento anelastico. La maggior parte della Terra è quindi elastica (con
imperfezioni) nel breve intervallo di tempo. Dal punto di vista sismologico, l’interno della
Terra può essere considerato approssimativamente sfericamente simmetrico, escludendo
le variazioni laterali nelle velocità. Sulla base dell’andamento della velocità delle onde
sismiche con la profondità ed utilizzando un’equazione di stato per ottenere i profili di
densità, di pressione e dei moduli elastici, l’interno della Terra è stato suddiviso in diversi
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strati. Il modello di Terra 1D più noto ed utilizzato è il Modello PREM (Preliminary
Reference Earth Model [3]; la Terra e’ vista come un insieme di shells (“gusci”) in
cui le costanti elastiche e la densità variano in modo smooth, separati da “brusche”
discontinuità sismiche, situate a 400, 670, 2890 e 5150 km di profondità. Il modello
PREM e’ mostrato in Figura 1.3.

CMB

ICB

5150 km

Il modello PREM Il modello PREM 

DZIEWONSKI, Adam M.; ANDERSON, Don L. Preliminary reference Earth model. Physics of the earth and planetary interiors, 1981, 25.4: 297-356.

• Il modello PREM e’ 
certamente  il modello 

di Terra 1D più noto fra 
quelli pubblicati sin qui. 


• Come nei precedenti 
modelli di BULLEN, la 
Terra e’ vista come un 

insieme di shells 
(“gusci”) in cui le 

costanti elastiche e la 
densità variano in 

modo smooth, 
separati da “brusche” 

discontinuità sismiche, 
situate a 400, 670, 
2890 e 5150 km di 

profondità.  

2890 km

Figura 1.3: Profilo delle caratteristiche fisiche della Terra secondo il modello PREM. Si
notano transizioni brusche (discontinuità sismiche) fra strati di diversa natura e tran-
sizioni graduali all’interno degli strati. Figura tratta dagli appunti del Prof. Spada e
basata sul modello PREM [3].

La litosfera, lo strato esterno rigido della Terra, si comporta in modo elastico quando
sottoposta a sollecitazioni rapide, recuperando la sua forma originale una volta rimosso
lo sforzo. Al contrario, il mantello terrestre, su scale temporali più lunghe, esibisce un
comportamento visco-elastico Maxwelliano (se i fenomeni transitori vengono trascurati).
La prova quantitativa più diretta della reologia del mantello proviene dal rimbalzo
isostatico post-glaciale fenomeno per cui il carico di alcune regioni della Terra da
parte delle calotte glaciali continentali durante la glaciazione del Pleistocene ha provocato
una flessione della litosfera subsidence, accompagnato da un rigonfiamento periferico
lateral forebulge a una certa distanza dal margine del ghiaccio. Con lo scioglimento delle
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calotte glaciali e il conseguente scarico, si è verificato il graduale ripristino dell’equilibrio
isostatico con un inversione di questi movimenti.Rep. Prog. Phys. 83 (2020) 106801 Review

aids in distinguishing elastic, transient anelastic and viscous
behavior. Finally, in section 7 we explore a Green’s func-
tion method (e.g., Pan 2019) for Boussinesq’s problem for
time-dependent response of the surface displacement of a half-
space and demonstrate the potential of the linear viscoelas-
tic formulation with distributed intrinsic relaxation processes.
We use the solutions in section 8 to explain rapid iso-
static response to surface cryospheric unloading. Due to the
large number of constitutive functions, parameters and newly
derived solutions presented, we provide tables in an Adden-
dum that enumerates many of the requisite definitions and
symbolic notations.

2. Viscoelastic theory with rock physics
experiments and geophysical geodesy

2.1. General background

Modern theory of a continuous media has been in use in
geophysical geodesy for more than a century. A long sought-
after goal for studying the rheology of solid Earth incre-
mental deformations is the development of a unifying linear
constitutive theory capable of explaining observations of rock
physics seen in both the laboratory and in the field over broad
spatiotemporal scales (e.g., Jeffreys 1964, Biot 1965, Lli-
boutry 1987). A pivotal question is to determine the strength
of ceramic mantle material in the presence of a stress over a
finite duration of time, τ . A similar set of questions arises in
the study of metals and polymers. There are ample develop-
ments in constitutive field theory for us to draw upon in the
solid Earth sciences. Some useful theories may be developed
from empirical relationships, such as the Andrade power law
strain rate relations (e.g., Karato 2008, Efroimsky 2012). How-
ever, these lack a physical connection to microphysical defor-
mation properties that can be measured in the laboratory. A
further limitation of empirically based models is that they lack
the power of a formal constitutive theory for linear viscoelas-
ticity (Gurtin and Sternberg 1962, Malvern 1969), a factor
that becomes a powerful tool for solving forward initial-value
boundary-value problems (IVBVPs) in geophysical geodesy
(e.g., Milne et al 1999, Spada 2017). The time scales over
which a linear viscoelastic relationship might apply can span
as many as ten decades in frequency.

In figure 2 we show a diagram of the time scales over
which we seek an applicable linear viscoelastic constitutive
approach. Here the goal is to explain deformations near the
transition from elasticity to anelasticity, wherein thermal dis-
sipation processes become important, along with the transition
to transient creep, and ultimately to steady-state creep. The
design of figure 2 follows from Yuen et al (1982), and has
only been modified here to refer to the value of the Maxwell
time near 93 years. The tidal band is also explicitly identi-
fied, corresponding closely to the span of the post-seismic
deformation regime. As shall become clear in this review, the
regime from long period seismic oscillations to the Maxwell
time has become rich with observations using geodesy: plane-
tary and ocean tidal loading and response, post-seismic obser-
vations using terrestrially based geodetic stations and space

Figure 2. Time span of consideration for viscoelastic models of
time-dependent slow flows and deformation in the solid Earth. To
the far right on this diagram all viable model constitutive relations
have dϵ/dt ∝ σ while just to the right of the middle, dϵ/dt ∝ a
linear combination of σ & dσ/dt (ϵ is strain and σ is stress). To the
far left of the diagram ϵ ∝ σ (classical elasticity) dominates.
However, in the boxed tidal regime, and extending to our proxy
Maxwell time, more complex higher-order time-derivative relations
will dominate and Boltzmann superposition principles (e.g., Gross
1987) are better suited to this regime. Modified from [Yuen et al
1982] with permission. © 1982 Springer Nature Switzerland AG.

gravimetry, and modeled responses to recent and Little Ice Age
(LIA) land ice load changes.

2.2. Goal for viscoelasticity models

Our review of the topic of viscoelasticity for centennial time
scale mantle deformation is not intended to be entirely com-
prehensive. We make a very specific choice to review the
basic developments that are tied to laboratory experiments
and that have historically been tied to seismological observa-
tion of intrinsic attenuation (e.g., Liu et al 1976, Berckhemer
et al 1982). There are several reasons for this, and foremost
among them is the adherence of these to mineral assemblage,
grain size, temperature and pressure, and chemical subspecies
fugacity, and appropriate reports of the strain rates and shear
stresses that each rock specimen is subjected to. While labo-
ratory experiments may be subject to the criticism that they
are performed well outside of the low strain rates experienced
by deformation in the mantle, it is of central importance that
the experiments allow extrapolation to deep mantle conditions
because of the systematic varying pressure and temperature
at which they are performed (Jackson 2000, Ranalli 2001,
Jackson 2005).

Prominent linear viscoelastic paradigms that have emerged
over the past 20 years are variants of a stress relaxing fluid
called EBM (e.g., Tan et al 2001, Faul and Jackson 2015).
These have found growing presence in planetary tide stud-
ies (Nimmo et al 2012, Nimmo and Faul 2013, Williams and
Boggs 2015, Lau et al 2017) but have not been applied to post-
seismic and recent isostasy studies. On the other hand, the sim-
ple 4-parameter Burgers material (SBM) has found widespread
application in post-seismic relaxation models (e.g., Bürgmann
and Dresen 2008). We show in this paper that the param-
eters reported in laboratory experiments in the context of
EBM apply to realistic, geodetically constrained deforma-
tions observed on a sub-centennial time scale, a position that
has also been advocated for by Lau and Holtzman (2019).

3

Mantle convection                            in Geodynamics

The rheological behaviour of materials depends on the 
timescale of the process

IVINS et al., 2020

Figura 1.4: Scale di tempo di vari processi geodinamici, confrontate con la scala di tempo
di Maxwell. La figura tratta da [10].

Il comportamento di rilassamento dalle tensioni del mantello può essere descritto in
termini di tempo di Maxwell τM ovvero il tempo necessario affinché, in un esperimento
di relaxation, lo stress decada a zero. Per tM < τ prevale la risposta elastica; per tM > τ
prevale la risposta viscosa. Per il mantello, dove (in media) η ≈ 1021 Pa·s e µ ≈ 1011 Pa
il tempo di Maxwell τM è dell’ordine di τM ≈ 103 anni, il che si adatta molto bene alle
inferenze derivate dal rimbalzo post-glaciale. Il concetto e’ espresso in Figura 1.4.
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Capitolo 2

Teoria e applicazioni del software
TABOO

TABOO è un software di calcolo scritto nel linguaggio Fortran 90, disegnato per simulare la
risposta dinamica della Terra a carichi superficiali di varia natura. Sviluppato negli anni
dal professor Giorgio Spada [13] per motivi di ricerca e per scopi padagogici, il software
è principalmente orientato all’analisi di carichi di origine glaciale ma è sufficientemente
versatile da poter essere adattato alla modellazione degli effetti di carichi tettonici o altre
perturbazioni geofisiche sia su scala regionale che globale. L’obiettivo di TABOO è quello
di raccogliere in un unico codice le procedure e le conoscenze sviluppate per studiare
il fenomeno del rebound post-glaciale, rendendo queste risorse accessibili per un’ampia
platea di utenti. Nel seguito, diamo una sintetica rassegna delle caratteristiche di TABOO,
liberamente ispirate a [12]

TABOO si basa su una serie di assunzioni riguardo la struttura interna della Terra ed
i carichi glaciali. In particolare, si assume che la Terra sia:

• sfericamente simmetrica ,

• non-rotante ,

• incomprimibile ,

• auto-gravitante ,

• visco-elastica maxwelliana .

Ogni strato ha quindi densità, modulo di taglio e viscosità costanti. I modelli disponibili
considerano il nucleo come omogeneo inviscido e la litosfera come perfettamente elastica.
Inoltre i carichi glaciali possono essere caratterizzati da diverse geometrie ed evoluzio-
ni temporali, per cui si possono utilizzare modelli esistenti, tratti dalla letteratura, o
costruirne altri personalizzati a seconda delle esigenze.
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I files in input di TABOO sono organizzati in tre tasks indipendenti che permettono di
effettuare tre principali tipi di analisi:

• Task 1: Analisi spettrali, comprendenti il calcolo dello spettro di rilassamento,
e dei numeri di Love del modello di Terra scelto ,

• Task 2: Analisi locali, in cui si studia il campo tridimensionale di spostamenti,
le variazioni di altezza del geoide le loro variazioni temporali ,

• Task 3: Analisi globali, in cui si valutano grandezze come l’evoluzione della
massa del carico glaciale, dei coefficienti di Stokes e dei momenti di inerzia .

In questo lavoro si porrà l’attenzione principalmente sul task 2, tramite il quale è
possibile fare uno studio sia locale che globale della risposta della Terra a un singolo
carico glaciale che evolve secondo una specifica time-history.

2.1 Carichi di superficie

Le forze di interesse in TABOO sono correlate all’accrescimento o all’ablazione dei carichi
di ghiaccio sulla superficie terrestre e alle conseguenti variazioni della massa oceanica.
Si definisce un carico di superficie come

L(t, θ, λ) = − 1

γ0

dFn

dA
(t, θ, λ) , (2.1)

dove dFn è la forza normale a un elemento di superficie dA della superficie terrestre al
tempo t, θ e’ la colatitudine e λ la longitudine, e γ0 è l’accelerazione di gravità alla
superficie. Si pone l’attenzione principalmente sui carichi che possono essere fattorizzati
come:

L(t, θ, λ) = f(t)σ(θ, λ) , (2.2)

dove σ(θ, λ) (load function) definisce le caratteristiche spaziali del carico mentre f(t)
(load time-history) descrive la sua evoluzione temporale.

Introducendo la massa dinamica del carico, che fornisce informazioni sul carico ad
un dato tempo t,

µ(t) =

∫
Ω

L(t, θ, λ) dA = ms f(t) , (2.3)

dove ms e’ la massa statica del carico, nel caso particolare di un carico superficiale con
massa dinamica nulla in qualsiasi momento, si tratta di un carico bilanciato. Poiché
i carichi bilanciati non creano ne distruggono massa netta all superficie terrestre, sono
utili per realizzare il principio fondamentale di conservazione della massa.
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Supponiamo che un carico superficiale non bilanciato con massa dinamica µ(1)(t)
sia assegnato su un dominio D(1) e che vogliamo bilanciare tale carico introducendo un
appropriato carico superficiale compensativo con massa dinamica µ(2)(t) su un domi-
nio D(2) (sono detti carico primario e secondario), la condizione di bilanciamento sarà
µ(1+2)(t) ≡ 0, cioè i due carichi devono avere la stessa evoluzione temporale ma masse sta-
tiche opposte: questa è la strategia che TABOO impiega per costruire il carico superficiale
secondario di compensazione una volta assegnato il primario.

Si possono classificare le load functions in due famiglie: quelle che possiedono un asse
di simmetria, gli AX loads, e quelle i cui carichi sono non simmetrici, i NAX loads
(chiaramente ciascun carico simmetrico può essere considerato come un particolare carico
non simmetrico).

Supponiamo che, una volta che la load function σ(θ, λ) e il dominio D sono specifi-
cati in un sistema di riferimento geografico (GRF), sia possibile determinare un nuovo
frame in cui σ è solo funzione della nuova colatitudine θ. L’asse z del nuovo sistema di
riferimento del carico (LRF), è l’asse di simmetria del carico. Il punto in cui l’asse di
simmetria fora la sfera è il polo del carico, in modo che il polo abbia θ = 0 nel LRF.

Tra i vari tipi di AX loads (espressi nel LRF) possiamo citare i seguenti:

1. Unit Load, che permette di costruire le risposte a qualsiasi altro tipo di carico. È
un carico localizzato, definito come

L(t, θ) = f(t)σδ(θ) , (2.4)

dove

σδ(θ) =
mδ

s

2πa2
δ(1− cos θ) , (2.5)

dove a e’ il raggio della Terra, mδ
s e’ la massa del carico e δ e’ la delta di Dirac.

2. Disc Load, definito come

L(t, θ) = f(t)σd(θ) (2.6)

dove

σd(θ) =

{
ρih se 0 ≤ θ ≤ α,

0 se α < θ ≤ π,
(2.7)

dove α è la semi-ampiezza del disco (0 ≤ α ≤ π), h è lo spessore uniforme del
carico e ρ la densità del carico (ossia la densità del ghiaccio se si tratta di un carico
glaciale).
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3. Parabolic Load, questo carico con sezione trasversale “parabolica”, a differenza
del disco, non include irrealistici bordi verticali. Il modello di carico “parabolico”,
introdotto da per la prima volta da Yuen et al. [22], e’ definito come

L(t, θ) = f(t)σp(θ) (2.8)

dove

σp(θ) = ρi

h0

√
cos θ − cosα

1− cosα
, se 0 ≤ θ ≤ α,

0 , se α < θ ≤ π,

(2.9)

dove ρi e’ la densità del carico glaciale, α e’ la sua semi-ampiezza angolare ed h0

e’ lo spessore del ghiaccio lungo l’asse di simmetria θ = 0.

4. Harmonic Load, in cui il carico varia nello spazio secondo una funzione armonica
di Legendre, definito come

L(t, θ) = f(t)σh(θ) , (2.10)

dove

σh(θ) = KPl(cos θ) , (2.11)

in cui K e’ una costante che rappresenta il valore di σh(θ) al polo del carico (θ = 0)
ed l e’ il grado armonico che caratterizza il carico armonico.

2.2 Risposta ad un carico di superficie

TABOO esprime la risposta della Terra ai carichi superficiali in termini di spostamento
della superficie e altezza del geoide in un dato punto della superficie terrestre. Vengono
utilizzati i coefficienti spettrali di queste quantità per costruire la risposta di una Terra
elastica a un generico carico NAX nel GRF e poi si generalizza la soluzione nel caso di
una Terra viscoelastica.

2.2.1 Caso Elastico

Il legame tra i carichi superficiali e la conseguente risposta della Terra può essere evi-
denziato risolvendo le equazioni di equilibrio del modello di Terra SEISG (sfericamente
simmetrica, elastica, incomprimibile e auto-gravitante). Si può mostrare [12] che la
risposta è proporzionale alle forze perturbatrici:ulm

vlm
Φlm

 (t, a) =

cldl
el

σlmf(t), (l ≥ 2), (2.12)
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dove ulm e vlm sono i coefficienti poloidali delle armoniche sferiche complesse1 (CSH) per
le componenti dello spostamento radiale e orizzontale, Φlm è il coefficiente delle CSH della
perturbazione del potenziale gravitazionale, σlm è il coefficiente delle CSH dell’espansione
della load function mentre cl, dl e el sono costanti che dipendono dal modello.

Le seguenti proposizioni, dimostrate in [12], forniscono le soluzioni al problema di
carico:

Proposizione 1. Le componenti dello spostamento della superficie e della perturbazione
del potenziale in risposta a un generico carico superficiale NAX su un modello di Terra
SEISG sono:

ur

uθ

uλ

Φ


nax

(t, a, θ, λ) =
∑
lm


ulm

vlm
Φlm

 (t, a) ·


1
∂
∂θ
1

sin θ
∂
∂λ

1

Ylm(θ, λ), (2.13)

dove ulm, vlm, e Φlm sono date dalla (2.12).

Proposizione 2. Nel caso particolare di un carico simmetrico con asse di simmetria
coincidente con l’asse z del GRF, la formula (2.13) degenera in:

uR

uΘ

uΛ

Φ


AX

(t, a,Θ) =
∞∑
l=0


ul

vl
0
Φl


AX

(t, a) ·


1
∂
∂Θ

0
1

Pl(cosΘ), (2.14)

con  ul

vl
Φl

AX

(t, a) =

 cl
dl
el

σAX
l f(t), (2.15)

dove σAX
l è il coefficiente dell’espansione in polinomi di Legendre (in cui i CSH si ridu-

cono quando una funzione dipende solo dalla colatitudine) e le costanti cl, dl e el sono
uguali alla (2.12).

2.2.2 Caso visco-elastico

L’estensione alla risposta lineare viscoelastica è semplice grazie al principio di corrispon-
denza per cui le equazioni di equilibrio per un corpo visco-elastico con reologia lineare
possono essere ottenute da quelle elastiche sostituendo i moduli elastici con opportuni
moduli complessi e le variabili del campo con le loro trasformate di Laplace.

1Le armoniche sferiche complesse (complex spherical harmonics o CSH) sono definite come

Ylm(θ, λ)=µlmPlm(cos θ)eimλ, dove µlm=
√

2l+1
4π

√
(l−m)!
(l+m)! e’ un opportuno coefficiente di normalizzazione

e Plm(cos θ) e’ il polinomio associato di Legendre di grado l ed ordine m.
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Proposizione 3. Le componenti della trasformata di Laplace dello spostamento della
superficie e della perturbazione del potenziale in risposta a un generico carico superficiale
NAX su un modello di Terra SVISG sono:

ur

uθ

uλ

Φ


nax

(s, a, θ, λ) =
∑
lm


ulm

vlm
Φlm

 (s, a) ·


1
∂
∂θ
1

sin θ
∂
∂λ

1

Ylm(θ, λ), (2.16)

con:  ulm

vlm
Φlm

 (s, a) =

 cl
dl
el

 (s)σlmf(s), (2.17)

dove f(s) è la trasformata di Laplace dell’evoluzione temporale del carico e σlm sono i
coefficienti delle CSH della funzione del carico.

Proposizione 4. Le componenti della trasformata di Laplace dello spostamento della
superficie e della perturbazione del potenziale in risposta a un generico carico superficiale
AX su un modello di Terra SVISG sono:

uR

uθ

uλ

Φ


AX

(s, a,Θ) =
∞∑
l=0


ul

vl
0
Φl


AX

(s, a) ·


1
∂
∂Θ

0
1

Pl(cosΘ), (2.18)

con:  ul

vl
Φl

AX

(s, a) =

 cl
dl
el

σAX
l (s)f(s), (2.19)

dove s e’ la variabile complessa di Laplace.

Di seguito si fornisce l’espressione esplicita della risposta viscoelastica a un carico
simmetrico, in preparazione alla trattazione che seguirà nel Capitolo 3. Sono date due
forme di questa risposta, ossia:

1. Nel sistema di riferimento del carico LRF, tramite le trasformate di Laplace, con:
uR

uΘ

Φ
Φ
r


AX

(s, a,Θ) =
3

ρ̄

∞∑
l=0


hl

ll
1

1+kl

 (s)f(s)
σAX
l

2l + 1


1
∂
∂Θ

1

Pl(cosΘ), (2.20)
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2. Nel dominio temporale nel sistema di riferimento del carico, ossia:
uR

uΘ
Φ
r


AX

(t, a,Θ) =
3

ρ̄e

∞∑
l=0


h̄l

l̄l
k̄l

 (t)
σAX
l

2l + 1


1
∂
∂Θ

1

Pl(cosΘ), (2.21)

dove ρ̄e =
3me

4πa3
è la densità media terrestre, e si sono definite le funzioni: h̄l

l̄l
k̄l

 (t) ≡

 hl(t)
ll(t)

δ(t) + kl(t)

⊗ f(t) , (2.22)

dove ⊗ indica l’operazione di convoluzione temporale, ed i coefficienti adimensionali hl,
ll e kl sono i coefficienti di deformazione del carico e sono formati da una componente
elastica, la cui ampiezza dipende dal profilo di densità e rigidità, e da una componente
viscosa che dipende invece anche dal profilo reologico del modello di Terra, ossia dalla
viscosità.
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Capitolo 3

Isostasia glaciale in Groenlandia

La calotta glaciale della Groenlandia (Greenland ice sheet, o GrIS) costituisce la più
grande riserva di ghiaccio del pianeta dopo l’Antartide, ricoprendo per circa l’80% la
superficie della Groenlandia con uno spessore medio di 1.76 km, superando in alcune
zone i 3 km come spessore massimo. Un elemento sbalorditivo riguarda la massa di
ghiaccio, che se sciolta equivarrebbe ad un innalzamento del mare di circa 7.3 m, il che
ne fa uno dei più grandi serbatoi di acqua dolce sulla Terra.

L’ultimo dato che ha visto un accrescimento della calotta glaciale risale agli anni
70 del secolo scorso, mentre nel periodo che abbraccia gli anni dal 1980 al 1990, si è
registrata una perdita di massa annua di circa 51 Gt/anno1. La decade 1990-2000 ha
mostrato un calo di tendenza circa lo scioglimento con una media annuale di perdita di
ghiaccio attorno alle 41 Gt/anno. Nonostante queste fluttuazioni, fino al 2022 la GrlS
ha perso ghiaccio continuativamente per 26 anni2; le cause di questo fenomeno sono da
ricercarsi nell’aumento delle temperature di circa 1.5 gradi più calde del secolo scorso.
Infatti, attualmente la GrIS, estesa per quasi 2900 km con una larghezza massima di
1.100 km ad una latitudine di 77◦N vicino al bordo settentrionale, perde ogni anno più
massa rispetto alla calotta glaciale antartica: ciò è dovuto alla posizione geografica, che
rende la Groenlandia soggetta ad un’intensa amplificazione regionale del riscaldamento
globale. Solo al di sopra dei 2000 m s.l.m.. la calotta glaciale è in equilibrio termico
(in media, ad eccezione di alcune regioni che si sono ispessite o assottigliate localmente),
mentre è evidente come il diradamento del ghiaccio predomina alle basse quote, con tassi
di assottigliamento di circa 1 m/anno in prossimità delle coste.

I recenti progressi nell’altimetria laser satellitare e nella tecnologia del sistema di
posizionamento globale (Global Positioning System, GPS) hanno reso possibile la valu-
tazione su larga scala delle caratteristiche di variazione di altitudine dell’intera calotta
glaciale attraverso ripetute indagini separate nel tempo da diversi anni. Tali indagi-
ni hanno mostrato che il margine sud-est della calotta glaciale della Groenlandia si è

11 Gt = 1 gigatonnellata equivale a 1012 kg.
2Dati tratti da https://en.wikipedia.org/wiki/Greenland_ice_sheet
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assottigliato. Esistono anche regioni di ispessimento, ma generalmente a tassi inferiori
rispetto alle aree che si stanno assottigliando. Un’eccezione è rappresentata dalla calotta
glaciale isolata nell’estremo nord-est, che si sta ispessendo di circa 0.5 m/anno in cui
l’accumulo di neve è fortemente influenzato dalla North East Water polynya, un’area
di mare aperto circondata da ghiaccio marino. Questi risultati verranno ampliati nella
sezione 3.2, analizzando uno studio condotto nel 2012 da Spada et al. [17] mentre nella
sezione 3.1 viene introdotto il fenomeno fisico del Glacial Isostatic Adjustment.

3.1 Glacial Isostatic Adjustment

Il Glacial Isostatic Adjustment (GIA) descrive la risposta della Terra solida, del campo
gravitazionale e degli oceani alla crescita od alla fusione di una calotta glaciale passata
presente o futura.

Durante l’ultimo periodo glaciale, gran parte dell’Europa settentrionale, dell’Asia,
del Nord America, della Groenlandia e dell’Antartide era coperta da calotte glaciali, che
durante l’ultimo massimo glaciale (Last Glacial Maximum o LGM, avvenuto circa 21, 000
anni fa) raggiungevano uno spessore di tre chilometri. L’enorme peso di questo ghiaccio
causò la deformazione e l’abbassamento della superficie della crosta terrestre, spostando
il materiale visco-elastico del mantello lontano dalla zona depressa. Quando i ghiacciai
si sono ritirati, alla fine del periodo glaciale, la rimozione di questo peso ha portato a un
lento sollevamento del terreno. La risposta della Terra allo scioglimento di queste calotte
glaciali continua ancora oggi a un tasso cos̀ı rapido che il GIA è uno dei pochi processi
geofisici che può essere osservato sulle scale temporali umane senza utilizzare tecniche di
misurazione particolarmente sofisticate.

I modelli numerici, che spiegano il GIA, considerano la risposta della terra solida, degli
oceani e delle calotte glaciali in funzione dello scioglimento dei ghiacci, ma necessitano
in input delle stime circa la reologia della Terra e la storia dei cambiamenti delle calotte
glaciali globali. Tuttavia, come si può comprendere, il problema può essere invertito
andando ad analizzare le variazioni del livello del mare, della deformazione della terra e
delle calotte, ottenendo come risultato le informazioni che precedentemente si dovevano
dare in “input”, ovvero la reologia della terra e la storia delle calotte. Come detto, grazie
al GIA si può andare a determinare e risolvere la redistribuzione dell’acqua prodotta dallo
scioglimento dei ghiacci negli oceani.

Quando si modellano i processi associati al GIA, si assume che l’acqua prodotta
dallo scioglimento di una calotta si redistribuisca istantaneamente negli oceani secondo
la forma del geoide3. Nel calcolo della forma del geoide bisogna chiaramente prende-
re in considerazione il cambiamento della distribuzione di massa superficiale dovuta
alla redistribuzione dell’acqua di scioglimento. Tuttavia la questione è più complessa

3Superficie equipotenziale che definisce la forma della superficie del mare in assenza di venti, maree
e correnti oceaniche, che dipende dalla distribuzione di massa all’interno della Terra.
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perché la riduzione della calotta glaciale e il trasferimento di acqua nell’oceano causa-
no la deformazione della Terra solida per cui viene alterata ulteriormente la forma del
geoide.

Le incognite del GIA sono principalmente l’evoluzione temporale delle calotte glaciali
globali e la reologia della Terra. Queste vengono stimate tramite un approccio iterati-
vo e successivamente utilizzate per calcolare la variazione relativa del livello del mare
risolvendo la sea-level equation. Le variazioni del livello marino relativo S = N − U
dipenderanno dalle variazioni dell’altezza della superficie del mare e del fondale mari-
no dovute ai cambiamenti dei carichi glaciali e oceanici. Nella sua forma completa, la
Sea Level Equation, per la prima volta introdotta da Farrell & Clark nel 1976 [6] è la
seguente:

S(θ, λ, t) =
ρi
γ
GS ⊗i I +

ρw
γ
GS ⊗o S + SE − ρi

γ
⟨GS ⊗i I⟩o −

ρw
γ
⟨GS ⊗o S⟩o , (3.1)

dove θ e λ sono la colatitudine e la longitudine, ρi e ρw le densità del ghiaccio e dell’acqua,
γ è il valore di riferimento della gravità di superficie, Gs = Gs(hl, kl) la funzione di
Green del livello del mare, hl e kl sono i numeri di Love di carico, I(θ, λ, t) variazione
dello spessore del ghiacci in un certo punto del globo, SE = SE(t) è il termine eustatico
ossia il valore medio oceanico di S, ⊗i e ⊗o le convoluzioni spazio-temporali sulle regioni
coperte di ghiaccio e oceani, rispettivamente, e dove ⟨...⟩o indica una media sugli oceani.
L’equazione del livello marino (3.1) e’ una equazione integrale che normalmente viene
risolta tramite metodi iterativi su una griglia geodesica [18].

Si noti che alcuni studi si concentrano sulla risposta della Terra ai cambiamenti del
carico glaciale locale senza risolvere la Sea Level Equation, attraverso studi regionali
che permettono un’alta risoluzione del carico mantenendo l’efficienza computazionale (si
veda, ad esempio [16]).

Negli ultimi 40 anni, la modellizzazione GIA è stata utile per:

• determinare il profilo di viscosità del mantello (il valore medio del mantello superio-
re è compreso in un intervallo 1020−1021 Pa·s mentre quello inferiore nell’intervallo
1021 − 1023 Pa·s ,

• identificare le regioni localizzate a bassa viscosità dove le deformazioni avvengono
in tempi relativamente brevi (anni o decadi) ,

• stimare i volumi di ghiaccio globale durante l’”ultimo massimo glaciale” e l’”ultimo
interglaciale”,

• ricostruire le configurazioni dei singoli ghiacciai soggetti a deglaciazione .

Inoltre il campo del GIA si è ampliato oltre la geodinamica, incorporando importanti
sviluppi dalla geodesia, glaciologia e sismologia e abbracciando nuovi risultati nei campi
della geologia e della geomorfologia (si vedano, ad esempio [14] e [20]).
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Figura 3.1: Caratteristiche dei processi geofisici considerati nella modellazione dei movi-
menti isostatici in Groenlandia. La tabella e’ tratta da [17].

3.2 Deformazioni verticali in Groenlandia

La Groenlandia è riconosciuta come una regione tettonicamente stabile e a bassa si-
smicità. Si può quindi assumere che i movimenti verticali degli ultimi decenni derivino
principalmente da due componenti che agiscono simultaneamente: il primo è il rebound
elastico ER causato dalla perdita di massa degli ultimi decenni della GrIS osservato da
tecniche geodetiche (la componente viscosa è trascurabile su queste brevi scale tempo-
rali); il secondo, associato al GIA, deriva dalla risposta viscoelastica del substrato
roccioso all’evoluzione del GrIS durante l’ultimo periodo glaciale. Nonostante le caratte-
ristiche spaziali e temporali dei due fenomeni siano molto diverse (si veda la Figura 3.1),
le loro ampiezze sono localmente comparabili e quindi entrambe importanti per una
corretta interpretazione delle misure GPS.

Il problema elastico per la Groenlandia può essere risolto utilizzando un approccio
sia globale (Global Elastic Rebound o GER) che regionale (Regional Elastic Rebound
o RER). Mentre per un approccio globale occorre risolvere la sea-level equation, per
quello regionale bisogna effettuare una convoluzione tra le funzioni elastiche di Green4 e
i dischi con cui viene discretizzata la massa della GrIS.

Nel RER la deformazione è causata solo dagli effetti diretti dello scioglimento del
ghiaccio per cui vengono trascurati i carichi dell’acqua prodotta dallo scioglimento e
le interazioni gravitazionali tra la GrIS e gli oceani che la circondano; il GER invece,
permette di stimare anche variazioni di gravità e di fare previsioni del livello del mare
a qualsiasi scala spaziale. Tuttavia il peso computazionale delle deformazioni a breve
lunghezza d’onda col GER è molto alto e quindi per previsioni locali e regionali il RER
è decisamente più conveniente.

Lo spostamento verticale totale di una regione di carichi a disco si trova riscalando

4Per approfondire le funzioni di Green (Green’s functions) si veda il fondamentale lavoro di W.E.
Farrell, 1972 [5].
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Section 3 below, largely consistent with GER on the spatial scale of
the GrIS.

3 R E S U LT S

3.1 Global elastic deformations in response
to current mass loss

Figs 3(a)–(c) show the rates of vertical displacement (U̇ ), of rela-
tive sea level change (Ṡ) and sea surface variation (Ṅ ), respectively,
based on the GrIS mass budget M3 and obtained by the GER method
to degree ℓmax = 128. The fields are mapped on a quasi-regular
geodesic grid with spacing of ∼25 km, obtained by the icosahedron
method of Tegmark (1996). In the range of wavelengths consid-
ered, the maximum rates of elastic uplift in Fig. 3(a) amount to
∼10 mm yr−1 and are positively correlated with the regions of
coastal ice thinning, where mass loss is reaching its largest ampli-
tude according to the mass balance M3 shown in Fig. 1(a). However,
the local vertical uplift is so strong that the whole GrIS is uplifted,
even in the central part where the ICESat-based mass balance indi-
cates ice accumulation and our predicted velocities are in the range
of 2–4 mm yr−1. Due to the limited spatial resolution of this uplift
map, it is not possible to detect areas of local subsidence, which
are however suggested by the localized ice thickening along the NE
coastline of Greenland in Fig. 1(a). The rate of sea level change Ṡ,
shown in Fig. 3(b), closely (but not exactly) mirrors the map of U̇ ,
and shows a complex regional pattern along the coasts of Greenland.
It reaches its largest amplitude (∼−14 mm yr−1) in the proximity

of the Helheim Glacier (HG, see Fig. 1b). Fig. 3(c) shows that the
sea surface, as seen from the Earth’s centre of mass, is collapsing
across Greenland. Furthermore, the pattern of Ṅ is clearly charac-
terized by less short-scale variations compared with U̇ and Ṡ, which
is a consequence of the larger energy contained in the low-degree
portion of the gravity field spectrum.

In Fig. 4, a comparison is drawn between the uplift pattern ob-
tained by the ICESat mass balance M3 of Sørensen et al. (2011) and
that inferred by observations from the GRACE satellites. Among
the various GRACE solutions so far published (e.g. Chen et al.
2006; Luthcke et al. 2006; Ramillien et al. 2006; Velicogna & Wahr
2006), here we have used the one by Wouters et al. (2008), who have
employed 58 monthly GRACE observations between 2003 February
and 2008 January, a time span that substantially overlaps the period
of the ICESat observations considered by Sørensen et al. (2011).
The GRACE mass balance estimate is derived from the level-2 data,
from which de-aliasing products such as atmospheric and non-tidal
ocean loading are subtracted. In the GRACE data such loading has
a direct mass effect while in the ICESat altimetry it will have the
indirect effect of bedrock movement. Ocean and atmospheric load-
ing is not taken into account in the ICESat derived mass balance
used here, because the Earth’s response to these is a high frequency
signal, and it is assumed to have a small (if any) influence on the
trend in surface elevation (van Dam et al. 1997).

According to the GRACE results of Wouters et al. (2008), the
GrIS has lost mass at an average rate of 179 ± 25 Gt yr−1, an
amount somewhat smaller than the M3 ICESat estimate of −240 ±
28 Gt yr−1 (Sørensen et al. 2011). We note that this GRACE solution

Figure 3. (a) Elastic vertical velocity (U̇ ) across Greenland, computed by the GER method to degree ℓmax = 128, according to the M3 ICESat mass balance
in Fig. 1(a). Dots in (a) show the grid pixels. Frames (b) and (c) show the rates of sea level change (Ṡ) and of sea surface variation (Ṅ ), respectively. In all
frames, contour lines are spaced by 1 mm yr−1.
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Figura 3.2: In a) e’ mostrato il tasso di spostamento U̇ , in b) il tasso della variazione
del livello del mare relativo Ṡ, in c) la variazione assoluta del livello marino Ṅ , calcolati
attraverso l’approccio GER. La figura e’ tratta da [17].

la soluzione per un singolo elemento di ghiaccio, ossia

U(α) = 3∆H

(
ρi
ρe

) ℓmax∑
ℓ=0

σℓ

2ℓ+ 1
hℓPℓ(cosα) , (3.2)

e tenendo conto della simmetria assiale di quest’ultima rispetto al centro del carico
(questa formula e’ dovuta a [16]).

Col metodo globale, basato sulla soluzione della sea-level equation, prendendo in con-
siderazione solo le lunghezze d’onda da grandi a intermedie (lmax=128), dalla Figura 3.2
osserviamo che:

• le velocità massime del sollevamento elastico (U̇) sono circa 10 mm/yr e sono
positivamente correlate alle regioni di assottigliamento della calotta dove la perdita
di massa raggiunge l’ampiezza massima. Il sollevamento verticale è comunque
previsto anche nella parte centrale della GrIS (2-4 mm/anno) ,

• la mappa delle velocità del cambiamento del livello del mare relativo ossia “visto”
rispetto alla terra solida (Ṡ) rispecchia più o meno la mappa di U̇ , ma con valori
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Figura 3.3: In a) e’ mostrato il tasso di spostamento calcolato con l’approccio RER; in
b) la differenza tra i tassi di spostamento negli approcci GER e RER. La figura e’ tratta
da [17].

opposti, suggerendo la relazione approssimata Ṡ ≈ −U̇ e raggiungendo la sua
ampiezza massima in prossimità del ghiacciaio Helheim ,

• il livello marino assoluto (Ṅ), “visto” quindi dal centro di massa del Sistema Terra
(ivi comprese le parti solide e quelle fluide) sta collassando e la mappa mostra
chiaramente che questa grandezza subisce variazioni meno localizzate (quindi su
piu’ vasta scala) rispetto a U̇ e Ṡ .

Tramite il NASA’s Ice, Cloud, and land Elevation Satellite (ICESat) si e’ osservato che
il carico superficiale della Groenlandia è caratterizzato da variazioni molto dettagliate che
possono influenzare gli spostamenti verticali (e quindi le variazioni regionali del livello del
mare) su una scala spaziale più breve. Per migliorare la risoluzione spaziale si utilizza il
RER basandoci sulla Eq. (3.2). I risultati sono coerenti con quelli trovati con l’approccio
globale. La differenza è positiva su tutta la GrIS e raggiunge il massimo al largo delle
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coste (più soggette a una perdita di massa); questo uplift aggiuntivo di 0.1-0.3 mm/yr è
dovuto all’effetto gravitazionale del rilascio di carico. Infatti, con la diminuzione
della massa delle calotte diminuisce l’attrazione gravitazionale che il ghiaccio esercita
sugli oceani circostanti. Di conseguenza l’oceano si ritira leggermente, diminuendo la
pressione sui fondali, che quindi si sollevano. Questo effetto è completamente trascurato
nell’approccio regionale (RER) ma essendo piccolo rispetto ai valori di U̇ si può dire che
fornisce comunque una stima realistica del pattern di sollevamento. Ciò e’ illustrato in
Figura 3.3.

Per stimare invece la componente GIA della deformazione verticale si calcola, at-
traverso l’Eq. (3.2), il tasso di spostamento verticale supponendo a priori dei possibili
scenari della storia dello scioglimento del ghiaccio e del profilo reologico della Terra, come
mostrato in Figura 3.4. Le differenze tra i modelli dipendono dalle diverse ipotesi circa
la cronologia della fusione dei ghiacci millenari e circa la struttura interna della Terra.

Figura 3.4: Tassi attuali di spostamento verticale previsti in Groenlandia secondo a) il
modello ICE-5G (VM2) sviluppato da Peltier 2004, e b)-d) varianti del modello sviluppa-
to presso la ”Research School of Earth Sciences” della ”National Australian University”
dal Prof. Kurt Lambeck e collaboratori. La figura e’ tratta da [17].

Le deformazioni sono quindi una combinazione degli effetti del rebound elastico, cau-
sato dalla perdita di massa attuale, e del sollevamento visco-elastico, associato alla storia
delle variazioni glaciali.

Tuttavia, dai dati ottenuti dalle stazioni GPS, distribuite sulla GrIS, risulta che la
componente predominante della deformazione verticale totale è quella elastica; emerge
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inoltre che non può essere trascurato il contributo dei piccoli ghiacciai localizzati vi-
cino ai rilevatori che, in alcuni casi, dominano sugli effetti delle masse più grandi ma
relativamente distanti.
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Capitolo 4

Un caso di studio: il ritiro del
ghiacciaio Helheim

Lo scioglimento della massa glaciale della Groenlandia è causata solo in parte dell’as-
sottigliamento che hanno subito le aree a bassa quota. Infatti, a contribuire, è anche il
flusso accelerato con cui i ghiacciai in prossimità delle coste scaricano massa negli oceani
circostanti. Il ghiacciaio di Helheim, il secondo più grande della Groenlandia per portata
di ghiaccio e uno dei principali ghiacciai di sbocco marino che drenano la GrIS, ha subito
un significativo ritiro a partire dai primi anni 2000, contribuendo in modo rilevante alla
perdita di massa complessiva della calotta glaciale.

Le misurazioni [8] delle velocità del flusso di ghiaccio sono state effettuate in diversi
momenti, attraverso coppie di immagini satellitari, mostrando un andamento disconti-
nuo; si è osservato infatti che, tra il 2001 e il 2003, il fronte del ghiacciaio si è ritirato di
circa 3 km rispetto agli anni 90 e che il settore principale ha accelerato di 2.5 km/anno,
assottigliandosi di circa 40 metri. Dopo un anno di stabilità (2003-2004), il fronte ha
avuto una regressione di altri 3 km e la velocità del flusso ha subito un’ulteriore au-
mento di 2 km/anno. Nonostante un avanzamento temporaneo nel 2006, in seguito alla
registrazione di temperature più fredde, le persistenti elevate temperature degli anni suc-
cessivi hanno portato il Ghiacciaio Helheim a perdere massa in modo continuativo dal
2003. Si stima che il bilancio di massa negativo oscilli tra −5.0 e −13.2 Gt/anno, con
una tendenza verso un generale riduzione della massa glaciale, con un valore di riduzione
medio di 10 m tra il 2010 e il 2020 (e un picco di 50 metri tra il 2016 e il 2019) [21].

Per simulare a quale tipo di deformazioni sia soggetta la Terra, a causa della perdita
di massa del ghiacciaio Helheim, si è utilizzato il programma TABOO [13] e, nello specifico,
il Task 2. Quest’ultimo permette, infatti, di calcolare alcune variabili spettrali, locali e
globali delle quali sono state considerate le seguenti:

• lo spostamento radiale (verticale) e tangenziale (orizzontale) della superficie terre-
stre ,
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• il tasso di spostamento radiale (velocità di sollevamento o di subsidenza) e tangen-
ziale ,

utilizzando un modello geometricamente semplice per il carico costituito dal ghiacciaio.

4.1 Geometria del carico

Per la maggior parte delle applicazioni geofisiche, il modo più semplice per caratterizzare
un carico esteso (non puntiforme) e le sue variazioni, è immaginare la sua superficie come
una griglia, in cui ogni cella può essere approssimata come un carico a forma di disco.
Nel caso dello studio del ghiacciaio Helheim si è preferito però utilizzare un carico di
profilo “parabolico” per evitare effetti dovuti ai bordi “ripidi” e perchè la forma della
sua load function costituisce un profilo di equilibrio abbastanza realistico per una calotta
glaciale (si veda, ad esempio, [11]).

La calotta è poi compensata da un oceano uniforme esterno che si adatta alla forma
delle coste per bilanciare la massa del sistema. Nonostante il ghiacciaio sia localizzato a
una colatitudine di 23.6◦ e una longitudine di 38◦ W, per facilitare la configurazione di
TABOO lo si posiziona in corrispondenza del Polo Nord e ciò è reso possibile dalle simmetrie
del carico e del modello di Terra utilizzato. Per valutare la sua semi-ampiezza angolare si
osservano le immagini delle riprese satellitari (Figura 4.1): dall’attuale Terminus fino al
punto in cui il ghiacciaio principale si divide in due diramazioni che si uniscono al flusso
principale, si stima un’ampiezza angolare di qualche decimo di grado, corrispondente a
qualche decina di km alla superficie della Terra.

Dalle dimensioni del carico (e dall’accuratezza richiesta) dipende anche il range delle
armoniche sferiche da considerare nei calcoli numerici. Il carico sarà fedelmente rappre-
sentato dall’espansione in serie se le lunghezze d’onda sono confrontabili o più piccole
del raggio del carico. La lunghezza d’onda associata a un’armonica sferica di grado l è
data dalla ”regola di Jeans”1:

λ ≈ 2πa

l + 1
2

, (4.1)

dove a è il raggio terrestre. Poichè il carico ha raggio d = αa, cercare un valore di lmax

che produce λmin < d porta alla regola generale:

lmax ≳ lmax =
2πa

d
. (4.2)

Dopo avere eseguito alcuni tests di risoluzione, per mettere a fuoco il ghiacciaio Helheim
si è deciso di utilizzare il valore lmax = 2048, come migliore compromesso fra risoluzione
e tempi di calcolo in TABOO.

1Circa la ”regola di Jeans”, si veda https://igppweb.ucsd.edu/~cathy/Classes/SIO229/

appendix_jeans.p.pdf
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Figura 4.1: Immagine Landsat relativa al giorno 1 luglio 2001 del ghiacciaio Helheim. I
tratti arcuati di colore nero nella parte a destra in basso indicano la posizione del fronte
di distacco (terminus) nel 2007/2008. La figura e’ tratta da [19].

4.2 Configurazione di TABOO

Per concludere l’implementazione del Task 2 in TABOO è necessario scegliere il particolare
modello di Terra che si vuole utilizzare nella simulazione, l’evoluzione temporale del
carico e il tipo di analisi che si vuole effettuare. Il programma permette all’utente di
scegliere tra una lista di 23 diversi modelli auto-gravitanti, pubblicati nella letteratura
scientifica o creati appositamente per TABOO, con l’ulteriore libertà di stabilire:

• il numero di strati visco-elastici maxwelliani ,

• lo specifico valore di densità, rigidità e viscosità di ciascuno strato ,

• lo spessore dello strato elastico superficiale (litosfera o crosta) .
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Figura 4.2: Modelli disponibili in TABOO caratterizzati da un solo strato visco-elastico
(il mantello). Con P-A sono indicati i valori medi del modello sismologico PREM. La
tabella tratta dall’Appendice di [13].

Per la simulazione è stato utilizzato un modello di Terra molto semplice, basato sui
valori medi del modello PREM (questo modello corrisponde a CODE=0 in Figura 4.2),
con un solo strato visco-elastico in cui viscosità ha il valore classico di 1021 Pa·s (mantello
uniforme) ed uno spessore crostale di 30 km.

Per quanto riguarda l’evoluzione temporale del carico, è stata scelta una “deglacia-
zione semplice”, nel linguaggio di TABOO. Ossia, il carico glaciale è mantenuto costante
per tempi compresi nell’intervallo −∞ ≤ t < 0, dove il tempo t = 0 segna l’inizio della
deglaciazione, mentre per tempi positivi minori di un certo τ ossia 0 ≤ t < τ , si suppone
che il ghiaccio fonda ad un tasso costante, mantenendo fissi i propri margini. Si assume
che per tempi maggiori di τ il carico non agisca più. Si è impostato il valore τ=0.1 ka
(1 ka equivale a 1000 anni) con uno spessore iniziale al centro di 100 metri, in modo
da avere un tasso di scioglimento di 1 m/anno al centro del carico, che costitutisce un
valore realistico in zone attualmente soggette a deglaciazione. Questa evoluzione tempo-
rale, pur estremamente semplificata, modella in modo soddisfacente un tipico episodio
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Figura 4.3: Spostamento radiale elastico lungo un meridiano in funzione della colatitu-
dine all’istante di tempo t = 0.05 ka.

di deglaciazione. Ci sono certo ampi margini di miglioramento.
Infine, è stata compiuta un’analisi locale per calcolare lo spostamento radiale ed il

suo tasso di variazione ossia le velocità radiale. Grazie alla simmetria del carico ed
alla sua posizione geografica, è stato possibile calcolare le due variabili su un insieme di
punti (“osservatori virtuali”) posizionati lungo un meridiano della superficie terrestre a
colatitudini comprese tra 0◦ e 2◦, equamente distanziati di 1/100 di grado (circa 1 km),
ad un tempo t = 0.05 ka (50 anni) ovvero a metà della fase di deglaciazione.

4.3 Risultati

4.3.1 Spostamento e velocità radiali

Il primo grafico che si è ottenuto, mostrato in Figura 4.3, evidenzia la variazione del-
lo spostamento radiale, in regime puramente elastico: la curva gialla rappresenta, in
funzione della colatitudine, la subsidenza della terra sottostante il ghiacciaio, a 50 anni
dall’inizio della fusione della massa glaciale. Si può notare che lo spostamento massimo,
di circa −0.06 m, si riscontra alla colatitudine θ = 0 ovvero al centro del paraboloide
che rappresenta il ghiacciaio. Lo spostamento decresce in modo significativo man mano
che ci si avvicina al bordo del ghiacciaio, fino ad essere quasi assente nelle regioni più
lontane dal carico, a partire da θ > 0.5. Questi risultati sono coerenti con la descrizione
teorica della flessione elastica della litosfera, che si piega istantaneamente sotto il peso
del carico e si stabilizza rapidamente mentre il carico glaciale si riduce.

Nel grafico che tiene conto anche dei modi visco-elastici, mostrato in Figura 4.4, la
curva è caratterizzata da uno spostamento radiale più pronunciato, di −1.4 m in corri-
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Figura 4.4: Spostamento radiale (o verticale) visco-elastico lungo un meridiano in fun-
zione della colatitudine all’istante di tempo t = 0.05 ka.

spondenza del centro del carico. Tuttavia, a differenza del caso elastico, lo spostamento
non è localizzato solamente sotto il ghiacciaio ma si estende a colatitudini più distanti
ed è percepito quindi in una regione più ampia. Questo è in accordo con ciò che ci si
aspetta da un modello visco-elastico che non raggiunge l’equilibrio rapidamente e genera
deformazioni che si distribuiscono su un’area geografica più vasta.

La differenza tra le due curve risulta particolarmente evidente nel grafico in Figu-
ra 4.5. Queste differenze si attenuano nell’ultimo grafico in Figura 4.6, in cui sono
riportate le curve che rappresentano le velocità di spostamento verticale nei due regimi.
Queste risultano infatti molto simili, con differenze minime lungo tutto l’intervallo di
colatitudine: mostrano entrambe un picco di velocità al centro del ghiacciaio, seguito da
una rapida decelerazione verso il margine. La somiglianza tra le due curve è dovuta al
fatto che l’intervallo di tempo della simulazione è breve rispetto ai tempi di rilassamento
visco-elastico della Terra; di conseguenza domina il comportamento elastico per cui lo
spostamento principale avviene immediatamente dopo la rimozione del carico mentre la
visco-elasticità influisce solo marginalmente in questa fase, diventando rilevante solo nel
lungo periodo.

4.3.2 Spostamento e velocità tangenziali

Si analizza, in primo luogo, la spostamento orizzontale (o tangenziale) in regime pura-
mente elastico. Gli spostamenti sono calcolati tramite un’espressione simile alla (3.2), in
cui pero’ compaiono i numeri di carico ℓl. Si osserva in Figura 4.7 che, mentre il ghiaccio
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Figura 4.5: Spostamento radiale lungo un meridiano nei due regimi combinati.

Figura 4.6: Velocità di spostamento radiale lungo un meridiano, in funzione della cola-
titudine, ad un istante di tempo fissato, nei due regimi (elastico e visco-elastico).
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Figura 4.7: Spostamento tangenziale elastico. Valori positivi indicano un movimento
tangenziale in direzione opposta al centro del carico.

esercita pressione, la litosfera accumula tensioni che risultano in uno spostamento late-
rale che cresce rapidamente fino a raggiungere un picco per θ compreso tra 0.4◦ e 0.5◦.
Ci si aspetta infatti di avere lo spostamento tangenziale massimo in una zona intermedia
tra il centro e il bordo del ghiacciaio, punti in cui è dominante la componente radiale
dello spostamento. Inoltre, i valori positivi della curva indicano un allontanamento dal
centro del carico. La curva inizia poi a decrescere in maniera relativamente graduale al-
l’allontanamento dal carico fino a stabilizzarsi per colatitudini superiori a 1.5◦. In questo
tratto di curva l’andamento risulta ”a scalini” a causa della risoluzione limitata della
griglia discreta del dominio e della limitata estensione del FORMAT di output del codice
TABOO.

Nella Figura 4.8 la curva ottenuta in regime puramente elastico è confrontata con il
modello visco-elastico. Si osserva un comportamento differente sia nella forma della curva
che nei valori di spostamento. Come ci si poteva aspettare, lo spostamento tangenziale
visco-elastico è significativamente maggiore e si manifesta con uno spostamento della
superficie nella direzione del carico, come evidenziato dai valori negativi della curva.
Inoltre, il grafico evidenzia un picco più ampio rispetto al modello elastico e, anche in
questo caso, lo spostamento non si concentra solo nell’area sottostante al ghiacciaio ma
si manifesta in regioni più ampie oltre il punto di applicazione del carico.

Nell’ultimo grafico in Figura 4.9 in cui vengono comparati i tassi di spostamento
orizzontale nei due regimi, la velocità risulta negativa per entrambe le curve indicando
ancora il movimento della superficie verso il centro del carico. Nella curva visco-elastica,
il picco di velocità tangenziale risulta meno pronunciato rispetto al modello elastico ma si
diffonde in maniera più graduale nel tempo per cui l’effetto del rilassamento è distribuito
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Figura 4.8: Spostamento tangenziale lungo un meridiano, in funzione della colatitudine,
ad un istante di tempo fissato, nei due regimi (elastico e visco-elastico).

Figura 4.9: Velocità di spostamento tangenziale lungo un meridiano (in mm/anno), in
funzione della colatitudine, ad un istante di tempo fissato, nei due regimi (elastico e
visco-elastico).
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su un periodo più esteso. Si nota come, nonostante la visco-elasticità influenzi l’entità e
la risposta della deformazione, gli effetti non sono drasticamente diversi nel breve termine
rispetto a quanto osservato per il comportamento elastico puro.
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Capitolo 5

Conclusioni

In questa Tesi è stato analizzato il fenomeno dell’isostasia glaciale in Groenlandia, con
particolare riguardo al confronto far predizioni di modelli elastici e visco-elastici. Uti-
lizzando il software TABOO, sono state simulate le deformazioni indotte dalla perdita di
massa del ghiacciaio Helheim, per esplorare come distinti modelli reologici influenzino la
risposta del superficie terrestre alla deglaciazione.

Dal lavoro svolto posso trarre le seguenti conclusioni:

1. Gli spostamenti radiali e tangenziali mostrano, nei due regimi, diverse distribuzioni
spaziali, che nel caso elastico è concentrata in prossimità del carico mentre nel caso
visco-elastico interessa anche regioni più lontane ,

2. Le velocità di spostamento radiale e tangenziale risultano simili nei due modelli, dal
momento che nel breve periodo domina la risposta elastica e gli effetti visco-elastici
possono ritenersi trascurabili ,

3. Poichè le deformazioni nel breve periodo possono essere considerate principalmente
elastiche, il modello elastico risulta adeguato a descrivere la risposta immediata
della litosfera allo scioglimento di un carico glaciale.

Un aspetto da considerare in future ricerche è lo studio delle variazioni del geoide,
una possibilità offerta dal software ma sin qui non esplorata. Credo che cio’ potrebbe
contrubuire a meglio caratterizzare le deformazioni isostatiche nella regione del ghiacciaio
Helheim.

Inoltre, penso che sarebbe utile effettuare un’esplorazione più approfondita dello spa-
zio dei parametri del modello utilizzato (il profilo reologico, l’evoluzione temporale del
carico e la sua geometria), per comprendere piu’ a fondo il significato dei risultati sin qui
ottenuti.
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