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Introduzione

I sistemi accoppiati di equazioni differenziali sui network sono usati per modellizzare una
grande varieta di sistemi dinamici all’interno di diverse aree di studio come la medicina,
la fisica e la biologia. Grazie allo studio di questo tipo di equazioni differenziali si e in
grado di modellizzare con estrema precisione le reti neurali, gli oscillatori sui reticoli, gli
ecosistemi complessi e anche la diffusione di malattie infettive nelle popolazioni eteroge-

nee.

A livello matematico un network (ossia una rete) puo essere definito come un grafo
diretto (o digrafo) cioeé una struttura che consiste in vertici connessi tra loro tramite
archi diretti. Le dinamiche locali di ogni vertice, cioe quelle a esso interne, sono date da
un sistema di equazioni differenziali che chiamiamo sistema del vertice. Gli archi diretti

invece indicano le connessioni e le interazioni tra i vari vertici.

All’interno di ogni modello i vertici possono rappresentare un singolo neurone, un oscil-
latore, una comunita ecologica o un gruppo omogeneo di individui di una popolazione
eterogenea che ¢ soggetto ospitante di una malattia infettiva. Le interazioni tra i vertici
invece possono essere della forma di connessioni sinaptiche tra i neuroni, connessioni

fisiche tra gli oscillatori o ancora infezioni tra i diversi gruppi omogenei di popolazione.

Il sistema che risultera dall’accoppiamento dei vari sistemi di vertici sara proprio un
sistema accoppiato di equazioni differenziali non lineari su larga scala. Un approccio ge-
nerale allo studio di sistemi accoppiati consiste nel determinare gli andamenti collettivi

basati sulle dinamiche all’interno dei singoli vertici e sugli accoppiamenti tra essi.



Dal punto di vista della stabilita e del controllo di sistemi dinamici complessi ¢ rile-
vante indagare il problema della stabilita globale: assumiamo che, quando isolato, il
sistema di ogni vertice abbia un punto di equilibrio globalmente stabile; in questo ela-
borato, ci poniamo il problema di determinare in quale caso anche il sistema accoppiato
abbia un punto di equilibrio globalmente stabile quando i vertici sono connessi secondo

un grafo diretto.

Per fare cio utilizziamo il metodo della funzione di Lyapunov, ossia assumiamo che,
quando ogni vertice e isolato, il sistema di tale vertice abbia una funzione di Lyapunov
V; definita globalmente per il vertice. Vogliamo stabilire se esiste una funzione di Lyapu-

nov V definita globalmente sul sistema accoppiato.

A tal scopo dopo aver fornito nel Capitolo 1 della tesi alcune nozioni preliminari, si
sviluppera nel Capitolo 2 un approccio generale alla costruzione di funzioni di Lyapunov

globali per il sistema accoppiato che siano della forma

V = Xn: Ci‘/i
i=1

con ¢; > 0 costanti opportune che saranno ricavate in base alle proprieta delle V; e alla

struttura del digrafo a cui si fa riferimento.

Nei capitoli 3 e 4 infine si forniranno due esempi di modelli nei quali tutta la teoria
sviluppata trovera due applicazioni molto semplici: il modello SIR per la diffusione di

malattie infettive e i sistemi accoppiati impulsivi.



Capitolo 1

Nozioni preliminari

1.1 Prime definizioni sui grafi

I sistemi accoppiati sui network si basano su equazioni differenziali che descrivono cio che
accade all’interno degli elementi di un grafo. Sara quindi necessario introdurne alcune

tipologie e determinarne alcune proprieta al fine della comprensione dei risultati.

Definizione 1.1.1. Un grafo ¢ formato da una coppia G = (V, E') dove V' & un insieme
di vertici ed E ¢ I'insieme degli archi che hanno come estremi uno o piu di tali vertici.
Un sottografo H = (U, F) C G & un grafo tale che U CV e FF C E.

Definizione 1.1.2. Un grafo diretto (o digrafo) G = (V, E) € un grafo in cui ogni arco
(1,7) & dotato di vertice iniziale che chiamiamo i e vertice finale che chiamiamo j. In un
grafo diretto quindi le coppie sono ordinate e i vertici sono distinti. Dal punto di vista
grafico infatti ogni arco viene disegnato con una freccia che parte dal vertice iniziale e
punta verso il vertice finale.

Un sottografo H di G e detto spanning se H e G hanno lo stesso insieme di vertici.

Un digrafo si dice pesato se ad ogni arco da i a j ¢ assegnato un peso a;; > 0.
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(A) (B)
Figura 1.1: Albero radicato (A) e grafo uniciclico (B)

Osservazione 1.1.3. Per convenzione a;; > 0 se e solo se esiste un arco che va dal
vertice 7 al vertice j in G, altrimenti a;; = 0. Inoltre si ha che il peso w(G) di un grafo

G ¢ costituito dal prodotto dei pesi di tutti gli archi di G.

Definizione 1.1.4. Un cammino diretto P in G ¢ un sottografo con vertici distinti
{i1,...,im } tali che il suo insieme di archi & {(ig,ix+1), &k = 1,....,m — 1}. Se i1 = iy,

diciamo che P ¢ un ciclo diretto.

Definizione 1.1.5. Un digrafo si dice connesso se per ogni coppia di vertici v,w € V
esiste un arco che congiunge v e w. Un digrafo si dice fortemente connesso se prendendo

due vertici distinti esiste un cammino diretto da uno all’altro.

Definizione 1.1.6. Un sottografo connesso 7' € un albero se non contiene cicli. Un
albero T si dice radicato al vertice i che chiamiamo radice se ¢ non ¢ un vertice finale di

un arco e se ciascuno dei vertici rimanenti ¢ un vertice finale di esattamente un arco.

Definizione 1.1.7. Un sottografo @) si dice uniciclico se possiede un solo ciclo. In parti-
colare noi intendiamo come grafi uniciclici quelli che sono costituiti dall’unione disgiunta

di alberi radicati le cui radici formano un ciclo diretto.



1.2 Alcune proprieta dei grafi

Definizione 1.2.1. Una matrice A si dice riducibile se esiste una matrice P tale che la

matrice PAPT & triangolare inferiore a blocchi, cioe

A
PAPT — 1 0
Ay Ag

altrimenti A si dice irriducibile.

Osservazione 1.2.2. Un digrafo pesato si puo denotare anche con (G, A) dove A ¢ la
matrice dei pesi in cui ogni elemento a;; ¢ costituito dal peso dell’arco che parte da @
e termina in j. Inoltre si puo dimostrare che G ¢ fortemente connesso se e solo se la

matrice dei pesi e irriducibile.

Definizione 1.2.3. La matrice Laplaciana ¢ definita come segue:

Zk# a1k —a12 T —Ain
—a2 Zk;éz Qg - —Qap
L = . . .
—an1 —Qnp2 e Z;@gn Qnk

Definizione 1.2.4. Chiamiamo A, (A) 'autovalore massimo relativo alla matrice A.

Definizione 1.2.5. Un grafo si dice bilanciato se w(C) = w(—C) per ogni ciclo C.
Notiamo che —C' ¢ I'inverso di C', ossia e il grafo ottenuto invertendo la direzione di tutti
gli archi di C.



ay 0 0 0
da dy axx 0
0 @i aiz as
ayy agz () aas

A=

Figura 1.2: Matrice riducibile

ay] 2 0 0
T 0 azz ax 0

() @y d3y 34 B C(L.

dyy gz 0 gy

B Bsq

Figura 1.3: Matrice irriducibile



Proposizione 1.2.6. Sia n > 2 e siano ¢; i cofattori dell’i-esimo elemento della diago-
nale di L.
Allora si ha che

C = Z w(T) per i=1,...,n (1.1)

dove I1; é linsieme di tutti gli spanning-tree T di (G, A) radicati al vertice i e w(T') é il
peso di T'.

In particolare se (G, A) ¢é fortemente connesso, allora ¢; >0 per ognii =1,..,n.

Il prossimo teorema e particolarmente importante e verra citato spesso nel corso di questo
elaborato, in quanto permette di caratterizzare le funzioni di Lyapunov nel caso di sistemi

accoppiati.

Teorema 1.2.7. Sia n > 2 e siano ¢; come in (1.1) per ogni i =1, ..., n.

Allora vale la sequente identita:

Y ciagFylz) =Y wle) Y, Fyl@) (1.2)

ij=1 qeq (r,8)EE(Cq)

dove { Fi;}7,-, € una famiglia di funzioni arbitrarie, Q & linsieme di tutti i grafi uniciclici

spanning di (G, A), w(q) ¢ il peso di q e C, denota il ciclo diretto di q.

Dimostrazione. Sia T uno spanning-tree con radice nel vertice i. Allora
w(T)a;; = w(q)

dove ¢ ¢ il grafo uniciclico ottenuto aggiungendo un arco (j,4) che congiunge il vertice j

e la radice 7. Allora
w(T)a;jFij(x) = w(q)F;j(x)  con (j,i) € E(C,)
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Iterando questo procedimento in tutti i modi su tutti gli alberi radicati del grafo otte-
niamo tutti i grafi uniciclici contenuti in G.

Osserviamo inoltre che ogni grafo uniciclico ¢ € generato tante volte quanti sono gli archi
nel suo ciclo C, e da qui deriva la sommatoria su ¢. Se nel lato sinistro dell’'uguaglianza
riorganizziamo la doppia sommatoria come una somma unica su tutti i grafi unicicici in
G e sapendo che vale (1.1), allora possiamo concludere.

]

Teorema 1.2.8. Sia n > 2 e siano ¢; come in (1.1).

Allora vale la sequente identita:

Z cia;;Gi(x) = Z cia;;Gj(x) (1.3)

ij=1 ij=1

con G; e Gj funzioni arbitrarie appartenenti alla famiglia {G;}7;.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente e notare che entrambe le espres-

sioni sono uguali a

Z w(q) Z Gi(z)

qeQ keV(Cyq)

dove V(C,) ¢ I'insieme dei vertici di C,,.
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1.3 Punti di equilibrio

Definizione 1.3.1. Dato il sistema

Laor=s

definito su €2 insieme aperto di R”, si dice che un punto ¢ € €2 € un punto di equilibrio

per il sistema se f(zg) = 0. Denotiamo 'insieme dei punti di equilibrio come

Cy = {a € Q tale che f(a) = 0}

Definizione 1.3.2. Si definisce curva integrale del sistema 1'applicazione t — ¢'(y) con
@' la soluzione massimale (cio¢ che non ammette prolungamenti propri) di & = f(z) con

dato iniziale z(0) = y.

Definizione 1.3.3. Poniamo D, (a) come il disco aperto centrato in a di raggio r > 0 e

sia a € Cy, si dice che a ¢ un punto di equilibrio stabile se
1. Esiste un r > 0 tale che D,(a) C Q.

2. Per ogni 7’ tale che 0 < 7’/ < r esiste un " tale che 0 < r” < r’ e per ogni
y € D,n(a), posto 7, (y) come 'estremo superiore dell’intervallo in cui & definita la

funzione ¢, si ha che 7, (y) = +00, mentre ¢'(y) € D,~(a) per ogni t > 0.
Osservazione 1.3.4. Un punto a € C} si dice instabile se non ¢ stabile.
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Definizione 1.3.5. Un punto a € Cf si dice asintoticamente stabile se ¢ stabile e se
inoltre per ogni y € D,(a) si ha ¢'(y) — a.
Un punto a € Cy si dice globalmente asintoticamente stabile se ¢ asintoticamente stabile

e inoltre si ha che
o' (y) —al| =0

per ogni y € €.

Definizione 1.3.6. Un punto di equilibrio si dice uniformemente stabile se nella defini-

zione di punto di equilibrio stabile si ha che la scelta di 7' non dipende dal tempo.

Definizione 1.3.7. Un punto di equilibrio si dice esponenzialmente stabile se esistono
due costanti A\, k > 0 tali che

16°(y) = all < |ly — al| e

con to dato iniziale (in questo caso top = 0) e y € D, (a).

Definizione 1.3.8. Dato il sistema

i = f(x)
un insieme S C R” ¢ detto insieme invariante se per ogni oy € S 'applicazione t —

@' (x0) & contenuta in S per ogni t € R. S & detto invece insieme positivamente invariante

se ¢'(xg) & contenuta in S per ogni ¢t > 0.

Definizione 1.3.9. Si definisce 'insieme w-ltmite del punto xy I'insieme

w(zg) = {:L’ € S per cui esiste una successione t,, — oo tale che ¢ — z per n — oo}
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Osservazione 1.3.10. Gli insiemi w-limite sono insiemi invarianti per definizione.

1.4 Classi particolari di funzioni

Le seguenti definizioni ci occorreranno nel corso del capitolo 4:

Definizione 1.4.1. Una funzione « ¢ detta di classe K se

l. «o < C(R+,R+)
2. a(0)=0

3. a(x) e strettamente crescente in x.

Definizione 1.4.2. Una funzione 8 ¢ detta di classe PCTK se

1. B: Ry — R, e una funzione continua a tratti con discontinuita del primo tipo solo
at=t,conk=12,..

2. B(0) =0

3. B(x) & strettamente crescente in z per ogni intervallo (tx_1,tx].
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1.5 Funzioni di Lyapunov

Definizione 1.5.1. Dato il sistema

&= f(z)

dove Q C R & un insieme aperto e f € C'(Q,R") e dato un punto di equilibrio a € Cy,
sia U C  un insieme aperto tale che a € U. Si dice che una funzione ¢ € C*(U,R) ¢

una funzione di Lyapunov per f relativamente al punto a se
1. g(a) =0e g(x) >0 per ogni x € U \ {a}

2. (Vg(z), f(z)) <0 per ogni x € U.

Definizione 1.5.2. Sia g una funzione di Lyapunov come sopra. Essa e detta funzione

di Lyapunov forte se in particolare

(Vg(z), f(x)) <0 per ogni x € U

Ora analizziamo un teorema che ci permette di determinare la stabilita dei punti di

equilibrio grazie alla funzione di Lyapunov.

Teorema 1.5.3 (Lyapunov). Dato il sistema

&= f(z)

sia a € Cy con f come nella Definizione (1.5.1). Se esiste g funzione di Lyapunov per
f relativamente ad a, allora a é un punto di equilibrio stabile.
Se la funzione g é di Lyapunov forte, allora a é un punto di equilibrio asintoticamente

stabile per il sistema.
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Dimostrazione. Siaa € U C Q e sia g € C1(2,R") funzione di Lyapunov per f. Sceglia-

mo 7’ > 0 tale che D,/(a) C U e definiamo 0 < m := mingp, g. Sia ora 0 < r” < 1’ tale

che g(z) < m per ogni x € D,»(a).

Dobbiamo provare che, dato y € D, (a), si ha che
1. T+ = —+00

2. La soluzione ¢'(y) € D,(a) per ogni ¢t > 0.

Per dimostrare queste due affermazioni definiamo l'insieme

E = {t > 0;¢°(y) € D, (a) per ogni s € [O,t)}

e poniamo 7" := sup E. L’obiettivo e provare che T' = +00.

Consideriamo Papplicazione t — g(¢'(y)) e osserviamo che, per definizione di g, si ha che

S0(6' ) = (Vgly), f(y) <0

Dunque g e decrescente, quindi

9(¢'(y)) < g(6°(y)) = g(y) <m  per ognit e [0,T)

A questo punto supponiamo per assurdo che T < +oo, allora esiste una successione
(tn)nen € E tale che 0 < t,, / T. Inoltre ¢'» € D,.(a) e dunque, a meno di sottosucces-

sioni, si ha ¢™(y) — z con z € D,/ (a).
Ora osserviamo che, poiché T = sup F, allora necessariamente z € 9D,.(a). Quindi

per continuita g(¢™(y)) — g(z) > m e questo & un assurdo in quanto avevamo supposto

g(z) < m. Dunque T = +o0.
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Ora dimostriamo la seconda parte dell’enunciato e poniamo g funzione di Lyapunov forte.
Per il ragionamento gia fatto in precedenza, osserviamo che 1'applicazione t — g(¢'(y))
¢ strettamente decrescente.

Dobbiamo provare che ¢(y) — a per ogni y € D,»(a). Basta quindi mostrare che
g(¢'(y)) — 0, in quanto sappiamo gia che per ogni successione t,, € F tale che ¢'"(y) — =z
con z € dD,(a) si ha che g(¢'(y)) — g(z). Quindi se g(¢'(y)) — 0, allora g(z) =0 e di
conseguenza z = a.

Supponiamo per assurdo che g(¢'(y)) — v > 0. Allora esiste una successione ¢, > 0 tale

che per ogni t > t, si ha che 7 < g(¢'(y)) < %% quindi

¢%y)€591([%,g }f711755)

che e un compatto che non contiene a, quindi esiste una costante ¢ > 0 tale che

(V@' W), f(¢'(y) ) < —c

per ogni t > t,, da cui

0 < 906 () = a6 () + [ ole*W)ds = 9l ) +

v

+ [ (Do ). 1@ W) ds < g6 ) —clt—t) <0

v

e questa ¢ una contraddizione, da cui necessariamente g(¢'(y)) — 0. Dunque abbiamo
concluso.

]
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Teorema 1.5.4. Dato il sistema
T = f(x)

con f come nella Definizione (1.5.1), sia a € Cy e sia J¢(a) la matrice Jacobiana di f

nel punto a. Allora valgono le sequenti affermazioni:

1. Se a € un punto di equilibrio stabile per il sistema, allora

p;fl(a)(O) C{\ e C;Re) <0}

2. Se
p;fl(a)(O) C{Ae C;ReX < 0}

allora a é un punto di equilibrio asintoticamente stabile per il sistema.

3. Se esiste \ € p;fl(a)(()) tale che ReA > 0, allora a é un punto di equilibrio instabile

per il sistema.

Entrambi questi teoremi saranno particolarmente utili quando si dovra studiare la sta-
bilita dei punti di equilibrio dei sistemi descritti nei capitoli 3 e 4, nonché nell’esempio

presentato nel capitolo 2.
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Capitolo 2

Sistemi accoppiati sui network

2.1 Definizioni iniziali

Data una rete rappresentata dal digrafo G con n vertici (consideriamo sempre n > 2),
un sistema accoppiato puo essere costruito su G assegnando a ogni vertice le proprie

dinamiche interne e poi accoppiandole sulla base degli archi diretti presenti su G.

Definizione 2.1.1. Assumiamo che ogni dinamica su un vertice sia descritta tramite il

sistema di equazioni differenziali

wp = filt, i) (2.1)

dove u; € R™ e f; : R x R™ — R™.
Sia inoltre g;; : R x R™ x R™i — R™ la funzione che rappresenta l'influenza del vertice

J sul vertice ¢ tale che g;; = 0 se non esiste un arco da j a ¢ in G. Allora il sistema

18



accoppiato ottenuto e dato da

= fi(t,u;) + Zgz-j(t, Wi, Uj) peri=1,..n. (2.2)

J=1

Osservazione 2.1.2. Per tutto I'elaborato stiamo considerando f; e g;; tali che i pro-

blemi di tipo (2.1) e (2.2) con dato iniziale abbiano sempre un’unica soluzione.

Definizione 2.1.3. Supponiamo che ogni sistema di equazioni (2.1) per un dato vertice
abbia un punto di equilibrio globalmente stabile e possieda una funzione di Lyapunov
globale. Sia D; C R™ un insieme aperto. Per una funzione lipschitziana V; : Rx D; — R

chiamiamo derivata di Lyapunov rispetto al sistema (2.2) la funzione

* OVt ) OVi(t, ug) -
Vz(t7u1> T at + aul f’b(t’ul) + jz:;g’bj(t’u“uj)

Definizione 2.1.4. Sia D = D; x ... x D, € R conm = my + ... + m, e sia
u = (uy,...,u,). Allo stesso modo della definizione precedente prendendo una funzione
lipschitziana V : R x D — R definiamo

ot Cou;

i=1

Uit u) = VLY V(W) (fz (t,u;) + Zgw (t uz,uj)> (2.3)

Osservazione 2.1.5. Nel caso in cui V' non dipenda dal tempo, poiché il gradiente di V'

¢ definito come VV = ( Fur gTV), quella che abbiamo chiamato derivata di Lyapunov
si puo scrivere come

Vi = {9V () + 3t ) )

J=1
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Osservazione 2.1.6. V; ¢ una funzione di Lyapunov per il sistema (2.2) se V; < 0.

In questo elaborato studieremo funzioni del tipo

V(tu) =Y Vit u) (2.4)

=1

con V; funzioni di Lyapunov per ciascun sistema (2.1) e ¢; come in (1.1) e mostreremo

che V' & una funzione di Lyapunov globale per il sistema accoppiato (2.2).

2.2 Esistenza di una funzione di Lyapunov globale

sui sistemi accoppiati

Osservazione 2.2.1. Dato il sistema @ = f(x), sia S un insieme aperto di R™ e sia z(t)
una soluzione del sistema tutta contenuta in S. Se V' & una funzione di Lyapunov per il

sistema, allora

SV at) = { WV @), 2(0) ) = (Vo). F0) ) = Vi) <0

Dunque V' (x(t)) decresce lungo una soluzione in S e come conseguenza l'insieme w-limite

della soluzione ¢ contenuto nell’insieme I' = {x €S V(ix)= O}.

Inoltre, poiché gli insiemi w-limite sono invarianti per definizione, allora w(xy) deve

essere contenuto nel sottoinsieme invariante piu esteso che chiamiamo K dell’insieme I'.
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Il primo teorema di questa sezione fornisce un risultato essenziale che mette in rela-
zione gli insiemi invarianti e i punti di equilibrio globalmente asintoticamente stabili,

permettendo di semplificare notevolmente le dimostrazioni successive.

Teorema 2.2.2 (Principio di invarianza di LaSalle). Sia V' una funzione di Lyapunov
per il sistema & = f(x). Se ¢'(xg) € interamente contenuta in un insieme S per t > 0,
allora

w(zg)NS CK

dove linsieme w(xg) & linsieme w-limite di ¢'(xg) e K ¢& il pit grande sottoinsieme in-

variante dell’insieme {z € S | ‘*/($) =0}.

Teorema 2.2.3. Supponiamo che valgano le sequenti affermazioni:

1. FEsistono funzioni di Lyapunov V;(t,w;), funzioni F;;(t,u;, u;) e costanti a;; > 0 tali

che, datit >0 e u; € D;, per ogni i =1,...,n

Viltou) <3 ayFy(tu,uy) (2.5)

j=1

2. Lungo ogni ciclo diretto C' del digrafo pesato (G, A) con A = (a;;), dati t > 0,
u, € D, eus € Dy, st ha che

> Fultup,u,) <0 (2.6)

(rs)eE(C)
3. Le costanti ¢; sono le stesse considerate in (1.1).

Allora la funzione V (t,u) definita in (2.4) soddisfa V (t,u) <0 pert >0 e peru € D e

dunque V' ¢ una funzione di Lyapunov per il sistema accoppiato (2.2).
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Dimostrazione. Per come abbiamo definito V' (¢, ), notiamo che per la condizione (2.5)

V(t7 ’U,) = Z Civ’i (tv ul) < Z Ciaijﬂj (t7 Ui, uj)
i=1

ij=1
Ora, per il Teorema (1.2.7), otteniamo che

n

Z ciai Fij(t,ui, ug) = ZW(Q) Z Fros(t, up, us)

ij=1 qeQ (r,s)EE(Cq)

e dunque, dato che w(g) > 0 e poiché vale la condizione (2.6), lungo il ciclo C, si ha che

Z Fos(t,upus) <0

(r,s)eE(Cq)

Dunque stiamo moltiplicando qualcosa di negativo per qualcosa di positivo e quindi
*
otteniamo infine che V(¢,u) < 0 e possiamo concludere.
O

Proposizione 2.2.4. Consideriamo il caso di un grafo uniciclico () di ciclo Cy e definia-

mo Q come il grafo ottenuto sostituendo C, con —C,. Se (G, A) ¢ un digrafo bilanciato,

allora w(Q) = w(Q).
Quindi con le ipotesi del Teorema (2.2.3) si ha che

Z ciai Fij(t, wi, uy) = % Zw(q) Z (Frs(t,ur,us) + Fy.(t, us,ur)> (2.7)

ij=1 q€Q (r,s)EE(Cq)

Grazie a questa proposizione si puo enunciare il seguente teorema:
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Teorema 2.2.5. [l Teorema (2.2.3) é valido anche se al posto di (2.6) usiamo la condi-

zione

> Fultitg,ug) + Fol(t ugu,) <0 (2.8)
(r,8)€E(Cy)

pert >0, u. €D, eus € D,.

Il prossimo risultato fornisce una condizione ancora meno restrittiva riguardo l’esistenza

di una funzione di Lyapunov globale nel caso di grafi bilanciati.

Teorema 2.2.6. Se (G, A) é un digrafo bilanciato i due Teoremi (2.2.3) e (2.2.5) sono
ancora validi se le condizioni (2.6) e (2.8) sono sostituite dalla sequente affermazione:

esistono funzioni G;(t,u;) tali che
Fij(t i, uj) < Gt ui) — Gi(t, uy) (2.9)

per ogni i, = 1,...,n.

Nell'ultimo teorema di questa sezione diamo una condizione piu forte per ’esistenza di

V' funzione di Lyapunov globale.

Teorema 2.2.7. Supponiamo che valgano le sequenti affermazioni:
1. FEsistono funzioni Vi(t,u;) e F;;(t,u;,u;) e costanti a;; > 0 e b; > 0 tali che
* n
ij=1

2. Valgono le condizioni (2.6), (2.8) oppure (2.9) nel caso di un digrafo bilanciato.
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3. Le costanti ¢; sono come in (1.1).

Ponendo b = min{by, ...,b,}, allora ‘*/(t, u) < =bV(t,u).

Osservazione 2.2.8. La sola esistenza delle funzioni di Lyapunov V; per ogni sistema
del vertice (2.1) non ¢ sufficiente al fine di dimostrare l’esistenza di una V' globale per il
sistema accoppiato. Vediamo infatti, tramite il seguente esempio, che due sistemi lineari
aventi punti di equilibrio asintoticamente stabili possono essere accoppiati e formare un

sistema instabile.

Data la matrice

()

—% + ‘/731 e che la soluzione al tempo t = 0 del

(7))

¢ globalmente asintoticamente stabile.

osserviamo che i suoi autovalori sono

singolo sistema del vertice

Consideriamo invece il seguente sistema accoppiato
X x To— X
,1 4 4 2 1
Y1 Y1 0
xt x Ty — X
/2 _ 4 2 ) 4 1 2
Ya Y2 0
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la cui matrice dei coefficienti ¢

33 1 0
|l -11 0 0
| 1 0 =3 3
0 0 —1 1
V13-3

Osserviamo che A ha un autovalore positivo e applicando il Teorema (1.5.4)

2
possiamo affermare che la soluzione del sistema accoppiato al tempo ¢ = 0 ¢ instabile.

2.3 Un primo esempio: il modello di Lotka-Volterra

In questa sezione analizzeremo come calcolare una funzione di Lyapunov globale nel caso

del sistema preda-predatore di Lotka-Volterra.

Consideriamo quindi il sistema
T =y (ei—{—Zpijxj) peri=1,...n (2.11)
j=1

dove x; € R rappresenta la densita di popolazione dell’i-esima specie, ¢; € R, p; <0 e
pijpji < 0 se pi; # 0 e i # j (per ulteriori dettagli si veda [6]).
Supponiamo che il modello ammetta un punto di equilibrio E* = {7}, ..., 2%} con z; > 0

per ogni i = 1,...,n.
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Consideriamo la funzione definita come

Vi(z;) = vy — x] — x] log — L (2.12)
x}

Ora, differenziando V; rispetto al punto x; e tenendo conto dell’equazione (2.11), otte-
niamo
* n
V,=e;x; + Zp”xlxj e;T prx r; = Zpij(:ci — ;) (z; — x;) (2.13)
j=1

7=1

E quindi

n
z E ang] xhxj

7=1
dove ai; = |pi;| e Fij(wi, x5) = sgn(py)(zi — 7)(v; — 7).
Notiamo in particolare che Fj;(z;,z;) = Fj;(z;,z;), dunque abbiamo soddisfatto la con-

dizione (2.8). Considerando le costanti ¢; come in (1.1), possiamo applicare il Teorema
(2.2.5) e concludere che

¢ una funzione di Lyapunov per il modello di Lotka-Volterra (2.11).
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2.4 Un secondo esempio: oscillatori accoppiati sui

network

Studiamo ora il caso degli oscillatori accoppiati sui network e cerchiamo un punto di

equilibrio globalmente asintoticamente stabile per il sistema accoppiato.

Dato un digrafo pesato (G, A) con n vertici A = (a;;) con n > 2. Un sistema accoppiato

di oscillatori non lineari su GG puo essere costruito come segue:

Ad ogni vertice ¢ € assegnato un oscillatore non lineare descritto dall’equazione
&+ oy + fi(w;) =0 (2.14)

dove o; > 0 ¢ detto coefficiente di smorzamento e f; : R — R ¢ detta forza di ripristino
non lineare.

L’influenza del vertice j sul vertice i, invece, ¢ data dall’espressione
aij(&; — ;)

dove a;; > 0 sono le costanti di peso e si annullano se e solo se non esistono archi da j
a ¢ in G. Arriviamo quindi al sistema di equazioni differenziali accoppiate del secondo

ordine nella forma
n
Fi+ oudy + filw) + Y ag (i — i) =0 (2.15)
j=1
che in alternativa possiamo scrivere come un sistema lineare del primo ordine nella forma
T =Y
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Ora, supponiamo che esista un punto x} tale che fi(z;) = 0 se e solo se z; = x} e

supponiamo che I'energia potenziale definita da

Fia) = [ £(s)ds

abbia un minimo globale proprio in x; = 7. Allora se a; > 0 definiamo ’energia totale

tramite I'espressione

2

Vi, vi) = % + Fi(x;) (2.16)

e notiamo che essa ¢ una funzione globale di Lyapunov grazie alla globale asintotica
stabilita dei punti x; = &7 per il sistema del vertice.

Definito quindi £* = (7,0, 23,0, ...,x5,0), esso ¢ un punto di equilibrio per il sistema
accoppiato e l'obiettivo ¢ mostrare che esso ¢ globalmente asintoticamente stabile. Per

farlo, utilizziamo il seguente teorema.

Teorema 2.4.1. Sia (G, A) un digrafo fortemente connesso. Supponiamo che esista un

k € N tale che ay > 0. Allora E* ¢ globalmente asintoticamente stabile in R?".

Dimostrazione. Vogliamo verificare che la funzione V;(x;, y;) definita in (2.16) soddisfi le

condizioni del Teorema (2.2.3). Allora, differenziando V; rispetto a y;, otteniamo

n
*

Vilzi, yi) = —ouyi — fil) — Z aij(yi — yj)yi = —ouyi — filwo)+

j=1

+Za¢j(—§(yi—y]) +2y]——yz ) < aw( y]——yz)
j=1 1

J:
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A questo punto possiamo considerare Fj;(y;,y;) = (1yj — —yi> e quindi osservare che

j=1

Notiamo inoltre che, lungo ogni ciclo diretto C' del digrafo (G, A), si ha che

> Fulynys) = Y. (%yf—%ys?):()

(r,s)eE(C) (r,s)eE(C)

Dunque abbiamo soddisfatto le condizioni 1. e 2. del Teorema (2.2.3). Per quanto
riguarda la condizione 3., per soddisfarla basta prendere ogni ¢; come il cofattore dell’s-
esimo elemento della diagonale della matrice Laplaciana di (G, A).

A questo punto possiamo applicare il Teorema (2.2.3) e quindi ottenere
i=1

*
che ¢ una funzione di Lyapunov in quanto V' < 0.

Ora bisogna mostrare che E* e globalmente asintoticamente stabile. Consideriamo allora
un compatto K che e I'insieme invariante piu esteso nel quale ‘*/ = 0. Poiché (G, A) e
fortemente connesso, allora ¢; > 0 per ogni ¢ = 1,...,n. Dunque ‘*/ si annulla solo se
a;y? = 0 e contemporaneamente a;;(y; — yj)2 =0perogniz,j=1,..n.

Allora ¢ fondamentale che a; > 0 e a;; > 0, cosl necessariamente y; = 0 e y; = y; e
questo e vero perché gia sappiamo che esiste un £ € N tale che a > 0 e dunque y, = 0.
Considerando un altro vertice qualsiasi | # k in (G, A), allora, poiché il digrafo e for-
temente connesso per ipotesi, esiste un cammino diretto P dal vertice [ al vertice k e
dunque ag; > 0 e di conseguenza y; = y;. In ultimo abbiamo ottenuto che ‘*/ = 0 implica
che y; =0 per ognit=1,...,n.

Per quanto riguarda la seconda equazione della versione del sistema al primo ordine,

basta notare che 0 = y; = — fi(z;) e z; = .

29



Questo implica che il compatto piu esteso che sia invariante e sia sottoinsieme di

{(xl,yl, ey Ty Yn) | X*/ = ()}

non e altro che il singolo { E*} e dunque, per il Principio di invarianza di LaSalle, si ha
che E* ¢ globalmente asintoticamente stabile.
O
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Capitolo 3

Applicazione: il modello SIR

3.1 Introduzione

In epidemiologia negli ultimi anni si utilizzano modelli di equazioni differenziali per de-
scrivere il diffondersi di una patologia basata sul contatto umano (per esempio influenza,
morbillo, ...), come nel caso del COVID-19. Esistono modelli con vari livelli di comples-
sita, ma anche i modelli pit semplici possono essere utili a descrivere a grandi linee il

comportamento della dinamica epidemica o per caratterizzarne alcune specifiche fasi.

I modello piu semplice e il modello SIR, che considera la popolazione divisa in tre
gruppi: Suscettibili (S, cioé le persone sane che possono infettarsi), Infetti (I, coloro che
hanno la patologia) e Recuperati (R, da “recovered”, che corrisponde ai guariti o ai de-
ceduti che non possono piu essere infettati). Il modello si basa sulle “Leggi di azione di
massa’ utilizzate per descrivere la cinetica delle reazioni chimiche. Nel nostro caso esse
determinano le variazioni delle quantita S(t), I(t), R(t).

Nel corso di questo capitolo si studiera sia il caso unidimensionale (quindi come se si

considerasse un unico vertice del digrafo), sia il caso di un digrafo fortemente connesso

(quindi considerando anche le interazioni tra due o piu vertici). Inoltre si studiera la
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stabilita delle soluzioni applicando il Teorema di LaSalle e si fornira inoltre un esempio
di funzioni di Lyapunov diverse che pero sono relative allo stesso digrafo pesato in modo

da applicare tutta la teoria descritta negli scorsi capitoli.

3.2 Caso unidimensionale

Definiamo il sistema lineare

S =A— BSI—dS
I'=BSI — (d+~)I (3.1)
R =~I —dR

[ cui dati iniziali sono S(0), 1(0), R(0) > 0.
A e detta costante di input, d > 0 ¢l tasso di mortalita e infine S ¢ il tasso di trasmissione

della malattia da un individuo all’altro.

Osservazione 3.2.1. Poniamo N (t) = S(t)+ I(t) + R(t) e osserviamo che N’ = A —dN

dunque necessariamente

&l =

limsup N(t) <

t—o00

Osservazione 3.2.2. Consideriamo l'insieme

A
r:{(S,J,R)eRiO talecheS+[—|—R§E}

e osserviamo che esso ¢ positivamente invariante rispetto al sistema (3.1).
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Questo sistema inoltre ammette sempre un punto di equilibrio che chiamiamo P, =
(S0,0,0) € I, con Sy = 4. Tuttavia esistono delle condizioni in cui il punto di equilibrio

costituito dai dati iniziali non e piu stabile.

Proposizione 3.2.3. Un punto di equilibrio P* = (S*,I*, R*) € Int(T") esiste se e solo
se
BA

con Ry detto numero di riproduzione basico, che é il numero medio di infezioni dirette a
opera di un singolo infetto e
A d(Ry— 1)

*:_ ]*: —_
5 dRy’ 3 d

Proposizione 3.2.4 (Proprieta di soglia netta [2]). Il modello SIR ha la proprieta di
soglia netta cioe Py e globalmente asintoticamente stabile per Ry < 1, tnvece nel caso in
cui Ry > 1 esiste un unico punto di equilibrio P* € Int(T") globalmente asintoticamente

stabile, mentre Py sara instabile.

Osservazione 3.2.5. La proposizione precedente puo essere interpretata anche attra-
verso la teoria delle biforcazioni: se Ry cresce e supera 1, allora si ha una biforcazione
in cui Py cambia la sua stabilita da globalmente asintoticamente stabile a instabile e vi

e un secondo punto di equilibrio P* che invece e globalmente asintoticamente stabile.

A livello biologico queste osservazioni significano che se Ry < 1, la malattia potrebbe

estinguersi da sola, mentre nel caso in cui Ry > 1 la malattia persiste.
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Bg By

Figura 3.1: Diagramma di biforcazione

Teorema 3.2.6. Sia Ry come in (3.2), allora la proprieta di soglia netta vale per il
modello STR.

Dimostrazione. Poiché stiamo lavorando in dimensione 1, osserviamo che () = I € una
funzione di Lyapunov che puo essere usata per dimostrare la globale stabilita del punto

di equilibrio, dunque
Q =1"=pSol — (d+7)] — f(S,I) = (Ro — 1)(d +7) — f(5,1)

con f(S,I) = 5(So—S) > 0in I'. Allora P, ¢ globalmente asintoticamente stabile se
Ry < 1, in quanto Q" < 0.

Per quanto riguarda il caso Ry = 1 invece @' = 0 e dunque anche f(S,I) = 0; questo
accade se e solo se I = 0 oppure S = Sj.

Analogamente a quanto fatto in precedenza per entrambi questi casi si puo dimostrare
che 'insieme invariante piu esteso per il sistema (3.1) € costituito dal singolo {Fy} e
si puo concludere che Py ¢ globalmente asintoticamente stabile grazie al Principio di
invarianza di LaSalle.

Per 'ultimo caso, in cui Ry > 1, grazie alla teoria che abbiamo sviluppato nel corso dei

capitoli precedenti si possono costruire varie funzioni di Lyapunov D per dimostrare la
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1

-
a,

Figura 3.2: Rappresentazione del digrafo relativo al sistema

globale asintotica stabilita di P*. Per ognuna di esse 'insieme invariante piu esteso dove
D’ =0 & sempre {P*} e possiamo sempre concludere grazie al teorema di LaSalle.

]

Ora forniamo un esempio di digrafo costituito da due vertici e da due archi che sono
uno 'opposto dell’altro e che quindi formano un ciclo (rappresentato nella Figura 3.2).
Utilizziamo due funzioni di Lyapunov che descrivono il sistema di equazioni di ciascuno
dei due vertici, le accoppiamo come descritto negli scorsi capitoli e otteniamo quindi una
funzione di Lyapunov globale per il sistema accoppiato.

Facendo poi un’altra costruzione attraverso altre tipologie di funzioni di Lyapunov, che
pero si riferiscono allo stesso digrafo pesato, osserviamo che otterremo un’altra funzione

di Lyapunov globale.

Prima costruzione: Siano

S I
Vle—S*—S*log§ e VQ:I—I*—I*logF

Poiché sappiamo che 1 — x 4+ logz < 0 quando x > 0 e vale I'uguaglianza se e solo se

x = 1, allora differenziando entrambe le funzioni di Lyapunov otteniamo
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v =8 g =5 (pep s psi—as) =
S S
(S — 5*)2 o S SI I
— — A _ - <
< =y il o =
ST SI T I
< *x TX _ - _ —
<~ 68 ] ( S*]* =+ lOg S*]* + ]* 10g I*) CL12G12

E analogamente

S* ST I ST ST 1 1
I * Tx _ _ < * Tx — - — — | =
LQ ﬁS I (1 _S + G [*) S 55 I (S*[* log Sr [ I + log [*) CL21G21

Notiamo che a3 = a91 € G193 = —Gay, dunque Gi3 + G = 0. Allora esistono costanti
1, o tali che V= ¢V 4+ V5 € una funzione di Lyapunov per il sistema (3.1) e dunque

abbiamo concluso.

Seconda costruzione: Siano

1 I
Vi=3(S=8? e V=I-I'-I'lg

Differenziando analogamente alla prima costruzione otteniamo
Vi =(S-5% <5S*I* +dS —pBSI — dS) < BS*(S — S*)([* — I) = a12G12

Analogamente al caso precedente

VI = ! _1]* (BSI — BS*I) =B(S —S*)(I —I") = anGax
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Ora notiamo che a;o = (5S5*, mentre as; = S. Inoltre G123 = —Goy, allora prendendo
c1 = S*cy si ha che V = V; + §5*V, e un’altra funzione di Lyapunov che puo essere
usata per provare la globale asintotica stabilita di P* e questo ricorda che la funzione di

Lyapunov, anche in questo caso, non € necessariamente unica.

3.3 Sistemi accoppiati

Il caso di sistemi accoppiati puo essere costruito dividendo la popolazione in n gruppi
e supponendo che per ogni £ = 1,...,n ogni gruppo sia diviso in Suscettibili, Infetti e
Recuperati. Inoltre chiamiamo N, = Si + I + R} il numero totale di popolazione del
k-esimo gruppo.

Sia (3,1, il coefficiente di trasmissione da I;, cioe gli infetti del j-esimo gruppo, a Si, cioe
i suscettibili del k-esimo gruppo.

Allora il tasso di nuove infezioni del k-esimo gruppo puo essere scritto come

> Binl;Sk
j=1

Quindi nel k-esimo gruppo possiamo scrivere il modello SIR come

Sk = Mg — >0 BieljSk — di Sk
Iy =320 Bied Sk — (y + di) Ik (3.3)
Ry, = el — dp Ry,

e questo per ogni k=1, ...,n.
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Osservazione 3.3.1. La matrice di trasmissione B = (fjx);k=1,..n € chiaramente non
negativa, ma non ¢ detto che sia simmetrica né che sia strettamente positiva. Sicura-
mente pero possiamo dire che e irriducibile in quanto gli infetti di un qualsiasi gruppo
possono trasmettere il virus a chiunque altro in qualsiasi altro gruppo.

Invece I'influenza del vertice j del digrafo sul vertice ¢ viene descritta tramite la funzione

gz’j(SiyliaSja]j) = <_Bijsi]j7 51‘;’52'];'; 0 )

Osserviamo inoltre che, per quanto riguarda lo studio dei punti di equilibrio, & possibile
considerare solo le prime due equazioni del modello in quanto Ry non dipende né da Iy

né da Sj e dunque non contribuisce alla stabilita.

Consideriamo quindi il sistema

S =My — Z?Zl BixljSk — dy Sk

(3.4)
Iy = 22521 Bl Sk — (v + di) I

Vogliamo studiare le soluzioni del sistema e la stabilita dei punti di equilibrio nell’insieme

A
= {(51,11,...,Sn,1n) ER™ | 0< S+ i < d—’“, kzl,...,n}
k

Osservazione 3.3.2. Dalle considerazioni fatte nella sezione precedente sappiamo che
Ry dipende solo dalle equazioni sulle I}, e anche nel caso di sistemi accoppiati la situa-
zione ¢ invariata, dunque Ry ¢ lo stesso di (3.2).

Quindi

BA

Ry— —
0 d(d+ )
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Osservazione 3.3.3. Anche nel caso di sistemi accoppiati si puo dimostrare che se
Ry > 1, allora Py = (S, 17, ..., 5%, 1) ¢ instabile e inoltre esiste un punto di equilibrio

n n

P* € Int(I'1) che e globalmente asintoticamente stabile per il sistema (3.4).

Teorema 3.3.4. Sia B = (B;;) matrice irriducibile. Se Ry > 1 allora esiste un unico

punto di equilibrio globalmente asintoticamente stabile P* € Int(T).

Dimostrazione. Usiamo la stessa funzione di Lyapunov che avevamo considerato nel mo-

dello STR nella sezione precedente, cioe

S; I;
V(S T) = (s,- _ 57— Stlog S—) " (Ii - Ilog F) (35)
e consideriamo la funzione
V(S L,y S 1) = Y eiVi(Si ) (3.6)

i=1

L’obiettivo & mostrare che questa e una funzione di Lyapunov globale utilizzando il Teo-
rema (2.2.3).

Allora, differenziando le funzioni V; lungo le rispettive soluzioni e facendo le dovute

semplificazioni, otteniamo

7=
Si

& Sy L I  SLIf
S; — S5)? S (2 -k - L L T
( ) +jzlﬁj : J( Si I;+I; S;];]i)

Ora, poniamo a;; = (;;5; 17 e

I; I;
() = L o 2
Gi(L;) I og IR

e chiamiamo
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S I; I S.I.I*
FAS. I.IT)=|[2—- = 2% J (i
Z](S“ K ]> ( S@' ]z'* 1; Sﬂ;h)

Come gia enunciato nella sezione precedente la funzione 1 — x + logx < 0 per ogni

z € RT e si annulla se e solo se x = 1, pertanto
Ey(Si, I, I;) < Gi(L) — G;(1)

e dunque abbiamo raggiunto tutte le condizioni necessarie per applicare il Teorema
*

(2.2.3). Allora basta considerare ¢; come in (1.1) e si ha che V< 0 per S, > 0 e

I;; > 0 e per ogni k =1,....n e quindi che la funzione V' che abbiamo definito ¢ una

funzione di Lyapunov globale.

A questo punto possiamo considerare I'insieme
G = {(Sl,h, s Spy 1) € Int(T) | V = 0}

e applicare il Principio di invarianza di LaSalle per affermare che I'insieme w-limite di
ogni soluzione positiva (Sl(t), Li(t), ..., Su(t), In(t)) ¢ contenuto nellinsieme invariante
piu esteso K C G.

Per caratterizzare I'insieme K osserviamo che l'irriducibilita della matrice B = (8;;)
implica che la matrice A = (83;;S; ;) ¢ anch’essa irriducibile e che ¢; > 0 per ogni
1=1,...,n.

Dunque V = 0 implica che F};(S;, ;,1;) =0 per S; >0e [; >0 per ognii=1,...,n.

Questo significa che S; = Sf e I; = al’ per un certo a > 0 che non dipende da i.

Se sostituiamo questa relazione nella prima equazione del sistema (3.4) otteniamo che

0=Ap—dpSy —a) B StI; (3.7)

J=1

che notiamo essere una funzione decrescente in a. Allora questa uguaglianza vale se e
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solo se a = 1, dunque l'insieme K C G ¢ necessariamente costituito unicamente da {P*}
e quindi tutti gli insiemi w-limite delle soluzioni sono gli stessi dell’insieme { P*}. Questo
stabilisce la globale asintotica stabilita del punto P* grazie al Principio di invarianza di
LaSalle e dunque abbiamo concluso.

O
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Capitolo 4

Applicazione: i sistemi accoppiati

impulsivi

4.1 Introduzione

La complessita dei sistemi accoppiati sui network nelle scienze sociali, biologiche e in-
gegneristiche ha portato alla luce molte sfide per gli scienziati, tanto che negli ultimi
anni lo sviluppo dei sistemi accoppiati di equazioni differenziali sui network ha attirato
gli interessi della ricerca, riportando molti risultati anche in letteratura. I problemi di
stabilita dei sistemi accoppiati non lineari sui network sono una tematica essenziale e

nella pratica e necessario analizzarne la stabilita.

Nel mondo reale molti processi evolutivi hanno la caratteristica di cambiare improv-
visamente stato. Di conseguenza ¢ naturale assumere che queste perturbazioni agiscano
istantaneamente, cioe in forma di impulso. Le equazioni differenziali impulsive coinvol-
gono effetti impulsivi e sono una naturale descrizione di molti problemi del mondo reale
come la biologia di una popolazione, il battito ritmico, la radiazione delle onde elettro-

magnetiche e cosl via.
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Dunque molti sistemi dinamici nel campo scientifico possono essere descritti come un
sistema accoppiato impulsivo. Una descrizione matematica di un sistema accoppiato im-
pulsivo e un grafo diretto in cui un sistema di equazioni differenziali impulsive e associato

a ciascun vertice e gli archi diretti connettono un vertice all’altro.

Nel corso di questo capitolo daremo una descrizione accurata dei sistemi accoppiati

impulsivi, studiandone la stabilita, fornendo anche un esempio pratico.

4.2 Analisi della stabilita

Un sistema impulsivo e descritto tramite tre componenti: un’equazione differenziale al
tempo continuo che governa lo stato del sistema tra un impulso e I'altro, un’equazione
di impulso che modella un salto impulsivo definito con una funzione salto all’istante in
cui avviene I'impulso e un criterio di salto che definisce un insieme di eventi salto in cui

I’equazione di impulso e attiva.

Consideriamo un network rappresentato da un digrafo G' con n vertici e n > 2. As-
sumiamo che l'i-esima dinamica del vertice sia descritta con un sistema di equazioni

differenziali impulsive come segue:

& = fi(t, ;) t#t
zi(ty) = i
con z; € R™ e f; : Ry x R™ — R™.
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I : R, x R™ — R™ rappresenta il salto dello stato dell’equazione ad ogni .
Az;(ty) ¢ definito come Ax;(ty) = z(t)) — x(t;,), t sono gli istanti a cui avvengono gli

impulsi, mentre

() = hll%h z(ty, + h) e x(ty) = hli%lf z(ty, + h)

sono 1 limiti destro e sinistro della discontinuita di salto.

Sia g;; : Ry x R™ x R™ — R™ Ja funzione che rappresenta l'influenza del vertice

J sul vertice 7 tale che g;; = 0 se non esiste un arco da j a ¢ nel digrafo G.
Allora otteniamo il seguente sistema accoppiato impulsivo relativo al digrafo G:
&= filt.m) + 305 95t xy)  tF

Az = Ii(z;) t=t, k=1,2,.. (4.2)

ri(t]) = 4

per ogni i =1,2,...,n.

Per caratterizzare i sistemi accoppiati impulsivi facciamo ora le seguenti assunzioni:

1. Sihache 0=ty <t;<ty<..<tp<.. e tp — ooperk — o0
2. Le funzioni f; sono continue in (tx_1, tx] x R™

3. Esiste

lim  f;(t, ) = filty, i)

(tyyi)—(t,xi)

44



per ogni z; e per ogni k= 1,2, ...

4. Esiste

llm ij t7 i? ] - 17 t+7x7;7$‘
(t:yi,yj)a(t,zi,xj)gj( Yir Yi) = 9i (L )

per ogni z;,x; e per ogni k = 1,2, ...

5. I € C(le,le>

Nel corso di questo capitolo consideriamo sempre le funzioni f; e g;; tali che soddisfino
le condizioni di globale lipschtzianita in modo che il problema (4.2) abbia un’unica solu-

zione. 1l sistema accoppiato ha inoltre la soluzione banale (xy, zs, ..., x,) = 0 per t > t,.

Diamo ora la definizione di derivata di Dini, che vedremo essere strettamente correlata

alla derivata di Lyapunov.

Definizione 4.2.1. Data una funzione V;(¢, z;) definiamo la derivata di Dini rispetto al

sistema accoppiato (4.2) come segue:

1 n
DYVt z;) = hli>I[I)1+ sup (Vi(t +h,x;) +hfi(t,z)+h Z gi;(t, x;, xj) — Vi(t, xz)) (4.3)
j=1

Osservazione 4.2.2. Se la funzione V; € C'(R; x D;,R) con D; insieme aperto di R™:
allora si ha che

D*V(t, z;) = Vilt,z;)
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*
dove V; e la derivata di Lyapunov definita nel capitolo 2, dunque c¢’e¢ una stretta corre-

lazione tra le due derivate.

Dimostriamo ora un teorema che costituisce un caso specifico del Teorema (2.2.3).

Teorema 4.2.3. Supponiamo che le sequenti affermazion: siano vere:

1. Esistono funzioni Fi;(x;,x;) e Vi(t,x;) e una matrice A = (a;;)ij=1,..n con a;; >0

tali che pert #t,, t > tg e per ogni i = 1,...,n si ha
DYVt ;) < aiiFy(ai, x)) (4.4)
j=1
2. Lungo ogni ciclo diretto C del digrafo pesato (G, A) si ha che pert > ty, x, € D,

exs € Dy

> Fulag, ) <0 (4.5)

(r,s)EE(C)
3. Dato linsieme M;(p) = {(t,xi) ER, xR™ ; ||ay]] < ,0} si ha che su M;(p)
Vi(# 2+ @) < Vilt ) (4.6)
4. FEsiste una funzione b; € K tale che

bi(lail|) < Vi(t, ) (4.7)
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con (t,z;) € M;(p).

5. Esistono 5(@ > 0 e una funzione d; € PCTK tali che
Vit 2:) < di i) (4.8)

con ||z;|| < 5(()i) eperognii=1,..,n.
Allora la funzione
i=1

¢ una funzione di Lyapunov per il sistema accoppiato (4.2) e V (t,x) soddisfa la condizione

D™V (t,z) <0 (4.9)

pert >ty et #ty.

Inoltre la soluzione banale del sistema ¢ stabile.

Dimostrazione. Grazie alla condizione (4.4), quando t # t;, otteniamo che

D+V(t, ill') = l)Jr Z Cﬂé(t, l’l) S Z CiDJr‘/;(t, .]71) S Z CZ‘CLZ']'FZL']'<£L'Z', l'j)
i=1 =1

ij=1

Invece applicando il Teorema (2.2.3) osserviamo che

Z cia;; Fij(xi, x) = ZW(Q> Z Frs(z,, xs)

ij=1 q€Q (r,s)EE(Cq)
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e per la condizione (4.5) e poiché w(q) > 0, allora

D*'V(t,z) < Y wlg) Y. Fulze,a,) <0

q€Q (r,s)€E(Cy)

Ora poniamo d; = min {5((]1), . 5(()n)} e

b(|J[]) = min {esby (||21]]); --.. enbu([|anl]) }

d(||=]]) = min {erdi([[@1]]), .., cadn(]|za][) }

A questo punto notiamo che, poiché d; € PCTK e b; € K per ogni i = 1,...,n, allora
de PCTKebeKk.

Ora mostriamo che il fatto che DYV (¢,z) < 0 ¢ sufficiente per mostrare che V (¢, x)
e una funzione di Lyapunov, in quanto essa e sufficientemente regolare.

Allora osserviamo che, dato ¢ > 0, esiste 0 < 0 < Jp tale che se ||z|| < ¢ allora
d([]z]) < b(e).

Se ||zo|| < 9, allora dalla condizione (4.6) segue che per t > t,

V(t,z) S V(tf,2) = ) eVilty @) < Zcidi(!\xio\l) < Zd(Hon) <nb(e) (4.10)

=1

D’altra parte, grazie alla condizione (4.7), si ha che

V(t,x) = ch-Vi(t,:ci) 2 Zcibi(%’) > Zb(l\xll) = nb(||z[]) (4.11)

Combinando la (4.10) e la (4.11) si ha che

b([|=[l) < ble)
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per t <t e per z; tale che ||zg|| < § e possiamo concludere.

Osservazione 4.2.4. Supponiamo che la condizione (4.8) del teorema precedente venga
sostituita dalla seguente affermazione:

Esiste un 5(@ e una funzione d; € K tale che
Vi(t,z:) < di(|[]]) (4.12)
con ||z;|| < 5(()i).

Allora la soluzione banale del sistema accoppiato (4.2) ¢ uniformemente stabile.

Dimostrazione. Poiché d; € K, osserviamo che questa condizione non dipende dal tempo
t. Dunque il numero d puo essere scelto indipendentemente da ty. Pertanto la soluzione
banale & uniformemente stabile e abbiamo quindi concluso.

[]

Dimostriamo ora un teorema che fornisce un’altra condizione per 'asintotica stabilita

della soluzione banale del sistema accoppiato.

Teorema 4.2.5. Supponiamo che le condizioni (4.6), (4.7) e (4.8) siano valide e che

inoltre siano verificate le sequenti affermazioni:

1. Esistono funzioni V; € CY Ry x D;,Ry), funzioni arbitrarie Fij(x;,x;) e una
matrice A = (aij)ij=1,..n con a; > 0 per ogni i,j = 1,...,n. Esistono inoltre
p; > 0 tali che per ogni i =1,...,n si ha che

n

Jj=1

49



2. Vale la proprieta (4.5).

Allora V(t,z) = Y0, ¢;Vi(t,x;) € una funzione di Lyapunov per il sistema accoppiato

(4.2) e la soluzione banale é asintoticamente stabile.

Dimostrazione. Definiamo p = min{py, ..., p,} e grazie alle ipotesi osserviamo che quan-

do t # t, e V 1o possiamo scrivere come V (t,z) = >, ¢;Vi(t, z;) otteniamo

DYV (t, ) DJ“z:cZ (t,z;) < ZciDJrVi(t, x;) <

Z ( pz t xz + Zam ¥ [E“.Q?] ) S _icipiv;(taxi) § —pV(t,.QT)

j=1 i=1
e per il criterio della stabilita di Lyapunov si ha che la soluzione banale & asintoticamente

stabile.
O

Osservazione 4.2.6. Supponiamo che la condizione (4.8) all’interno del Teorema (4.2.5)

sia sostituita dalla seguente affermazione:

Esiste un 56“ > 0 e una funzione d; € K tale che
Vilt, ) < di||:l]) (4.14)
con ||z;|| < 56“.

Allora la soluzione banale del sistema accoppiato (4.2) ¢ uniformemente asintoticamente
stabile.

50



Osservazione 4.2.7. Quando I = 0 nei sistemi (4.1) e (4.2) per ogni i = 1,...,n e per

ogni k = 1,2..., essi si possono riscrivere rispettivamente come

{C'Ei = filt, ) + Y gis(t, i, ;)
i=1

Teorema 4.2.8. Supponiamo che valgano le condizioni (4.5), (4.6) e (4.13) e supponia-

fl) e 7‘@(2) entrambi positivi tali che

mo che per ogni i = 1,...,n esistano r
rDail| < Vilt, ) <rPllal|  cont >t (4.15)

Allora V (t,z) = Y1, ¢;Vi(t,x;) € una funzione di Lyapunov per il sistema accoppiato

(4.2) e la soluzione banale é esponenzialmente stabile.
Dimostrazione. Grazie alle condizioni (4.5) e (4.13) otteniamo che
DYV (t,z) < —pV(t,z)

cioe

DYV (t,z)

< —
Vit,r) = ©

dunque integrando entrambe le espressioni da ¢, a t < ¢, otteniamo

DYV (t,x) /VW&) ds ( V(t,x) ) t
- — = log ’ S—/pds:—pt—t+
/t;j V(t,x) V(tha) S V(o + Ii(x)) o+ ( ¢)

k
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E dunque grazie a questo ragionamento abbiamo che

Vit,z) <e P Vil o+ L(x)) < e Pt Zcz-\/i(tk,xi) <

=1
< ) V4, 0) < ) B V(L ot 1 (0) <

< o P(t=ti1) Viteey, ) < ... < e~ P(t=to) V(tar,%)

Ora siano ¢ = min {cl, ey cn} e ¢® = max {cl, ey cn}.

Poniamo inoltre

e osserviamo che grazie all’ipotesi (4.15) e al ragionamento fatto in precedenza si ha che
WrMjz|| <3 erl? <D Vit 2i) = V(t o) < e V(Ig, x) =
i=1 i=1

=Y TaVilty wo) < e el || < e OOy
i=1 i=1

(2),(2) .
Ora ponendo My = max {%, 1} otteniamo come conseguenza che

[l]] < Mo e [|a|

e dunque la soluzione banale & esponenzialmente stabile.
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4.3 Un esempio pratico

Consideriamo il seguente esempio di sistema accoppiato impulsivo:

/

& = i + fi(wi) — filys) — 2251 Bij(xi — x5) t# tk
Ui = oyi + filys) — filzi) — 2?21 Bii(yi — yj) t# tk
Az; = Ii(x;) = Crry — x; t =t
Ay = Ii(yi) = Cryi — yi t=tg

zi(ty) = x4

(4.16)

yZ(tS_) = Yio

con x;,y; € R™.

fi : R® — R" sono funzioni continue tali che esistono delle costanti L; > 0 per ogni

1 =1,...,n per cui si ha che
1fi(i) = fily)ll < Lillzi — will
per ogni x; # ;.

Inoltre ; <0, Bi; = —Bji e Bij # 0 quando ¢ # j.
C} ¢ invece una matrice quadrata costante di dimensione n.

Osservazione 4.3.1. Sia G un digrafo con n vertici, allora il sistema (4.16) puo essere
visto come un sistema accoppiato impulsivo relativo al digrafo (G, A), ponendo a;; = §;;

perognii,j=1,...,ne A= (ay)ij=1.n
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Teorema 4.3.2. Supponiamo che valgano le sequenti affermazioni:
1. (G, A) ¢ fortemente connesso e bilanciato.

2. Si ha per ognii=1,...,n

Vi = Q — ﬁij +2L; <0 (417)
1

j:
con L; costante di Lipschitz per la funzione f.
3. Perognik=1,2, ...

)\ma$(oliok) <1 (418)

Allora la soluzione banale del sistema (4.16) é uniformemente asintoticamente stabile.

Dimostrazione. Sia X; = (x;, ;).
Per ogni ¢ = 1, ..., n costruiamo la funzione V; come segue:
1

1

Allora differenziando V; otteniamo
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* 1
DYVi(t, X;) = Vi(t, X;) = 5 (Ifiﬁz + zid; + Uiy + ?/fyz) =
1 ! 1
- §(az+fz(xz fz yz Zﬁz] Z; ) xz_f'éxf(az"_fz(xz fz yz Zﬁzy

+

(Oéi"i_fi(yz fz xz Zﬁz] ) yz+ ;yz <az+fz(yz fz xz Zﬁz]

DO | —

= <ai - Zﬁzg)xiwz + (fz(xz> fz Y ) i+ Zﬂzgx ZL‘] <ai - Zﬁw) yfyz'i_
j=1 j=1

+(fz-(yl) fil z)yﬁZﬁuyzyg < ( a; Zﬁu>(fc§xi+yfyi)+

J=1

+Lillas — wil (||a:z~|| . ||yi||) £ Bylata; +yty;) < (ai Zﬁw)mﬁxi Tyt

Jj=1 Jj=1

Lallla + 1ol + 3 B (ate; + otay) = ( Z@JHL) Vilt, )+

7j=1

+° Bylata; + ylyy) = —piVilt, 3) + Y ay Fiy(wi, ;)
— —
e Fij(z; — ;) = sgn(B;) (whx; + yly;).-
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Notiamo che per arrivare a questo risultato abbiamo usato il fatto che le funzioni f;

sono Lipschitziane e il fatto che v; < 0 dall’equazione (4.17).
Osserviamo che

Fji(xj, x;) = sgn(Bi) (2has + yjys) = —sgn(Biy) (zia; + yiy;) = —Fij(i, )

in quanto (G, A) & un digrafo bilanciato.

Inoltre lungo ogni ciclo diretto C' del digrafo pesato si ha che
> (Fij(xiaxj) - sz‘(fﬁjaxi)) =0

(i,7)€E(Cq)

D’altra parte notiamo che
V(1 Xitt) + 10X(0)) = 5 ((Coalt) (Curaw))) + 5 ((Cont)) (Cuna)) =
= 5 (0001 C0)) + 3 (s101CECu0)) = (€500 (att0)00) + i) ) =

_ (Am(c;;ck)) Vit Xi(tr))

Allora dall’ipotesi (4.18) segue che

%(t$,Xi(tk)+Ik(Xi(tk))> < %(tk,Xi(tk)> (4.20)
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Siano

per ogni i = 1,..,n e osserviamo che b; € K e d; € K e inoltre

bi(l|za[) < Vilt, 1) < di||4]])

per come abbiamo definito V.
Grazie al Teorema (4.2.8) possiamo concludere che la soluzione del sistema ¢ uniforme-

mente asintoticamente stabile.

[]
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Conclusione

Nel corso di questo elaborato abbiamo illustrato le proprieta dei digrafi pesati e I'im-
portanza di associarli ai sistemi accoppiati al fine di studiarne in modo piu conveniente
la stabilita. Grazie a importanti teoremi, quali quello di LaSalle e quello di Lyapunov,
abbiamo messo a punto strumenti che ci hanno permesso di ottenere una funzione di
Lyapunov globale dalle singole funzioni di Lyapunov dei sistemi non accoppiati.
Abbiamo inoltre illustrato, anche tramite esempi concreti, varie applicazioni della teoria
descritta nel corso dei primi due capitoli sia in campo fisico sia in campo medico.

Oltre a quelli ivi descritti vi sono tanti altri ambiti in cui i grafi e i sistemi accoppiati
sono particolarmente utili per risolvere problemi di grande portata. Al lettore va quindi

la curiosita di ulteriori approfondimenti.
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