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Introduzione

In questa tesi tratteremo del teorema della curva di Jordan dal nome del

matematico francese Camille Jordan che visse alla fine del diciannovesimo

secolo.

Nei primi due capitoli daremo una dimostrazione rigorosa del teorema, spe-

cificando di volta in volta i mezzi di cui ci siamo serviti. Procederemo poi

analizzando alcune applicazioni del teorema per arrivare infine a considerare

il teorema di Schönflies attreverso alcuni elementi di teoria dei grafi.

Nel Capitolo 1 troviamo una brave storia del teorema di Jordan e come

questo fu affrontato dai matematici piú illustri, sia di quel periodo che a noi

contemporanei.

Il Capitolo 2 é articolato in diverse sezioni dove resta centrale il teorema

di Jordan e la sua dimostrazione della quale specificheremo ogni dettaglio e

particolare.

Proseguiremo stabilendo un criterio per determinare quale tra le curve di

Jordan di determinato perimetro é quella di area massima tramite la dise-

guaglianza isoperimetrica.

Il Capitolo 3 é costituito da elcuni elementi di teoria dei grafi. Vedremo

poi come questi risultati possono essere utilizzati per dimostrare sia il teorema

di Jordan sia una sua importante applicazione: il teorema si Schönflies.
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Capitolo 1

Introduzione storica

In questo primo capitolo ci prefiggiamo di fare una sintesi di ció che poi

affronteremo in dettaglio nei capitoli seguenti, prestando particolarmente at-

tenzione agli aspetti storici dell’argomento in questione.

Iniziamo il nostro percorso dando l’enunciato del teorema della curva di Jor-

dan.

Teorema 1.0.1. Sia C una curva di Jordan nel piano R2. Il suo comple-

mentare R2\C é costituito da esattamente due componenti connesse, delle

quali una é limitata e l’altra é illimitata e la curva C é il loro bordo comune.

1.1 Storia della topologia

Iniziamo a parlare della topologia nel suo complesso e della sua evoluzione

nel corso dei secoli.

Approfondiremo poi in dettaglio la storia relativa alla curva di Jordan e i

problemi legati alla sua dimostrazione.

La topologia - o studio dei luoghi- é una delle piú importanti branche del-

la matematica moderna. Si caratterizza come lo studio delle proprietá delle
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1.1 Storia della topologia 1. Introduzione storica

Figura 1.1: Toro

figure e delle forme a meno di deformazioni senza strappi, sovrapposizioni o

incollature.

Concetti fondamentali come convergenza, limite, continuitá , connessione

o compattezza trovano nella topologia la loro migliore formalizzazione. La

topologia si basa essenzialmente sui concetti di spazio topologico, funzione

continua e omeomorfismo.

Intuitivamente un cubo e una sfera sono oggetti topologicamente equivalenti

(cioé omeomorfi), perché possono essere deformati l’uno nell’altro senza ri-

correre a nessuna incollatura, strappo o sovrapposizione; una sfera e un toro

(Figura 1.1) invece non lo sono, perché il toro contiene un buco che non puó

essere eliminato da una deformazione.

L’articolo di Eulero del 1736 sui Sette ponti di Königsberg1 [4], essendo

uno dei primi risultati che non dipendono da nessun tipo di misura é consi-

derato dagli storici uno dei primi risultati topologici.

1Il problema dei sette ponti di Königsberg é un problema ispirato da una cittá reale e

da una situazione concreta. Nel corso dei secoli é stata piú volte proposta la questione se

sia possibile con una passeggiata seguire un percorso che attraversi ogni ponte una e una

volta soltanto e tornare al punto di partenza.
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Georg Cantor, l’inventore della teoria degli insiemi, inizió a studiare la teoria

degli insiemi di punti nello spazio euclideo verso la fine del XIX secolo. In

seguito, nel 1895, Henri Poincaré introdusse nel suo Analysis Situs i concetti

di omotopia e omologia, adesso considerati parte integrante della topologia

algebrica [5].

Maurice Fréchet, unificando il lavoro sugli spazi di funzioni di Cantor, Vito

Volterra, Arzelá, Hadamard, Ascoli e altri, nel 1906 introdusse il concetto

di spazio metrico [5]. Nel 1914 Felix Hausdorff, generalizzando la nozione di

spazio metrico, conió il termine di spazio topologico e defińı quello che oggi é

detto spazio di Hausdorff (per ulteriori approfondimenti vedi Cap.8) [1, p.56].

Finalmente, nel 1922 Kuratowsky, con una ulteriore lieve generalizzazione

forńı il concetto astratto odierno di spazio topologico [4].

1.2 Origine del problema

Il teorema della curva di Jordan ha avuto una evoluzione tortuosa nel

corso dell’ultimo secolo.

Molti matematici si cimentarono nella dimostrazione del teorema e molti

furono i dissensi fra loro, tuttavia il primo a darne una dimostrazione rigorosa

fu Camille Jordan nel 1890.

Anche se molte di queste prove furono considerate non accettabili, vogliamo

riportare almeno quelle che risultano essere piú interessanti agli occhi di uno

studioso di topologia e quelle che sono opera di matematci famosi.

Iniziamo analizzando le asserzioni seguenti:

1. Teorema della curva di Jordan: Il complementare di una curva

chiusa semplice in R2 divide il piano in due componenti connesse.

2. Se un sottoinsieme D del piano euclideo é la frontiera di tutte le compo-

nenti del complementare R2−D e se quest’ultimo ha una componente

limitata, allora D é una curva chiusa semplice.
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Figura 1.2: Arco di Jordan

Nonostante queste due affermazioni appaiono estremamente simili l’esem-

pio dei laghi di Wada (vedi Figura 12A.1 [1, p.112])2 ci dice che non sono tra

loro equivalenti.

Vediamo ora come tale esempio puó essere spiegato in termini matemati-

ci.

Consideriamo una regione a forma di disco con due fori che si puó immagi-

nare come un’isola circondata dal mare e con due laghi all’interno.

Scavando dei canali che partono dal mare dai due laghi otterremo tre aperti

connessi. Al tempo t = 0 scaviamo un canale che parte dal mare in modo

tale che ogni punto della terraferma abbia distanza minore o uguale di 1

dall’acqua marina. Al tempo t = 1
2

scaviamo un canale che parte dal primo

lago, in modo tale che ogni punto della terraferma abbia distanza minore di

o uguale ad 1
2

dall’ acqua di quel lago.

Continuiamo in questo modo, scavando al tempo t = 1 − (1
2
)n un canale

che parte dall’ acqua x, in modo tale che ogni punto della terraferma abbia

2I laghi di Wada sono tre insiemi aperti e disgiunti del piano con la proprietá, tutt’altro

che intuitiva, che hanno tutti la stessa frontiera. I laghi di Wada sono stati introdotti da

Kunizõ Yoneyama nel 1917, che ha accreditato la scoperta al suo maestro Takeo Wada

[4].
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Figura 1.3: Fiocco di neve di Koch

distanza minore di o uguale a (1
2
)n dall’ acqua x; naturalmente i canali non

devono intersecarsi. Il mare ed i due laghi con i rispettivi canali formano tre

aperti connessi, e la rimanente terraferma D é la loro frontiera comune [1].

Quindi se la seconda asserzione fosse vera, D sarebbe una curva chiusa sem-

plice e quindi non sarebbe valida la prima delle due asserzioni. In particolar

modo le due asserzioni non possono essere entrambe vere per cui é valido il

primo enunciato che é appunto il teorema della curva di Jordan.

1.2.1 Disputa sulla dimostrazione

L’enunciato del teorema della curva di Jordan puó sembrare ovvio in un

primo momento, ma in realtá é un teorema piuttosto difficile da dimostrare.

Bernard Bolzano é stato il primo a formulare una ipotesi precisa, osservando

che non era un’ evidente dichiarazione e che necessitava di una dimostrazione.

Infatti la questione risulta banale se ci si limita a considerare poligonali, ma

il problema si pone nel momento in cui si vuole generalizzarla a tutti i tipi

di curve, anche quelle non differenziabili come ad esempio il fiocco di neve di

Koch (Figura 1.3).
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La prima dimostrazione del teorema risale a Camille Jordan nelle sue

lezioni di analisi reale e pubblicato nel suo libro Cours d’analyse de l’ École

Polytechnique.

Vi é una certa polemica sul fatto che la dimostrazione di Jordan fosse comple-

ta. La maggior parte dei matematici concorde che la prima prova completa

fu data da Oswald Veblen, che, riguardo la dimostrazione data da Jordan, ha

affermato quanto segue[1]:

La sua prova, tuttavia, é insoddisfacente per molti matematici. Si considera

valido il teorema, pur non avendone date delle prove, nel caso particolare im-

portante di un poligono semplice, e partendo da tale asserzione, non si riesce

a giungere ad un teorema generale che valga per qualsiasi tipo di curva.

Tuttavia, Thomas Hales ha scritto[4]:

Prendendo atto di tutte le critiche dei matematici moderni nei confronti della

dimostrazione data da Camille Jordan, sono rimasto sorpreso del fatto che

leggendo la sua prova non vi ho trovato nulla di riprovevole. Da allora, ho

contattato alcuni di colororo che avevano criticato Jordan, e nessuno di loro

é riuscito a trovarmi un errore specifico nella tanto contestata dimostrazione.

Hales ha anche sottolineato che il caso particolare di poligoni semplici non é

solo un facile esercizio, e tuttavia Jordan non utilizza poi in seguito questo

risultato. A tal proposito Reeken scrisse[4]:

La dimostrazione di Jordan é essenzialmente corretta anche se i dettagli non

sono spiegati in modo soddisfacente. Nonostante questo l’idea é giusta e con

qualche rifinitura la prova sarebbe stata impeccabile.

La prova di Jordan e un’altra prova data successivamente da Vallée-Poussin,

sono state analizzate in modo critico da Schöenflies nel 1924 [2].

Data l’importanza del teorema curva di Jordan, se ne sono interessati eminen-

ti matematici della prima metá del XX secolo. Infatti varie prove del teorema

ed alcune sue generalizzazioni sono state date da J. Alexander, A.Antoine,

Bieberbach, L.J.Brouwer, A.Denjoy, F.M.Hartogs, Schöenflies [4]. Inoltre si

stanno ancora cercando altre dimostrazioni di tale teorema.

Citiamo ora alcune dimostrazioni del teorema di Jordan:
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• la prova data da Maehara (1984) [4] utilizzando il teorema del punto

fisso di Brouwer;

• la prova di Gordon O. Berg,W. Giuliano e R. Miniere ( 1975 );

• Thomassen (1992) ne diede una prova usando la non planaritá del grafo

K3,3 (come vedremo nel Cap.3 riguardante la teoria dei grafi);

• Helge Tverberg [1] che poi é quella alla quale faremo riferimento nel

prossimo capitolo.

La prima prova formale del teorema della curva di Jordan é stata creata da

Hales nel gennaio 2005 e comprendeva circa 60.000 linee.

Un’ altra rigorosa dimostrazione formale di 6500 righe é stata prodotta nel

2005 da un team internazionale di matematici utilizzando il sistema Mizar

[2].
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Capitolo 2

Teorema della curva di Jordan

Questo é il capitolo centrale della tesi nel quale, dopo un breve introdu-

zione alla teoria delle curve e agli spazi metrici, daremo la dimostrazione del

nostro teorema.

Iniziamo fornendo delle nozioni basilari sugli spazi topologici.

2.1 Spazi topologici

Definizione 2.1. Sia X un insieme e sia U una famiglia di sottoinsiemi di

X che soddisfa le seguenti condizioni:

1. ∅ ∈ U , X ∈ U ;

2. l’intersezione di due elementi di U appartiene ad U ;

3. l’ unione di una qualsiasi famiglia di elementi di U appartiene a U .

Una famiglia U con queste proprietá si dice topologia su X che a sua volta si

dice spazio topologico.

Gli elementi u ∈ U sono chiamati insiemi aperti o semplicemente aperti di

X e gli elementi di X sono chiamati punti di X.
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2.1 Spazi topologici 2. Teorema della curva di Jordan

Per definire uno spazio topologico si puó usare, in alternativa a quella

di insieme aperto, la nozione di insieme chiuso. Diamo pertanto la seguente

definizione:

Definizione 2.2. Un sottoinsieme C di uno spazio topologico X si dice

chiuso se e solo se X \ C é aperto.

Proprietá analoghe a quelle che abbiamo visto per gli insiemi aperti

valgono anche per gli insiemi chiusi come si puó vedere nel teorema successivo.

Teorema 2.1.1. Valgono le seguenti condizioni:

• ∅ e X sono chiusi;

• l’unione di due chiusi é chiusa;

• l’intersezione di una qualsiasi famiglia di chiusi é chiusa.

Diamo ora la nozione di funzione continua tra spazi topologici in termini

di insiemi aperti :

Definizione 2.3. Una funzione f : X −→ Y fra due spazi topologici si dice

continua se per ogni aperto U di Y la controimmagine f−1(U) é aperta in

X.

Definizione 2.4. Siano X e Y due spazi topologici; si dice che X e Y sono

omeomorfi se esistono due funzioni continue f : X −→ Y e g : Y −→ X che

siano l’una l’inversa dell’altra. In tal caso scriveremo X ' Y e diremo che f

e g sono omeomorfismi fra X e Y .

Equivalentemente un omeomorfismo é una funzione biettiva e continua la

cui inversa é anch’essa continua.

La nozione di omeomorfismo fra spazi topologici é una relazione di equiva-

lenza, e la topologia non é altro che lo studio delle classi di equivalenza di

tale relazione.
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Ci sono delle proprietá che valgono a meno di omeomorfismi e la connessione

e le compattezza ne costituiscono i due esempi piú rilevanti.

Per tale motivo riportiamo ora la definizione di spazio compatto e con-

nesso.

Definizione 2.5. Un ricoprimento di un sottoinsieme S di un insieme X é

una famiglia di sottoinsiemi {Uj|j ∈ J} di X tale che S ⊆
⋃
j∈J Uj.

Il ricoprimento viene detto finito se l’insieme di indici J é finito.

Invece il ricoprimento si dice aperto se Uj é un sottoinsieme aperto di X per

ogni j ∈ J .

Definizione 2.6. Un sottoinsieme S di uno spazio topologico X si dice

compatto se ogni ricoprimento aperto di S ammette un sottoricoprimento

finito.

Definizione 2.7. Altrimenti X si dice connesso se i suoi soli sottoinsiemi

simultaneamente aperti e chiusi sono ∅ e X stesso.

Un sottoinsieme di X si dice connesso se é connesso come spazio topologico

con la topologia indotta.

Invece una componente connessa di X é un suo sottospazio connesso mas-

simale; cioé é un sottospazio che non é propriamente contenuto in un altro

sottospazio connesso.

2.2 Curve

In questa sezione daremo la definizione di curva e ne enunceremo alcune

proprietá soffermandoci per di piú sulle curve piane che sono quelle che mag-

giormente ci interessano.



2.2 Curve 2. Teorema della curva di Jordan

Figura 2.1: Cammino

Definizione 2.8. Un arco (o cammino) in uno spazio X é un’applicazione

continua f : [0, 1] −→ X; f(0) é detto punto iniziale e f(1) punto finale

dell’arco.

Si noti che l’arco é definito come l’applicazione f e non come l’immagine

f([0, 1]) che é invece chiamata una curva in X. L’immagine insiemistica di

f , in altre parole f([0, 1]), é detto sostegno della curva.

Definizione 2.9. Una curva di Jordan (vedi Figura 1.2) é una curva piana

semplice. In altre parole é una funzione continua f : [0, 1] −→ R2 a valori

nel piano cartesiano R2 tale che:

• la curva sia chiusa, ovvero tale che abbia estremi coincidenti f(0) =

f(1)

• la curva sia semplice, cioé senza punti di intersezione; in formule f(x) 6=
f(y) per tutti gli x 6= y eccetto gli estremi (in altri termini la funzione

f é iniettiva).

Inoltre chiameremo esterno di una curva di Jordan C ⊂ R2 l’unica com-

ponente connessa illimitata di R2 \ C e la indicheremo con est(C). Mentre
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con interno di C (int(C)) indicheremo la componente connessa limitata del

complementare della curva C nel piano.

Proposizione 2.2.1. Una curva σ : [a, b] −→ Rn continua semplice non

chiusa é un omeomorfismo con la sua immagine. Quindi in particolare una

curva di Jordan C é un sottospazio di R2 omeomorfo ad S1 = {z ∈ C||z| =
1}. Se f : S1 −→ R2 é una funzione continua ed iniettiva con f(S1) = C

diremo che la curva di Jordan é data dalla funzione f .

Per il topologo, spazi omeomorfi sono indistinguibili. Ad esempio, come ci

spiega il Manetti[3, p.8], egli non fa alcuna differenza fra i seguenti intervalli:

]0, 1[, ]0, 2[, ]0,+∞[, ]−∞,+∞[ .

Sono infatti omeomorfismi le applicazioni f :]−∞,+∞[−→]0,+∞[ data da

f(x) = ex, g :]0,+∞[−→]0, 1[ data da g(x) = e−x e h :]0, 1[−→]0, 2[ data da

h(x) = 2x.

Quindi senza perdere generalitá possiamo considerare la circonfernza S1 al

posto della curva di Jordan C e per facilitarne la dimostrazione useremo tale

risultato nel Teorema 2.3.4.

Ci tornerá utile nel corso della dimostrazione del teorema di Jordan anche

la seguente definizione:

Definizione 2.10. Una curva di Jordan é chiamata poligono di Jordan se

consiste di un numero finito di segmenti di retta.

2.3 Spazi metrici

Richiamiamo ora le definizioni di continuitá e di continuitá uniforme per

gli spazi metrici che ci porteranno ad analizzare due risultati che utilizzeremo

per raggiungere il nostro obiettivo: la dimostrazione del teorema di Jordan.

Per comprendere meglio quanto segue iniziamo definendo uno spazio metrico:



2.3 Spazi metrici 2. Teorema della curva di Jordan

Figura 2.2: Curva di Jordan

Definizione 2.11. Sia A un insieme. Si dice metrica su A una funzione

d : A× A −→ R che soddisfa le condizioni seguenti:

1. d(a, b) ≥ 0 e d(a, b) = 0 se e solo se a = b ;

2. d(a, b) = d(b, a) (proprietá simmetrica);

3. d(a, b) + d(a, c) ≥ d(b, c) per ogni a, b, c ∈ A.

Tale proprietá é nota con il nome di diseguaglianza triangolare.

La coppia (A, d) é detto uno spazio metrico.

Vediamo ora quando una funzione fra spazi metrici si puó considerare

continua o uniformemente continua e come queste due proprietá differiscono

tra loro.

Definizione 2.12. Siano (A, dA) e (B, dB) due spazi metrici. Diremo che

una funzione f : A −→ B é continua nel punto x ∈ A se e solo se per ogni
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εx > 0 esiste un δx > 0 tale che dB(f(y), f(x)) < εx se dA(y, x) < δx.

Diremo che f é continua se é continua in ogni punto di A.

Invece f si dice uniformemente continua se, per ogni ε > 0, ∃σ > 0 tale che

per ogni coppia x, y di punti di A con dA(x, y) < σ si ha dB(f(x), f(y)) < ε.

Si vede quindi come le due definizioni, pur essendo molto simili, non sono

equivalenti tra loro; possono tuttavia coincidere sotto opportune condizioni

come ci mostra il prossimo teorema.

Teorema 2.3.1. Siano M1 e M2 due spazi metrici con metriche rispettiva-

mente d1 e d2 e sia f : M1 −→M2 una funzione continua. Se M1 é compatto

allora f é uniformemente continua.

Dimostrazione. Fissato ε > 0, per ogni x ∈ M1 esisterá un σ(x) > 0 tale

che d2(f(x), f(y)) < ε
2

per ogni y ∈ M1 con d1(x, y) < 2σ(x). Poiché M1

é compatto, il ricoprimento {Bσ(x)|x ∈ M1} ammette un sottoricoprimento

finito:

{Bσ(x1)(x1), Bσ(x2)(x2), · · · , Bσ(xn)(xn)}.

Sia σ = min{σ(x1), σ(x2), · · · , σ(xn)}; dati allora x, y ∈M1 con d1(x, y) < σ,

si avrá x ∈ Bσ(xi)(xi) per qualche i ∈ {1, · · · , n} e quindi, essendo σ ≤ σ(xi),

d2(f(x), f(xi)) <
ε
2

Inoltre:

d1(y, xi) ≤ d1(y, x) + d1(x, xi) < σ + σ(xi) ≤ 2σ(xi)

e quindi:

d2(f(x), f(y)) ≤ d2(f(x), f(xi)) + d2(f(xi), f(y)) < ε

pertanto f é uniformemente continua.
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Corollario 2.3.2. Ogni funzione continua f : S1 −→ R2 é uniformemente

continua.

Corollario 2.3.3. Siano M1 e M2 due spazi metrici con metriche rispettiva-

mente d1 e d2, e sia f : M1 −→M2 una funzione continua. Se M1 é compatto

e f : M1 −→ f(M1) é un omeomorfismo, allora per ogni ε > 0 esiste σ > 0

tale che d1(x, y) < ε se d2(f(x), f(y)) < σ.

2.4 Teorema della

curva di Jordan

Siamo quindi in grado di dare una dimostrazione rigorosa del Teorema

della curva di Jordan. Infatti in quest’ultima sezione del capitolo ne ri-

porteremo nuovamente l’enunciato e ne daremo una dimostrazione rigorosa

approfondendo ogni sua parte.

Teorema 2.4.1. Il Teorema della curva di Jordan afferma che se C é una

curva chiusa semplice nel piano euclideo, il complementare R2\C é sconnesso

e consiste di due componenti, l’una limitata e l’altra no, che hanno entrambe

C come frontiera.

Si dimostra che il teorema della curva di Jordan vale per un poligono di

Jordan e poi si generalizza questo risultato al caso in cui la curva in questione

sia una curva di Jordan qualsiasi.

Teorema 2.4.2. Se C é un poligono di Jordan, R2 \C consiste di due com-

ponenti, aventi entrambe C come frontiera, una delle quali é limitata e l’altra

no.

Dimostrazione. La dimostrazione, qui omessa, si puó trovare nel Kosniowski[1,

p.113].
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I due teoremi che seguono descrivono delle proprietá delle curve di Jordan

e derivano dalla continuitá uniforme che abbiamo precedentemente discusso

nella sezione 2.3 e, piú precisamente, nel Teorema 2.3.1.

Teorema 2.4.3. Sia C una curva di Jordan data da f : S1 −→ R2. Per

ogni ε > 0 esiste un poligono di Jordan C ′ dato da f ′ : S1 −→ R2, tale che

|f(x)− f ′(x)| < ε per ogni x ∈ S1.

Dimostrazione. Per la continuitá uniforme di f , esisterá un ε1 > 0 tale che:

|x− y| < ε1 ⇒ |f(x)− f(y)| < ε
2
.

Per il Corollario 2.3.3 esisterá inoltre un ε2 > o per il quale vale:

|f(x)− f(y)| < ε2 ⇒ |x− y| < min{ε1,
√

3}.

La ragione per cui appare
√

3 é che per ogni sottoinsieme A di S1 di diametro

minore di
√

3 é univocamente individuato l’arco piú piccolo che contiene A.

Sia σ = min{ ε
2
, ε2} e ricopriamo C con delle regioni quadrate Q1, Q2, · · · , Qn

di diametro δ che si intersecano solo nei lati. Poiché δ ≤ ε2, rimane univoca-

mente determinato l’ arco minore A1 6= S1 che contiene f−1(Q1); raddrizzan-

do f(A1) si ottiene un’ altra curva di Jordan C1: in altri termini, ponendo

e(t) = exp(2πit) e A1 = {e(t)|a ≤ t ≤ b}, definiamo f1 : S1 =⇒ R2 mediante:

• f1(e(t)) = f(e(t)) se e(t) /∈ A1

• f1(e(t)) = (1− t−a
b−a)f(e(a)) + t−a

b−af(e(b)) se e(t) ∈ A1.

Indichiamo allora con C1 la curva di Jordan data da f1. Si noti che

f(A1) non é necessariamente contenuto in Q1 e che f−11 (Qi) ⊆ f−1(Qi) per

i = 2, 3, · · · , n. Sia ora C2 la curva data da f2 : S1 −→ R2 ottenuta raddriz-

zando f1(A2), dove A2 é il piú piccolo arco contenente f−11 (Q2). Avremo di

nuovo f−12 (Qi) ⊆ f−1(Qi) per i = 3, 4, · · · , n. Procediamo in questo modo

fino ad ottenere un poligono di Jordn Cn dato da fn : S1 −→ R2.

Dimostriamo ora che Cn é il poligono richiesto. Sia x ∈ S1 e supponiamo
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fn(x) 6= f(x); si avrá allora fn(x) = fj(x) 6= fj−1(x) per qualche j ≥ 1.

Per costruzione, x apparterrá ad un arco Aj, di cui indicheremo con y e z gli

estremi. Dalla definizione di fj segue che fj(y) = f(y) e fj(z) = f(z); quindi:

|f(x)− f(y)| = |f(x)− f(y) + fj(y)− fj(x)| ≤
|f(x)− f(y)|+ |fj(y)− fj(x)| ≤ |f(x)− f(y)|+ δ ≤ |f(x)− f(y)|+ ε

2
.

Si noti ora che |x−y| < |z−y| e che |z−y| < ε1 perché |f(z)−f(y)| ≤ δ ≤ ε2;

ne segue che |f(x)− f(y)| < ε
2
. Avremo perció:

|f(x)− fn(x)| < ε
2

+ ε
2

= ε.

A differenza del precedente il prossimo teorema é riferito in particolar

modo ai poligoni di Jordan.

Teorema 2.4.4. Se C é un poligono di Jordan dato da f : S1 −→ R2, esiste

nella componente limitata di R2 \C un disco aperto il cui bordo contiene due

punti f(a), f(b) di C con |a− b| ≥
√

3.

Dimostrazione. Denotiamo con X la componente limitata di R2 \ C e sia r

il massimo numero reale per il quale esiste un disco aperto D contenuto in

X il cui bordo contenga due punti f(a), f(b) con |a − b| = r. Dobbiamo

dimostrare che r ≥
√

3.

Supponiamo per assurdo che |a−b| = r <
√

3; allora a e b non sono diametral-

mente opposti. Denotiamo con A il piú lungo dei due archi di estremi a e b; A

ha lunghezza ≥ 4π
3

e quindi per ogni c ∈ A, max{|a−c|, |b−c|} > |a−b| = r;

per la massimalitá di r, se il bordo di un disco D′ contenuto in X contiene

f(a) e f(b), tale bordo interseca f(A) solo nei punti f(a) e f(b).

Siano f(v1), f(v2), · · · , f(vn) i vertici di C appartenenti a f(A) riportati nell’

ordine in cui si incontrano percorrendo C da f(a) a f(b).

Vi sono quattro possibilitá:
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1. v1 6= a, vn 6= b

2. v1 6= a, vn = b

3. v1 = a, vn 6= b

4. v1 = a, vn = b

Nel primo caso la circonferenza ∂D é tangente al segmento l1 di estremi

f(a), f(v1) e al segmento ln di estremi f(vn), f(b); esiste allora un disco

D′ ⊆ X vicino a D il cui bordo ∂D′ contiene due punti f(a′), f(b′), vici-

ni a f(a) e f(b), e appertenenti rispettivamente ad l1 e ln. Ma in tal caso si

avrá |a′ − b′| > |a− b| = r, il che contraddice la massimalitá di r.

Nel secondo caso, e similmente nel terzo, la circonferenza ∂D é tangente al

segmento l1 di estremi f(a), f(v1); potremmo allora trovare un disco D′ ⊆ X

il cui bordo ∂D′ contenga un punto di l1 vicino ad f(a) e un punto del

segmento f(b)f(vn−1) vicino ad f(b); anche in questo caso viene meno la

massimalitá di r.

Per il caso (4), consideriamo un punto x che si muove sull’ asse del segmento

di estremi f(a), f(b) allontanandosi dal centro z di D e mantenendosi nel-

la regione di piano limitata da f(A) e dai due segmenti di estremi z, f(a) e

z, f(b); denotiamo con Dx il disco aperto centrato in x di estremi f(a) e f(b).

Poiché Dz ⊆ X, esisterá un ultimo punto y tale che Dy ⊆ X. Si hanno per

∂Dy due possibilitá:

• o ∂Dy interseca f(A) in un punto diverso da f(a) e f(b), il che é da

escludere per quanto osservato precedentemente;

• oppure ∂Dy é tangente ad uno dei due segmenti di estremi f(a), f(v1)

e f(vn−1, f(b) rispettivamente. Analogamente al secondo caso, anche

quast’ultima possibilitá implica una contraddizione.

Abbiamo cośı escluso tutti e quattro i casi e quindi la dimostrazione é com-

pleta.
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Passiamo ora ad esaminare la dimostrazione del teorema nel caso gene-

rale che si divide in due parti: nella prima si dimostra che il complementare

della curva stessa nel piano euclideo é sconnesso e nell’altra si prova che

una curva di Jordan C ha al piú due componenti connesse. Iniziamo con il

dimostrare che il complementare di una curva di Jordan non é connesso in R2.

Teorema 2.4.5. Se C é una curva di Jordan, R2 \ C non é connesso.

Dimostrazione. Sia C1, C2, . . . una successione di poligoni di Jordan che con-

vergono a C (piú precisamente sia ε1, ε2, . . . una successione di numeri reali

positivi che converge a zero e sia Ci un poligono di Jordan, a distanza εi da

C, la cui esistenza é garantita dal Teorema 2.4.3). Siano f1, f2, . . . le appli-

cazioni che definiscono C1, C2, . . .; quindi fn −→ f quando n −→ ∞. Per il

Teorema 2.4.4, per ogni Cn esiste una circonferenza Sn (che borda un disco

contenuto nella componente limitata di R2 \ Cn ) passante per due punti

fn(an) e fn(bn), con |an − bn| ≥
√

3. Poiché le curve Cn sono tutte vicine,

esiste un disco D0 che le contiene tutte; tale disco contiene allora la compo-

nente limitata di R2 \ Cn per ogni n. In particolare, D0 contiene il centro

zn di Sn per ogni n; ne segue che la successione z1, z2, . . . é limitata e quindi

ammette una sottosuccessione convergente. Possiamo quindi supporre che la

successione (zn) converga ad un punto z.

Dimostriamo ora che se n é sufficientemente grande, la componente limi-

tata di R2 \ Cn contiene il punto z. Sia δ > 0 un numero reale tale che

|f(x)− f(y)| ≥ δ se |x− y| ≥
√

3; allora |f(an)− f(bn)| ≥ δ per ogni n; ma

per n sufficientemente grande, cioé n ≥ N si ha |f(x)− fn(x)| < δ
4
, e quindi

|fn(an)− fn(bn)| > δ
2
; ne segue che per n ≥ N , Sn ha diametro maggiore di

δ
2
, pertanto d(zn, Cn) > δ

4
. Ma, se n é sufficientemente grande, |z − zn| < δ

2

e quindi z e zn giacciono sulla stessa componente di R2 \ Cn. Poiché per co-

struzione zn giace in quella limitata, z appartiene alla componente limitata

di R2 \ Cn.

Inoltre z /∈ C: infatti, se z ∈ C, z = f(a) per qualche a ∈ S1 e quindi:
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|zn − fn(a)| ≤ |zn − z|+ |f(a)− fn(a)|,

il che implica che il raggio di Sn converge a zero mentre abbiamo appena

visto che (per n sufficientemente grande) esso é maggiore di 2δ per qualche

δ > 0.

Supponiamo ora per assurdo che R2 \ C sia connesso; essendo un aperto di

R2, esso sará connesso per archi1. Avremo allora un arco g in R2 \ C che

unisce z ad un punto y fuori di D0, e sia δ = d(g(I), C). Se n é grande a

sufficienza si avrá |fn(x) − f(x)| < δ
2

e quindi d(g(I), Cn) > δ
2
> 0. Quindi

g é un arco in R2 \ Cn; poiché y appartiene alla componente illimitata di

R2−Cn, anche z appartiene a tale componente illimitata, il che contraddice

quanto abbiamo dimostrato prima.

Per dimostrare la seconda parte del teorema di Jordan abbiamo bisogno

di una definizione e di un lemma:

Definizione 2.13. Una corda Γ di una curva di Jordan C é un segmento di

retta che interseca C solo nei due estremi del segmento. Quindi, eccezione

fatta per i due estremi, Γ giace in R2 − C.

Bisogna inoltre aggiungere che se C é un poligono di Jordan e Γ é una

corda di C, Γ ⊆ X ∪C, dove X é una delle componenti di R2−C, ed inoltre

X − Γ consiste di due componenti.

Lemma 2.4.6. Siano C un poligono di Jordan, X una componente di R2−C,

a e b due punti di X e δ un numero reale positivo tale che δ ≤ d({a, b}, C).

Supponiamo che per ogni corda Γ di C in X∪C di lunghezza minore o uguale

a 2δ, a e b appartengono alla stessa componente di X − Γ; allora esiste un

arco g in X da a a b tale che d(g(I), C) ≥ δ.

1Esiste un Teorema che mi dice che ogni sottoinsieme E di Rn aperto, connesso e non

vuoto é connesso per archi[1, p.107]
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Dimostrazione. La dimostrazione é alquanto intuitiva e noi riportiamo quella

fatta dal Kosniowski[1, p.120].

Immaginiamo di centrare in a un disco aperto di raggio δ e poi spingerlo

verso b mantenendolo entro X; se ció é possibile, il centro del disco descrive

un arco g con la proprietá richiesta. L’unica ostruzione a questo movimento

sarebbe l’esistenza di una strozzatura che impedisce il passaggio del disco,

ossia l’esistenza di una corda di lunghezza minore di 2δ (che é il diametro del

disco) in X ∪ C. Ma le ipotesi che abbiamo sulle corde ci assicurano che ció

non accade.

Facendo tesoro di tutto ció di cui abbiamo fino ad ora parlato, siamo in

grado di dimostrare la seconda ed ultima parte del teorema.

Teorema 2.4.7. Se C é una curva di Jordan, R2 −C ha al piú due compo-

nenti.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistano tre punti di R2 − C

appartenenti a tre sue componenti distinte. Siano ε = d({p, q, r}, C) e

C1, C2, · · · una successione di poligoni di Jordan (dati da f1, f2, · · · rispetti-

vamente) che converge a C. Se n é sufficientemente grande, d(Cn, C) < ε
2

e

quindi d({p, q, r}, Cn) > ε
2
. Poiché R2−Cn ha due sole componenti (Teorema

2.4.2 ), due dei tre punti p, q, r appartengono alla stessa componente Xn di

R2 − Cn; passando ad una sottosuccessione se necessario, possiamo quindi

supporre che p e q appartengano a Xn per ogni n.

Fissiamo un numero δ con 0 < δ ≤ ε
2
. Per ogni dato n ∈ N si ha δ ≤

d({p, q}, C) e quindi, per il lemma visto sulle corde di una curva di Jordan,

almeno una delle asserzioni seguenti é vera:

1. esiste un arco gn in Xn da p a q con d(gn(I), Cn) ≥ δ;

2. esiste una corda Γn in Xn di lunghezza minore di 2δ tale che p e q

appartengono a componenti diverse di Xn − Γn.

Sia Aδ l’insieme degli n ∈ N per cui vale la condizione (1): dimostriamo che

Aδ é finito. Sia infatti N ∈ N un intero tale che d(Cn, C) < δ
2

per n ≥ N ;
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se Aδ fosse infinito, conterrebbe almeno un n ≥ N e per tale n si avrebbe

d(gn(I), C) > δ
2
> 0; ma allora gn sarebbe un arco in R2 − C congiungente

p con q, e quindi p e q apparterrebbero alla stessa componente di R2 − C

contro l’ipotesi.

Fissiamo una successione δ′1, δ
′
2, · · · convergente a zero, con 0 ≤ δ′i ≤ ε

2
, e

costruiamo una sottosuccessione n1 < n2 < · · · nel modo seguente: partiamo

da n1 /∈ A(δ′1); poiché A(δ′2) é finito, esisterá un n2 /∈ A(δ′2) con n2 > n1;

analogamente esisterá un n3 /∈ A(δ′3) con n3 > n2 e cośı via. Poiché ogni

n ∈ N non appartenente a A(δi) soddisfa la seconda condizione, la sotto-

successione B = {n1, n2, · · · } é tale che ogni n ∈ B soddisfa la (2), dove se

n = ni abbiamo posto δn = δ′ni, e quindi limn→∞ δn = 0 con n ∈ B. Allora

per ogni n ∈ B esiste una corda Γn in Xn di lunghezza minore di 2δn, tale

che p e q appartengono a componenti diverse di Xn − Γn. Siano fn(an) e

fn(bn) gli estremi di tale corda. Poiché δn converge a zero, si avrá:

limn→∞(fn(an)− fn(bn)) = 0, n ∈ B

e quindi:

limn→∞(f(an)− f(bn)) = 0, n ∈ B,

il che implica che:

limn→∞(an − bn) = 0, n ∈ B

Poiché p e q appartengono a componenti diverse di Xn − Γn (n ∈ B),

passando ad una sottosuccessione se necessario, possiamo supporre che uno

dei due punti, diciamo p, appartenga alla componente di Xn−Γn limitata da

Γn e da fn(An), dove An é l’arco piú corto di S1 di estremi an e bn. Poiché

an − bn converge a zero, se n ∈ B é sufficientemente grande il diametro di

questa componente sará minore di ε. In particolare |p − f(an)| < ε, il che

contraddice l’ipotesi che d(p, C) ≥ ε.

Abbiamo quindi dimostrato che se C é una curva di Jordan, R2 − C

consiste di due componenti connesse, l’una limitata e l’altra no. Ci manca
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solo da verificare che C é la frontiera di entrambe le componenti di R2−C e

questo é ció che andremo a fare tra un po’ quando vedremo, nella sezione che

segue, come l’intorno tubolare puó essere applicato al teorema di Jordan.

Osservazione 1. Il teorema della curva di Jordan vale per curve continue

qualsiasi, anche non necessariamente differenziabili. Inoltre, la chiusura della

componente connessa limitata del complementare del sostegno di una curva

di Jordan (continua) é omeomorfa ad un disco chiuso teorema di Schönflies

(vedi Teorema 3.3.1) che vedremo poi nel terzo capitolo.

2.5 Approccio alternativo al

teorema della curva di Jordan

Procediamo ora dando una dimostrazione alternativa della prima par-

te del teorema di Jordan che, a differenza di quella riportata nella sezio-

ne precedente, sfrutta le proprietá dell’intorno tubolare che andiamo ora a

definire.

Definizione 2.14. Intorno tubolare Sia σ : [a, b] −→ R2 una curva rego-

lare semplice nel piano di sostegno C = ([a, b]). Dato ε > 0 e p = σ(t) ∈ C,

indichiamo con Iσ(p, ε) il segmento σ(t) + (−ε, ε)ñ(t) di lunghezza 2ε centra-

to in p e ortogonale a σ′(t), dove ñ(t) é il versore normale orientato di σ in

σ(t). Indichiamo inoltre con Nσ(ε) l’ unione dei segmenti Iσ(p, ε), al variare

di p ∈ C. L’ insieme Nσ(ε) si chiama intorno tubolare di σ se ε é tale che

Iσ(p1, ε) ∩ Iσ(p2, ε) = Ø per ogni p1 6= p2 ∈ C.

Teorema 2.5.1. Esistenza dell’ intorno tubolare.

Sia σ : [a, b] −→ R2 una curva regolare semplice di classe C2. Allora esiste
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tubolare.jpg

Figura 2.3: Intorno tubolare
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ε0 > 0 tale che Nσ(ε) é un intorno tubolare di σ per ogni 0 < ε ≤ ε0. In

particolare, Nσ(ε) é un intorno aperto del sostegno di σ (esclusi gli estremi

se la curva non é chiusa).

Dimostrazione. Prima di tutto ricordiamo che dire che la curva σ é di classe

C2 in [a, b] vuol dire che si estende a un’applicazione di classe C2 in un in-

torno aperto I di [a, b]. In particolare, se σ é chiusa la possiamo estendere a

un’ applicazione periodica di classe C2 definita su tutto R.

Cominciamo col dimostrare l’esistenza locale dell’intorno tubolare. Definia-

mo un’applicazione F : I × R −→ R2 ponendo:

F (t, x) = σ(t) + xñ(t),

in modo che Nσ(ε) = F ([a, b]× (−ε, ε)). Trattandosi di una curva nel piano

la regolaritá del versore normale ñ = (ñ1, ñ2) coincide con la regolaritá del

versore tangente t, che é di classe C1; quindi l’applicazione F é di classe C1.

Ora il determinante jacobiano di F in (t, 0) é:

det =

(
σ′1(t) σ′2(t)

ñ1(t) ñ2(t)

)
6= 0 ;

quindi per ogni t0 ∈ [a, b] il Teorema della funzione inversa (vedi [2, paragrafo

2.2 p.75]) ci assicura che esistono δt0 , εt0 > 0 tali che F ristretta a (t0 −
δt0 , t0 + δt0) × (−εt0 , εt0) sia invertibile; e questo vuol dire esattamente che

Iσ(p1, εt0) ∩ Iσ(p2, εt0) = ∅ per ogni p1 = σ(t1) 6= σ(t2) = p2 con t1, t2 ∈
(to−δt0 , t0+δt0) = Uto . Inoltre, siccome F ristretta a Ut0×(−εt0 , εt0 é iniettiva

e ha immagine aperta otteniamo che σ(Ut0) = F (Ut0 × (−εto , εt0)) ∩ C é un

aperto di C. Abbiamo quindi un ricoprimento aperto {Ut}t∈[a,b] di , [a, b] che

é un insieme compatto; estraiamo un sottoricoprimento finito {Ut1 , · · · , Utr}.
Allora = = {σ(Ut1), · · · , σ(Utr) é un ricoprimento aperto del sostegno C di

σ, che é compatto, sia δ > 0 il numero di Lebesgue[1, Cap.7 p.55] di =.

Vogliamo dimostrare che ε0 = min{εt1 , · · · , εtr , δ2} é come voluto. Infatti,

prendiamo 0 < ε ≤ ε0 e due punti p, q ∈ C distinti, e supponiamo che esista
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p0 ∈ Iσ(p, ε) ∩ Iσ(q, ε).

La disuguaglianza triangolare ci dice allora che:

‖p− q‖ ≤ ‖p− p0‖+ ‖p0 − q‖ < 2ε ≤ δ

per cui p e q devono appartenere ad uno stesso σ(Utj). Ma siccome F é

iniettiva su Utj × (−ε, ε), la condizione Nσ(p, ε)∩Nσ(q, ε) 6= ∅ implica p = q,

contraddizione, e ci siamo.

Infine, F é globalmente iniettiva su [a, b) × (−ε, ε) e su (a, b] × (−ε, ε), e

F (I0× (−ε, ε)) é un intorno aperto di C, dove I0 = Ut1 ∪ · · · , Utr ⊃ [a, b]. Da

questo segue subito che Nσ(ε) é un intorno aperto del sostegno di σ, esclusi

gli estremi se σ non é chiusa.

Teorema 2.5.2. Sia σ : [a, b] −→ R2 una curva piana, regolare, chiusa,

semplice di classe C2, e indichiamo con C = σ([a, b]) il suo sostegno. Allora

R2 \ C ha al massimo due componenti connesse, e C é il bordo di entrambe.

Dimostrazione. Scegliamo ε > 0 in modo che Nσ(ε) sia un intorno tubolare di

σ. Indichiamo con T+(rispettivamente con T− ) l’insieme dei punti di Nσ(ε)

della forma σ(t)+σñ(t) con δ > 0(rispettivamente con δ < o), dove ñ é come

al solito il versore orientato di σ. É chiaro che Nσ(ε) C = T+∪T−. Inoltre sia

T+ che T− sono connessi. Infatti dati σ(t1) + σ1ñ(t1), σ(t2) + σ2ñ(t2) ∈ T+,

il cammino che partendo da σ(t1) + σ1ñ(t1) si muove prima parallelamente

a σ fino a raggiungere σ(t2) + σ1ñ(t2) e poi parallelamente a ñ(t2) fino a

raggiungere σ(t2) + σ2ñ(t2) é tutto contenuto in T+; ed in modo analogo si

dimostra che T− é connesso per archi.

Sia ora K una componente connessa di R2 \ C; chiaramente ∅ 6= ∂K ⊆ C.

D’ altra parte, se p ∈ C esiste un intorno di p contenente solo punti di C, di

T+ e di T−. Quindi o T+ o T−(o entrambi) intersecano K; essendo connessi

abbiamo che K ⊃ T+ oppure K ⊃ T−, e in particolar modo ∂K ⊇ C.

Siccome due componenti connesse distinte sono necessariamente disgiunte, ne

segue che il complementare del sostegno di σ ha al massimo due componenti

connesse, e il bordo di entrambe coincide con C.
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Osservazione 2. Il teorema di Jordan descrive una proprietá esclusiva della

topologia del piano e non vale in generale su una qualunque superficie. Una

curva regolare, semplice e chiusa contenuta in una superficie S che non sia

un piano potrebbe non dividere S in esattamente due parti. Da un lato si

puó adattare il concetto di intorno tubolare al caso considerato, per cui il

complementare del sostegno della curva ha sempre al massimo due compo-

nenti connesse.

Possono tuttavia presentarsi due nuovi fenomeni:

1. Potrebbe essere impossibile definire in maniera coerente il versore nor-

male alla curva, per cui T+ e T− risultano coincidere, ed é quello che

accade in superfici non orientabili quali il nastro di Möbius.

2. Oppure T+ e T− potrebbero essere contenuti nella stessa componente

connessa, che é quanto puó accadere nel toro(vedi Figura 1.1) definito

da S = S1 × S1.

In entrambi i casi, il complementare del sostegno della curva ha un’unica

componente connessa.

2.6 Isoperimetria

Vogliamo ora determinare quale curva regolare chiusa semplice del piano

di lunghezza fissata L é il bordo della regione di area maggiore.

Questo, in geometria, rappresenta un classico problema detto di isoperime-

tria. In realtá otterremo un risultato piú generale che collega l’area e il

perimetro di qualsiasi dominio il cui bordo sia una curva di classe C2 a tratti

regolare semplice chiusa.
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2.6.1 Storia del problema

isoperimetrico

Il classico problema isoperimetrico risale all’antichitá e il noto problema

di Didone ne é un esempio:

Secondo la leggenda, Didone, regina di Tiro costretta all’esilio dal fratello

Pigmalione si rifugiò presso re Iarba nel Nordafrica per chiedere asilo. Iarba

le promise che le avrebbe dato tanto terreno quanto poteva abbracciarne una

pelle di toro. Didone non si scoraggió ma taglió la pelle in striscioline sottili

e le uǹı in modo da formare una corda. Con essa recintò lo spazio nel qua-

le sarebbe dovuta poi nascere Cartagine. Il problema riguarda la forma che

Didone avrebbe dovuto dare alla sua corda per abbracciare la massima area

possibile.

Oggi per problema di Didone intendiamo quello che si prefigge di determi-

nare, tra determinate figure geometriche di dato perimetro, quella di area

maggiore.

Invece il problema isoperimetrico ambisce a rispondere alla seguente doman-

da:

Fra tutte le curve chiuse nel piano di fissato perimetro, quale curva (se esi-

ste) massimizza l’area della regione inclusa?

Tale problema fu affrontato da filosofi e scienziati fin dall’antichitá. Ad

esempio l’astronomo ed astrologo tedesco Keplero utilizzó il principio iso-

perimetrico nel discutere la morfologia del sistema solare nel Mysterium

Cosmographicum (Il mistero cosmografico, 1596)[5].

Il cerchio appare essere un’ovvia soluzione del problema; tuttavia la di-

mostrazione di questo fatto, come vedremo in seguito, é piuttosto difficile.

Il primo passo verso la soluzione fu fatto dallo studioso di geometria Jakob

Steiner nel 1838 usando un metodo geometrico chiamato simmetrizzazione

di Steiner [4] e mostró che se la soluzione esiste allora deve essere un cerchio;

la sua dimostrazione venne completata in seguito da altri matematici.

Steiner inizió con alcune costruzioni geometriche facilmente comprensibili:
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Figura 2.4: Diseguaglianza isoperimetrica

per esempio, si puó mostrare che qualsiasi curva chiusa che includa una re-

gione non completamente convessa puó essere modificata includendo un’area

maggiore, ruotando le aree concave per farle diventare convesse. Si puó

inoltre mostrare che ogni curva chiusa che non sia simmetrica puó essere

deformata cośı da includere un’area maggiore. Dai suoi studi dedusse che

la forma che é perfettamente convessa e simmetrica é il cerchio che dunque

risolve il problema isoperimetrico. Quella che abbiamo illustrato non é la

dimostrazione rigorosa ma soltanto una spiegazione intuitiva.

2.6.2 Disuguaglianza isoperimetrica

Il teorema isoperimetrico viene usualmente formulato nella forma di una

diseguaglianza, detta infatti disuguaglianza isoperimetrica, che mette in re-

lazione il perimetro e l’area di una curva chiusa nel piano.

Facciamo ora una breve premessa per definire la lunghezza di una curva.
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Definizione 2.15. Sia I = [a, b] un intervallo. Una partizione P di I úna

(k + 1) − upla (t0, · · · , tk) ∈ [a, b]k+1 con a = t0 < t1 < · · · tn = b. Se P é

una partizione di I poniamo:

‖P‖ = max1≤j≤k|tj − tj−1| .

Definizione 2.16. Data una curva σ : [a, b] → Rn e una partizione P di

[a, b], indichiamo con

L(σ,P) =
∑k

j=1 ‖σ(tj)− σ(tj−1)‖

la lunghezza della poligonale di estremi σ(t0), · · · , σ(tk).

Diremo che σ é rettificabile se il limite

L(σ) = lim‖P‖→0L(σ,P)

esiste finito. Tale limite verrá chiamato lunghezza di σ.

Prima di tutto ci serve ricavare una formula per calcolare l’area dell’in-

terno di una curva di Jordan di classe C2 a tratti regolare; a tal proposito ci

rifacciamo al teorema, preso in prestito dall’ analisi Matematica, di Gauss-

Green del quale tuttavia ometteremo la dimostrazione perché non attinente

agli scopi di questa tesi (per approfondimenti vedi [2, p.103]).

Teorema 2.6.1. (Gauss-Green). Sia σ = (σ1, σ2) : [a, b]→ R2 una curva

di Jordan di classe C2 a tratti regolare orientata positivamente, e indichiamo

con D ⊂ R2 l’interno di σ. Allora per ogni coppia di funzioni f1, f2 ∈ C1(D)

definite in un intorno di D si ha:

∫ b
a
[f1(σ(t))σ′1(t) + f2(σ(t))σ′2(t)]dt =

∫
D

( ∂f2
∂x1
− ∂f1

∂x2
)dx1dx2

Abbiamo quindi il seguente Lemma:
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Lemma 2.6.2. Sia σ = (σ1, σ2) : [a, b] → R2 una curva di Jordan di classe

C2 a tratti regolare, e indichiamo con D ⊂ R2 l’interno di σ. Allora:

Area(D) =
∫ b
a
σ1σ

′
2dt = −

∫ b
a
σ′1σ2dt.

Dimostrazione. Siano f1, f2 : R2 → R date da f1(x) = −x2 e f2(x) = x1.

Allora il Teorema dei quattro vertici (vedi tutti i dettagli del teorema nel

Capitolo 2.6 del libro di M.Abate[2, p.98]) ci assicura che é valida l’ultima

delle seguenti uguaglianze:

Area(D) =
∫
D
dx1dx2 = 1

2

∫
D

( ∂f2
∂x1
− ∂f1

∂x2
)dx1dx2 = 1

2

∫ b
a
(σ1σ

′
2 − σ′1σ2)dt .

Ora applichiamo le regole di integrazione e abbiamo che:

∫ b
a
(σ1σ

′
2 + σ′1σ2)dt =

∫ b
a
(σ1σ2)

′dt = σ1(b)σ2(b)− σ1(a)σ2(a) = 0 ;

quindi:

∫ b
a
σ1σ

′
2dt = −

∫ b
a
σ′1σ2dt ,

e la dimostrazione é completa.

Possiamo quindi dimostrare il risultato principale di questa sezione, la

disuguaglianza isoperimetrica :

Teorema 2.6.3. Sia σ : [a, b] → R2 una curva di Jordan di classe C2 a

tratti regolare con lunghezza L > 0, e indichiamo con D ⊂ R2 il suo interno.

Allora:

4πArea(D) ≤ L2.

Inoltre vale l’uguaglianza se e solo se il sostegno di σ é una circonferenza.
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Dimostrazione. Dato r > 0, la lunghezza della curva σr = rσ, che é la curva

ottenuta applicando a σ un’omotetia2 di ragione r ∈ R, é rL mentre l’area

dell’interno di σr é r2Area(D). Quindi a meno di sostituire σ con σ
2π
L pos-

siamo supporre L = 2π, e ci basta dimostrare che

Area(D) ≤ π ,

con uguaglianza se e solo se il sostegno di σ é una circonferenza.

Possiamo supporre σ parametrizzata rispetto alla lunghezza d ’arco3, per cui

a = 0, b = 2π, e con punto di partenza scelto in modo che σ(0) e σ(π) non

siano vertici di σ (dove per vertice di una curva piana regolare intendiamo

uno zero della sua curvatura[2, p.98]). Quindi tale condizione mi assicura che

σ é di classe C2 in un intorno di 0 e di π. Inoltre, a meno di un movimento

rigido del piano, possiamo anche supporre che σ1(0) = σ1(π) = 0.

Il Lemma 2.6.2 ci dice che:

Area(D) =
∫ 2π

0
σ1σ

′
2ds ;

ci basterá allora dimostrare che sia l’integrale da 0 a π che l’integrale da π a

2π di σ1σ
′
2 valgono al massimo π

2
, con uguaglianza se e solo se il sostegno di

σ é una circonferenza.

Prima di tutto abbiamo:

∫ π
0
σ1σ

′
2 ≤ 1

2

∫ π
0

(σ2
1 + σ′22 )ds = 1

2

∫ π
0

(1 + σ2
1 − σ′21 )ds,

2Una omotetia é una particolare trasformazione geometrica del piano o dello spazio,

che dilata o contrae gli oggetti, mantenendo invariati gli angoli ossia la forma nel senso

intuitivo del termine.
3Se σ : I −→ Rn é una curva di classe Ck, fissato t0 ∈ I, la lunghezza d’arco di σ é la

funzione s : I −→ R di classe Ck data da:∫ t

t0
‖σ′(τ)‖dτ . Si dice che σ é parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco se ‖σ′‖ ≡ 1[2,

p.12].
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dove l’ultima uguaglianza vale perché σ é parametrizzata rispetto alla lun-

ghezza d’arco (una spiegazione dettagliata si trova nel Capitolo 2.7 di M.Abate).

Ora siccome σ1(0) = σ1(π) = 0, esiste una funzione u : [0, L
2
] → R di classe

C1 a tratti tale che:

σ1(s) = u(s) sin s.

In particolare σ′1 = u′ sin′ s+ u cos s, per cui l’ultima disuguaglianza che ab-

biamo incontrato ci dá:

∫ π
0
σ1σ

′
2ds ≤ 1

2

∫ π
0

(1− u′2 sin2 s+ u2(sin2 s− cos2 s)− 2uu′ sin s cos s)ds.

Ma, sfruttando la proprietá di derivazione del prodotto, abbiamo che:

∫ π
0

(u2(sin2 s− cos2 s)− 2uu′ sin s cos s)ds = −
∫ π
0

d
ds

[u2 sin s cos s]ds = 0;

quindi:

∫ π
0
σ1σ

′
2ds ≤ 1

2

∫ π
0

(1− u′2 sin2 s)ds ≤ π
2
,

come voluto. Un ragionamento del tutto analogo si applica all’integrale da

π a 2π e quindi la disuguaglianza isoperimetrica é dimostrata.

Se il sostegno di σ é una circonferenza la disuguaglianza isoperimetrica é

ben nota. Viceversa, se vale tale uguaglianza, le ultime due disuguaglianze

della dimostrazione implicano che u′ ≡ 0 per cui si ha σ1(s) = c sin s per un

opportuno c ∈ R. Ma vale pure che σ1 ≡ σ′2 la quale implica che σ2(s) =

−c cos s+ d, con d ∈ R, e quindi il sostegno di σ é una circonferenza.

Corollario 2.6.4. La circonferenza é fra le curve di Jordan di classe C2 a

tratti regolari con lunghezza fissata quella che ha l’ interno4 di area massima.

Viceversa, il cerchio é fra i domini di area fissata con bordo una curva di

Jordan di classe C2 a tratti regolare quello di perimetro minimo.

4Vedi Definizione 2.9.
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Dimostrazione. Se la lunghezza é fissata uguale ad L, allora il Teorema 2.6.3

dice che l’area puó valere al massimo L2 \ 4π e questo valore é raggiunto solo

dalla circonferenza. Viceversa, se l’area é fissata uguale ad A, allora, sempre

per il Teorema 2.6.3, il perimetro é almeno uguale a
√

4πA, e questo valore

é raggiunto solo dal cerchio.
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Capitolo 3

Teoria dei grafi e

teorema della curva di Jordan

In questo capitolo vogliamo esaminare qualche nozione elementare di teo-

ria dei grafi collegata a molteplici settori di topologia algebrica. Infatti ci

consente sia di dare una dimostrazione alternativa del teorema di Jordan, sia

di dimostrare il teorema di Schönflies che descrive un’interessante proprietá

delle curve di Jordan. Di questo teorema abbiamo una dimostrazione ele-

mentare, che noi d’altronde ometteremo perché non di nostra competenza,

dovuta a C.Thomassen (vedi 3.3).

3.1 Teoria dei grafi

I grafi sono strutture matematiche discrete che rivestono interesse sia per

la matematica che per un’ampia gamma di campi applicativi. In ambito

matematico il loro studio, la teoria dei grafi, costituisce un’importante par-

te della combinatoria; i grafi inoltre sono utilizzati in aree come topologia,

funzioni speciali, geometria dei poliedri e algebre di Lie (per ulteriori ap-

profondimenti sulla Teoria dei Grafi vedi Cap.II degli Appunti di Teoria dei

grafi[6]).

45
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Iniziamo dando alcune definizioni di teoria dei grafi.

Definizione 3.1. Grafo e sue componenti

Un grafo G é dato da un insieme finito di punti V (G), detti vertici del

grafo, e da un insieme L(G) di coppie (non ordinate) di punti di V (G), detti

lati del grafo. Se l = {v, w} ∈ L(G) é un lato del grafo G, diremo che l

collega i vertici v e w, o che é incidente a v e w.

Il numero di archi incidenti in un vertice v ∈ V prende nome grado di v. Si

considerano il grado massimo e il grado minimo di G come, rispettivamente,

il grado del vertice di G con il maggior numero di archi incidenti e il grado

del vertice di G che ha meno archi incidenti.

Un sottografo H di un grafo G é dato da sottoinsiemi V (H) ⊆ V (G) e

L(H) ⊆ L(G) tali che i lati in L(H) colleghino vertici in V (H).

Un isomorfismo di grafi é una biezione degli insiemi di vertici che induce

una biezione sugli insiemi dei lati.

Un cammino L in un grafo G é una successione finita ordinata v1, . . . vk ∈
V (G) di vertici, con v1 . . . vk−1 distinti, e tali che {v1, v2}, . . . {vk−1, vk} siano

lati di G (e diremo che L collega v1 e vk). Se vk = v1 diremo che L é un ciclo.

Se A ⊆ V (G)
⋃
L(G), indicheremo conG−A il grafo ottenuto rimuovendo

tutti i vertici di A e tutti i lati che sono in A o sono incidenti a vertici in A.

Osservazione 3. In questa definizione ogni coppia di vertici di un grafo puó

essere collegata da al piú un lato; i grafi trattati in questa sezione non

ammettono lati multipli.

Definizione 3.2. Una realizzazione, o equivalentemente una rappresentazio-

ne di un grafo G é uno spazio topologico X equipaggiato con un sottoinsieme

finito di punti VX(G) in corrispondenza biunivoca con i vertici di G, e con

un insieme finito LX(G) di archi di Jordan in X in corispondenza biunivoca



3. Teoria dei grafi e
teorema della curva di Jordan 47

Figura 3.1: Grafo con 4 vertici
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con i lati di G. Inoltre VX(G) e LX(G) godono delle seguenti proprietá:

1. se l ∈ LX(G) corrisponde a {v, w} ∈ L(G), allora l é un arco di Jordan

che collega il punto pv ∈ VX(G) che corrisponde a v col punto pw ∈
VX(G) che corrisponde a w e in tal caso scriveremo l = pvpw;

2. due elementi distinti di LX(G) si intersecano al piú negli estremi.

Inoltre due realizzazioni di un grafo si dicono topologicamente equivalenti se

sono omeomorfi (vedi Def. 2.4 e Paragrafo 1.1) ossia se si possono trasformare

l’una nell’altra mediante una ”deformazione” continua. Osserviamo che con

una tale deformazione non si può far attraversare una curva-spigolo da un

punto-nodo.

Definizione 3.3. Diremo che un grafo G é planare se é realizzabile come

sottoinsieme del piano R2. In tal caso, con un lieve abuso di linguaggio,

identificheremo spesso un grafo planare con la sua realizzazione piana.

Esempio 3.1. Un grafo che sará fondamentale nel seguito é il grafo K3,3

(vedi Figura 3.3) che ha sei vertici divisi in due gruppi di tre e come lati solo

quelli che collegano i vertici del primo gruppo ai vertici del secondo gruppo.

Si noti peró che il disegno della Figura 3.3 non é una realizzazione di K3,3

nel piano in quanto i lati si intersecano in punti che non sono vertici.

Ogni grafo planare puó essere realizzato con archi poligonali e il Lemma

seguente ce ne dá una prova.

Lemma 3.1.1. Ogni grafo planare G ha una realizzazione X0 ∈ R2 tale che

gli elementi di LX(G) siano archi poligonali.

Dimostrazione. Sia X ⊂ R2 una realizzazione di G, e per ogni p ∈ VX(G)

scegliamo un disco Dp ⊂ R2 centrato in p che interseca X solo nei lati

contenenti p. Essendo VX(G) finito, possiamo supporre che Dq

⋂
Dp = ∅ se

p 6= q.

Per ogni lato pq ∈ LX(G), sia Cpq ⊂ pq un arco di Jordan che collega p
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Figura 3.2: Grafo completo con 5 vertici, K5

con Cpq
⋂
∂Dp, e l’altro che collega q con Cpq

⋂
∂Dq. Poi la distanza fra due

archi distinti del tipo Cpq é strettamente positiva; quindi possiamo sostituirli

con archi poligonali disgiunti contenuti in R2\ ∪p∈VX(G) Dp, e abbiamo la

realizzazione X0 voluta.

Tuttavia esistono grafi che non possiedono realizzazioni piane planari. Si

tratta del grafo completo con 5 nodi K5 (Figura 3.2) e del grafo bipartito

completo con 6 nodi K3,3 (Figura 3.3); questi due grafi sono chiamati anche

grafi di Kuratowski, in onore del matematico polacco Kazimierz Kuratow-

ski [6, C.II].

Abbiamo quindi la Proposizione seguente.

Proposizione 3.1.2. K3,3 é non planare.

Dimostrazione. I lati di K3,3 si ottengono prendendo quelli contenuti nel ciclo

v1v2v3v4v5v6v1 e aggiungendo {x1, x4}, {x2, x5} e {x3, x6}.
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Figura 3.3: Grafo non planare, K3,3

Supponiamo che esista una realizzazione piana X ∈ R2 di K3,3; per il Lemma

3.1.1 possiamo supporre che i lati di X siano archi poligonali. Allora i lati del

ciclo formerebbero una poligonale semplice C e non c’é modo di disporre i

tre lati aggiuntivi senza arrivare ad una contraddizione (per una spiegazione

rigorosa vedi il Cap. 2.8 di Curve e superfici [2]).

Definizione 3.4. Diremo che un grafo G é connesso se ogni coppia di vertici

in G puó essere collegata da un cammino in G.

Diremo che é 2-connesso se G− {v} é connesso per ogni v ∈ V (G).

Osservazione 4. Chiaramente un grafo é connesso se e solo se ogni sua

realizzazione é connessa per archi.

Vedremo ora alcuni risultati piú o meno immediati e altre proprietá che

si possono attribuire ai grafi mettendo in rilievo quelle che risultano essere

interessanti ai nostri fini.

Lemma 3.1.3. Sia H un sottografo (con almeno due vertici) 2-connesso

di un grafo 2-connesso G. Allora possiamo costruire una successione finita
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H = G0, G1, . . . , Gk = G di sottografi di G tali che Gj si ottiene da Gj−1

aggiungendo un cammino che unisce due vertici distinti di Gj−1, ma con

tutti gli altri vertici non appartenenti a Gj−1.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sul numero di lati in L(G)\L(H).

Se questo numero é zero, G = H e non c ’é nulla da dimostrare.

Supponiamo quindi che G 6= H, e di avere dimostrato il lemma per ogni

coppia (G′, H ′) per cui L(G′)\L(H ′) ha strettamente meno elementi di L(G)\
L(H).

Sia H ′ un sottografo proprio di G 2-connesso massimale contenente H. Se

H ′ 6= H, possiamo applicare l’ipotesi induttiva a (H ′, H) e a (G,H ′); quindi

possiamo supporre che H ′ = H. Siccome G é connesso, esiste un lato v1v2 ∈
L(G)\L(H) tale che v1 ∈ V (H). Ma anche G−{v1} é connesso, quindi deve

esistere un cammino v2 . . . vk in G − {v1} tale che vk appartenga a V (H)

mentre i vj non vi appartengono per 2 ≤ j < k (e k = 2 é ammesso).

Siccome il grafo G1 ottenuto unendo il cammino v1v2 . . . vk ad H é ancora

2-connesso, per massimalitá abbiamo G = G1, ed é fatta.

Lemma 3.1.4. Sia G un grafo 2-connesso planare, e indichiamo con l(G) e

v(G) il numero dei lati e dei vertici di G. Se X ⊂ R2 é una realizzazione di

G i cui lati sono archi poligonali, allora R2 \X ha esattamente l(G)−v(G)+

2 componenti connesse, ciascuna delle quali ha come bordo una poligonale

semplice in X.

Dimostrazione. Sia C una poligonale semplice in X. Siccome sappiamo che

se C ⊂ R2 é una poligonale semplice allora R2 \ C ha esattamente due com-

ponenti connesse (Teorema 2.4.2) abbiamo che X = C. Altrimenti possiamo

ottenere X da C aggiungendo cammini come indicato nel Lemma 3.1.3. Ogni

cammino aumenta di 1 la differenza fra il numero dei lati e il numero dei ver-

tici e suddivide ([2, p.105]) una componente connessa giá esistente in due

componenti connesse in modo tale che il bordo di ciascuna sia ancora una

poligonale semplice in X. Quindi per induzione otteniamo la tesi.
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Definizione 3.5. Se X ⊂ R2 é la realizzazione di un grafo planare, le com-

ponenti connesse di R2 \ X sono dette facce di X. In particolare, la faccia

illimitata é detta faccia esterna e, se X é 2-connesso, il suo bordo é chiamato

ciclo esterno.

Osservazione 5. Se X1 e X2 sono grafi planari con lati costituiti da archi

poligonali, allora é facile vedere che X1 ∪ X2 é la realizzazione piana di un

terzo grafo planare, con vertici le intersezioni dei lati X1 e X2 (oltre ai vertici

di X1 e X2), ed é a questo grafo che ci riferiremo in seguito quando faremo

l’unione dei grafi planari. Inoltre, se X1 e X2 sono 2-connessi e hanno almeno

due punti in comune, allora anche X1 ∪X2 é 2- connesso (vedi Def. 3.4).

Lemma 3.1.5. Siano X1, . . . , Xk ⊂ R2 grafi planari 2-connessi con lati co-

stituiti da archi poligonali. Supponiamo che, per j = 2, . . . k− 1, ciascun Xj

intersechi in almeno due punti sia Xj−1 sia Xj, e sia disgiunto dagli altri

Xi. Supponiamo inoltre che X1

⋂
Xk = ∅. Allora l’intersezione delle facce

esterne di X1 ∪X2, X2 ∪X3, · · ·Xk−1 ∪Xk é contenuta nella faccia esterna

di X1,∪ · · · ∪Xk.

Dimostrazione. Sia p un punto in una faccia limitata di X = X1 ∪ · · · ∪Xk.

Siccome X é 2-connesso, il Lemma 3.1.4 ci dice che esiste una poligonale

semplice C in X tale che p ∈ int(C). Scegliamo C in modo che sia contenuta

in un’unione Xi∪Xi+1∪· · ·Xj con j− i minimo e dimostriamo che j− i ≤ 1.

Supponiamo per assurdo che j − i ≥ 2; possiamo supporre che tra tutte le

poligonali semplici in Xi ∪Xi+1 ∪ · · ·Xj con p al loro interno C sia tale che

il numero di lati in C e non in Xj−1 sia minimo. Siccome C interseca sia Xj

sia Xj−2 (che sono disgiunti), C deve avere almeno due cammini disgiunti

massimale in Xj−1. Sia L uno di questi, e sia L′ il cammino piú breve in Xj−1

da L a C \ V (L). Gli estremi di L′ suddividono C in due archi poligonali

C1 e C2, ognuno dei quali contiene segmenti non in Xj−1. Ma una delle due

poligonali L′ ∪ C1 e L′ ∪ C2 contiene p nel suo interno, e ha meno lati in in

Xj−1 di quanti ne abbia C; abbiamo pertanto una contraddizione.
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Quindi C dev’essere contenuta in un’unione della forma Xj ∪Xj+1, e quindi

p é in una faccia limitata di un Xj ∪Xj+1.

Definizione 3.6. Sia C ⊂ R2 chiuso e Ω una componente connessa di R2\C.

Diremo che un punto p ∈ C é accessibile da Ω se esiste un arco poligonale

semplice da un punto q ∈ Ω a p contenuto in Ω (estremi esclusi).

Procediamo ora dando le ultime due due definizioni che si renderanno poi

utili nel resto del capitolo:

Definizione 3.7. Diremo che due grafi planari 2-connessi X,X ′ ⊂ R2 sono

R2-isomorfi se esiste un isomorfismo g di grafi fra X e X ′, che manda cicli

bordo di facce in cicli bordo di facce, e il ciclo esterno nel ciclo esterno.

L’isomorfismo g é detto R2-isomorfismo.

Osservazione 6. Un R2-isomorfismo di grafi planari 2-connessi X e X ′ puó

essere chiaramente esteso a un omeomorfismo di X con X ′ come spazi topolo-

gici ma, a meno di avviso contrario, lo considereremo solo come applicazione

al livello dei grafi, dai vertici ai vertici.

Definizione 3.8. Una suddivisione di un grafo G é un grafo G′ ottenuto

sostituendo alcuni (o tutti) i lati di G con dei cammini che abbiano gli stessi

estremi.

3.2 Teorema della curva di Jordan

In questa parte daremo una dimostrazione del teorema della curva di Jor-

dan diversa da quella vista nel capitolo precedente utilizzando alcuni elementi

di teoria dei grafi.

Inizieremo tale paragrafo enunciando, e quindi dimostrando il teorema di

Jordan[3].
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Teorema 3.2.1. (di Jordan) Se L ⊂ R2 é un arco1 di Jordan, allora R2\L
é connesso. Piú precisamente: ogni coppia di punti p, q ∈ R2 \ L puó essere

collegata da un arco poligonale semplice in R2 \ L.

Dimostrazione. Siano p, q ∈ R2 \ L, e sia 0 < 3δ < min{d(p, L), d(q, L)},
dove d indica la distanza euclidea2. Essendo L il sostegno di una curva

uniformemente continua (vedi Def. 2.12), possiamo suddividere L in un

insieme di sottoarchi L1, · · · , Lk di diametro minore di δ; e per j = 1, · · · , k−
1 indichiamo con pj e pj+1 gli estremi di Lj.

Sia δ′ la distanza minima fra Li e Lj per |i−j| ≥ 2|; chiaramente, 0 < δ′ ≤ δ.

Suddividiamo ciascun Li in sottoarchi Li1, · · · , Lik di diametro minore di

δ′/4, e indichiamo con pi,j e pi,j+1 gli estremi di Lij. Sia Xi il grafo planare

costituito dall’unione del bordo dei quadrati di centro pi,j e con i lati di

lunghezza δ′/2. Allora i grafiX1, · · ·Xk soddisfano le ipotesi del Lemma 3.1.5.

Inoltre Xi ∪ Xi+1 é all’interno del disco di centro pi e raggio 5δ′/2, mentre

sia p sia q sono esterni al disco di centro pi e raggio 3δ; quindi il Lemma

3.1.5 ci assicura che p e q appartengono alla faccia esterna di X1 ∪ · · · ∪Xk,

e dunque possono essere connessi da un arco poligonale semplice che non

interseca L.

Procediamo ora dimostrando che le curve di Jordan sconnettono il piano

dove utilizzeremo il fatto che un grafo K3,3 é non planare.

Proposizione 3.2.2. Se C ⊂ R2 é una curva di Jordan, allora R2 \ C é

sconnesso.

Dimostrazione. Indichiamo con l1 (rispettivamente l2) una retta intersecante

C e tale che C sia contenuta nel semipiano chiuso destro (rispettivamente

sinistro) di bordo l1 (rispettivamente l2). Sia pj ∈ C ∩ lj il punto di ordinata

massima, e indichiamo con C1 e C2 i due archi in cui C é suddivisa da p1 e

1Vedi Def. 2.8.

Con un lieve abuso di linguaggio noi precedentemente abbiamo sostituito il termine arco

con quello piú generico di curva.
2Per la definizione e proprietá si veda il Cap.2 del Kosniowski[2, p.8]
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p2. Sia ora l3 una retta fra l1 e l2. Siccome C1 ∩ l3 e C2 ∩ l3 sono compatti

e disgiunti, possiamo trovare dentro l3 un segmento l4 che collega C1 con C2

e interseca C solo negli estremi. Sia poi l5 un arco poligonale semplice che

collega p1 a p2 salendo lungo l1 fino a intersecare est(C) a un’ordinata sopra

C, raggiungendo l2 con un segmento orizzontale, e poi scendendo lungo l2

fino a p2. Per connessione, l5 é contenuto (a parte gli estremi) in est(C).

Se anche l4 (estremi esclusi) fosse contenuto in est(C), potremmo trovare un

arco poligonale semplice l6 da l4 a l5 in est(C). Ma allora C ∪ l4 ∪ l5 ∪ l6
sarebbe una realizzazione di K3,3 nel piano e questo é impossibile.

Quindi i punti interni di l4 devono appartenere a int(C) che dunque non é

vuoto.

Abbiamo quindi il seguente lemma.

Lemma 3.2.3. Sia C ⊂ R2 chiuso e Ω una componente connessa di R2 \C.

Allora l’insieme dei punti di C accessibili3 da Ω é denso4 in C.

Dimostrazione. Scegliamo un punto q ∈ Ω, e sia C1 ⊂ C un sottoarco aperto

di C. Il Teorema dell’arco di Jordan (Teorema 3.2.1) ci assicura che R2 \(C \
C1) é connesso; quindi deve esistere un arco poligonale semplice in R2\(C\C1)

da q a un punto appartenente a una componente connessa di R2 \C distinta

da Ω. Quindi ogni sottoarco aperto di C contiene punti accessibili e il Lemma

é provato[2, p.112].

Siamo quindi giunti al risultato piú importante di questo paragrafo.

Teorema 3.2.4. (della curva di Jordan) Sia C ⊂ R2 una curva di Jor-

dan. Allora R2\C ha esattamente due componenti connesse, e C é il loro

bordo comune.

3Per la definizione di punto accessibile vai alla Definizione 3.6
4In Topologia la nozione di sottoinsieme denso é estesa a qualsiasi spazio topologico

C. Un sottoinsieme A di C é denso (in C) se l’unico sottoinsieme chiuso di C contenente

A é C stesso[3].
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Dimostrazione. (La dimostrazione completa si trova nel Cap. 2.8 dell’Abate[2,

p.112]) Supponiamo per assurdo che R2\C abbia almeno tre componenti con-

nesse, Ω1,Ω2,Ω3, e scegliamo pj ∈ Ωj per j = 1, 2, 3. Siano poi C1, C2, C3

tre archi a due a due disgiunti di C. Il Lemma 3.2.3 ci assicura che per

i, j = 1, 2, 3 possiamo trovare un arco poligonale semplice Lij da pi a Cj.

Inoltre possiamo anche supporre che Lij ∩ Lij′ = {qi} se j 6= j′. Infatti, se

seguendo Pi2 partendo da C2 intersechiamo Li1 in un punto pi 6= p′i, possia-

mo modificare Li,2 in modo che il suo segmento finale sia vicino al segmento

da pi a p′i e che il nuovo Li,2 intersechi Li,1 solo in pi. In maniera analoga

modifichiamo Li,3 se necessario.

Chiaramente Lij ∩ Li′j = ∅ se i 6= i′. Ma allora il grafo planare ottenuto

unendo agli Lij degli opportuni sottoarchi dei Cj é una realizzazione piana

di K3,3 e siamo giunti ad una contraddizione.

Corollario 3.2.5. Sia G un grafo 2-connesso planare e indichiamo con l(G)

e v(G) il numero dei lati e dei vertici di G.

Se X ⊂ R2 é una realizzazione di G i cui lati sono archi poligonali, tranne

eventualmente il ciclo esterno che é una curva di Jordan, allora X ha esat-

tamente l(G) − v(G) + 2 facce, ciascuna delle quali ha come bordo un ciclo

in X.

3.3 Teorema di Schönflies

In quest’ultima parte abbiamo il teorema di Schönflies, che come giá anti-

cipato nell’ Osservazione 1 del 2.4, risulta essere un’applicazione del teorema

della curva di Jordan.

La dimostrazione che possediamo, e che noi ometteremo, é dovuta a Carsten

Thomassen5 che la pubblicó nel suo articolo Il teorema di Jordan-Schönflies

5C.Thomassen é un matematico danese nato nel 1948 a Grindsted. Fece importanti

studi di Teoria dei grafi e di Combinatoria.



3. Teoria dei grafi e
teorema della curva di Jordan 57

e la classificazione delle superfici nel 1992. Per la sua realizzazione sono ne-

cessari tutti i risultati di questo capitolo e un ulteriore Lemma che andiamo

ora ad enunciare riguardante sempre la relazione tra teoria dei grafi e curve

di Jordan.

Come abbiamo fatto finora, chiameremo interno di C la componente connes-

sa limitata di R2\C (vai alla Definizione 2.9).

Lemma 3.3.1. Sia C ⊂ R2 una curva di Jordan e P ⊂ int(C) un arco

poligonale semplice che collega due punti p1, p2 ∈ C e che interseca C solo

negli estremi. Indichiamo con C1, C2 ⊂ C i due archi poligonali in C da p1

a p2. Allora R2 \ (C ∪ P ) ha esattamente tre componenti connesse, di bordo

rispettivamente C, C1 ∪ P, C2 ∪ P .

In particolare, ogni curva in int(C) che collega un punto di C1 \ {p1, p2} con

un punto di C2 \ {p1, p2} deve intersecare P .

Dimostrazione. L’unica cosa non banale di questo Lemma é dimostrare che

int(C) P ha almeno due componenti connesse[2, p.112].

Sia l ∈ int(C) un segmento che interseca P in un solo punto p, che non sia un

vertice di P . Se gli estremi di l appartengono alla stessa componente connessa

Ω di R2 \ (C ∪P ) allora in Ω troveremmo un arco poligonale semplice L tale

che L ∪ l sia una poligonale semplice. Ma allora gli estremi del segmento

di P contenente p dovrebbero appartenere a componenti connesse diverse

di R2 \ (L ∪ l). Ma d’altra parte sono collegati da una poligonale semplice

(contenuta in P∪C ) che non interseca L∪l e questa é una contraddizione.

Riportiamo ora l’enunciato del teorema.

Teorema 3.3.2. (Schönflies) Sia C ⊂ R2 una curva di Jordan.

Allora int(C) é omeomorfo ad un disco chiuso.

Dimostrazione. La dimostrazione dettagliata del Teorema si trova nelle pa-

gine 113-115 del libro di M.Abate[2].
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Osservazione 7. Di fatto abbiamo dimostrato che possiamo estendere qual-

siasi omeomorfismo f fra C e S1 a un omeomorfismo fra le chiusure degli

interni.

Analogamente si puó dimostrare che é possibile estenderlo anche a un omeo-

morfismo di tutto R2 con se stesso.
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tutto sommato, piacevoli e, piú che compagni di corso, vi siete rivelati veri e

propri amici e per questo io vi considero la mia seconda famiglia. Un ringra-

ziamento di cuore alla Giada e Tommy, i miei primi amici bolognesi. Vi
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ventosa, dall’altro riesci a farmi star bene come nessun’altro sa fare. Perché
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fanno piacere perché ho bisogno di sentire la tua voce e per tutte le volte che
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volte che mi vuoi portare a casa da Bologna e non posso quindi poi piango.

Per tutte le volte che ti osservo e cerco di fare il meglio possibile per imitarti.

Per tutte le volte che vuoi avere ragione anche se sai di non averla perché,
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