
Alma Mater Studiorum · Università di Bologna

Scuola di Scienze
Dipartimento di Fisica e Astronomia
Corso di Laurea in Astronomia

Radiazione di Bremsstrahlung
e applicazioni Astrofisiche

Tesi di Laurea

Relatore:
Chiar.mo Prof.
Daniele Dallacasa

Candidata:
Andrealuna Pizzetti

Sessione II
Anno Accademico 2017-2018
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Radiazione di Bremsstrahlung
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Andrealuna Pizzetti

Sommario

In fisica ci si riferisce alla radiazione elettromagnetica per identificare le onde del
campo elettromagnetico emesse da particelle cariche in moto non uniforme che
si propagano nello spazio-tempo, trasportando con loro energia radiativa. Dalle
equazioni di Maxwell per l’elettromagnetismo, si evince infatti che una carica
accelerata emette radiazione elettromagnetica e la potenza rilasciata è proporzio-
nale all’accelerazione della particella: una carica stazionaria o in moto uniforme,
ha campo elettrico costante ed un campo magnetico nullo e pertanto non irradia.
I principali meccanismi di produzione energetica in ambito astrofisico hanno alla
base proprio l’accelerazione di cariche elettriche e un esempio ne è l’emissione di
Bremsstrahlung trattata in questa tesi.
Durante un esperimento sulle perdite energetiche degli elettroni al passaggio at-
traverso la materia, nel 1930 Carl Anderson notò che il rate di perdita radiativa
sottostimava il rate di perdita energetica nel caso di elettroni relativistici: l’ulte-
riore meccanismo di perdita energetica venne associato all’emissione di un’onda
elettromagnetica in seguito all’accelerazione di un elettrone nel campo elettro-
magnetico di un nucleo atomico. Questa radiazione, già notata da Nikola Tesla
nel 1880 in un contesto differente, prese il nome di radiazione di frenamento o
Bremsstrahlung, dal tedesco "bremsen" (frenare) e "Strahlung" (radiazione).
L’emissione di Bremsstrahlung si ha come conseguenza dell’interazione tra elet-
troni e nuclei (ioni) attraverso la forza di coulomb: la particella in movimento
perde energia cinetica che viene convertita in radiazione (fotoni) per soddisfare la
conservazione dell’energia. Un tale effetto non si nota se sono i nuclei a ionizzare
la materia, in quanto l’energia emessa è inversamente proporzionale al quadrato
della massa della particella che irradia e quindi non apprezzabile in quest’ultimo
caso.
La Bremsstrahlung è identificata anche come free-free emission in quanto gli
elettroni sono liberi sia prima che dopo la decelerazione. Perché avvenga è neces-
sario avere cariche libere, condizione largamente presente all’interno dei plasmi
astrofisici, nei quali l’emissione di frenamento è il principale meccanismo di raf-
freddamento quando si hanno temperature T > 107K. In ambiente astrofisico,
l’emissione di Bremsstrahlung viene osservata in diversi ambiti, un esempio sono
le regioni di idrogeno ionizzato (regioni HII) alle temperature di T ∼ 104K, nella
quali l’emissione di frenamento è responsabile del continuo radio. Importante
è anche l’emissione nei raggi X del gas intergalattico negli ammassi di galassie,
dove vengono raggiunte temperature T ∼ 108K, e delle binarie X a temperatura
T ∼ 107K. L’emissione free-free è osservabile anche nei dischi di accrescimento
attorno a stelle evolute o a buchi neri.
In questa tesi verrà dedicata particolare attenzione alle emissioni di Brems-
strahlung di Nebulose Planetarie, Novae simbiotiche e oggetti celesti del nostro
Sistema Solare.
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1 Descrizione fisica del processo
La radiazione dovuta all’accelerazione di cariche nel campo coloumbiano di un’altra
carica è chiamata Bremsstrhalung o emissione free-free, questo perchè l’elettrone perde
energia passando da uno stato non legato ad un altro stato non legato, motivo per cui si
ottiene uno spettro continuo. Per una comprensione completa dell’argomento sarebbe
necessario trattare il fenomeno attraverso l’elettrodinamica quantistica (QED), dato
che possono essere prodotti fotoni di energia comparabile a quella della particella che
emette radiazione. Tuttavia, le formule che si ottengono in approssimazione semiclassi-
ca presentano la giusta dipendenza funzionale per la maggior parte dei parametri fisici
e danno il risultato esatto in alcuni regimi. Inoltre, a partire dalle formule ottenute
classicamente è possibile ricondursi a quelle quantistiche, introducendo come termine
correttivo il fattore di Gaunt. Per fare ciò dobbiamo supporre che la lunghezza di De
Broglie della particella sia minore delle dimensioni del sistema λDB =

√
~mkT � r

e che le perdite energetiche siano molto inferiori all’energia della particella emittente
hν � ε.
Questa è la strada che verrà seguita nei paragrafi seguenti per la trattazione del feno-
meno. Prima sarà illustrato il caso di elettroni in moto con velocità v � c, mentre il
caso relativistico verrà trattato solo in un secondo momento1.
Si osserva che l’emissione per Bremsstrahlung dovuta alla collisione di due particelle
uguali (ad esempio protone-protone, elettrone-elettrone) è zero nell’approssimazione di
dipolo, dato che il momento di dipolo Σeiri è proporzionale al centro di massa Σmiri,
una costante del moto: si devono pertanto considerare due particelle differenti se si
vuole un’emissione non nulla in seguito alla decelerazione. La Bremsstrahlung che si
considera è dunque quella emessa dai soli elettroni, che si comportano quindi da radia-
tori principali. Poichè nell’interazione elettrone-nucleo il nucleo non viene accelerato
in maniera apprezzabile a causa della sua grande massa, il problema è approssimabile
in termini di una collisione dell’elettrone con un campo di forze statico.

1.1 Radiazione da singolo elettrone

Consideriamo ora l’interazione che avviene tra uno ione di carica +Ze, dove Z è il
numero atomico, ed un singolo elettrone di carica −e. Supponiamo per semplicità che
il gas sia monoatomico e completamente ionizzato e che la velocità v dell’elettrone sia
non relativistica.
Il processo elementare è schematizzato in Figura 1: un elettrone, che si muove con
velocità v, collide, con parametro d’impatto b, con un nucleo di carica Ze.

Figura 1: Schema del processo elementare.

1 c = 2.99792458× 108m · s−1 è la velocità della luce nel vuoto.
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Allora, la potenza totale irradiata dal singolo elettrone è data dalla formula di Larmor

P (t) = −dE
dt

=
2

3

q2

c3
a(t) =

2

3

q2

m2c3

(
d−→p
dt

)2

(1)

(dove −→p = m−→v è la quantità di moto della particella), che, per un elettrone, è espressa
dalla:

Pbr = −dE
dt

=
2

3

e2

c3
a2 (2)

dove, se x è la distanza nucleo-elettrone, a = Ze2

mex(t)2
è l’accelerazione coloumbiana.

Si nota che P ∝ x−4: il massimo dell’e-

Figura 2: Schematizzazione del processo di
Bremsstrahlung.

missione si avrà, pertanto, in corrispon-
denza della distanza minima tra le due
particelle, che coincide con xmin = b, do-
ve b è il parametro di impatto, ovvero la
distanza tra lo ione e la traiettoria inizia-
le dell’elettrone, come mostrato in Figura
2.

Per distanze minori o maggiori la potenza irradiata va a zero molto rapidamente ed è
perciò trascurabile. Pertanto, quando la distanza x è minima, l’accelerazione è massima
e vale

amax =
Ze2

mb2

e si ha massima emissione:

P =
2

3

e2

c3

(
Ze2

meb2

)2

=
2

3

Z2e6

c3m2b4
(3)

Dall’eq. 3 si nota che la potenza dipende dalla distanza in modo esponenziale, ciò
significa che l’energia viene irradiata in modo significativo solo fin tanto che l’elettrone
rimane ad una distanza pari a b dal nucleo. Per convenzione si suppone che l’interazione
abbia inizio quando l’elettrone si trova ad una distanza b dal punto di minima distanza
tra ione e traiettoria, in modo che x =

√
2b. Di conseguenza l’interazione può essere

interpretata come una collisione di durata finita pari al tempo di collisione

tcollision = ∆t ∼ 2b

v

che avviene in corrispondenza della distanza minima xmin, nonostante quella coulom-
biana sia una forza a lungo range.
Si avrà quindi che l’energia totale emessa in una singola collisione è data dalla seguente
equazione:

E = P ·∆t =
4

3

Z2e6

c3m2

1

b3v
(4)

che permette di fare due importanti considerazioni:

? fissato un parametro di impatto b, l’energia totale emessa è minore per gli elettroni
più veloci dato che minore è il tempo di interazione tra le cariche;

? a fissata velocità v, l’energia totale emessa aumenta fortemente al diminuire del
parametro di impatto.
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1.1.1 Distribuzione spettrale della radiazione

Durante la collisione, l’elettrone subisce un’accelerazione massima soltanto una volta:
la radiazione verrà quindi emessa in un impulso di durata ∆t e con un profilo legger-
mente asimmetrico. Questo è dovuto al fatto che, dopo l’interazione, l’elettrone ha una
velocità inferiore, avendo perso parte della sua energia cinetica sottoforma di radiazione
elettromagnetica.
L’analisi di Fourier del moto della particella nell’intervallo d’interazione ci procura una
distribuzione spettrale dell’energia irradiata in funzione della frequenza:

Figura 3: Spettro di emissione di Bremsstrahlung da singolo elettrone: grafici dell’impulso in funzione
del tempo e in funzione della frequenza dopo l’analisi di Fourier.

In Figura 3 si vede come l’energia totale emessa sia data dall’area del rettangolo che ha
come lati Pmax e ∆t. Si nota anche come la distribuzione in funzione della frequenza
risulti piatta fino ad una certa frequenza di cut-off, legata all’energia cinetica dell’elet-
trone, per poi crollare esponenzialmente a zero.
La frequenza di cut-off è data da

νmax =' 1

2∆t
=

v

4b

dove νmax rappresenta la frequenza caratteristica della radiazione da singola collisione:
la si può interpretare come la frequenza alla quale l’elettrone orbita attorno allo ione
viaggiando ad una velocità v con un raggio b.
Si può ora ricavare l’energia emessa per unità di frequenza:

P∆t

∆ν
=
dW

dν
=

16

3

Z2e6

c3m2

1

b2v2
(5)

La Bremsstrahlung presenta quindi uno spettro continuo la cui intensità del picco si spo-
sta verso frequenze maggiori man mano che l’energia emessa dalla particella decelerata
aumenta; inoltre, la radiazione di un singolo elettrone è polarizzata linearmente.

1.2 Radiazione di un plasma reale e parametri di impatto

Consideriamo ora un plasma ionizzato che abbia una densità di ioni nZ ed una densità
ne di elettroni, tutti in moto con la stessa velocità v. Generalmente ne ≥ nZ e la
velocità v degli elettroni è fissata rispetto agli ioni.
L’emissività specifica, cioè la potenza spettrale irradiata in un volume unitario, si
ottiene moltiplicando l’eq. 5 per il numero di urti che avvengono in un secondo, contro
i nuclei contenuti nel volume unitario, con tutti i possibili parametri di impatto. Per
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fare ciò, si deve calcolare il numero di collisioni al secondo con parametro d’impatto
compreso tra b e b+db ed integrare su tutti i b possibili. Con l’aiuto della seguente figura
(Figura 4), si vede subito che, per un singolo nucleo, tale numero è dato da ncollisioni =
2πbdb× ne × v; pertanto, il numero totale di collisioni sarà Ncoll = ncollisioni · ne.

Figura 4: Flusso di elettroni che si muovono verso uno ione nel caso di un plasma reale. L’anello
rappresenta l’area del bersaglio con parametro di impatto b in db.

Se nZ è la densità degli ioni, l’emissività totale di una nube che emette per Bremsstra-
hlung sarà data da:

JBr(v, ν) =
dW

dνdV dt
= 2πnenZv

∫ bmax

bmin

16

3

Z2e6

c3m2
e

1

b2v2
bdb =

32

3

πe6

c3m2
ev
nenZZ

2ln

(
bmax
bmin

)
(6)

dove bmin e bmax sono rispettivamente il minimo e il massimo dei parametri di impatto
permessi, che verranno giustificati e calcolati in seguito.
In ambiente astrofisico si ha a che fare con l’idrogeno, pertanto ne ≈ nZ e si ha
JBr(v, ν) ∼ 1

v
n2
e.

Avendo densità molto basse ( ne < 10−2 · cm−2 nel caso di HIM e ne ≈ 1 · cm−2 nel
caso di WIM2), il processo di emissione risulta essere molto lento.
In prima approssimazione, l’emissione totale JBr(v, ν) non dipende esplicitamente da
ν e quindi il grafico che la rappresenta è una retta parallela all’asse delle frequenze. In
realtà la dipendenza dal ν è all’interno dei parametri di impatto.
Il valore massimo di b è valutato in modo che le interazioni che avvengono a distanze
maggiori siano trascurabili: ad una data frequenza ν, quindi, si considereranno solo le
interazioni in cui gli elettroni hanno un parametro di impatto corrispondente ad una
frequenza di cut-off νmax maggiore della frequenza considerata. Si avrà pertanto:

bmax '
v

4νmax
≤ v

4ν

Per valutare il parametro d’impatto minimo, invece, si può considerare sia l’approssi-
mazione semiclassica che quella quantistica.

? Nell’approssimazione semiclassica viene richiesto che ∆v ≤ v, dato che se fos-
se maggiore gli elettroni emetterebbero più energia di quella che possiedono
dottoforma di energia cinetica. Si ottiene quindi:

bmin,class '
2Ze2

mev2

Da quest’ultima equazione si nota come, essendo bmin,class 6= 0, non vi è un
contatto effettivo tra ione ed elettrone.

2 HIM=Hot Ionized Medium(T ≈ 106−7K), WIM= Warm Ionized Medium(T ≈ 104K).
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? La meccanica quantistica richiede che sia rispettato il principio di indetermina-
zione di Heisenberg
∆p∆x ≥ h/(2π)3, dove ∆p ≈ me∆v e ∆x ≈ b. La condizione da rispettare è
pertanto

mev ≥
h

2πb
che porta all’equazione per il parametro d’impatto minimo quantistico:

bmin,quant '
h

2πmev

Rapportando i due valori appena ottenuti, è possibile stabilire quando considerare l’uno
o l’altro:

bmin,quant
bmin,class

≈ hc

4πZe2
v

c
≈ 137

Z

v

c

In particolare, si ha che

bmin,quant > bmin,class ⇐⇒ v ≥ 0.01c

Dalla termodinamica è noto che v =
√

3kT/me, dove k = 1.38 × 10−16erg ·K−1 è la
costante di Boltzmann, pertanto si avrà

bmin,quant
bmin,class

≈ 137

Z

√
3k

me

T 1/2

Questo implica che il limite quantistico entra in gioco quando si hanno temperature
molto elevate, come nel caso di gas intergalattico che raggiunge temperature dell’ordine
di 108K; nel caso di regioni HII, invece, dove si hanno temperature dell’ordine di
104K, l’emissione di Bremsstrahlung è calcolata utilizzando il parametro di impatto
bmin classico.

1.2.1 Fattore di Gaunt

Una trattazione più rigorosa dell’emissione di Bremsstrahlung si ottiene introducendo
un fattore correttivo derivante dalla correzione quantistica del processo: questo fatto-
re, detto fattore correttivo di Gaunt (gff (ν,T)), dipende sia dalla frequenza di emis-
sione che dall’energia dell’elettrone e permette di definire in modo preciso l’emissività
scpecifica di Bremsstrahlung:

gff (ν, T ) =

√
3

π
ln

(
bmax
bmin

)
=⇒ JBr(v, ν) =

32πe6

3
√

3c3mev
nenZZ

2gff (ν,T) (7)

1.3 Bremsstrahlung termica

L’emissione di una nube di gas composta da ioni ed elettroni all’equilibrio termico
prende il nome di Bremsstrahlung termica: in questo caso, le particelle non hanno tutte
la stessa velocità ma seguono la distribuzione di Maxwell-Boltzmann che ne descrive il
comportamento in modo statistico.
La probabilità che una particella abbia una velocità compresa tra v e v+ dv è data da:

f(v)dv ∝ v2exp

(
−mev

2

2kT
dv

)
3 h = 6.62606896(33)× 10−27erg · s costante di Plank



1.3 Bremsstrahlung termica 6

1.3.1 Emissività scecifica ed emissività totale

Mediando l’emissività specifica ottenuta nell’eq.7 sulla distribuzione di velocità di
Maxwell-Boltzmann si ottiene l’emissività specifica di Bremsstrahlung termica:

JBr(ν, T ) =

∫ ∞
vmin

JBr(ν, v)f(v)dv (8)

La velocità minima vmin dipende dalla frequenza: deve infatti essere rispettata la
condizione

hν ≤ mv2

2
dato che un elettrone non può emettere più energia di quella che possiede, pertanto si
arriva ad ottenere

vmin =

√
2hν

me

(9)

Questo porta ad avere un cut-off nel limite inferiore di integrazione sulle velocità delle
particelle che prende il nome di photon discreteness effect.
Integrando si può pertanto ottenere l’emissività specifica di Bremsstrahlung termica,
espressa qui in unità cgs:

JBr(ν, T ) = 6.68× 10−38T−1/2e−hν/kTnenZZ
2gff (ν, T ) (10)

dove gff (ν, T ) è un fattore di Gaunt medio che, nella maggior parte dei casi, è dell’or-
dine dell’unità se si considera hν ≈ kT .
Si possono fare alcune importanti osservazioni riguardo l’equazione appena riporta-
ta. Prima di tutto, si è sostituita la dipendenza dall’inverso della velocità con quella
dell’inverso della radice della temperatura; questo implica che, all’aumentare della
temperatura, l’emissività specifica diminuisce. Inoltre, l’esponenziale deriva dalla di-
stribuzione di Maxwell-Boltzmann e ad una data frequenza fornisce il cut-off dello
spettro di radiazione:

νcutoff '
kT

h
ovvero, all’aumentare della temperatura aumenta anche il valore della frequenza di cut-
off. Infine, dato che negli ambienti astrofisici ne ' nZ , l’emissività di Bremsstrahlung
è direttamente proporzionale al quadrato della densità numerica degli elettroni: nubi
più dense emetteranno di più.

Figura 5: Spettro teorico di Bremsstrahlung termica. Nello specifico, viene considerata un plasma di
idrogeno (Z=1), di temperatura T = 5× 107K con una densità numerica di ne = nZ = 106m−3.
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L’andamento dello spettro mostrato in Figura 5 fa notare come, fissata una certa tem-
peratura, la distribuzione spettrale di Bremsstrahlung termica si mantenga quasi del
tutto piatta fino ad una certa frequenza di cut-off, dopo la quale l’emissività cala ra-
pidamente a zero a causa del fattore di taglio esponenziale. Il fattore di Gaunt è il
responsabile della pendenza dello spettro prima del taglio esponenziale.
L’area sottesa dalla distribuzione spettrale mostrata in Figura 5 rappresenta l’emissività
totale di Bremsstrahlung termica, ovvero l’energia totale emessa per unità di volume:
questa non dipende dalla frequenza ma solo dalla temperatura.
Integrando sull’intero spettro l’emissività specifica si ottiene l’equazione per l’emissività
totale:

JBr(T ) =
dW

dtdV
= 1.4× 10−27T 1/2nen

2
ZgB(T ) (11)

dove gB(T ) è il fattore di Gaunt medio che assume valori compresi tra 1.1 e 1.5.

Considerando T2 > T1 si osserva che:

? JBr(ν, T1) > JBr(ν, T2)

? JBr(T1) < JBr(T2)

ovvero che l’energia irradiata per unità di vo-

Figura 6: Spettro di Bremsstrahlung per
plasmi a diverse temperature, con T2 > t1.

lume e di tempo è maggiora a basse tem-
perature, ma l’emissione totale è maggiore
a temperature più alte, come si può notare
graficamente in Figura 6.
Questo fatto si spiega considerando la fre-
quenza di cut-off: con l’aumentare della tem-
peratura la frequenza di cut-off cresce e que-
sto permette di avere più fotoni energetici a
disposizione. Nel complesso, pertanto, si ha
più energia emessa a temperature più alte.

1.3.2 Tempo di raffreddamento

Il tempo di raffreddamento è definito come il rapporto tra l’energia termica del plasma
e la perdita radiativa per Bremmstrahlung:

tcooling =
Etot
thermal

JBr(T )
=

3/2(ne + nZ)kT

JBr(T )
=

1.8× 1011

gB

T 1/2

ne
s ≈ 6× 103

gB

T 1/2

ne
yr (12)

con ne ≈ nZ . Importante è notare la dipendenza del tempo di raffreddamento sia
dalla temperatura che dalla densità del plasma. Ad esempio, nelle regioni HII, dove le
densità sono ne ∼ 102−103cm−3 e le temperature dell’ordine di T ∼ 104K, il tempo di
raffreddamento è di circa 1000 anni, mentre, nel caso di ammassi di galassie, nei quali
si hanno densità molto inferiori (ne ∼ 10−3cm−3) e le temperature molto più alte (T ∼
107K) il tempo di raffreddamento è dell’ordine dei 6 × 1010 anni. La Bremsstrahlung
termica è il principale processo di raffreddamento del plasma a temperature superiori
ai T ∼ 107K.
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1.3.3 Auto-assorbimento e misura di emissione

Un principio estremamente generale, detto principio del bilancio dettagliato, afferma
che, all’equilibrio termico, ogni processo è bilancito dal suo inverso: in un plasma
all’equilibrio termico, pertanto, il processo di emissione deve essere bilanciato da un
processo di assorbimento. Il sistema passa quindi dall’essere un problema a due corpi,
elettrone e ione, ad un problema a tre corpi, in cui interagiscono elettrone, ione e fotone:
si parla in questo caso di assorbimento free-free termico dove l’energia rilasciata da
un’interazione elettrone-ione viene assorbita da un elettrone libero.
All’equilibrio termico vale la legge di Kirchhoff che mette in relazione il coefficiente di
emissione j(ν, T ) con quello di assorbimentoµ/ν, T :

j(ν, T ) = µ(ν, T )Bbb(ν, T ) (13)

dove Bbb(ν, T )4 è la legge di Plank per il corpo nero, in cui è presenta l’equazione del
trasporto radiativo.
Per una nube di plasma che emette radiazione termica di Bremsstrahlung in modo
isotropico, il coefficienti di assorbimento è:

µBr(ν, T ) =
JBr(ν, T )

4πBbbν, T
∝ T−1/2(1− e−hν/kT ) (14)

Importante è notare una forte dipendenza dalla frequenza:

? ad alte frequenze, l’assorbimento non è rilevante in questa regione di spettro,
infatti , quando hν � kT , l’esponenziale è trascurabile e µBr(ν, T ) ∝ ν−3;

? a basse frequenze, invece, quando hν � kT , si è nel regime di Rayleigh-Jeans e l’e-
sponenziale può essere sviluppato in serie, rendendo l’equazione 15 approssimabile
a

µBr(ν, T ) ' 0.018T−3/2nenZZ
2ν−3gff , gff ≈ 10 (15)

In generale, quindi, l’assorbimento è efficiente a basse frequenze e porta ad un irripidi-
mento dello spettro, come mostrato in Figura 7.

Figura 7: Spettro teorico di Bremsstrahlung termica in caso di autoassorbimento.

Ad alte frequenze l’effetto dell’autoassorbimento è per lo più trascurabile e si ha il
cut-off esponenziale5.
4 Bbb(ν, T ) =

2hν3

c2
1

ehν/kT−1
5 Non tutti i plasmi presentano nel loro spettro il fenomeno dell’autoassorbimento dato che in alcuni

casi la frequenza a cui questo avviene è fuori da ogni banda osservabile.
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Applicando l’equazione del trasporto radiativo6, diventa possibilie ricavare la Brillanza
totale di una nube che emette per Bremsstrahlung e assorbe la sua stessa radiazione:

Bcloud(ν, T ) =
JBr(ν, T )

4πµ(ν, T )
(1− e−τ ) = Bbb(ν, T )(1− e−τ ) ∝ ν3

ehν/kT
(1− e−τ ) (16)

Nell’intervallo in cui vale l’approssimazione di Rayleigh-Jeans hν � kT diventa possi-
bile scrivere le seguenti relazioni:

? se τ(ν, T )� 1 si è nel regime otticamente spesso e Bν,Te ∝ Teν
2, TB ≈ Te;

7

? se τ(ν, T )� 1, invece, si è nel regime otticamente sottile e Bν,T ∝ T−1/2ν0,
TB ≈ Te × τ .

Entrambi gli andamenti della brillanza in funzione della frequenza e della temperatura
sono visibili in Figura 7.
Il valore della frequenza in corrispondenza della quale lo spettro passa dall’essere ripido
(B ∝ ν2) all’essere piatto (B ∝ ν0) permette di trovare la misura di emissione:

E.M. =

∫
Z2nenZdl (17)

1.4 Bremsstrahlung relativistica

Fino ad ora si è trattata l’emissione di Bremsstrahlung per un plasma non relativi-
stico. Nel caso in cui gli elettroni abbiano velocità relativistiche (v ≈ c), le formule
viste fino ad ora possono essere estese al caso relativistico introducendo un opportuno
fattore di Gaunt. L’emissività specifica per emissione di Bremsstrahlung relativistica,
considerando abbondanze cosmiche 〈Z〉 = 1.3, è:

JBr,rel(v, ν) ≈ 5× 10−42nenZ (18)

Si nota subito come, in condizioni relativistiche, la temperatura non sia più rilevante per
la determinazione dell’emissività specifica: la Bremsstrahlung relativistica è pertanto
un processo non termico. Nel caso in cui gli elettroni seguano una distribuzione di
energia a legge di potenza, caratteristica dei processi non termici, del tipo ne(E) ≈
ne,0E

−δ, integrando l’equazione 19 sugli elettroni con E ≥ hν,si ottiene:

JBr,rel(ν) ∼
∫ ∞
hν

ne(E)nZZ
2dE ≈

∫ ∞
hν

E−δdE ≈ E−δ+1

1− δ
≈ ν−δ+1 (19)

Lo spettro di emissione nel caso di Bremsstrahlung relativistica, riportato in Figura 8,
è una legge di potenza, essendo il processo non termico.

Figura 8: Spettro a legge di potenza tipico della Bremsstrahlung relativistica

6 τ = µ(ν)l0 è il coefficiente di opacità e l0 lo spessore della nube.
7 TB è la temperatura di brillanza mentre Te è la temperatura di agitazione termica degli elettroni.
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Il fatto che si abbia Bremsstrahlung termica o relativistica dipende dalla distribuzione
dei velocità degli elettroni, che possono seguire quella di Maxwell-Boltzmann o una
legge di potenza.

2 Applicazioni Astrofisiche

2.1 Emissione di Bremsstrahlung nel Cosmo

2.1.1 Novae Simbiotiche

Le Novae Simbiotiche sono variabili eruttive irregolari con nova-like outbursts molto
lenti che possono arrivare ad aumentare la luminosità della stella dalle 9 alle 11 magni-
tudini. La luminosità di queste novae persiste al massimo per qualche decennio, dopo
il quale la luminosità declina riportando la stella alla sua magnitudine iniziale.
Le variabili di questo tipo sono sistemi di stelle binarie composte da una gigante rossa
(classe M) ed una nana bianca. Nelle novae simbiotiche, le due componenti orbitano
molto vicine: quando l’atmosfera della gigante rossa arriva a superare il suo lobo di Ro-
che8, la materia inizia a defluire attraverso il punto lagrangiano L1, formando un disco
di accrescimento attorno alla nana bianca che accumula così materia. Le nane bianche
sono costituite da materia degenere, pertanto l’aumento di materia non porta ad un
aumento di volume ma solo di temperatura: quando la temperatura degli strati esterni
della nana bianca supera i ∼ 20 × 106K, si ha l’innesco delle reazioni termonucleari
attraverso il ciclo CNO; si ha così un outburst, simile a quello delle novae classiche.
Le variabili simbiotiche presenrano attività in ogni parte dello spettro elettromagnetico,
dalle onde radio ai più energetici raggi X. La Bremsstrahlung termica è la responsabi-
le dell’emissione di questi ultimi. Grazie all’utilizzo del X-Ray Einstein Observatory,
sono state detectate emissioni X in tre novae simbiotiche, RR Tel, nella costellazione
australe del Telescopio, V1016 Cygni, nella costellazione boreale del Cigno, e HM Sge,
nella Sagitta. Gli spettri di tali osservazioni sono riportati in Figura 9.

Figura 9: Spettro delle tre novae simbiotiche analizzate. I cerchietti rappresentano i dati ottenuti
dall’Einstein Obstervatory, mentre la linea continua rappresenta il best fit dei dai con lo spettro di
Bremsstrahlung.

8 Il lobo di Roche è una regione dello spazio attorno ad una stella binaria entro il quale il materiale
orbitante è gravitazionalmente legato a quella stessa stella, mentre il materiale esterno al lobo
può invece essere cadere sulla stella compagna.
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L’emissione X rilevata è il risultato dell’emissione per Bremsstrahlung termica del gas
ionizzato che circonda la nova simbiotica e non deriva dai processi termonucleari pre-
senti sulla superficie della nana bianca. Per una temperatura kT = 1.5keV 9, l’Emis-
sion Measure risulta essere E.M = 1056(D/kpc)2 · cm−3, la quale porta ad ottenere la
dimensione della regione emittente come

R ∼ 4× 1014(ne/106cm−3)−2/3(D/kpc)2/3

dove si è assunta l’abbondanza di He rispetto all’H di pari a 0.11.
Le zone circumstellari ad alta temperatura attorno alle novae simbiotiche sono il natu-
rale risultato di un backward-moving shock dalla regione in cui il vento stellare della
gigante rossa e della nanna bianca collidono. In prima approssimazione, la temperatura
del gas shockato è data da

T =
µmHP

kρ

dove ρ, P, T e µ sono rispettivamente la densità, la temperatura, la pressione ed il
peso atomico medio del gas ionizzato in questione, mentre mH è la massa dell’idrogeno
atomico. Considerando l’approssimazione adiabatica, la pressione del gas ionizzato
risulta essere proporzionale al quadrato della velocità del vento stellare: inserendo un
avelocità v = 2000km · s−1 ed un peso atomico medio µ = 0.62, si ottiene che la
temperatura risulta essere

T ∼ 1.6× 107K ⇒ kT ∼ 1.4keV

che è consistente con i valori di 1.5 keV misurati attorno a HM Sge e alle altre due
novae simbiotiche considerate. Si può pertanto supporre che l’emissione X rilevata nelle
novae simbiotiche sia originata dal vento stellare shockato della nana bianca in seguito
alla collisione con i venti stellari della compagna.

2.1.2 Nebulose Planetarie

Le Nebulose Planetarie, abbreviate PNe, sono affascinanti oggetti celesti la quale ana-
lisi permette di ottenere preziose informazioni sui principali processi radiativi, sulle
abbondanze cosmiche e sui modelli di nucleosintesi stellare e di arricchimento del mez-
zo interstellare (ISM).
Una nebulosa planetaria si forma quando una gigante rossa di massa compresa tra
le 0.8M� e le 8M�10 rilascia i suoi strati più esterni nel mezzo interstellare (ISM)
circostante, ad una velocità di circa 10− 30km/s. Il gas appena rilasciato viene poi al-
tamente ionizzato dalle emissioni ultraviolette della nana bianca in formazione: le PNe
sono pertanto luminose nubi di gas ionizzato e polveri che avvolgono stelle evolute.
Le PNe emettono radiazione nel continuo in un largo range di frequenze: dal Far-UV
al Near-IR (NIR) , il continuo è dato dall’interazione tra gli elettroni e gli ioni di idro-
geno ed elio attraverso processi free-free e bound-free. Nel Far-IR (FIR) il continuo
è invece dominato dall’emissione di corpo nero dei grani di polvere riscaldati. Nella
banda radio, poi, i grani non giocano più un ruolo importante, e l’emissione free-free
data dall’interazione tra atomi diventa la principale responsabile del continuo.
Le stelle centrali delle nebulose planetarie sono calde stelle compatte con temperature
9 eV = 1.06× 10−19J
10 M� = 1.98× 1033g è la massa del Sole.
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comprese tra i 3× 104K e i 105K: questo significa che le stelle più calde possono arri-
vare ad emettere nei raggi X11.
Dallo studio attraverso telescopi a raggi X ad alta risoluzione, come Chandra X-ray
Observatory e Einstein Observatory, è stato possibile riconoscere nelle emissioni X delle
nebulose planetarie, non solo l’emissione della stella centrale ma anche un’emissione
più diffusa. Il processo fisico che ne sta alla base fu studiato per la prima volta da
Kwok et al. nel 1978 ed è conosciuto come Interacting stellar-wind model : in questo
modello viene assunto che un caldo vento stellare, tenue, ma comunque veloce, pro-
veniente dalla stella centrale, con velocità di 1 − 5 × 103km/s porti la nebulosa ad
espandersi con velocità che vanno dai 10 ai 40 km/s. La collisione del veloce vento
stellare con il denso materiale della nebulosa, eiettato dalla stessa stella quando era in
tarda fase AGB12, permette la formazione di un fronte di shock nel quale la maggior
parte dell’energia cinetica del vento stellare viene dissipata sotto forma di calore ed il
gas shockato viene riscaldato fino a 107K: si formano così condizioni ottimali per avere
emissione X. Questa è confinata nella regione più centrale della nebulosa, come is può
vedere in Figura 10, consistente con l’ipotesi che il gas venga riscaldato da un’onda
d’urto provocata dai venti stellari della nana bianca in formazione.

Figura 10: Immagini Hα ottenute da Hubble Space Telescope WFPC2 alle quali è stata sovrapposta
l’emissione diffusa in X (isofote bianche) rilevata dai telescopi Chandra e XMM-Newton di tre nebulose
planetarie, in ordine BD +30 3638, ngc 6543 e ngc 7009.

Quando rilevata, l’emissione X di una nebulosa planetaria permette di ottenere infor-
mazioni essenziali sui meccanismi di formazione delle nebulose stesse. Infatti, dalla
distribuzione spaziale e delle proprietà spettrali dell’emissione diffusa di raggi X nelle
PNe si possono ricavare informazioni sulla posizione e sulle condizioni fisiche del gas
caldo shockato negli interni delle nebulose; inoltre, l’eventuale presenza di una sorgente
puntiforme accompagnata da un’emissione di hard X-ray, può significare la presenza di
una compagna binaria.
Due diversi meccanismi di emissione X sono presi in considerazione nelle PNe: se la na-
na bianca centrale raggiunge temperature superficiali di 1−2×105K, questa è in grado
di emettere fotoni X che seguono la distribuzione spettrale data dalla legge di Plank
per il corpo nero. In questo caso, i fotoni detectati hanno energie minori ∼ 0.4keV , ed
è quindi lecito assumere derivino dalle emissioni della fotosfera della stella centrale. Un
esempio di questo tipo di emissione è dato dalla nebulosa planetaria ngc 6853 (M27,
Dumbell Nebula) le cui misurazioni in X seguono perfettamente l’andamento di un
11 Il picco di emissione delle stelle, che son approssimabili a corpi grigi, viene fornito dalla legge

di Wien che relaziona temperatura superficiale e lunghezza d’onda del picco di emissione di un
corpo nero λmax · T = 0.29.

12 Asymptotic Giant Branch.
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corpo nero di temperatura T ∼ 195000K, come mostrato in Figura 11 a. Nel secondo
caso, invece, l’emissione X risulta essere diffusa e lo spettro può essere descritto da
quello di un plasma otticamente sottile che emette per Bremsstrahlung, a temperature
di qualche milione di K, con fotoni che presentano energie superiori ai 0.5keV , come
si può apprezzare in Figura 11 b, nella quale è riportato lo spettro di ngc 6543 (Cat’s
Eye Nebula).

Figura 11: Misurazioni di emissione X di due nebulose planetarie, ottenute per mezzo di Einstein
Observatory e EXOSAT. a) Emissione di ngc 6853: si nota come i dati osservativi (crocette) si
adattino allo spettro di un corpo nero con temperatura di 195000K. b) Emissione di ngc 6543: i dati
osservativi, in questo caso, ricalcano perfettamente lo spettro di Bremsstrahlung termica.

2.1.3 Bremsstrahlung nel Sistema Solare: Le aurore polari

Nello spazio, l’emissione di raggi X è solitamente associata a fenomeni che coinvolgono
alte temperature, come plasmi caldi con T ∼ 106−108K, nelle corone stellari o nei resti
di supernova. Tuttavia, nel Sistema Solare (d’ora in poi abbreviato SS), l’emissione
in X è stata osservata in corpi celesti con temperature molto inferiori al migliaio di
Kelvin. Il primo rilevamento di raggi X all’interno del SS è avvenuto nel 1950, con la
detection di raggi X di origine terrestre. Dopo questa prima rivelazione, emissioni X con
energie generalmente sotto i 2keV , sono state rilevate in tutti i corpi del nostro sistema
planetario, sia nei pianeti rocciosi che nei giganti gassosi, così come nei loro satelliti,
negli asteroidi e nelle comete. Gli studi spettroscopici delle emissioni X derivanti
dalle atmosfere dei pianeti del SS hanno aperto una nuova strada all’esplorazione delle
caratteristiche delle particelle energetiche, dei loro meccanismi di emissione e del loro
comportamento in risposta all’attività solare.
Di particolare rilievo sono le emissioni di raggi X osservate nelle aurore polari di Terra
e Giove, accumunati dall’avere dense atmosfere ed una magnetosfera intrinseca. La
precipitazione di particelle energetiche cariche, derivanti dal vento solare e trasportate
dalla magnetosfera all’interno dell’atmosfera terrestre, causa ionizzazione, dissociazione
e riscaldamento dei gas neutri dell’alta atmosfera. La decelerazione delle particelle
precipitanti in seguito all’interazione con gli atomi e le molecole della atmosfera, causa
l’emissione di uno spettro continuo nei raggi X: la Bremsstrahlung elettronica è quindi il
principale meccanismo di produzione di raggi X nelle aurore polari terresti, per energie
≤ 3 keV. Per questo motivo, lo spettro X delle aurore polari terresti si è rivelato molto
utile nello studio delle caratteristiche delle particelle precipitanti. Dal momento che
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i rilevamenti di raggi X non sono contaminati dalla luce solare, la loro rilevazione
permette di studiare le precipitazioni elettroniche sia durante il giorno che durante la
notte.

In Figura 12 è mostrata l’emissione X dell’au-

Figura 12: Immagine in X di un’aurora po-
lare terrestre ripresa dal satellite PIXIE nel
Luglio 1997. Il range di energie rilevato è di
2.81(azzurro)-9.85(rosso)keV.

rora boreale del 31 Luglio 1997 ripresa dal sa-
tellite PIXIE (A. Bhardwaj et al., 2000). Il
box rosso in figura rappresenta il campo visi-
vo del satellite, la linea tratteggiata raffigura
la separazione tra giorno e notte, la griglia
rappresenta le coordinate geomagnetiche e i
numeri riferiscono l’ora geomagnetica.
I fotoni X dovuti alla Bremsstrahlung sono
emessi principalmente lungo la direzione del-
la velocità degli elettroni precipitanti; di con-
seguenza, la maggior parte dei fotoni X nelle
aurore polari è diretto in direzione del pianeta
stesso. Questi raggi X che si propagano ver-
so il basso sono causa di ulteriore ionizzazione
ed eccitazione degli elementi che costituiscono
l’atmosfera, sotto l’altitudine alla quale viene

raggiunto il picco di emissione delle particelle.
In analogia con quanto avviene sulla Terra, anche l’emissione X presente nelle aurore
di Giove è causata da Bremsstrahlung elettronica, in seguito alla precipitazione di par-
ticelle cariche derivanti dall’imponente magnetosfera del gigante gassoso. In Figura 13
è mostrata un’immagine ottica di Giove (ripresa da HST) al quale è stata sovrapposta
l’emissione X di un’aurora polare ripresa nell’Aprile 2004 da Chandra X-ray Obser-
vatory, affiancata allo spettro X ripreso dallo strumento EPIC a bordo del satellite
XMM-Newton.

Figura 13: Aurora polare su Giove. L’immagine a sinistra raffigura Giove ripreso da Hubble Space
Telescope al quale è stata sommata l’emissione X ripresa da Chandra; a destra è riportato lo spettro
combinato dell’aurora polare del Novembre 2003 (rosso) e Aprile 2004 (blu), ripresa dallo strumento
EPIC durante due rivoluzioni del satellite XMM-Newton attorno al pianeta. Credit: Branduardi-
Raymont et al., 2005.



2.2 Bremsstrahlung relativistica: i Brillamenti Solari 15

Lo spettro dell’aurora può essere ben rappresen-

Figura 14: Modello della componente
delle alte energie uniformato ai dati delle
aurore di Novembre 2003 (0726) e Apri-
le 2004 (0727); si nota come le emisisoni
seguano due diverse distribuzioni: quella
di novembre segue una legge di potenza
piatta mentre quella di aprile una ripida
Bremsstrahlung.

tato da un modello che combina due continui de-
rivanti dalla Bremsstrahlung termica con quattro
righe spettrali, dovute alle emissioni di zolfo, os-
sigeno VII, ferro XVII e carbonio.
Il continuo di Bremsstrahlung riflette la presenza
di due distinte componenti spettrali, che domi-
nano rispettivamente alle basse e le alte energie.
Le temperature della componente a bassa ener-
gia risultano essere abbastanza stabili, variando
tra i 0.1 e gli 0.3 keV. La componente a più al-
ta energia, invece, richiede temperature più al-
te: questa parte dello spettro risulta infatti es-
sere approssimata meglio da una legge di potenza
molto appiattita, piuttosto che dalla Bremsstra-
hlung termica, come si può apprezzare in Figura
14.
La variazione osservata sia nel flusso che nello
spettro sembra essere legata alla distribuzione ener-
getica degli elettroni precipitanti all’interno del-
la magnetosfera, e quindi all’attività solare. Non
a caso, tra l’ottobre e il novembre 2003, quan-
do i primi dati sono stati raccolti, si è misurata

un’intensa attività solare, responsabile della produzione di elettroni particolarmente
energetici.

2.2 Bremsstrahlung relativistica: i Brillamenti Solari

I brillamenti sono violente eruzioni di materia

Figura 15: Flusso medio di fotoni (pannel-
lo superiore) e di elettroni (pannello inferio-
re) del brillamento solare del 23 luglio 2003,
Gordon et al., 2003.

nella fotosfera di una stella, in grado di spri-
gionare enormi quantità di energia. Nel Sole,
questi possono rilasciare energie dell’ordine di
1023erg · s−1 e raggiungere dimensioni di 105

km (∼ 15R⊕). In Figura 15 è rappresenta-
to lo spettro del continuo nei raggi X e γ di
un brillamento solare ripreso dallo strumen-
to Ramatu High Energy Solar Spectroscopic
Imager - RHESSI nel luglio 2002. Dall’im-
magine si nota come lo spettro dei fotoni re-
gistrati (segni + nell’immagine) sia ben rap-
presentato sia dal contributo di Bremsstra-
hlung di un plasma isotermico, che da una
componente a legge di potenza, caratteristica
della Bremsstrahlung relativistica dovuta agli

elettroni più energetici, come mostra il pannello inferiore. In particolare, la loro distri-
buzione energetica è ben descritta da indici di pendenza δ = 1.5 e δ = 2.5; per questa
distribuzione di elettroni relativamente piatta, l’appiattimento relativistico dato dalla
Bremsstrahlung diventa importante per fotoni con energie superiori ai 100 keV.
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