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Introduzione

In questa tesi si presenta la nozione di spazio di Orlicz che & uno spazio
di Banach con le norme associate di Gauge e di Orlicz.

Il primo capitolo contiene le funzioni di Young, la cui convessita per-
mette di definire gli spazi di Orlicz come una generalizzazione degli spazi di
Lebesgue £P, p > 1. Inoltre, si evidenzia che ad ogni funzione di Young &
possibile associare una funzione ad essa complementare, e che verifica una
generalizzazione della disuguaglianza di Holder di £P, p > 1. Per questo
sono introdotte la disuguaglianza di Young e la rappresentazione integrale
delle funzioni in questione. Un’altra rilevante proprieta delle funzioni di
Young ¢ la condizione Ay che ne descrive la rapidita di crescita.

Nel secondo capitolo, invece, ¢ definito lo spazio £ () che & uno spazio
vettoriale sotto I'ipotesi di ® € As, dove con @ si denota una generica fun-
zione di Young. Successivamente, & introdotto lo spazio di funzioni di Orlicz
L% (1), che & uno spazio vettoriale senza nessuna condizione specifica su ®
di Young. Vengono poi messe in luce significative relazioni tra gli spazi di

Orlicz e gli spazi di Lebesgue £P, con p > 1, da cui si evince che £®(u) &
una generalizzazione di LP.

Il terzo capitolo illustra le norme di Gauge e di Orlicz, che si denotano
rispettivamente con Ng e ||-||¢, di cui sono mostrate le proprieta fondamen-
tali, le reciproche relazioni e la conseguente equivalenza tra le due. L’ultima
parte della tattazione mostra la completezza dello spazio di Orlicz, da cui si
deduce facilmente che e di Banach.
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Capitolo 1

Le funzioni di Young

Questo capitolo introduce allo studio delle funzioni di Young, con lo scopo
di illustrarne alcune significative proprieta alla base degli spazi di funzione
di Orlicz.

1.1 Uniforme integrabilita

Sia (€2, 3, ) un finito spazio di misura, dove € & un’insieme, ¥ & una o-
algebra dei sottoinsiemi di Q, e p : ¥ — RT una funzione c-additiva su
Y. Sia F = {fa : @ = R, € I} un’arbitraria famiglia di funzioni reali e
misurabili su €.

Definizione 1.
F ¢ uniformemente integrabile se soddisfa le due seguenti condizioni:

(1) sup/ |faldp = C < 400, e (it) lim /|fad,u =0, (1.1)
@ u(A)—0
Q A

uniformemente in o € I.

Il seguente teorema € un’alternativa caratterizzazione di tale condizione di
integrabilita.

Teorema 1.1.1.
Sia F una famiglia di funzioni scalari misurabili su un finito spazio di misura
(Q, X, p). Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) F = {fa, € I} é uniformemente integrabile.
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1. Le funzioni di Young

(ii) Posto A) = {x € Q: |fa(z)] > \}:

hm / | faldp =0, uniformemente in o € I. (1.2)
A)x
(iii) Esistono funzioni convesse ® : R — R™ tali che:

®(0) =0, &(—x) = ®(x), e @ 400 per x 400, in termini
delle quali:

Ch = sup/(b(fa)d,u < 400. (1.3)
Q

Dimostrazione. (i)=(ii). Da (1.1):

C
p(Ad) =5 [ adu< /!faldu <%0
A)\
per A — +oo, uniformemente in a.
Sia € > 0, e si scelga §c > 0 t.c. p(A) < 6. = f | faldp < €, uniformemente

in « dalla condizione (1.1). Quindi, Ve > 0 se A = —6 e A = A), allora

p(AY) < dc e [ |faldu < €, uniformemente in a, e quindi vale (ii).
A
(ii)=(iii). Questa parte della dimostrazione permette di costruire le
funzioni ® desiderate.
Sia {f8,,n > 1} una successione t.c. Zﬁn < +oo. Dalla (ii) si possono

n
scegliere 0 < Ay, < Ap+1 — +00, in modo che:

sup/ | faldp < Bn, n>1. (1.4)
A

Questo ¢ possibile per (1.2) e A\, non dipende dall’individuale f,, ma solo
da F.

Sia ap = 0 e, per n > 1, sia a,, il valore di A, di (1.4) che giace nell’intervallo
[n,n+1). Mentre sia an, = 0 se non ci sono A, come in (1.4).

Sia ¢(n Z ay, allora p(n) / +oo per n /' +o00. Si studi ora ¢ su tutto

k=0
R, ponendo ¢(t) = ¢(n), per n <t < n+ 1. Si ponga ora:

|z|

O(x) = /(p(t)dt, x e R. (1.5)



1.1 Uniforme integrabilita

D(z) >

gp(k)%k S oo per k < x e k — +oo. In aggiunta, ® ¢ una funzione
convessa, infatti:

O(ax + py) < a®(z) + P(y), 0 < o, <1, a+ = 1. Questo segue dal
fatto che ¢ e crescente e dall’'uso un cambio di variabili.

Per verificare che ® soddisfa la (iii), si consideri:

Allora ®(x) = ®(—=z) per com’¢ defininita ®, ed essendo ¢ crescente,

(| fal)dp

{"*1<|fa|<n}

/‘P(fa)du =

Q

< ‘1> p({n =1 <[fal <n})

M i M Nt

e(m)u({lfal Zn—13) = @m)u({lfal = n})
n=1

3
Il
i

thg

®(m+ Dp({|fal =m}) = D ®(m + Du({|fal = m+1})
m=0

3
I

p(m+ p({|fa] > m})

m=0
= [ @) < 3 plm+ D1 fa] 2 m) (1.6)
Q m=0

Inoltre,
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o0

falda=>" [ alde= Y rulir < fal <7 1)
{Ifal>Anl} P=An < fal<r+1} r=An

=Y ru{lfal =) = Y rul{lfal =7 +1})
r=MAp, r=An

= > ru{lfal = = D (s = Dul{lfal = s})
r=An s=An+1

=Y ru{|fal =} = > (s = Dul{lfal = s})
r=MAp 5=An

3 Dl o)
s= )\n

n

> Z (r—=r+Du{|fal = 7})
r=A\

=Y wl{lfal > 7).

r=MAn

Da questo, sommando su n, si ha che:

ZSD p({lfal > n}) = Z Z ({lfal >r})

n=1 n=1r=\,

=y [ Vel

=1 fal> A0

<Y B < +o0. (1.7)
n=1

Per cui (1.6) e (1.7) implicano (1.3).

(iii)=(ii). Dato € > 0, sia k. = %, e si scelga A, tale che x > \,.
Allora @ > k., sapendo per ipotesi che @ 400 per x  400. Da cui,
scegliendo = = fo, |fa] < %{“) sull’insieme {|fa| > An}:

1 Ch
TS B TR (1.8)
ke ke
{Ifal>An} {Ifal>An}



1.2 Definizione ed esempi di funzioni di Young

Verificandosi questo uniformemente in «, e per la scelta arbitraria di € > 0,
si ha (ii).

(ii)=-(i). Si verifiche la proprieta (i) della Definizione 1.
Preso un A > 0, si ha:

/Ifalduz / Faldu + / Faldi < Aa(Q) + 1,
Q {Ifal <A} {[fal>A}

dove A ¢ scelto in modo che il secondo integrale sia al piu 1 da (1.2), unifor-
memente in «. Quindi per C' = Au(Q2) + 1 si ha la tesi.
Si dimostri ora la proprieta (ii) della Definizione 1. :

[isabda= [ ifalaur [ sl
A

An{|fal>A} An{|fal<A}
< [ lfuldn . (1.9)
{lfal>X}

Cosi, dato € > 0, si scelga Ac > 0 tale che, da (1.2), il primo integrale sulla
destra di (1.9) sia < § e per questo A\c > 0, si prenda, inoltre, u(A) <
de = 75~ Questo mostra che p(A4) < e = il membro destro di (1.9), ¢
< ¢, uniformemente in «. Allora la condizione (ii) della Definizione 1. ¢

verificata. O

Osservazione 1.
Le funzioni convesse ® : R — RT introdotte nel precedente teorema, per-
mettono di definire:

L%p) ={f: Q= R, misurabili : /(IJ(]f\)du < +oo},
Q
che sara analizzato nel dettaglio nel capitolo successivo.

1.2 Definizione ed esempi di funzioni di Young

Definizione 2.
Siano ® : R — R* funzioni convesse che soddisfano le seguenti condizioni:
O(—x) = &(z), ¢(0) = 0 e lim P(zr) = +oo0. Ad ogni & & possibile
r—+00
associare un’altra funzione ¥ : R — R, avente proprieta simili e definita
da:
U(y) = sup{z|y| — ®(z) : > 0}, y € R. (1.10)
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® si dice funzione di Young, mentre ¥ funzione complementare a ®.

Osservazione 2.
Segue dalla definizione che ¥(0) = 0, U(—y) = ®(y) e ¥ & una funzione
crescente tale che lim W¥(y) = 4o0.

Yy—r—+o00

Osservazione 3.
Da (1.10) & evidente che la coppia di funzioni (®,¥) soddisfa la disugua-
glianza di Young;:

xy < O(z) + V(y), z,y € R. (1.11)

Osservazione 4.
Da (1.11) segue che la funzione complementare ¥ ¢ la piu piccola funzione
Young che soddisfa tale disuguaglianza.

Esempio 1.
Sia ®(z) = |z’, p > 1. Allora ® & una funzione di Young continua tale che
O(x) =0« =0, lim ®(x) = 400, mentre &(x) < +oo per tutte le

T—+00
z € R.
Esempio 2.
Sia:
0, se0<xr<a<+o0
P(x) = Pi(z) >0, sea<z<b
400, sex>b

dove a,b € R e ®; ¢ una funzione continua, crescente e convessa su (a,b).

Per esempio, sia ®1(z) = |z —alP, p > 1, per a < z < b. Allora ® ¢ una

funzione di Young poiche: ®(0) =0, &(—z) = &(z), 11141_1 O(x) = +o0, ed
T—+00

¢ convessa perche lo sono le sue componenti.

Esempio 3.
Sia:

¥ (z) 0, se0<z<a
€Tr) =
+00, sex >a

tale che ¥(—z) = ¥(x). Allora ¥ & anch’essa una funzione di Young per
com’e definita.

Si puo anche verificare che questa ¥ & complementare a ® data da ®(x) = ||
con a = 1. Infatti:

U(y) = sup{z|y| — ®(z) : @ > 0} = {z|y| — |z| : @ > 0}, per definizione.
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Posto T'(z) = x|y| — |z|, sia (z,,) una successione in {z > 0} tale che:

T(z)— sup T
{z>0}
Si avra:
c< sup T = lim z,|y| — |zn], ceR.
{z>0} n—-+o0o

Se x, — +o0 = T(z,) — —0o0, che & assurdo. Quindi (z,) & limitata = 3
una sottosuccessione di (z,,) che converge verso un punto di massimo Z.
Dalla definizione di T si ha che T'(Z) = T|y| — |Z|, e siccome si considerano
le 2 > 0, & possibile assumere che T'(7) = Z|y| — Z.

Inoltre, essendo T un punto di massimo, 7(Z) = 0. Questo si ha se e sol-
tanto se T'(Z) = |yl — 1 =0 = |y| = 1. Quindi T(Z) = 0, da cui ¥(y) = 0.

FEsempio 4.
Sia ®(x) = %. Allora ¥(y) = %, dove 1 <p,q < +ooe 1%%—% = 1, infatti:
U(y) = sup{z|y| — ®(x) : © > 0} = {z|y| — % : x > 0}, per definizione.

Posto T'(z) = z|y| — sz, sia (x,) una successione in {x > 0} tale che:

T(x) — sup T
{=z>0}
Si avra:
T |2 |P
c< sup T= lim z,|y| — ——, ceR.
{:EZO} n—+0o00 P

Se x, — +00 = T'(z,) — —o0, che € assurdo. Quindi (z,,) ¢ limitata = 3
una sottosuccessione di (z,) che converge verso un punto di massimo 7.
Dalla definizione di T si ha che T'(%) = Z|y| — @, e siccome si considerano
le x > 0, & possibile assumere che T(T) = T|y| — %p. Inoltre, essendo T un
punto di massimo, 7'(Z) = 0. Quindi:

1
T'@ =y -7 =0e " =yleT=|y/1
In aggiunta, dalla relazione di coniugio tra p e ¢ si ha che:

1 qg+p pq _q+p D
—t-=le——=—w-"——=qg&qp-1)=pe(p-1)=-
P q Pq Pq P q

Allora:



14 1. Le funzioni di Young
_ 4 _ _ T q q at+p q q
T=lylr e T@) =2yl = T = |ylolyl — 57 =yl v~ BF = Jylr - 7 =

q
[yl =) =17
ly|?
= Y(y) = :
q
Esempio 5.

Sia ®(x) = el*l — |2| — 1. Allora W(y) = (1 + |y|)log(1 + |y|) — |y|. Infatti:
U(y) = sup{z|y| — ®(z) : z > 0} = {z|y| — el*l +|z| + 1 : z > 0}, per
definizione. Posto T'(z) = z|y| — el*l + |x| + 1, sia (x,) una successione in
{z > 0} tale che:

T(x) —» sup T
{z>0}
Si avra:

c< sup T = lim z,|y| —e‘x"‘—|—|xn|+1, ceR.
{3}20} n—-+o0o

Se x,, — +00 = T(x,) — —o0, che & assurdo. Quindi (z,,) ¢ limitata = 3
una sottosuccessione di (z,) che converge verso un punto di massimo z.
Dalla definizione di T si ha che T(z) = Z|y| — e + [Z| + 1, e siccome si
considerano le z > 0, & possibile assumere che T'(Z) = Z|y|—e®+Z+1.Inoltre,
essendo T un punto di massimo, 7"(Z) = 0. Quindi:

T@) =y —e"+1=0e" =yl+1ez=1log(lyl +1)

Allora:

T =7zlyl —e"+T+1=log(ly| + 1)(Jyl + 1) — |y
= U(y) = (1 + |yNlog(1 + ly|) — ly|.

Si introduca ora una proprieta delle funzioni di Young, che ne caratte-
rizza la rapidita di crescita e che gioca un ruolo fondamentale nella teoria
di struttura degli spazi di Orlicz.

Definizione 3.
Si dice che una funzione di Young ® : R — R™ soddisfi la As-condizione,
e si indica con ® € Ay, se Jxg > 0:

O(22) < KO(x), x> xg (1.12)

per una qualche costante assoluta K > 0. La condizione Ay ¢ verificata
globalmente se zg = 0.
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Osservazione 5.
Nella definizione, il 2 puo essere sostituito da o > 1, con a € R, ottenendo
una condizione equivalente a (1.12).

Esempio 1.
Si consideri ®(x) = |zP, p > 1. Allora ® € Ay per K > 2.

FEsempio 2.

Tutte le funzioni ®(z) = alz|P, p > 1, a € R con a > 0, appartengono a As.
D’altra parte se ®o(z) = el*l — 1, allora ®g(x) ¢ Ay. Infatti non esiste un
K > 0 tale che ®y(2z) = el?*l — 1 < K(el*l —1).

Nel corso della trattazione verranno analizzate la struttura e le proprieta
delle funzioni di Young ® e ¥, ponendo 'attenzione sulla loro rappresenta-
zione integrale.

1.3 Rappresentazione integrale delle funzioni
di Young

Teorema 1.3.1.
Sia @ : (a,b) = R una funzione. Allora ® é convessa < per ogni sottoin-
tervallo chiuso [c, d] C (a,b) si ha:

O(x) = P(c) + /cp(t)dt, c<zx<d, (1.13)

c

dove ¢ : R — R ¢ una funzione monotona crescente e continua a sini-
stra. Inoltre, ® ammette derivata sinistra e destra in ogni punto di (a,b)
ed esse sono uguali eccetto in al piu in un numero numerabile di punti. In
particolare, ® & derivabile quasi dappertutto.

Dimostrazione. Sia ¢ < x; < d, Vi = 1, 2, e, per usare l'ipotesi di convessita
didsiac<zr<y<z<d.

Ponendoa = 4= e =% sihache0 < o,f <lea+j3 = % =1
Inoltre, con 1 = z e x9 = x, si ha:

—x z— z—xz+zr —Yyx zZ—x
T ek O Rk IO yr _yle-o) _
z—x z—x (z —x) (z —x)
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da cui, per la convessita di ®:
®(y) = ©(azs + fr2) < a®(z1) + BR(22) = a®(z) + fR(x).  (1.14)
Sostituendo «, 8 e ponendo z — x = z —y + y — x in (1.14), si ottiene:

Oy) — 2(x) _ 2(2) — 2(y)

Yy— B Z—x

(1.15)

Questo implica che il quoziente della differenza per ® & crescente in [c,d].
Dacuise c < ¢ <z <y<d; <d, allora (1.15) puo essere esteso a:

Ple) — (e) _ B(y) — 2(z) _ 2(d) — B(c).

c—c y—x - d—c

(1.16)

Da questo si deduce immediatamente che:
[®(y) — (2)| < Kilz —yl,

dove K ¢ il massimo dei termini estremi in valore assoluto nella disugua-
glianza (1.16).

Questo implica che ® & di Lipschitz in [¢,d], per cui in particolre ® & asso-
lutamente continua. Infatti, Ve esiste un d. > 0 tale che V]a;, b;) C (a, b) si

ha che ) |®(b;) — (a;)| < €.

=1
Quindi, per il teorema di Lebesgue-Vitali:
B(x) = B(a) + [ F(B, w<z<h, (1.17)

Si verifichino ora le proprieta di ®’.
Da (1.15),cony =x+h, z=y+ ', h,h’ >0, si ha:

D*®)(z) = lim < 00
(D72)(z) = lim Y <S—a <+
[§]

_ Py — 2y —h)
D™ ®)(y) = 1 — 0.
(D72)(y) = lim N >

Da cui le derivate destra e sinistra di ® esistono in ogni punto di [¢,d] e per
x <y,

(o)) < T2 < (poay(),
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Sapendo che (D~ ®)(y) < (D ®)(z) da (1.16), (DT ®) & crescente e 'insieme
dei punti di discontinuita di questa funzione ¢ al pit numerabile. Allora
(DT®)(z) = (D~ ®)(y) in ogni punto di continuitd di queste funzioni, e tale
valore comune ¢ esattamente ® di (1.17). Per cui vale (1.13) con ¢ = @'
Per dimostrare il viceversa, si consideri vera la (1.13). Per ¢ < x < d, sia
L(x) la corda passante per (¢, ®(c)), e (d, ®(d)) che ¢ data da:

CI)(CZ — ;l{)(d) (x —¢).

Per verificare che ® ¢ convessa, ovvero che la corda ¢ al di sopra dell’arco
(L(x) > ®(x)), occorre far vedere che:

O(z) = ®(c) _ ®(d) — 2(c)

T —c - d—c

L(z) = ®(c) +

, c<x<d. (1.18)

Tale disequazione ¢ verificata sostituendo (1.13) in ®. Inoltre, si ha sempre

che:
T d

[etwi <o < 2 [ e,

C x

da p(c) < o(t) < p(z) < o(d), per ¢ < t < x < d. In aggiunta, il membro
18

1

Tr —cC

destro di (1.18) puo essere espresso nel modo seguente:
f p(t)dt + f p(u 2 d
> min 1/ Wdt, —— [ p(w)du
(d—x)—i—(m—c) xr—c d—z) 7

=- L : /ap(t)dt.

C

L’ultima disuguaglianza ¢ una diretta conseguenza della relazione:

min <a1 a2> < <a1+a2> <rnax<a1 a2>
b1 by ) = \ b1 + by by by )’

per ogni numero reale a;, az e numero positivo by, ba. Allora la (1.18) si
conserva e ¢ data da (1.13) ¢ convessa in (a, b). O

Corollario 1.3.2.
Sia ® : RT™ — RY una funzione di Young. Allora puo essere rappresentata
come:

O(x) = /go(t)dt, r€RT. (1.19)
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dove p(0) =0, p: Rt — R ¢ monotona crescente, continua a sinistra e se
o(z) = 400 per x > a allora ®(x) = 400, x > a > 0.

Dimostrazione. Sapendo che una funzione di Young ® : R — R* & convessa
e che ®(0) = 0, ma ®(z)  +oo per x 400, ¢ chiaro che se ®(a) = +o00
per un qualche a > 0, allora ®(x) = +oc0 per tutti gli > a. Considerando
che p(0) = 0 e p(x) = +o0 per x > a in questo caso, (1.13) & verificata.
Allora & possibile esprimere la rappresentazione (1.13) per ogni funzione di
Young @ nella forma (1.19). O

Osservazione 6.

La rappresentazione (1.19) e la funzione complementare ¥ motivano una
definizione equivalente di quest’ultima, quando la derivata ¢ di ® € continua.
Sia, infatti, ¢ 'inversa della funzione monotona ¢ di (1.19). Perche v sia
continua a sinistra occorre definirla nel modo seguente:

Y(u) = inf{t : p(t) > u}, u > 0. (1.20)

Allora ¥(0) = 0, ¢ & crescente ed univocamente determinata. Inoltre, per
la continuita a sinistra di ¢, {t : ¢(t) > u} e lintervallo (¢(u), +o0] e
P(u) <t<s e(t) > u.

Si definisca ora:

U(y) = /w(u)du, y > 0. (1.21)
0

Allora ¥(0) = 0, ¥ ¢ convessa per il Teorema (1.3.1) e quindi si tratta di
una funzione di Young.

Teorema 1.3.3.
Sia ® : RY — R una funzione di Young e sia ¥ definita da (1.21). Allora
queste soddisfano la disuguaglianza di Young:

zy < O(z) + ¥(y), z,y >0, (1.22)
con l'uguaglianza in (1.22) se y = p(z) o x = ¢Y(y), per x,y > 0.
Dimostrazione. Se per qualche xg, yo, 0 ®(z9) = +00 0 ¥(yp) = +00, allora

vale la (1.22).
Quindi, occorre solo esaminare il caso di ®(z) < 400 e ¥(y) < +oo per tutti
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gi0<zr<4o0el<y<+oo. Allora:

x Yy

0§xy=/du+/dv
0 0
/ dudv

{u<z,w<y:0<u<p(v),0<yY (u)<v}

+ / dudv

{uz,v<y:u>p(v)>0,0<v<tp(u)}

z yAp(u) y  2Ap(v)
:/du / dv+/dv / du,
0 0 0 0

dove u A u=min(u,v), ed & stato utilizzato il teorema di Fubini-Tonelli

dove 'uguaglianza occorre nel penultimo passaggio se e soltanto se y > ¢(u),
e cosi dalla (1.20) ¥(v) =z, 0y = p(x) e x > P(y).
O

1.4 Relazioni tra coppie complementari di funzio-
ni di Young

Definizione 4.

Una funzione di Young ® : R — R™ continua si dice N-funzione se:

d(z) =0z =0, 1in%¥ =0e lim 2& = o0 e ®(R) C (RH).
T—

T—+00 R
Il seguente risultato ¢ un’immediata conseguenza del Teorema (1.3.1)

Proposizione 1.4.1.

Sia (®,V) una coppia complementare di N-funzioni. Allora ® e ¥ sono
strettamente crescenti e quindi le loro inverse =1, U™ sono univocamente
determinate e vale:

a< ® Ha)T 1 (a) < 2a, a> 0.
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Dimostrazione. Si noti che per ogni a > 0:

d 1
(a) = /go(t)dt = p(t%), per un qualche 0 < t* < a,

per il Corollario (1.3.2) ed il teorema del valor medio per gli integrali di
Lebesgue. Da cui, per I’Osservazione 5 ed il teorema del valor medio per gli
integrali di Lebesgue:

P(a)
v = [ua= 0w, o<i< Mg,
0
<29 o) < MV o= aw), (1.23)

essendo le funzioni ¢ e ¢ 'una l'inversa dell’altra.
Ponendo ®(a) = « in (1.23) si ha che:

ﬁm) <U(a) & a < o Ha) T L)
D’altra parte, per la disuguaglianza di Young se a = ®(a) e = U(b):
dHa) T (B) < a+ 5. (1.24)
Ponendo oo = f in (1.24), si ha:
da)+ T a) < 20 (1.25)

Quindi vale il risultato. O



Capitolo 2

G1 spazi di funzione di Orlicz

2.1 Lo spazio £®(u)

2.1.1 Le classi di Orlicz su generali spazi di misura

In questo capitolo sono presentati gli spazi di funzione di Orlicz su arbitrari
spazi di misura. L’analisi qui proposta ne mette in luce alcune rilevanti pro-
prieta, ponendo 'attenzione sulle possibili similitudini con gli spazi £P(u),
p>1.

Osservazione 7.

Sia ® : R — R* una funzione di Young, quindi misurabile. Se f: Q — R &
anch’essa misurabile, allora ®(f) : Q — R¥ lo & a sua volta, poiche composta
di due funzioni misurabili.

Definizione 5. B
L® (1) & l'insieme di tutte le funzioni f : Q@ — R, misurabili per ¥, tali che

[ (| fl)dp < +oc.
Q

Osservazione 8.
Si assumi che la misura p abbia la seguente proprieta:

VEeXtc wE)>0=3FecXtc. FCEe0<pu(F)<+oo.
Questo elimina misure come p(A) =0se A =0, e u(A) = 400 se A # (.

Definizione 6.
Un insieme A € ¥ & un atomo per p (o € un p-atomo) se u(A) > 0e VB C A,
B e ¥, allora u(B) =00 u(A—B) =0.

21
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Definizione 7.

Un insieme D € ¥ si dice diffuso per p se non contiene p-atomi. Questo
implica che VA, 0 < XA < p(D), & possibile trovare un insieme D; C D,
Dy € ¥ t.c. u(D1) = A. In questo caso D & detto non atomico per p.

Osservazione 9.
Lo spazio di funzioni £® () non & generalmente lineare, come si puo evincere
dal seguente risultato.

Teorema 2.1.1.

1. (i) Lo spazio L® (1) ¢ assolutamente convesso, cioé:

se f,ge L2(n) e a,B €R tc. |af+ 8] <1, allora oof + Bg € L2 (1).

(ii) Inoltre, sia f misurabile, se 3 h € L (u) t.c. |f| < |h|, allora f € L®(1).
2. Se ® € Ay globalmente quando u(2) = +oo, e localmente se u(2) < +oo,
L®(p) ¢ lineare. Viceversa, se L2(p) ¢ lineare e p ¢ diffusa su uno spazio
di misura positiva, la condizione As (in questi due casi) é necessaria.

Osservazione 10.
Si dice che la condizione Agy & regolare, se ¢ verificata per ® localmente
quando la misura in /jq’(u) e finita, mentre globalmente se la misura dello
spazio ¢ infinita.

Dimostrazione. 1. (i) Siano f,g € L®(u) e 0 < v = |a| + |3| < 1. Per la
monotonia e la covessita di ®:

16
gl

o

O(laf + Bgl) < @(lallf1+16llg]) < 7®(7f+

9) < laf@(|f]) + B (lg])-
Quindi:

/ d(laf + Byl)du < / (1) + / 1819 (lgl)dps < +oo,
Q Q

Q

per cui af + Bg € L®(u). )
(ii) Per ipotesi | f| < |h|, con h € L®(u) e f misurabile. Pertanto:

/ B(|])dp < / &(|h])dp < +oo,
Q

Q

allora f € L®(u). )
2. Per dimostrare la linearita, ¢ sufficiente verificare che Vf € L2 (1) si
ha che 2f € £%(u), da cui nf € L®(u), ¥n € Z ed anche Ya € R, con
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a>0,af € EN(I)(/NL), per 'ultima parte di 1. Conseguentemente, afi +bf2 =
V(& fi+ 5 f2) € L2(n), con v = |a] +[b] > 0 e per fi, f € L2 (), per L(i).
Quindi, occorre solo dimostrare che 2f € L2(n), Vf € L®(p).

Nel caso in cui u(€2) = +o00, se & & Ag-regolare allora:

(2[f]) < Ko(|f]),

per una qualche costante assoluta K > 0. Da cui:

/ B(2f()dp < K / B(|f[)dp < +oo,
Q

Q

allora 2f € L®(u).
Invece, se pu(2) < 400, ®(22) < K&(x), per x > x9 > 0. Sia ora f; = f
se |f| < xg, mentre f; = 0 nei restanti casi. Posto fo = f — fi, sia ha che

f=fi+fre

(2[f]) = @(2[f1]) + (2 f2]) < @(2[f1]) + KD (2] f2]),
da cui:

[ el < Beu(@) + K [ 8(1f)du < +oc,
Q Q

allora 2f € L®(n) e, per quanto detto precedentemente, cid mostra che
L®(11) & lineare quando ® & Ag-regolare.

Si dimostri ora il viceversa del teorema. Sia E € ¥ un insieme di misura
positiva su cui e diffusa p, e si suppunga per assurdo che ® non sia As-
regolare.

Sia 0 < a < pu(FE) < +oo, allora per le ipotesi su pu, 3F C E, F € ¥ con
w(F) = a < +o0. Inoltre, si assuma che ®(R) C RT, per non cadere nel
caso banale

Siccome ® ¢ Ay, allora esiste una successione (x,) t.c. ®(2z,) > n®(x,),
n>1. Sian, € Z t.c.:

1
Z — <a, e O(xy,) > 1 per tutti gli n > ny.
n

n>ng

Essendo p diffusa su F, esiste un insieme misurabile Fy C F' t.c. pu(Fp) =

Z — < a. Allo stesso modo, ¢ possibile trovare un insieme D; € X,
n

n>ng

Dy C Fy tc. u(Dy) = 7%' Inoltre, sapendo che u(Fy — Dy) > 0, 3Dy € X,
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Dy C Fy—D; t.c. p(Ds) = W Ripetendo tale procedimento, si possono
trovare D,, € ¥ insiemi disgiunti t.c. u(D,,) = m, n>1.

Si scelga ora Fj, C Dy, F, € X, t.c. pu(Fy) = %((5:;-

o
Sia, inoltre, f = Z:):nxpn. Allora, f € misurabile e:

n=1

[oau=3" vutr) = Y 5 < +oc,

Q n=1 n>ng

cosi f € L®(u). Comunque:
[e@pin=Y" 0o )utB) = Y 0t )uF) = Y 5 =+
Q n=1

per cui 2f ¢ L®(u), che & assurdo. O

Osservazione 11.

Ogni spazio di funzioni, con la proprieta del punto 1. del teorema precedente,
& detto circolare e solido. In effetti, se f € £L®(u) allora hf € L£L®(u) per
ogni scalare h di valore assoluto 1 (per esempio h(6) = ')
lg| < |f|, con g misurabile, implica che g € L ().

, € la condizione:

Corollario 2.1.2.
L’insieme L (1) ¢ una classe circolare e solida di funzioni scalari ed ¢ lineare
se e soltanto se ¢ chiusa rispetto al prodotto di numeri positivi.

Osservazione 12.
Per la condizione necessaria del punto 2. del Teorema (2.2.1), & essenziale
che p sia diffusa su un insieme di misura positiva. Il seguente esmpio illustra
tale osservazione.

Esempio 1.

Siano Q = {1,2,...}, ¥ una o-algebra di 2 e p una misura t.c. p({i}) > 1,
Vi > 1. Sia, inoltre, ®(x) = e’ — 1. Quindi, la misura del contare p risulta
atomica, mentre ® ¢ una N-funzione e ® ¢ As. Infatti, non esiste un K > 0
t.c.:

d(2z) = et —1 < K(e”” —1).
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Con queste condizioni si puo asserire che L% (1) ¢ lineare.
Infatti, se f € L®(p):

(o)

/ S(f)dp =3 (exp(|f(m)) — 1) < +oo,

Q n=1

quindi il termine sulla destra risulta limitato.
oo

Si supponga ora che Z(exp(\f(n)|2) —1) < K per K >0,

n=1

cosi exp(|f(n)|?) < K+ 1, n > 1. Allora:

Q n=1
< S (exp(f)P) — DK + (K + 12 +1)
n=1
— (K+2)(K+1)2+1) / B(f)dp < +oo,
Q

da cui 2f € L®(u) e lo spazio & lineare.

2.2 Lo spazio di Orlicz

Definizione 8.

Sia £®(u) definito su un arbitrario spazio di misura. Lo spazio £®(u) di
tutte le funzioni misurabili f : Q — R, t.c. af € £®(x), per un qualche
a > 0, ¢ chiamato spazio di Orlicz.

Quindi:

L2(p) ={f: Q= R, misurabili : /@(af)du < 400, per un qualche a > 0}.
Q

Proposizione 2.2.1.
Linsieme L® (1) ¢ uno spazio vettoriale. Inoltre, V.f € L®(u), Ja > 0 t.c.:

af € By ={g€ L) : /‘P(g)dﬂ <1},
Q

e By ¢ un sottoinsieme circolare solido di L®(p).
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Dimostrazione. Si dimostri che £ (1) & uno spazio vettoriale.

Siano f1, fo € L®(p), allora 3oy, as > 0 tali che ayfi,asfo € L(u), dalla
definizione. Posto a = min(«1, as), si ha che o > 0 e per la monotonia e la
convessita di :

/(I)(;(fl + f2))dp < ;(/‘I’(alfl)du+ /‘b(%fz)du) < 4oo,  (21)

Q Q Q

essendo fi1, fo € L (p).

Da § > 0 e (2.1) segue che fi + fo € L®(u). In particolare, Vf € LP(p),
allora 2f € £%(u), quindi nf € £®(u), Vn € Z, con n > 1, e conseguen-
temente af € L®(u), Va € R. Da cui £®(u) & uno spazio vettoriale ed &
anche, ovviamente, solido e circolare.

Sia ora (ay) un’arbitraria successione tale che a, N\, 0 e o, = min(e,ay).
Allora ay, N\ 0, ®(apf) < P(af) e ®(anf) — 0 per la continuita e la
monotonia di ®, quale funzione di Young. Quindi, per il teorema della con-
vergenza dominata, [ ®(ay,)dp — 0, per cui Ing € N t.c. [ @(ay, f)dp < 1.

Q Q

Allora o, f € Bg.
Mentre se ®(x) = 400 per & > g > 0, allora tutte le f € £L® (i) devono
essere limitate. O

2.2.1 Spazi di Orlicz e spazi di Lebesgue L£P(u), p > 1

Proposizione 2.2.2.

1. Sia (Q, X, p) un finito spazio di misura. Allora:

(i) LY(pn) = U{L® () : ® sia una N-funzione};

(15)L° (1) = N{L® () : ® sia una N-funzione}.

2. Sia (Q, X, p) uno spazio di misura, se (®,V) é una coppia di N-funzioni,
allora:

LN(n) = L2 LY (), dove L2 (W)LY (1) = {fg: | € LP(n), 9 € LY (n)}.

Y (u
Dimostrazione. 1.(i) Si dimostri che L®(u) C LM(u), per tutte le N-funzioni
®. Per ogni f € L®

(1):
/@W+@WS/¢WWM<Hm
Q Q

sapendo che, per la convessita di ®, ®(z) > ax + b, con a e b costanti.
Esplicitando il membro sinistro della disuguaglianza, si ha che:

[l v =a [ 171dn+ @) <+,
Q

Q
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Allora f € £'(p) e vale I'inclusione: £1(p) D U{L® (1) : ® sia una N-funzione}.
D’altra parte, se f € L(u), allora & uniformemente integrabile e per il
Teorema (1.1.1) , esiste una funzione convessa ®, del tipo desiderato, t.c.

[®(|f)dp < +o0, e quindi f € LP ().
Q

Questo implica che £'(u) € {L£L®(n) : ® sia una N-funzione} e quindi vale
I'uguaglianza tra i due spazi.

(ii) Se f € L) = |f(w)] < k < 400 per tutti gli w € Q — Qy con
() = 0, allora per ogni N-funzione ® si ha:

[ oshdn< [ @(dn = owu(@) <+
Q Q
Quindi £2(u) € N{L®(y) : ® sia una N-funzione}.
Ora, si supponga per assurdo che 3f € £L®(u) t.c. f & LX(p).
Sia n; < ng < ... una successione di interi (ny — +00) :
Q= {w:ng < |f(w)] < ng+ 1} soddisfa u(Q) > p(Qxy1) > 0. Questo
¢ possibile perche per ipotesi f ¢ £°(u) e quindi non ¢ limitata. Inoltre,

ZM(Qk) < u(2) < +oo con Q € ¥ disgiunti. Cosi u(€;) — 0 per
k=1

k — +o0.
Si definisca ora:
2
wol(t) = ey e 0t <
m’ Se%§t<%,k21

quindi si ha che ¢o(0) = 0, g € crescente e o(t) /400 per t / +o00. Da
||

cui @o(z) = [ @o(t)dt definisce una N-funzione, e:
0

Jonan=3" [ @oman
Q k=1 g,
> o (ns) ()
k=1
=DPE THCOMEIN
k=1
= %an = 400
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Allora f ¢ L£®(u), che & assurdo. Quindi vale la (ii).

2. Sia 0 < h € LY () e (®,¥) una coppia complementare di N-funzioni. Il
caso generale di h, puo essere ridotto a questo sapendo che |h| = h sgn h.
Presa ® una N-funzione = 3®~!, poiche ® & strettamente monotona cre-
scente.

Si definiscano ora le funzioni f, g nel modo seguente:

O~ 1(h(w)), sew e A

flw) =40, se w € Ag
+00, se w € (A1 U Ay)°
@—}ILE:()W))’ sew € Aq

g(w) =140, se w € Ay
+00, se w € (A1 U Ay

dove A] = {w:0 < h(w) < +oo} e Ay = {w : h(w) = 0}.
Si noti che h = fg e p((A1 U A2)°) = 0. Inoltre:

/@(f)du = /@(f)du = /hdu < +o0, per com’e stata definita f e

Q Ap Q

/\P(g)d,u: /w(q)’f(h)>du < /\Il(\lll(h))d,u: /hd,u < +00
Q Q

A1 1

per la Proposizione (1.4.1).

Quindi f € £L®(n) e g € LY (1), per cui si ha che £ () € L® () LY ().
L’inclusione opposta ¢ un’immediata conseguenza della disuguaglianza di
Young. Infatti, sia h € L®(u)LY (1) t.c. h= fgcon f € L2(u) ege LY ().
Allora:

[ = [1tgldn< [@(nan+ [wign < +oc.
Q Q

Q Q
e quindi h € L (). O

Osservazione 13.
Lo spazio di Orlicz & una generalizzazione degli spazi di Lebesgue £P, p > 1.
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Infatti, £ (1) e LP(u) & che L®(u) = LP(p) se ®(x) = |z|P, p > 1, ed inoltre,
se Po(x) =0 per 0 <z <1, e Py(x) = +oo per x > 1 (Po(—x) = Py(x)),
allora £ (y) = £>°(u). Pertanto, tutti gli spazi £P(p) sono inclusi in £ (p)
con ® funzione di Young.

Definizione 9
Per ogni f € L® (), siano:

o« L) =1 = {k=0:kf e L)}
o ky= suplqji(e R*);

o lp:k— [B(kf)dp, ke IL.
Q

Proposizione 2.2.3. B

Sia 0 # f € L% (), allora Ly I({) — RT & una funzione crescente e conti-
0,k lim /f(k) < .

i s 0.ky) e Jim 15(k) < +oc

Se p ¢ diffusa su un insieme E € ¥ di misura positiva e sono dati arbi-
trariamente 0 < «, B < +o0o, allora esistono una funzione di Young ® ed
fe L) te kf=aelky) =pB. Inoltre, 3g € L2 () t.c. kg = a e
Cy(kg) = +o0.

Dimostrazione. Per definizione:

G0 = [Sndn f e L), (2:2)
Q

per cui, essendo ® crescente su [0, k), anche £ lo e.

Inoltre, se k, — ko € [0,ky], con kg < kg, per (2.2) e per il teorema di

covergenza monotona si ha che ¢¢(k,) /' £;(ko). Quindi il funzionale /; ¢

crescente.

Se ko = ky, allora £(k,) < Ly(ko) e limsuply(k,) < £f(ko). Sapendo

n—-+o0o

che ®(k,f) > 0 e ®(k,f) — P®(kof) per il risultato precedente, allora

.. N . . '

EE{}E C¢(kn) > Lg(ko) per il lemma di Fatou

Pertanto, klin}c ly(kn) — €g(ko) e quindi £ e continua. Si noti che se @
n—7>K0

fosse strettamente crescente e continua, allora anche ¢ lo sarebbe, essendo

f # 0 su un insieme di misura positiva.

Per dimostrare 1'ultima parte del teorema, si considerino 0 < a, 8 < 400.
Sia, inoltre, ® una funzione di Young t.c. ®(z) = el*l — 1, per cui ® ¢ A,.
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Per ipotesi esiste un E € 3, con u(E) > 0 e su cui e diffusa p. Allora esiste
F CE,0< u(F) < 400, su cui 4 & ancora diffusa.

Data X(F), la restrizione della o-algebra 3 a F', per i risultati nella teo-
ria della misura, £®(F,X(F),u) si puo identificare con £®(Z,B,)) dove
T=1[0,u(F))eX:B— Rt e o-additiva.

Si prendano ora arbitrariamente 0 < x1 < 22 < ... < xp, < ..., da Z t.c.:
Tptl — Ty = W, n > 1, allora z, — 23 < +o00. Inoltre, si defini-
sca:

o0

1 n
f= o Z(logQ +1)X[a:n,a:n+1)' (2.3)
n=1
Da questo si ha:
0o Tn+1
/@(af)dA => / (exp(log 2") — 1)dA
T n=1 Zn

o) . B
— 2(2 +1_ 1)n(n e - B.

D’altra parte Ve € (0,1), perturbando di 1 + € 'argomento del precedente
integrale, questo diverge:

o (2(1+5)(n+1) . 1)

I/(I)((l +e)af)d = /anz:l n(n + 1)(2n+1 -1)

> 9¢(n+1)

In questo caso, a = ks e = {y(ky).
Sia ora g come f in (2.3), dove =, — Tp41 = m, n > 1, si ha che:

00 Tn+1
/@(ag)d/\ = Z / (exp(log 2"t1) — 1)d\
T n=1 Tn
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Ma per ogni 0 < € < 1, si ha:

—e)(n+1) 0 2— (n+1) e
/ (1 — €)ag)d\ = Z nET T Lo () <400 (24)
T n=1
Da cui, kg = v e £y(kg) = +o00. O

Osservazione 14.
Questa proposizione verra utilizzata per dimostrare la continuita di un fun-
zionale nel capitolo successivo.
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Capitolo 3

Lo spazio di Orlicz € uno
spazio di Banach

3.1 Le norme di Gauge e di Orlicz

Nell'ultima parte della trattazione sono introdotte le norme di Orlicz e di
Gauge, di cui vengono messe in evidenza alcune significative relazioni. Suc-
cessivamente, si dimostra che gli spazi di Orlicz, associati alle norme equi-
valenti di Orlicz e di Gauge, sono spazi di Banach.

Osservazione 15.
Considerando lo spazio Bg, si puo ora introdurre una norma funzionale su

L ().

Definizione 10.
Sia Ng il funzionale:

Jp <1} (3.1)

e

Nq,(f):inf{k:>():]lffeBé}:inf{k:>0:/(I>(
Q

In seguito, saranno enunciate alcune importanti proprieta di Ng(f).

Teorema 3.1.1.
(L2(1), Ng) & uno spazio lineare normato dove le funzioni che hanno la
stessa norma si identificano.
Inoltre, No(f) <1< [®(f)dp < 1.
Q

33
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Dimostrazione. Per dimostrare che Ng € una norma, e necessario verificare
le seguenti condizioni:

(i) No(f) =0« f=0;

(ii) No(af) = [a[No(af), a € R;

(iii) No(f + 9) < Na(f) + Na(g)-

Si dimostrino ora tali proprieta:

(i) Se f = 0 allora banalmente Ng(af) = 0.

Se, invece, Ng(af) = 0 si supponga per assurdo che |f| > 0 su un insieme
di misura positiva. Allora, esiste un § > 0 tale che A = {w: |f(w)| > §} con
fe(A) > 0. Mada (3.1), si ha che £ € Bg per tuttiik > 0, e quindi nf € Be
per tutti n > 1. Sapendo inoltre che p(A) > 0e ®(nd)  +oo per n — +oo:

d(nd)u(A) = /@(n&)du < /@(nf)du < /@(nf)d,u <1, n>1.
A A Q
Allora u(A) =0e f =0;
(ii) Si consideri il caso non banale a # 0:

=in ' ol = |a|in L : o
Nolad) = f{’f”-!‘l’(wdﬂﬁl} o f{ya\>0'9/@(k/,a‘)duél}
= |a|inf{8 > 0: !@(g}du <1}

= |a|Na(af).

(iii) Per dimostare la disuguaglianza triangolare, sia a; > Ng(f;), Vi = 1,
2. Allora 0 < a; < 400, e posto b = a; + as = b > 0. Inoltre, essendo £®
lineare, f1 + fo € £®, da cui si ha che Ng(f1 + f2) < +00. Quindi sapendo
che ® & convessa e che Z—z € Bp,Vi=1, 2:

/‘I’(flJer)du:/@(f-a1+fQ-a2)du

b 1 b a9 b
Q Q
a f1 as J2
< —= | &(=)d —= | ®(=)d
<3 (al) pt (a2) I
Q Q
al ag
et
~— b + b

Allora %(fl + f2) € Bg e quindi Ng(fi + f2) < b = a1 + ag, ovvero
No(f1 + f2) < Na(f1) + No(f2). Questo mostra che (£®(u), Ng) & uno
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spazio lineare normato.

Per dimostrare I'ultima parte dell’enunciato, sia a = Ng(f), f € L% (1)
e si esami il caso non banale in cui a > 0. Per definizione, % f € Bg.
Se a < 1, allora:

[owin< [ady<
a
Q Q
per la monotonia di ® e la definizione di Ng(f). Quindi:

/(b(f)du <1

Q
Viceversa, se [ ®(f)du <1, ovvero f € By, dalla definizione di Ng(f) si ha
Q
che Ng(f) < 1.
Si noti che, se a > 1, [ @(g)d,u < 1, ma @ possibile che [ ®(f)dp = +o0 per
Q Q
la proposizione precedente. Quindi solo il caso 0 < a < 1 risulta rilevante

qui. O

Osservazione 16.
I1 Teorema (3.1.1) e la Proposizione (2.2.1) possono essere sintetizzati come
segue: Bg ¢ un sottoinsieme convesso, circolare e solido di £L®(u).

Osservazione 17.
Un funzionale reale e positivo p su Bg definito come:

pBy (f) =inf{k > 0: % € Bs} (3.2)

e chiamato funzionale di Minkowski o di Gauge.

Da (3.2) si deduce che pp, coincide con Ng, e quindi Ny non e altro che
una notazione specifica di tale funzionale negli spazi di Orlicz. Per questo
motivo Ng verra nominata la norma di Gauge dello spazio di Orlicz £ (p).

Osservazione 18.

Sia (@, ¥) una coppia di funzioni di Young normalizzata, ovvero:
O(1)+¥(1) =1, (3.3)

allora la Definizione (10) puo essere riscritta nel modo seguente:

No(f) =inf{k > 0: /@(i)du < ®(1)},

Q
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sapendo che 0 < ®(1) <1 da (3.3).
Si noti che, ponendo ko = Ng(f) < 400

= J(k,) t.c. lim @(ki) — @(ki) > 0, e cosi per il lemma di Fatou
kn—ko n 0

Jo(L) <1 (0 < (1))

)

Inoltre, se f # 0, f@(Nq)f(f))du <1l& (kf < 4oce [®(ksf)dp < 1), da
cui kfNo(f) = 1. ? N

Altre importanti proprieta di Ng sono illustrate nel seguente teorema.

Proposizione 3.1.2.

Sia (fn) € L2(u), n > 1 una successione t.c. fn, — f, con f € LP(u) e

O(z) =0 < x =0. Allora No(f) < lim_ii_anq>(fn), cioe la successione
n—-+0o0

(fn) € L2(1) & uniformemente semicontinua.

Dimostrazione. Si dimostri il caso non banale ky = lim Jinf No(fn) < 400
n—-+0o0

ef # 0. Quindi, Ng(f) > 0 e per un n sufficientemente grande Ng(f,) > 0.

Si supponga ora per assurdo che 0 < kg < 400.

Se ko = 0 allora esiste una sottosuccessione ( f,,) tale che liil’l No(fn,) =0.
1—+00

Conseguentemente, fissato un qualche ig, No(fn,) <1, Vi > g e

1 il
Valr Q/ B(| )yt < Q/ Bl <1

usando la convessita di ®. Da cui:

/ (| fun )it < Na(fu,) = 0, (3.4)

Q

per ¢ — +oo. Dalla (3.4), sapendo che |f,,| — |f| e che ®(z) > 0 per
|x| > 0, per il lemma di Fatou allora si ha:

0< [@(shdn= [ tm o pl)du < tmint [ @(1f,)dn =0,

Q Q Q



3.1 Le norme di Gauge e di Orlicz

37

che ¢ assurdo. Quindi, 0 < kg < +o00.
Sia 0 < kg < t, allora kg < k; < t per un qualche i tale che:

/(I)<t du= [ T @55 )du
Q Q
§liminf/<b<fni>du
i—+00 t
Q
<liminf/<1> Jns dp <1
T i—+oo k; -
Q

per la convessita di ® ed il lemma di Fatou. Allora, Ng(f) < t. Inoltre,
essendo t > ko, si ha che Ng(f) < ko = lim}_an@(fn), per cui (f,) €
n—-+0o0

uniformemente semicontinua. OJ

Osservazione 19.

Si puo facilmente verificare che Ng gode anche delle seguenti proprieta:

(i) Siano fi e fo misurabili. Se |fi| < |f2| = No(f1) < No(f2);

(ii) Sia (f,) una successione di funzioni misurabili tale che 0 < f,, 1+ f =
No(fn) /" No(f) < +oc.

La (i) ¢ la monotonia di Ng, mentre la (ii) ¢ chiamata proprieta forte di
Fatou della norma Ng.

Per motivare ulteriori analisi della norma di Orlicz, si introduca ora
un’estensione della disuguaglianza di Holder. Sia quindi (®, V) una coppia
di normalizzate funzioni di Young e siano £®(u), £¥(u) i corrispondenti
spazi di Orlicz con le norme di Gauge Ng e Ny rispettivamente. Allora si
ha:

Proposizione 3.1.3.
Se fe LPu) ege LY(u), con (®, V) una coppia di normalizzate funzioni
di Young, allora:

/ Foldn < No(f)Nu(9). (3.5)
Q

Dimostrazione. Se Ng(f) =00 Ny(g) =0 (ovvero f =00 g =0), allora si
deduce banalmente il risultato.
Se, invece, No(f) > 0 e Ng(g) > 0, per la disuguaglianza di Young:

|f9l(w) /] 9l
No(f)Nulg) = <D<N¢(f)>(w) * ¢<N@(g)>(wx weQ  (3.6)
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Integrando su €2 'espressione (3.5) si ottiene:

Q/ R < / q’(wﬂn)(“)dﬁg/ (7t

<O+ (1) =1

= / Fold < Nao(f)No(g).
Q

Osservazione 20.
Se le funzioni(®, ¥) non sono normalizzate, allora ®(1) e ¥(1) sono sostituite
ciascuna da 1, ottenendo cosi:

/ (Foldu < 2Na(f)Ne(9) (3.7)
Q

Per una pilt profonda analisi di £®(y), & utile introdurre un’altra norma
che ¢ equivalente a Ng. Questa sara analizzata nella seguete sezione.

Definizione 11.

Se (2, ¥, pu) € uno spazio di misura (definito su sottoinsiemi di misura
finita), f : Q — R & misurabile per X, e (®, ¥) ¢ una coppia complementare
di funzioni di Young allora la norma di Orlicz || - || : f — || f]|e € definita
nel seguente modo:

1flle = Sup{/ [fgldp - /q’(\gl)du <1} (3.8)
Q Q
Per dimostrare che il funzionale || - || sia una norma, occorre verificare le

seguenti condizioni:

(@) [ flle =0 f=0;

(i1) [leflle = lcll|flle, c € R;

Gii) |11 + fallo < |1 f1lla + |12l

Si dimostrino ora le proprieta:

(i) Sia || f||le = 0 e si supponga per assurdo che f # 0.

Posto £ = {w € Q t.c. |f(w)] > 0}, allora u(E) > 0. Considerando lo
spazio (2, 3, p) su sottoinsiemi di misura finita, allora 3F C E, F € ¥, t.c.
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0 < p(F) < +oo. Sia, inoltre, g = kxr dove k > 0 e tale che [ ¥(|g|)dp < 1.
Q
Allora per la definizione (3.8):

0=1fllo > / Faldu > / K| fldp.
Q

F

Quindi f = 0 su F' che ¢ una contraddizione per la scelta di F. Dunque, se
Iflle =0=f=0.
Viceversa, se f =0 = ||f||e = 0, direttamente dalla definizione (3.8).

(i)
lefllo = supf [ lesgld: [ w(lghdn <1}
Q

Q

— |¢[ sup{ / \Faldy / (Jgl)d < 1)
Q

Q

(iii)
1+ folle = sud [ 101+ )glde [ Wlglyie < 1)
Q

Q

—sup [ 119 + fosldu s [ Wlal)du < 1)
Q

Q

— sup{ / | Frgldp + / fagldp / U(lgldp < 1)
Q Q

Q

= [l fille + [l f1lle-

Per cui il funzionale ||f||¢ € una norma.

Osservazione 21.

Se lo spazio (€2, 3, p) non fosse definito su sottoinsiemi di misura finita,

allora la condizione ||f||¢ = 0 non implicherebbe necessariamente che la

funzione f sia nulla. Per cui, in questo caso, ||f||s ¢ una seminorma.

Osservazione 22.

Si noti che [ |fg|dp puo essere sostituito da | [ fgdu| per g € By. Infatti:
Q Q

[ foaul < [ 17lgldn = [ radn. (3.9)
Q Q Q
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dove g = |g|sgnf. Allora g € Bg osservando che [ U(|g|)dp = [ ¥(|g|)du
Q Q

ed 1 membri esterni di (3.9) hanno lo stesso estremo superiore, da cui:

1l = sup{] / Fgdul : g € By} = sup{ / Faldu: g € By).
Q Q

Per verificare che le norme || - ||¢ ¢ Ng sono equivalenti, & necessario
dimostrare la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.4.
Se 0 # f € L2(u), allora si ha:

/(IJ(Hfqu))dugl. (3.10)

Dimostrazione. Siano py(g) = [¥(|g])dp e ply(g9) = max(1, pw(g)). Allora:
Q

/ Fald < py(9)]| o, g€ Lo0). (3.11)
Q

Infatti, se py(g) < 1= p4(g) =1 e (3.11) segue dalla definizione di Hf||q>
Mentre, se py(g) > 1 = p4(g) = pw(g) e (3.11) si ottiene sostituendo
ag.

Si noti anche che da (3.7), si ha sempre che ||f||le < 2Ng(f), per cui se

Jae

Ppw (g)

f € L%(u) = ||flle < +00. Da questo segue che vy : E fq)(lfll
con E' € X, ¢ una misura su sottoinsiemi finiti.
Infatti, vy : ¥ — RT & o-additiva e se vf(E) > 0 = p(E) > 0 cosicche

J @ (k)i < 1 per un qualche k> 0. Da cui vy (E) < +oc.
E

Per la proposizione (2.2.3), il funzionale vy & continuo su (kflo,—l-oo) dove
=inf{k >0: % € L®(u)}. Pertanto, si possono trovare ky < k < 400

te. F={we B: () > 0} e 0 < vp(F) < +o0.
Si richieda ora che (3.10) sia verificata VA € ¥ t.c. pu(A4) < 400, Questo si
ha sostituendo a f, la funzione semplice fy 4.

Posta g = cp(m), allora g & ancora una funzione semplice e g € L®(u).

Inoltre, per il Teorema (1.3.3), con Q = A:

|/ e = / <H St pola). (3.12)
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Per (3.11) il membro sinistro di (3.12) e al piu py(g), dove py(9) = pw(9)

se py(g) > 1. Quindi, in tal caso, per (3.12) f(b(‘lff”q))d,u =0.
)

Se, invece, py(g) < 1= py(g) = 1.

Pertanto, sia nel caso in cui py(g) = pw(g) che in quello in cui pf(g) = 1
(3.10) e verificata se f e una funzione semplice.

Si consideri ora il caso generale. Sia f una funzione = 3 una successione (fy,)
di funzioni semplici t.c. 0 < f,, 1 |f|, puntualmente. Cosi, ||fnlle < ||f||o e

si ha:
£ fa
/éﬂm@““g/@an”“gL

Q Q

per la convessita di ® e quanto detto sopra nel caso di f semplice. Allora:

i [ (T ydn = [o(T o<,
Q

oo 17 1le Sl lle

per il teorema di convergenza monotona. Quindi, (3.10) ¢ verificata se

() < +oo.

Si esami ora il caso in cui u(Q) = +oo.

Sia X1 = {A € ¥ : pu(A) < +oo}, allora per quanto detto precedente-

mente sup{vs(A) : A € ¥} = a < 1. Essendo X chiuso rispetto all'u-

nione dei suoi elementi, 3 una successione (4,) € X; con A, C A, t.c
oo

nll}rfoo vf(A,) = . Quindi se B = nL:Jl A, = vp(B) = .

Si dimostri ora che v;(B€) = 0.

Posto Ey = {w € 2 : @(W) > 0} e necessario verificare che v(Ey N B¢) =

0. Si supponga per assurdo che v¢(FEy N B¢) # 0, allora 3F C EyN B t.c.

F € 34, u(F) > 0. Conseguentemente.

a<viB)+vi(F)=vy(BUF)= lim vs(A,UF)

n—-+oo

<sup{r¢(D):D € X1} =,

che e assurdo. Quindi v¢(EyNB¢) =0= Ey € ¥ e vf(B°) =0.
Allora:

ve(Q) =ve(B) =a <1,

allora (3.10) & verificata in tutti i casi. O
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3.1.1 Relazioni tra norme di Gauge e di Orlicz

Il risultato precedente da un’utile relazione tra la norma di Orlicz e quella
di Gauge.

Proposizione 3.1.5.
Vf e L), data ® una funzione di Young, si ha:

Na(f) < ||flle < 2Na(f). (3.13)

In particolare, se (P, ¥) ¢ una coppia normalizzata di funzioni di Young, la
relazione diventa:

P(1)Na(f) < |[flle < 2Na(f). (3.14)

Dimostrazione. La relazione (3.13) € una diretta conseguenza di (3.7), (3.10)
e della definizione di Ng.

Si dimostri ora la (3.14). Posto @ = ®(1), da cui 0 < a < 1, allora per
(3.10) e la convessita di ®:

of f
/@(Hf)d,u, < a/fb()d,u <a<l

lo 1 1le
Q Q
(0%

Mentre per dimostrare il membro destro della disuaglianza, si usi la disu-
guaglianza di Young con py(g) < 1:

/IfgldMZ/lngdﬂzﬂ/‘glgldu
Q Q Q

SB(/é(@)duﬂL/‘I’(g)du)

0 0
< B(e(1) +1) <25,

con 5= Ng(f). O

Osservazione 23.
Dalla precedente proposizione si evince facilmente che le norme Ng e || - ||o
sono tra loro equivalenti.

Osservazione 24.
Sia || - ||¢ che Ng sono monotone crescenti. Infatti, Vfi, fo € L£%(u) t.c.
0< f1 < fo, siha[|Ai]] < [[f2] dove || - [| denota [[ - || 0 Ne.
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Osservazione 25.

Come conseguenza della definizione di || - || e (3.13) & possibile sviluppare
la disuguaglianza di Hélder (3.7) nel modo seguente:

se f € Lu)ege LY (), allora:

/ gldy = / llgldn = Nuy

SN\I/(Q)WH@

e (P, ¥) possono essere scambiate qui. Da cui:

/ \Faldp < min(Na(£)llgllw> Nu(@)]|£lla).
Q

Si presenti ora un interessante sviluppo della disuguaglianza di Holder
che estende la (3.7). Per fare questo, & necessario introdurre alcuni risultati
preliminari.

Lemma 3.1.6.
Siano ®; : RT — R, Vi = 1,2,3, funzioni monotone crescenti, continue da
sinistra tali che:

O () Py H(2) < B3 (), x>0 (3.15)
dove ®; " (z) = inf{y : ®;(y) > z} con inf() = +oo. Allora:
P3(zy) < P1(z) + P2(y), z,y > 0. (3.16)

Dimostrazione. Per com’® definito ®;71, ®;(®;"1(z)) < z < &1 (®;(x)),
Vi=1,1,3. Siano z,y > 0 t.c. ®1(z) < Po(y). Allora:

2y < 017N (P1(2)) Py (Pa(y)) < 17 (Ra(y)) P2 (D2(y))
< 371 (Da(y)),

da cui ®3(zy) < <I>3(<I>3_1(q>2(y))) < Py(y). Mentre, se P1(x) > Po(y), si
ha:

zy < 17N (@1(2)) Do (Ba(y)) < @171 (@1 (2)) Do (R1())
< 371 (P4 (),

per cui ®3(zy) < P3(P371(P1(z))) < ®1(z). Allora:

P3(ry) < max(®1(x), P2(y)) < P1(x) + Pa(y),

che generalizza la disuguaglianza di Young. O
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Si introduca ora una generalizzazione della disuguaglianza di Holder.

Teorema 3.1.7.
Siano ®; : RT — R, Vi = 1,2, 3, funzioni monotone crescenti, continue da
sinistra tali che:

;7 (2)®y N (z) < P37 (), x>0

dove ®;~1(z) = inf{y : ®;(y) > z} con inf()) = +o0. Sia, inoltre, (Q, X, 1)
uno spazio di misura. Se f; € L (u), Vi = 1,2, allora f1 - fo € L3 (p) e:

N<I>3(f1f2) < 2N<I>1 (fl)Nfl’Q (f2)

Dimostrazione. Si assuma che Ng, =1, Vi = 1,2 per semplicita. Allora per
la convessita di ®;(> 0) ed il Lemma (3.1.6), si ha:

[l < 2 [ @il

Q Q
1
<5 @allfibda+ [ @xs)aw)
Q Q
< 1(1 +1)=1
= 2 - )
per cui No,(f1f2) < 2 = No,(fif2) < 2N, (f1)Ns,(f2), nel caso in cui
Ng, =1, peri=1,2. L]
_ lzf? 1

Si prendano ®q(z) = Oy(1) = %, con p,q,r > 1e %_F% 1

P
cosicche ®3(x) = @ Infatti:
zy|” xP o |y|?

S L e

_7—’_77
r p q

e questo offre una forma meno diretta della disuguaglianza classica.

Corollario 3.1.8.
Siano p,q,r > 1 e%—kl =

Se fr e £P(1), fo € L300,

1 fallr < 2[[f1llpl f2llq-

S 3=

llora fifs € L7 (n) e:



3.2 Lo spazio di Orlicz € completo 45

3.2 Lo spazio di Orlicz € completo

Teorema 3.2.1.
Lo spazio (L% (1), Ng) & completo.

Dimostrazione. Sia (f,) € L®(u) successione di Cauchy, per cui:

lim N@(fn_fm) =0.

n,m—400

Per far vedere che (£®(u), Ng) ¢ completo, occorre dimostrare che 3f €
L2 (1) t.c. liril Ng(fn — f) = 0, ovvero che ogni successione (f,) € £ (1)
n—-—+0oo

converga verso un elemento dello spazio.

Sia zp = sup{x € R" : ®(x) = 0}, allora 0 < xy < +oo per com’¢ definita la
funzione di Young ®. Per ipotesi, esistono ki, > 0, con Ng(fr — fin) > k:m
e t.c.:

/ Bkl fo — fral)d < 1, (3.17)

Q

direttamente dalla definizione Ng.
Si noti ora che Ay = {w : kmnlfn — fml(w) > 20} € ¥ & o-finito per
1, ovvero A, € 'unione numerabile di insiemi di misura finita. Infatti,

+o0
se By = Br™ = {w : knnl|fa — fm](w) > z0 + %} = Apn = U B e
k=1

u(By) < +oo per ogni k. Questo perche:

1
(B0 = [ dn = g [ Wl =l

By, By

! / Bkl fo — fral)dp < 1.

Sy
(I)(.T() + E)
By

per (3.17). Inoltre, sia A = |J Amn. A =A{w : kpnlfn — fml(w) < 20},
m,n>1

quindi Yw € A |fn(w) — fm(w)] — 0 uniformemente. Allora esiste una

funzione gy definita su A€ tale che f,(w) — go(w) e |go| < xg, con w € A°.

Si sostituisca €2 ad A temporaneamente. Allora (f,) ¢ una successione di
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Cauchy su £L®(Q, 1), da cu VB € ¥, u(B) < 400, si ha:
w(B A fn = fl = €}) = n(BNA{R(kmn|fn — fm]) = P(kmne)})

1
< [ @l £~ £
B

< L
= ®(kpne)’

quindi per ky,, — 400 e € > 0 fissato, questo mostra che (f,,) & di Cauchy su
ciascuno degli insiemi B. Pertanto, per la o-limitatezzza, (f,) ¢ di Cauchy
su tutto lo spazio di misura.

Si supponga ora che f, — f nello spazio, allora esiste una sottosuccessione
(fn,) tale che f,, — f. Posta f = fxa + goxae, si ha f,, — f. Ma per
(fn), che & una successione di Cauchy in Ng, se No(fn) — p, si ha anche
che Ng(fn;) — p. Per cui per il lemma di Fatou:

171 im in _Jn
Q/q)( 5 )dp < liaJroof/q)(Nq)(fm))d'u <1.

Allora f € L2(Q, p).

Inoltre, se m ¢ fissato e k > 0 ¢ dato, allora (| fn, — fn,|k) — ©(|f — fn,|k)
per ¢ — +o0o. Se ng > 1 ¢ scelto in modo che n;,n; > ng implica che
knin; > k, allora:

/ (k| fu, — o, Dt < / By, | e — fo |)lpt < 1.

Q Q

Per n; — +oc per il lemma di Fatou si ha che Ng(f — fn;) < % Quindi,
per la scelta arbitraria di k > 0, No(fn, — f) — 0. Se (fy;) ¢ un’altra
sottosuccessione di limite f’, allora si tratta di una sottosottosuccessione di
(fn) tale che f = f’ perche f, — f.

Cosi per ogni sottosuccessione convergente e quindi per tutta la successio-
ne, No(fn — f) — 0. Questo dimostra che ogni successione di Cauchy di
(L®(u), Ng) converge ad un elemento dello spazio. Quindi, (£®(u), Ng) &
uno spazio di Banach, essendo completo. O

Un risultato simile si ha per la norma di Orlicz || - ||¢. Occorre assumere
che p sia definita su sottoinsiemi di misura finita, essendo diversamente
|| - [|& solo una seminorma. Con quest’ultima e non restrittiva condizione e
la Proposizione (3.1.5) si ha la seguente proposizione come conseguenza del
teorema, precedente.
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Proposizione 3.2.2.

Linsieme (L2(n),|| - |lo) ¢ uno spazio di Banach quando p ¢ definita su
insiemi di misura finita. In questo caso, nello spazio, si identifcano funzioni
con la stessa norma.
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