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Introduzione

La nascita della coomologia di de Rham risale a una questione che venne affrontata da
E. Cartan intorno al 1927. Il problema che Cartan si pose era quello di sapere quando
su una varieta liscia, compatta, orientata M di dimensione n, una k-forma differenziale
chiusa e anche esatta. Le basi della teoria vennero gettate da G. de Rham qualche anno
dopo, quando introdusse quelli che oggi vengono chiamati gruppi di coomologia di de
Rham. Il k-esimo gruppo di coomologia di M ¢ il quoziente dello spazio delle k-forme
chiuse su M per lo spazio delle k-forme esatte su M.

Le applicazioni della teoria della coomologia di de Rham non solo permettono di ottenere
numerosi invarianti utili per la classificazione delle varieta differenziabili, ma permettono
inoltre di dimostare risultati importanti riguardanti la struttura intrinseca delle varieta
differenziabili e le applicazioni tra di esse.

La coomologia di de Rham ha inoltre dei vantaggi computazionali rilevanti dovuti, ad
esempio, al fatto che i gruppi di coomologia sono spazi vettoriali e ’omomorfismo di ap-
plicazioni di complessi ¢ un’applicazione lineare. Inoltre, la successione di Mayer-Vietoris
rende molto semplice il calcolo dei gruppi di coomologia ed ¢ la chiave nella dimostrazione
induttiva di molti teoremi.

Lo scopo di questa tesi ¢ calcolare I’anello di coomologia della varieta delle bandiere.
Nel primo capitolo introdurremo la coomologia di de Rham enunciando i grandi teoremi
che sono alla base di questa teoria come, ad esempio, il Lemma di Poincaré e il Teorema
di Leray-Hirsch.

Il secondo capitolo e interamente dedicato alla varieta delle bandiere.

L’ultimo capitolo e incentrato sul calcolo della coomologia della varieta delle bandiere.
Per raggiungere questo scopo vengono introdotte le classi di Eulero e le classi di Chern
di un fibrato vettoriale.

L’Appendice presenta una breve introduzione alle varieta differenziabili e ai fibrati vet-
toriali.






Capitolo 1

La teoria di de Rham

In questo capitolo inizialmente definiremo la coomologia di de Rham ordinaria e a sup-
porto compatto di R™ e delle varieta differenziabili. Introdurremo successivamente una
tecnica per calcolare la coomologia di de Rham: la successione di Mayer-Vietoris. Ve-
dremo inoltre i due Lemmi di Poincaré che calcolano la coomologia ordinaria e a supporto
compatto di R™. Infine, utilizzando il principio di Mayer-Vietoris, dimostreremo alcuni

importanti teoremi.

1.1 Il complesso di de Rham in R”

In questo paragrafo definiremo la coomologia di de Rham.

Siano xy,...,x, un sistema di coordinate su R"™. Denotiamo con 2°* l'algebra su R

generata da dxq,...,dx, con le relazioni

Pensato come spazio vettoriale su R, 2* ha base
1,dw;, dxvidz;, deidxjdxy, . .., doy - - - doy,

cont < j,1<j <k ecosl via.
Le forme differenziali C*° su R™ sono elementi di

Q°(R") = { funzioni C*° su R"} @ Q°.
Se w appartiene a Q°*(R"), allora w puo essere univocamente scritta come
Z fil...z‘qdl‘il cee d{L’iq,

9

(1.1)
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dove i coefficienti f;,...;,, sono funzioni C*°. Al posto di (1.1) scriveremo anche

W = Zf]dl’].

Osservazione 1.1. L’algebra Q°*(R"™) ¢ graduata:
) = Honer)
q=0

dove Q9(R") = { g-forme C*° su R"}.

Definiamo 'operatore differenziale
d: QYR") — QITHR")
come segue:
1. se f € Q°(R), allora df = Y #Ldu;,
2. se w =Y frdxy, allora dw = df;dz;.
Esempio 1. Se w = zdy, allora dw = dxdy.

Definizione 1.1. Date due forme differenziali 7 =" frdx; e w = > gydx; si definisce
il prodotto esterno, che denoteremo con 7 A w oppure 7T - w, come segue:

TAw= Zflgjd:cjde.

Osservazione 1.2.
T Aw = (—1)%e97 degw iy A 7,

Proposizione 1.3. d ¢ un’antiderivazione, cioé
d(T-w) = (dr) - w+ (=1)%" 1 . duw.

Dimostrazione. Per linearita, basta dimostrare che questo vale sui monomi. Prendiamo
quindi 7 = frdry e w = gydx ;. Si ha

d(1 - w) = d(frg;)dxrdey = (df;)gsderdey + frdgsdeidry = (dr) - w + (=1)%77 - dw.

]
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Esempio 2. Sia x1, 2, T3, 74 un sistema di coordinate su R* e consideriamo le seguenti
due forme differenziali: 7 = z1dxs e w = widxy.

e d(1 - w) = d(z123)dxsdry = driridrsdr, + vidridesdr, =
= xgdxldxgdm + 2z x9drodr3dry,
dr - w = (dxydxs) - v3dry = 25dr drsdry,
T dw = (x1dz3) - (2x9drodry) = 201 29dT3dTodTy.
E quindi

d(t-w) = x%dazlda:gdm — 2xyxodrsdredry, = dr - w — T - dw.
Proposizione 1.4. d? = 0.

Dimostrazione. Sia w = > ardzy. Calcoliamo

dw = d(z ardzy) = Zdaldaﬁl = Z ?dwldaq.

L 1=k O
Quindi, dato che dz;dr; = —dx;dx;,
2
d*w = dz(z ardry) = 85,:8]955 dx,,dx;dr; =

1,m, I:|I|=k

- ¥ ( Pay P )dxlda:mdx,zo,

01102,  OTmOT
I<m, I |I|=k 17m me
poiché per le funzioni C'*° si ha:

rf
8&7]'81'2' N afﬂlal’j

]

1 complesso Q°*(R™) insieme con l'operatore differenziale d e chiamato il complesso di de
Rham su R™.

Gli elementi del nucleo di d sono dette forme chiuse e gli elementi dell'immagine di d
sono dette forme esatte.

Dalla proposizione precedente si deduce che le forme esatte sono automaticamente chiuse;
queste sono le forme non interessants.

Una dimensione della misura dello spazio delle forme interessanti, cioe delle forme chiuse
che non sono esatte, ¢ la definizione della coomologia di de Rham.
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Definizione 1.2. La g-esima coomologia di de Rham di R™ ¢ lo spazio vettoriale

_ {g-forme chiuse}

HYR") = :
(R") {q-forme esatte}

Notazione 1. Se ci sara bisogno di distinguere tra una foma w e la sua classe di coomolo-
gia, denoteremo quest’ultima con [w].

Osservazione 1.5. Tutte le definizioni date precedentemente si possono dare anche su un
sottoinsieme aperto U di R™. Per esempio,

Q*(U) = { funzioni C* su U} @g Q°.

Possiamo quindi anche parlare della coomologia di de Rham H*(U) di U.

Parliamo ora brevemente di complessi differenziali un cui esempio e proprio il com-
plesso di de Rham.

Definizione 1.3. Una somma diretta di spazi vettoriali C' = ®qu C? indicizzata da
interi € chiamato complesso differenziale se esistono omomorfismi

Lot o0 4 patl
tali che d®> = 0. d ¢ detto 1'operatore differenziale del complesso C.

Definizione 1.4. La coomologia del complesso differenziale C', che ha d come operatore
differenziale, & la somma diretta di spazi vettoriali

H(C) = @ H(C),
dove Ker(d) N C1
O = Tonce

Definizione 1.5. Siano A e B due complessi differenziali.
Un’applicazione f : A — B si dice di complessi se € lineare e commuta con gli operatori
differenziali di A e B:

fda=dgpf.

Definizione 1.6. Una successione di spazi vettoriali
fi—1 fi
= Vi = Vi=Vig —

e detta esatta se, per ogni i, ker(f;) = Im(f;_1).
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Definizione 1.7. Una successione esatta della forma
! g
0—A>SBSC—=0
¢ detta successione esatta corta.

Data una successione esatta corta di complessi differenziali
f g
0—-A=>B=>C—0

nella quale le mappe f e g sono applicazioni di complessi, ¢’¢ una successione esatta
lunga di gruppi di coomologia

- —— H(A) L~ H9(B) —£—~ HY(C)
I
o~ HH(A)

In questa successione, f* e g* sono applicazioni indotte in modo naturale e §([c]), con
c € (1, ¢ ottenuta come segue. Consideriamo il diagramma

0 - A1 L pi % oo g
la la la
0 — At L opert 9 et

Poiché g ¢ suriettiva, esiste un elemento b in B? tale che ¢g(b) = ¢. Usando cio, ricaviamo
che

g(db) = d(g(b)) = de = 0

e quindi esiste a appartenente a A%™! tale che db = f(a). Questo elemento a risulta
essere chiuso. d[c] ¢ definito come la classe di coomologia [a] in H?"'(A). Notiamo che
la definizione di § risulta essere indipendente dalle scelte fatte.

1.1.1 Complesso di de Rham a supporto compatto

Ci sara molto utile, quando parleremo di varieta, una piccola modificazione della definizione
di complesso di de Rham.
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Se nella definizione di complesso di de Rham consideriamo solo le funzione C'*° a sup-
porto! compatto cid che otteniamo lo chiameremo complesso di de Rham a supporto
compatto e lo indicheremo con Q2(R"). Cioe:

Q2 (R™) = { funzioni C*° su R"™ a supporto compatto } ®g Q°.

1.2 La successione di Mayer-Vietoris

In questo paragrafo estenderemo la definizione di complesso di de Rham da R™ alle varieta
differenziabili e introdurremo una tecnica per calcolare la coomologia di de Rham: la
successione di Mayer-Vietoris. Prima di fare cio dobbiamo parlare della natura funtoriale
del complesso di de Rham.

1.2.1 1l Funtore (2°

Siano 1, ..., T, € Y1, ..., Y, 1 sistemi standard di coordinate in R™ e R" rispettivamente.
Un’applicazione liscia
f:R™ —=>R"

induce un’applicazione pull-back sulle funzioni C'*° in questo modo:
o QYR — QUR™).
g = gof

Estendiamo questa applicazione pull-back a tutte le forme f* : Q*(R™) — Q°*(R™) in
modo tale che commutino con d. La richiesta che f* commuti con d impone che f*
debba essere definita in un unico modo:

£ grdys, - dys,) = (gro fdfs, ... dfs,.
dove f; = y; o f e la i-esima componente della funzione f.

Proposizione 1.6. Usando la precedente definizione di f* sulle forme, f* commuta con

d.

Dimostrazione. Questa dimostrazione e essenzialmente un’applicazione della regola della
catena. Infatti,

Fdlgrdys -y = 173 iy .. dy,) = > (520 f)ar)dt .., -
i=1 7! =1 '

1=

'Ricordiamo che il supporto di una funzione continua f su uno spazio topologico X & cosi definita:

Supp(f) = {p € X|f(p) # 0}.
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=d(gro f)dfs, ... dfs, = d((gr o f)dfs, ... df;,) = df*(g1dys, - . . dys, ).

Abbiamo quindi ottenuto cio che volevamo dimostrare. O
Osservazione 1.7. La derivata esterna d ¢ indipendente dal sistema di coordinate su R™.

Dimostrazione. Sia x1,...,x, il sistema di coordinate standard di R™ e uy,...,u, un
nuovo sistema di coordinate di R™. Allora esiste un diffeomorfismo f : R™ — R" tale che
=uz;0 f = f*(z;). Per la regola della catena, se g ¢ una funzione liscia su R", si ha

dg 8ul
Z 8u2 Z ou; 8:16]

Quindi per una funzione liscia abbiamo dimostrato quanto volevamo.
Nel caso generale, se w =Y grduy, allora dw = > dg;du;. O]

Diamo ora le seguenti definizioni:

Definizione 1.8. Una categoria consiste di una classe di oggetti e per ogni coppia di
oggetti A e B, un insieme Hom(A,B) di morfismi da A a B che soddisfano le seguenti
proprieta. Se f: A — Beg: B — (' sono due morfismi, allora ¢ definita la composizione
di morfismi go f : A — C. Tale operazione di composizione deve essere associativa e per
ogni oggetto A deve esistere I'identita 14 in Hom(A,A).

Esempio 3. La classe di tutti i gruppi insieme con gli omomorfismi di gruppi ¢ un
esmpio di categoria.

Definizione 1.9. Un funtore covariante F' da una categoria X ad una categoria L
associa ad ogni elemento A in K un oggetto F'(A) in L, e ad ogni morfismo f: A — B
in X un morfismo F(f) : F(A) — F(B) in L tale che I preserva la composizione e
I'identita:

F(go f)=F(g)o F(f)
Se F' & tale che F(f): F(B) — F(A) allora F' & detto funtore controvariante.

ueste definizioni c¢i permettono di riassumere quanto precedentemente detto in
te definizioni ci tt di ri t dent te detto i
questo modo:

Q°* ¢ un funtore controvariante dalla categoria degli spazi euclidei {R"},cz e appli-
cazioni lisce: R™ — R" alla categoria delle algebre graduate differenziali commutative?

2Qui la commutativita dell’algebra graduata si riferisce al fatto che

TAw = (—1)deomdesw y A 1,
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e i loro omomorfismi. Questo ¢ l'unico funtore che estende il pullback di funzioni su

QO(R™).

Osserviamo che cio che abbiamo appena detto per R™ continua a valere se si consi-
derano tutti gli aperti di R"™.
Il funtore ° puo essere esteso alla categoria delle varieta differenziabili®>. Per fare cio
abbiamo bisogno della seguente definizione.

Definizione 1.10. Una forma differenziale w su M e una collezione di forme wy per U
nell’atlante definito su M, che sono compatibili in questo senso: se ¢ e 7 sono le inclusioni

Unv L U
L
%4
allora
iwy = Jwy
in Q*(UNV).

Dato che €2* e un funtore, la nozione di derivata esterna e di prodotto esterno si
possono estendere alle forme differenziali su una varieta. Come in R", un’applicazione
liscia di varieta differenziabili f : M — N induce in modo naturale il pull-back sulle
forme f*: Q*(N) — Q*(M). In questo modo 2* diventa un funtore controvariante sulla
categoria delle varieta differenziabili.

1.2.2 La successione di Mayer-Vietoris

La successione di Mayer-Vietoris permette di calcolare la coomologia di due insiemi
aperti.
Supponiamo M = U UV con U e V aperti. Allora esiste una successione di inclusioni

M—Ul[verunv

dove U]V e l'unione disgiunta di U e V, e Jy e 0, sono le inclusioni di UNV in V e
in U rispettivamente.
Applicando il funtore controvariante €2°*, otteniamo la seguente successione

Q*(M) — Q*(U) @ Q*(V) =90 (U N V)

dove con la restrizione di una forma ad una varieta intendiamo la sua immagine tramite
il pull-back indotto dalle inclusioni.

3Nell’Appendice A vi & un breve richiamo sulle varieta differenziabili.
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Prendendo la differenza delle due ultime mappe, otteniamo la successione di Mayer-
Vietoris

0—=Q(M)—=QU)aQ*(V)—=Q*(UNV)—0

dove
QU)eQ (V) — QUNV).

(w, ) — T—w
Proposizione 1.8. La successione di Mayer-Vietoris e esatta.

Dimostrazione. L’unico passaggio non chiaro ¢ la suriettivita della penultima appli-
cazione.

Iniziamo considerando M = R.

Sia f una funzione C* su U N V. Sia {py, pv} una partizione dell’unita subordinata al
ricoprimento aperto {U, V}4. Si noti che py f & una funzione su U. Poiché

(ouf) = (=pvf) =1

allora
QUYDQ(V) - QUNV)

e suriettiva.
Nel caso generale, se M ¢ una varieta differenziabile e w € QI(UNV'), allora (—pyw, ppw) €
QUU) @ Q4(V) ha immagine w. Questo prova la suriettivita dell’applicazione. O

La successione di Mayer-Vietoris
0—-Q(M)—-QU)aQ2*(V)—-QUNV)—0

induce una successione esatta lunga in coomologia, ancora chiamata successione di
Mayer-Vietoris

H4(M)

HY(U) @ HY(V)

HI(UNV) (1.2)

Is

H Y (U N V) <— HTY(U) @ HY (V) <—— HTH (M)

i

4C.fx. IAppendice A.
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Vediamo nel dettaglio come si comporta l'operatore 4.
La successione esatta corta induce il seguente diagramma formato da righe esatte

! ! !

0 —- QM) — QU)eQ(V) — QUNV) — 0
La La La
0 — Qq+1(M) — Qq"‘l(U) st Qq+1(V) — Qq+1(U nNV) — 0

l ! !

Sia w € QYU NV) una forma chiusa. Poiché la fila & chiusa, esiste £ € QI(U) & Q4(V)
che ha w come immagine, cioe

§= (_pVW7pr)'
Dato che il diagramma commuta e dw = 0, allora d¢ deve andare in 0 € QI™H(U NV),
cioe —d(pyw) = d(pyw) nell'intersezione U N V. Quindi d¢ ¢ I'immagine di un elemento
in Q(M). Questo elemento ¢ chiuso e rappresenta d([w]). Inoltre, § risulta essere
indipendente dalla scelta del rappresentante. Esplicitamente:

[—d(pyw)], sulU

st ={ sl (13)

Definizione 1.11. Data una forma w su una varieta M, il supporto di w e definito come

Supp(w) = {p € M|w(p) # 0}.

Osservazione 1.9. Nella successione di Mayer-Vietoris §(w) € H*(M) ha supporto in
unv.

1.2.3 1l Funtore () e la successione di Mayer-Vietoris

In generale, il pull-back di un’applicazione liscia di una forma a supporto compatto non
ha necessariamente un supporto compatto. Cosi 22 non e un funtore sulla categoria delle
varieta e delle applicazioni lisce. Per rendere €22 un funtore non consideriamo tutte le
applicazioni lisce ma solo un appropriato sottoinsieme di queste: le inclusioni di insiem:
aperti. Se j : U — M e l'inclusione del sottoinsieme aperto U nella varieta M, allora
Js 2 Q2(U) — Q2(M) & Papplicazione che estende una forma su U ad una forma su M
mandandola a zero fuori da U.

Per questi funtori esiste una successione di Mayer-Vietoris.

La successione di inclusioni

M—U[[veUuny
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induce una successione di forme a supporto compatto

QM) — QU)eQ((V) « QUNV)

(—jsw, ) w
Proposizione 1.10. La successione di Mayer-Vietoris per forme a supporto compatto
0— QM) —QU)sR(V) —RUNV)«—0
e esatta.

Dimostrazione. La dimostrazione e immediata. Proviamo, ad esempio, che I'applicazione
QM) — Q2U) & Q2(V) ¢ suriettiva. Sia w appartenente a Q2(M). w ¢ I'immagine
dell’elemento (pyw, pyw) che appartiene a Q2 (U)&Q8(V). Si osservi che la forma pyw ha
supporto campatto poiché Supp(pyw) C Supp(py) N Supp(w) e un sottoinsieme chiuso
di un insieme compatto in uno spazio Hausdorff € compatto. Abbiamo cosi dimostrato
la suriettivita di Q8(M) « Q2(U) @ Q2(V).

Osserviamo che per ottenere una forma su U si e moltiplicato per py e non per py. [

Anche questa successione di Mayer-Vietoris induce una successione esatta lunga in
coomologia:

= HIUNV) HY{(U) & HI(V) Hi(M)  (1.4)

|5

HI (M) <—— HH(U) @ HEFY(V) <— HIF (U NV)

|

1.3 Orientazione e integrazione di una forma dif-
ferenziabile

Tutte le dimostrazioni di teoremi, proposizioni e lemmi di questo paragrafo che qui sono
omesse le si possono trovare in [3] cap.3.

Sia x1, ..., x, il sistema di coordinate standard di R".
L’integrale di Riemann di una funzione differenziabile a supporto compatto f e

Rnf|dx1-~~dxn] :Al:iEOZfol---Axn.

Noi definiamo l'integrale di una n-forma a supporto compatto w = fdxy---x, come
integrale di Riemann [g, fldzy - - - da,|.
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Osservazione 1.11. Si noti che, a differenza della notazione usuale dell’analisi, nell’in-
tegrale di Riemann mettiamo un segno di valore assoluto. Questo per enfatizzare la
distinzione tra l'integrale di Riemann di una funzione e I'integrale di una forma differen-
ziale. Infatti, mentre 'ordine di x4, ..., z, ¢ importante in una forma differenziale, non
¢ importante nell’integrale di Riemann: se 7w € una permutazione di {1,...,n}, allora

/fda:w(l) o dx gy = (sgn(m)) /f|dx1 e dxy,
mentre
/f|d$ﬂ(1) tee dl‘ﬂ(n)| = /f|d1’1 cee dSEn|

Notazione 2. Se non c’¢ la possibilita di confondersi, torneremo alle usuali notazioni
dell’analisi.

Cosi definito 'integrale di una n-forma dipende dalle coordinate x1, ..., x,.
Un cambiamento di coordinate ¢ dato da un diffeomorfismo 7" : R®™ — R" tale che, se le
coordinate sono rispettivamente y,...,y, € 1, ..., T,, si ha:

zi =20 Ty, - yn) = Tiyr, - -, Yn)-

Vediamo come l'integrale [w si trasforma mediante questo diffeomorfismo. Per fare cid
ci serve la seguente osservazione.

Osservazione 1.12. Si puo dimostrare che

dTy ---dT,, = J(T)dy; - - - dyn,
dove J(T) = det(?—;ﬁf) ¢ il determinante dello Jacobiano di 7.
Usando 'osservazione precedente otteniamo che

/ T = / (f o T)T, - - - dT), — / (f o T)J(T)|dys - - - dyn. (15)
Se invece utilizziamo la formula del cambiamento di variabili otteniamo

/w: f(dxl---dxn)|dx1...dxn|:/ (Fo D) J(T)ldys -~ dyal.  (16)
n R™ Rn

Unendo (1.5) e (1.6) otteniamo:
/ T 'w= i/ w,

dove il segno dipende dal segno del determinante J(7T').

In generale, se T ¢ un diffeomorfismo di un sottoinsieme aperto di R" e se il determinante
Jacobiano J(T') ¢ ovunque positivo, allora si dice che T' conserva l'orientazione.
L’integrale su R™ non e invariante per tutti i gruppi di diffeomorfismi su R”, ma solo per
il gruppo dei diffeomorfismi che mantengono 'orientazione.
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Definizione 1.12. Sia M una varieta differenziabile con atlante {(U,, ¢4)}. Diciamo
che "atlante ¢ orientato se tutte le funzioni di transizione g,g = ¢q © gzﬁgl mantengono
I'orientazione, e che la varieta € orientabile se ha un atlante orientato.

Osservazione 1.13. T : R™ — R™ conserva l'orientazione se e solo se T*dz; - - - dz,, € un
multiplo positivo di dxy - - - dx, in ogni punto.

Proposizione 1.14. Una varieta M di dimensione n e orientabile se e solo se ha una
n-forma globale che non si annulla mai.

Osservazione 1.15. Se w e W' sono due n-forme globali che non si annullano mai su una
varieta orientabile M di dimensione n, queste differiscono per una funzione che e sempre
diversa da zero: w = fuw'.

Se M & una varieta connessa e w e w’ sono due n-forme con le proprieta precedenti, allora
o f e sempre positiva oppure ¢ sempre negativa.

Definizione 1.13. Sia M una varieta connessa e w e w' come sopra. Diciamo che w e
w' sono equivalenti se f ¢ positiva.

Cosi su una varieta orientabile connessa M le n-forme che non si annullano mai si
dividono in due classi di equivalenza. La scelta di una classe ¢ chiamata un’orientazione
su M, e la denoteremo con [M].

Esempio 4. L’orientazione standard su R" e data da dz; - - - dx,,.

Scegliamo un’orientazione [M] su M.
Data 7 € Q" (M), definiamo il suo integrale in questo modo:

/[VM]T:za:/apaTj

dove [, pat sta per [5,(05")* (paT) in cui ¢4 & una trivializzazione
Oo : Uy — R"
che mantiene l'orientazione. Come nell’ultima proposizione del paragrafo precedente,

paT ha supporto compatto.

Osservazione 1.16. Poiché assumiamo che la varieta sia orientabile, allora 'integrale su
un insieme aperto coordinato fU paT € ben definito.
[e%

Osservazione 1.17. Se rovesciamo |'orientazione si avra solo un cambio di segno nell’in-
tegrale.

Notazione 3. Fissata una certa orientazione su M, scriveremo [,, 7 al posto di f[ T
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Proposizione 1.18. La definizione dell’integrale fM 7 ¢ indipendente dall’atlante orien-
tato {(Un, ¢a)} € dalla patizione dell’unita {py}.

Dimostrazione. Sia {Vj} un altro atlante orientato di M, e {x3} una partizione dell'unita
subordinata a {Vj3}.
Dato che )5 x5 = 1, allora

; / PaT = ; / PaX 8T (1.7)

Ma poXx g7 ha supporto in U, N V3, quindi

/ PaXBT_/V PaXBT- (1.8)
o 5

Unendo (1.7) e (1.8) otteniamo che

Za:/UapaT:;/vﬂanﬁT:%:/vﬂxng'

Esempio 5. Sia f: S' — R2\ {0}, f(e”) = (cos(?9),sin(¥)) e sia

xdy — ydx
Ww=—.
x2+y2

2
f*w:/ dﬁ:/ dy = 2.
S1 St 0

Prima di enunciare un teorema fondamentale della teoria dell’integrazione abbiamo
bisogno di introdurre un nuovo tipo di varieta: le varieta con bordo.

Si ha

Definizione 1.14. Una wvarieta M di dimensione n con bordo ¢ data da un atlante
{(Uq, ¢a)}, dove U, sono omeomorfi a R™ oppure al semispazio superiore

H" = {(x1,...,2,)|x, > 0}.

Osservazione 1.19. Il bordo OM di M, che e costituito da tutti i punti di M che tramite
una mappa di trivializzazione vanno in un punto di R™ con z,, = 0, &€ una varieta di
dimensione n — 1.

Un atlante orientato induce in modo naturale un atlante orientato per OM. Questo
¢ una conseguenza del seguente lemma.
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Lemma 1.20. Sia
T :H" — H"

un diffeomorfismo con il determinante dello Jacobiano sempre positivo. T induce un’ap-
plicazione T dal bordo di H™ in se. L’applicazione indotta T, come diffeomorfismo di
R™ ha ancora il determinante dello Jacobiano sempre positivo.

Sia H" = {x, > 0} il semispazio superiore in R™ dato dall’orientazione standard
dxy - - - dx,,.
L’orientazione indotta sul suo bordo OH" = {z,, = 0} ¢ per definizione la classe di
equivalenza di
(=1)"dxy---dx, 1, permn >2
{ —1, per n = 1.

Il segno (—1)™ serve per liberarsi da problemi di segno nel Teorema di Stokes che enun-
ceremo tra poco.

In generale, per una varieta orientata con bordo M, definiamo un’orientazione indot-
ta [OM] su OM con la seguente richiesta: se ¢ ¢ un diffeomorfismo che mantiene
I'orientazione da un certo insieme aperto U in M ad un semispazio superiore H", allora

¢"[OH"] = [0M]|ou,

dove OU = 0M NU.
Enunciamo ora il teorema fondamentale della teoria dell’integrazione di cui avevamo
parlato in precedenza.

Teorema 1.21. (Teorema di Stokes) Se w € una (n — 1)-forma a supporto compatto su
una varieta orientata M di dimensione n e se dotiamo OM dell’orientazione indotta,

allora si ha
/dw:/ w.
M oM

1.4 Lemma di Poincaré

In questo capitolo calcoleremo la coomologia ordinaria e la coomologia a supporto com-
patto di R™.

1.4.1 Lemma di Poincaré per la coomologia di de Rham
Sia
m: R" xR — R”
(x,t) +— «x
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la proiezione sulla prima componente e
s: R - R"xR
r — (x,0)

la sezione nulla.
Le applicazioni 7 e s inducono le seguenti applicazioni

Q°(R") 5 Q°(R” x R)

Q°(R" x R) S Q°(R™).

Vogliamo dimostrare che le applicazioni 7 e s inducono isomorfismi inversi in coomologia
e quindi
H.(RHJFI) o~ H.(Rn)
Notazione 4. Se non specificato, assumiamo che tutte le applicazioni che andiamo a
considerare siano lisce.
Prima di dimostrare quanto vogliamo, facciamo la seguente osservazione.

Osservazione 1.22. Dato che mwos = 1, allora s* o m* = 1. Inoltre, som # 1 e questo
corrisponde, a livello di forme, al fatto che 7* o s* # 1. Ad esempio, 7* o s* manda la
funzione f(z,t) in f(z,0).

Proposizione 1.23. Le applicazioni
H*(R™) 5 H*(R" x R)

H*(R" x R) & H*(R™)
sono isomorfismi.

Dimostrazione. Per mostrare che 7* o s* ¢ I'identita in coomologia ¢ sufficiente trovare
un’applicazione K su Q°(R"™ x R) tale che

l—7"0s" =+(dK £ Kd),

poiché dK + Kd manda forme chiuse in forme esatte e questo induce un’applicazione
nulla in coomologia. Un operatore K cosi fatto e chiamato operatore di omotopia. Se K
esiste, diciamo che 7* o s* e una applicazione di complessi omotopa all’identita.
Osserviamo che 'operatore di omotopia K decresce il grado di 1.

Ogni forma su R™ x R ¢ una combinazione lineare, unicamente determinata, di due tipi
di forme:

(D) (7 ) f(x,1),



(1) (7*¢)f(x, t)dt,
dove ¢ e una forma sulla base R"™.

Definiamo
K : QIR" x R) — Q71 (R" x R)

in questo modo:
@) (7¢)f(z,t) — 0,
(D) (x°0)f(x, t)dt = (x°0) f, J-
Dimostriamo che K cosi definito € un operatore di omotopia.

Per brevitd, scriveremo %dx al posto di }_ g—{idﬂﬁz e [ g al posto di [ g(z,t)dt.
Analizziamo ora le forme di tipo (I).
w=(w0) fa.t),  degle) =a,
(1—7"0os")w=(1"¢) - f(x,t) —7"¢- f(x,0),
of of

(AK — Kd)w = ~Kdw = —K ((dr"6)f + (—1)qw*¢(%d;p + Edt» .

= (e [ 9 = Colsen - 1)
Abbiamo quindi ottenuto che :
(1—-7"0s)w=(-1)"dK — Kd)w.
Analizziamo ora le forme del (II) tipo.

w = (7*¢) f(x,t)dt, deg(w) = ¢,

dw = (7m"d¢) fdt + (—1)q_1(7r*¢)%d$ dt,
(1 —7m"os")w=w perché s*(dt)=d(s"t)=d(0)=0,
t ta
Ko = (wdo) [ 1+ (1 woyis [ 5L,

dKw = (1*d¢) /Otf+(—1)q—1(7r*¢> [dm(/ﬂt %) +fdt].

In questo caso abbiamo ottenuto che
(dK — Kd)w = (—1)"w.
In entrambi i casi risulta quindi
l—m*0os" = (-1)""YdK — Kd) su Q/R" x R).

Questo conclude la dimostrazione.
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Dalla proposizione appena dimostrata si deduce immediatamente il seguente corol-
lario.

Corollario 1.24. (Lemma di Poincaré)

R, sek=0

H"R"™) = H*(punto) = { 0, altrimenti.

Pit in generale, consideriamo le applicazioni
s
MxR—->M

M 2 M x R.

Se {U,} & un atlante per M, allora {U, x R} & un atlante per M x R.
Come prima, ogni forma su M x R & una combinazione lineare dei due tipi di forme (I)
e (II).

Ripercorrendo la dimostrazione precedente, si puo dimostrare che
H*(M xR) = H*(M)

€ un isomorfismo tramite 7* e s*.
Prima di enunciare un importante risultato sara utile dare la seguente definizione.

Definizione 1.15. Un’omotopia tra due applicazioni f,g: M — N & un’applicazione
F:-MxR—N

tale che

{ F(z,t) = f(x), pert>1
F(z,t) =g(x), pert<O.

Osservazione 1.25. Nel caso di applicazioni differenziabili C°>° omotope la definizione
data coincide con la seguente: f,g : M — N applicazioni differenziabili si dicono C'*°
omotope se esiste F': M x R — N applicazione differenziable tale che

F(z,0) = f(z), per ognixze M
F(z,1) = g(z), per ognixz € M.

Corollario 1.26. (Assioma di omotopia per la coomologia di de Rham) Applicazioni
omotope inducono le stesse applicazioni in coomologia.

Dimostrazione. Sia F' un’omotopia tra due applicazioni f e g e siano

so: M — M xR, so(x) = (,0),
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s1: M — M xR, s1(x) = (z,1).
Allora
f =Fo S1,
g=Fos.
Da questo segue che
['=(Fos) =sioF
g- = (Fosy) =s5oF".
Dato che s{ e s7 sono entrambe le applicazioni inverse di 7*, allora sono uguali.

Da cio possiamo concludere che f* = g*. [

Definizione 1.16. Diciamo che due varieta M e N hanno lo stesso tipo di omotopia nel
senso C'*° se esistono due applicazioni C*° f: M — Neg: N — M taliche gofe fog
sono C'* omotope all’identita su M e N rispettivamente.

Definizione 1.17. Una varieta che ha il tipo di omotopia di un punto e detta contraibile.

Corollario 1.27. Due varieta con lo stesso tipo di omotopia hanno la stessa coomologia
di de Rham

Definizione 1.18. Sia A C M. Ser : M — A e un’applicazione che ristretta e 'identita
su A, allora r & chiamata retratto di M in A.

Equivalentemente, se i : A — M e l'inclusione, allora r ¢ una retratto di M in A se
roi:A— A e lidentita.

Se in piut ior : M — M e omotopa all’identita su M, allora r e detto retratto per
deformazione di M in A.

Osservazione 1.28. Se r e un retratto per deformazione, allora A e M hanno lo stesso
tipo di omotopia.

Corollario 1.29. Se A ¢ un retratto per deformazione di M, allora A e M hanno la
stessa coomologia di de Rham.

1.4.2 1l lemma di Poincaré per la coomologia a supporto com-
patto

Proposizione 1.30. HS(M x R) e H™'(M) sono isomorfi.

La dimostrazione di questa proposizione ¢ simile alla dimostrazione della Proposizione
1.23 e quindi la omettiamo.
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Corollario 1.31. (Lemma di Poincaré a supporto compatto)

R, sek=n
k n\ __ )
H:(R?) = { 0, altriments.

Qui I'isomorfismo
H'(R") S R
¢ dato integrando su R".
Un generatore per H?(R"™) & una n-forma a supporto compatto (chiamata bump in
inglese)
a(x)dxy - - dx,

con

/ a(z)dry -+ - dx, = 1.

Il supporto di o puo essere piccolo a piacere.

1.5 Il principio di Mayer-Vietoris

La successione di Mayer-Vietoris collega la coomologia di un’unione di sottoinsiemi a
quella dei sottoinsiemi. Insieme al Lemma dei Cinque, da un metodo di dimostrazione
chiamato principio di Mayer-Vietoris, che procede per induzione sulla scelta della car-
dinalita del ricoprimento aperto. La potenza e la versatilita di questo principio ci per-
metteranno di dimostrare, per tutte le varieta con un buon ricoprimento finito, che la
dimensione della coomologia di de Rham ¢ finita, la dualita di Poincaré, la Formula di
Kiinneth e infine il Teorema di Leray-Hirsh.

1.5.1 Esistenza di un buon ricoprimento

Definizione 1.19. Sia M una varieta di dimensione n. Un ricoprimento aperto U =
{Us} di M & chiamato buon ricoprimento se tutte le intersezioni finite diverse dal vuoto
Uao N ... N U,, sono diffeomorfe a R™.

Definizione 1.20. Una varieta che ha un buon ricoprimento finito e detta di tipo finito.

Teorema 1.32. Ogni varieta ha un buon ricoprimento. Se la varieta é compatta, allora
il ricoprimento puo essere scelto in modo che sia finito.

Per provare questo teorema c’e bisogno di un po di geometria differenziale.
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Definizione 1.21. Una struttura Riemanniana su una varieta M ¢ una metrica <, >,
che varia in maniera liscia sullo spazio tangente di M in ogni punto. La metrica varia
in modo liscio in questo senso: se X e Y sono due campi vettoriali lisci su M, allora
< X,Y > ¢ una funzione liscia su M.

Ad ogni varieta si puo dare una struttura Riemanniana usando il seguente metodo.
Sia {U,} un ricoprimento aperto coordinato, <, >, una metrica Riemanniana su U,, e
{pa} una partizione dell’'unita subordinata a {U,}. Allora

<>=) pa < >a

¢ una metrica Riemanniana su M.
Possiamo ora dimostrare il teorema precedentemente illustrato.

Dimostrazione. Dotiamo M di una struttura Riemanniana. Presi due punti di una
varieta Riemanniana, andiamo a considerare l'intersezione degli intorn: dei due punti
geodeticamente convessi, che esistono sempre nel caso di una varieta Riemanniana. Tale
intersezione ¢ ancora geodeticamente convessa. Poiché un intorno geodeticamente con-
vesso di una varieta Riemanniana di dimensione n e diffeomorfo a R™, un ricoprimento
aperto composto da intorni geodeticamente convessi sara un buon ricoprimento. O]

Definizione 1.22. Dati due ricoprimenti Y = {U,}aer, B = {Vs}ses, se ogni Vs ¢
contenuto in qualche U,, diciamo che U & un raffinamento di U e sriveremo U < J.

Per essere piu precisi specificheremo un raffinamento con un’applicazione ¢ : J — [
tale che Vg C Uyp).
Facendo una piccola modifica alla dimostrazione precedente e cioe andando a considerare
intorni geodeticamente convessi attorno ad ogni punto inclusi negli insiemi aperti del
ricoprimento dato, si ottiene il seguente teorema.

Teorema 1.33. Ogni ricoprimento aperto di una varieta ha un raffinamento che é un
buon ricoprimento.

1.5.2 Dimensione finita della coomologia di de Rham

Proposizione 1.34. Se la varieta M ha un buon ricoprimento finito, allora la sua
coomologia ha dimensione finita.

Dimostrazione. Dalla successione di Mayer-Vietoris
S HTYUNY) S H(UUV) D HYU) @ HY(V) — - -

otteniamo che
HI(UUV)=ZKerr®Imr=ImJ&Imr



30

Cosi, se HY(U), HY(V) e H"'(U N V) sono di dimensione finita, allora lo ¢ anche
HY(UUV). Per una varieta che e diffeomorfa a R", il fatto che H*(M) sia di dimensione
finita deriva dal Lemma di Poincaré.

Procediamo per induzione sulla cardinalita di un buon ricoprimento. Supponiamo che
la coomologia di ogni varieta che ha un buon ricoprimento con al piu p aperti sia di
dimensione finita. Consideriamo una varieta che ha un buon ricoprimento {Uy, ..., U,}
con p + 1 aperti. (UpU---UU,_1) NU, ha un buon ricoprimento con p aperti, cioe
(Uops - - -, Up—1,}. Per ipotesi induttiva, la g-esima coomologia di Uy U --- U U,_1, U, e
(UyU---UU,_1) NU, sono di dimensione finita. Per cio che abbiamo appena visto, si ha
che anche la g-esima coomologia di UyU- - -UU, ¢ di dimensione finita. Questo completa
I'induzione. O]

In modo analogo si dimostra il seguente risultato.

Proposizione 1.35. Se una varieta M ha un buon ricoprimento finito, allora la sua
coomologia compatta € di dimensione finita.

1.5.3 Dualita di Poincaré su una varieta differenziabile

Definizione 1.23. Siano V', W due spazi di dimensione finita.
Un pairing
<> VW -—-R

¢ detto non degenere se < v,w >= 0 per ogni w € W implica v =0 e < v,w >= 0 per
ogni v € V implica w = 0.

Equivalentemente, I'applicazione v +—< v,- > definisce un’applicazione iniettiva V —
W™ e anche 'applicazione w —< -, w > definisce un’applicazione iniettiva W — V*.

Lemma 1.36. Siano V., W due spazi vettoriali di dimensione finita. L’applicazione
<,>: VW — R é non degenere se e solo se l’applicazione v —< v,- > definisce un
isomorfismo V — W*.

Dimostrazione. =) Dato che V < W* e W < V* sono iniettive, allora
dim V <dim W* =dim W < dim V* = dim V.

Quindi dim V = dim W* e V — W* deve essere un isomorfismo.

<) Dato che V — W* & un isomorfismo, allora V' < W* & iniettiva.

Supponiamo esista 0 # w € W tale che < v,w >= 0 per ogni v € V. Poiché V — W*
¢ un isomorfismo, si ha ¢(w) = 0 per ogni ¢ € W* e questa da una contraddizione
perché possiamo definire ¢ € W* tale che p(w) = 1, ¢(tw) = t per ogni t reale e 0
altrimenti. O
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Dato che il prodotto esterno ¢ un’antiderivazione discende in coomologia. Inoltre,
anche l'integrazione, per il Teorema di Stokes, discende in coomologia.
Cosl per una varieta orientata M esiste un pairing dato dall’integrale del prodotto esterno
di due forme:

[: HY(M)® H'"Y(M) — R.
[w] @ [7] = [yWwAT
La prima versione della dualita di Poincaré ¢ la seguente.

Teorema 1.37. Se M ¢ orientata e ha un buon ricoprimento finito, allora il pairing
appena descritto € non degenere. Equivalentemente,

HY(M) = (H4(M))".

Osservazione 1.38. Dalle due proposizioni precedenti deriva che sia H?(M) che H}~9(M)
hanno dimensione finita.
Per dimostrare la dualita di Poincaré sono necessari due lemmi.

Lemma 1.39. (Lemma dei cinque) Dato un diagramma commutativo di gruppi abeliani
e omomorfismi di gruppi

S A4 B BB o B p B g

l o 1B v Lo le
;N ;o Js L P /
—- A = B = (C = D 5 B —
nel quale le righe sono esatte, se le applicazioni o, 3, § e € sono isomorfismi, allora

anche v € un isomorfismo.

Lemma 1.40. Le due successioni di Mayer-Vietoris 1.2 e 1.4 possono essere accoppiate
insieme per formare un diagramma commutativo a meno di segno

)

> HWUUV) —  HYU)®HYV) — HWUNV) > HEWUV) — -

& ® ® &

c— HYUUUV) — H™(U)®H'Y (V) «— H-9(UNV) & H=YUuV) — ...

! fqu l fU + fv l fUﬂV l fUuV
R R R R

Qui per commutativita a meno del segno si intende, per esempio, che

/ w/\écT::i:/ (ow) AT,
unv Uuv
dovew e H(UNV) eT € H» 1 U UYV).
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Osservazione 1.41. Questo lemma e equivalente a dire che il pairing induce un’appli-
cazione dalla successione esatta sopra al duale della successione esatta sotto tale che il
seguente diagramma e commutativo a meno del segno:

-—  HY(UUV) — HYU)® HY(V) — H(WUNV) —-.-.

! ! !
-— HIMYUUV) — HMYYU)y*e® HIi(V)" — HMY(UNV)* —--.

Dimostriamo ora il lemma appena enunciato.

Dimostrazione. Dato che dimostrare la commutativita dei primi due quadrati e facile,
proviamo la commutativita del terzo quadrato.
Dalla 1.3 e 1.2 si ha che dw ¢ una forma in H7"'(U U V) tale che

dwly = —d(pyw)
5w|V - d(pr)v
e d.7 ¢ una forma in H? (U NV) tale che

(—(estensione con 0 di 6.7 a U), (estensione con 0 di d.7 a V') = (d(pyT), d(pyT)).

Poiché 7 & chiusa, allora d(py7) = (dpy)7. Analogamente, d(pyw) = (dpy )w.

Quindi
/ WA 0T = / wA (dpy)T = (—1)deg‘“/ (dpy)w A T. (1.9)
unv unv unv

Dato che dw ha supporto in U NV, si ha:

/ dw AT = —/ (dpy)w A T. (1.10)
Uuv unv

Da (1.9) e (1.10) possiamo quindi concludere che

/ w A 0,7 = (—1)de9tt / dw A T.
unv Uuv

]

Dimostriamo ora la prima versione della dualita di Poincaré per le varieta orientabili
che abbiamo precedentemente enunciato.

Dimostrazione. Per il Lemma dei cinque, se la dualita di Poincaré vale per U, V e
U NV allora vale per U U V. Procediamo per induzione sulla cardinalita di un buon
ricoprimento. Se M e diffeomorfa a R", la dualita di Poincaré segue dai due Lemmi di

Poincaré:
R, in dimensione 0

H*(R") = { 0, altrimenti
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emny ) R, in dimensione n
H:(RY) = { 0, altrimenti.

Supponiamo che la dualita di Poincaré sia dimostrata per ogni varieta che ha un buon
ricoprimento con almeno p aperti e consideriamo una varieta che ha un buon ricoprimento
{Uo,---,U,} con p+ 1 aperti.

Ora (UyU---UU,_1) N U, ha un buon ricoprimento formato da p aperti:

{Uop, Ui ps - s Up_1,}-

Per ipotesi induttiva, la dualita di Poincaré ¢ dimostrata per Uy U --- U U,_y, U, €
(UpU---UU,—1)NU,. Quindi la dualita di Poincaré vale anche per UyU - -- U U,_1 UU,.
Abbiamo cosi dimostrato la dualita di Poincaré per una varieta orientabile che ha un
buon ricoprimento finito. O

Diamo ora due esempi di calcolo della coomologia di alcuni spazi: la sfera S™ e il
proiettivo P"*(C).

Esempio 6. Coomologia della sfera S”.
Mostriamo, per induzione su n, che

R, sek=0,n
k/rany __ ) )
H(S>_{O, se k # 0,n.

Sen =1, allora M = S' C R?. In questo caso, consideriamo gli aperti U = ST\ {(0,1)} &
ReV =5"\{(0,-1)} @ R. Sinoti che S*=UUV. Per il Lemma di Poincaré,

R, se k=0
0, altrimenti.

H*(U) = H*(V) = H*R) = {

Dato che UNV = S'\ {(0,1),(0,-1)} 2 R]]R,

RER, sek=0
0, altrimenti.

HYUNV)=H"R)® H*R) = {
Poiché S! & connesso e 1-dimensionale, H°(S') = R e H*(S') = 0 per k > 1. Rimane
da determinare H'(S') che calcoliamo utilizzando la successione di Mayer-Vietoris:
0 — H(SY) “ HYR)® HOR) & HORI[R) -
HY(SY) — HY(R)® H'R) —  HYR]IR) — 0.

Utilizzando le osservazioni precedenti, la successione si semplifica nel modo seguente

0—R-SRaR -SR-S gY(SY) — 0,
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dove p(a,b) = (b —a,b—a).
Siccome Ker(yp) = Im(u),

R = H°(SY) = Ker(p) e H'(S") =

Quindi, H'(S*) @ R.
Ora supponiamo che
R, sek=0,n—1

k n—1\ __
H*(S )_{ 0, sek#0,n—1

e dimostriamo che vale per S™. Analogamente al caso di S!, consideriamo il ricoprimento
di S™ dato dagli aperti

U=5"\{0,...,0,)}=R"=V =5"\{(0,...,0,—1)}.
Si ha
Unv=:5"\{0,...,0,1),(0,...,0,-1)} = §" 'x] - 1,1[=2S" ' xR~ " 1.
Per vedere il primo diffeomorfismo, basta considerare I'applicazione che associa ad ogni
punto p € UNV il punto di intersezione della retta passante per p e parallela all’iperpiano

coordinato x, 11 = 0, con S""'x] — 1,1[. Si dimostra facilmente che questa applicazione
e un diffeomorfismo. Quindi

R, sek=0
0, altrimenti.

H*U) = H*(V) = {

e usando l'induzione

R, sek=0,n-—1

H’f(Umv)gH’f(Sn—l):{ 0, sek#0,n—1.

Poiché S™ & connesso e n-dimensionale, H°(S") = R e H*(S") = 0 per k > n. Per
calcolare gli altri gruppi di coomologia usiamo la successione di Mayer-Vietoris. Quando
k =1 la successione si riduce a

0—R-SRaR -SR-S HY(S") — 0,

dove ¢(a,b) = (b —a). Siccome Ker(p) = Im(u),

R = H(S") = Ker(p) e HY(S™) & ()’

Quindi, H'(S') = 0.

Sia ora 1 < k < n+ 1. Dalla successione di Mayer-Vietoris si ha

0 —s kal(snfl) _ Hk(sn) -0
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e quindi
R, se k=0,n
0, altrimenti.

H*(S") = H*1(S"1) = {

In conclusione, la struttura di H*(S™) come algebra e molto semplice: se x & un generatore
di H™(S™), allora

Rlz]

(%)’

dove R[z] & I'insieme dei polinomi in una variabile a coefficienti in R.

H*(S") =

Esempio 7. Coomologia del proiettivo P"(C).
Mostriamo, per induzione su n, che

R, sekeparie( <k <2n
k(mon _ ) > >~
A (P(C)) = { 0, altrimenti.

Consideriamo il caso n = 1. Osserviamo che P}(C) = S§%. Dall’esempio precedente si ha

R, se k=0,2
0, altrimenti.

H*(PY(C)) = H*(S?) = {
Supponiamo ora n > 1 e calcoliamo la coomologia di de Rham di P"*(C).
Fissiamo pg = [1:0:---:0] € P*(C) e consideriamo gli aperti
U=Us={[zo: - ap]|mg#0} =ZC"=R™ e V =P"(C) \ {po}
SthaP"(C)=UUV e
UnNnvV=C"\{0,---,0)} 2R*\ {(0,...,0)},
allora U NV & omotopo a S?"~1. Infatti, basta considerare I'omotopia

H:R™\ {(0,...,0)} x R — R\ {(0,...,0)}, H(x,t)=tz+ (1 —t)ﬁ.
x
Quindi, si ha
R, sek=0
k ~ k 2ny\ __ )
HHU) = HY(R™) = { 0, altrimenti.
R, sek=0,2n—1
k ~ krq2n—1\ __ ) )
AHUNV) = HA(S™) = { 0, altrimenti.
Per utilizzare la successione di Mayer-Vietoris associata agli aperti U e V', dobbiamo
calcolare la coomologia di V. Per farlo, cosideriamo

TV —=P"HC), 7([rg: - :an))=[v1: - a).
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La definizione & ben posta perché py non appartiene a V', quindi si ha 7([xg : -+ : x,]) #
[0:---:0] per ogni [zg : - -+ : x,] € V. Consideriamo ora
GiPHC) =V, g(ry:imy]) =0y,

Si ha 7o j = idpn-1(c), mentre j o7 ¢ omotopo a idy. Infatti, definiamo

H:VxR—=V, H(xg:--:x,],t) =[twg: - x,).
Si ha
H(lxg: - :2,),0) = [0:xy:---ix,] = jom([xog: - :xy))
H([zo: - :zn),1) = [xo:zy:- 2] = idy([xg: - x,]),

inoltre H ¢ liscia e quindi & un’omotopia. Percio si ha che V' e P"~!(C) hanno lo stesso
tipo di omotopia e quindi
H*(V) = H*(P""(C)).

Ora, supponiamo per induzione che sia vero che

_ R, sekeparie 0 <k <2n-—2
k/mn—1 _ ) >~ ~
A (P"(C)) = { 0, altrimenti.

Scriviamo la successione di Mayer-Vietoris relativa al ricoprimento {U, V'} di P"*(C):
— HYUNV) S HYP(C)) -2 HEU) @ HYV) -5 HYUNV) — - -
e consideriamo il caso in cui 2 < k < 2n — 2. Allora
HYUNV)=0=H*UNV)=H"U).

Percio si ha

_ R, sekeparie( <k <2n-—2
k (mon ~ k ~ k(mn—1 _ ) ~ ~
HH(P(C)) = HA(V) = H(P (C))_{O, se ke disparie 0 < k < 2n — 2.
Se k =2n — 1, allora
kal(sznq) =0 = Hk(v) — Hk(U),

quindi H*(P"(C)) = 0.

Se k = 2n, analizzando il seguente tratto della successione di Mayer-Vietoris
0=H""YU)oH™ (V) — H™ {(UNV) — H*(P"(C)) — H>™(U)aH™(V) =0,

si ha H*"(P"(C)) = H*» Y (UNV) =R.
Rimangono da determinare i gruppi di coomologia H°(P"(C)) e H!(P"(C)). Poiché P"(C)
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¢ connesso in quanto & un quoziente di C"™\ {(0,...,0)} che & connesso, H°(P*(C)) = R.
Determiniamo H'(P"(C)). Dato che H'(U) = H'(V) = 0, la successione di Mayer-
Vietoris si semplifica come segue:

0 — H°(P*(C)) — H°(U)® H(V) — H(UNV) — H'(P"(C)) — 0,
cioé
0—R—R®R SR — HYPY(C)) — 0,
dove ¢(a,b) = b — a. Quindi, H*(P*(C)) = 0.
Dal calcolo della coomologia di P"(C), si desume che, per 0 < k < 2n, 'applicazione
v HYP"(C)) — HM(U) & H (V)
induce il seguente isomorfismo:
ug - H*(P"1(C)) — H*(P"(C)).

Osserviamo infatti che per 2 < k < 2n — 2 avevamo visto che H*(P*(C)) = H*(V) =
HY(P"~1(C)), mentre per k = 1,2n — 1 abbiamo che H*(P"(C)) = 0 = H*(P"1(C)).
Vogliamo dimostrare per induzione su n che, fissato un elemento x € H?(P"(C)) \ {0},
con n > 0, allora z* genera H?*(P"(C)), per 0 < k < 2n e quindi

Rlz]

H'(P(©) = oy

Visto come sono fatti i gruppi di coomologia di P"(C), questo equivale a dimostrare che
2% #£ 0 per 0 < k < n. Per n = 1 questo ¢ ovvio. Ora, sia n > 1, allora, come appena
osservato, uy € un isomorfismo di algebre e quindi se s € H?(P"}(C)) \ {0}, allora

r = u(s) #0.
Essendo per ipotesi induttiva s* # 0 per 0 < k <n — 1, si ha

2" = (up(s))* = ur(s*) # 0.

Quindi z* genera H?*(P"(C)) per 0 < k < n — 1. Un modo immediato per dimostrare
che 2™ # 0 e usare la dualita di Poincaré.
P™(C) & orientabile. Infatti, se consideriamo il ricoprimento di P"(C) dato dagli aperti

U={lz0: - :2,] €eP"(C) |z, A0} =C", i=0,...,n

e dalle funzioni ; : U; — R*",

o ([ ToTi + YoYi YoTi — ToY; Tn®i + YnYi YnTi — TnYi
@i([z0 -+ 1 zn]) = ' ’

2 3 2 CREERERE 2 R 2 2
iy +y; Ty +y; iy +y; Ty +Y;
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supponendo per esempio che j > i, p; 0 ;' : R?™ — R?® & cosi definita

;00 (T1, Y1, - Tny Yn) = @i([mrFiyn vt wiiy L T g e T iY)) =
_ (-Tlxj + Y, T — 11Y;j X —Yj TnZj + YnYj YnTj — ilfnyj>
- 2 .2 2 .2 occco3 o9s o a0ttt 2 .2 2, .2 )
T+ iy +y; ity i+ y; i +y; T+ y;
Per semplicita, consideriamo n = 2 (il caso n > 2 si svolge in maniera analoga) e

calcoliamo lo Jacobiano J di ¢; o ot

T2 Yo T1yi—z12i—2w0y1y2 Y123 —y1y5—2yem172
z5tys  z3+ys , @3+y5)? , (@3443)°
) T2 Y1Ys—Y1T5+2T1T2y2  T1Y5; —T1T5—2T2y1Y2
J— | #tys aitus (w3+u3)* (23+43)?
0 0 Yo %5 —2x2Y2
(23+y3)? (z;%?+y§2)2
O O 2x2Y2 Y5 —Th
(z3+y3)? (23+v3)?
_ (e3+y3)(25—y3) > +4adys) 1 . n <
Dato che det(J) = (@2+y3)0 = e > 0, concludiamo che P (C) ¢ ori-

entabile.
Poiché P*(C) ¢ compatto, dato che puo essere visto come quoziente di S?*~! che &
compatto, ed e orientabile, per la dualita di Poincaré, si ha che ’applicazione bilineare

H*(P"(C)) x H"*(P"(C)) — R
definita da

P (C)
¢ non degenere. Quindi fP”((C) " # 0, percio " # 0 e 2" genera H**(P"(C)), il che

completa la dimostrazione.

Osservazione 1.42. Nel teorema che enuncia la dualita di Poincaré, 'ipotesi che il buon
ricoprimento sia finito, in realta, non e necessaria. Da un’analisi piu dettagliata della
topologia della varieta, il principio di Mayer-Vietoris, che abbiamo visto, si puo estendere
ad ogni varieta orientabile®.

Bisogna fare molta attenzione perché non e sempre vero che
HI(M) = (H"(M))".

Questa asimmetria deriva dal fatto che il duale di una somma diretta € un prodotto
diretto, ma il duale di un prodotto diretto non € una somma diretta.

5C.fr. [6] vol.1 pag. 198 e pag. 14.
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Esempio 8. Consideriamo I'unione infinita disgiunta M = [[;~, M; dove M; sono tutte
le varieta di tipo finito della stessa dimensione n.
Allora la coomologia di de Rham ¢ un prodotto diretto

HY(M) = | [ H(M), (1.11)

mentre la coomologia compatta ¢ una somma diretta
HY(M) = D H(M;).
Facendo il duale della coomologia compatta si ottiene un prodotto diretto:

(H(M))" = HHE(Mi)- (1.12)

Da (1.11) e (1.12) e dalla dualita di Poincaré per le varieta di tipo finito M; segue che
HA(M) = (H29(M))".
Corollario 1.43. Se M ¢ una varieta orientata connessa di dimensione n, allora
HI(M)=R.
In particolare, se M ¢é orientata, compatta e connessa, allora
H"(M) = R.

Sia f : M — N un’applicazione tra due varieta orientate e compatte di dimensione
n, allora esiste un’applicazione indotta in coomologia:

£ HY(N) — H™(M).

1.5.4 La Formula di Kiinneth e il Teorema di Leray-Hirsch

La Formula di Kiinneth enuncia che il prodotto di due varieta M e F' e il prodotto
tensoriale delle coomologie:

H*(M x F)=H*(M)® H*(F). (1.13)
Questo significa che
H"(M x F) = € H"(M)® H(F),
pta=n

per ogni intero n non negativo. Piu in generale, siamo interessati alla coomologia di un
fibrato.
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Definizione 1.24. Sia G un gruppo di Lie che agisce a sinistra®, mediante un’appli-
cazione differenziabile, su una varieta differenziabile F'. Un’applicazione differenziabile
suriettiva m : £ — B tra varieta differenziabili € un fibrato con fibra F' e gruppo struttura
G se B ha un ricoprimento aperto {U,} tale che esistono diffeomorfismi che preservano
le fibre

Go : By, = Uy x F

e le funzioni di transizione sono differenziabili e a valori in G:

9o5(2) = o 0 05 ({2} x F).

Lo spazio E e chiamato spazio totale. Un fibrato con gruppo struttura G & anche chiamato
G-fibrato. Se = € B, l'insieme E, = 7 !(z) & chiamato la fibra in z.

In assenza di ambiguita, identificheremo lo spazio totale F con il fibrato.
Se parliamo di fibrati senza menzionare il gruppo struttura, allora intendiamo che il
gruppo struttura sia il gruppo dei diffeomorfismi di F' che denoteremo con Dif f(F).

Definizione 1.25. L’azione di un gruppo di Lie G, mediante un’applicazione differen-
ziabile, su una varieta differenziabile F' e detta effettiva se I'unico elemento di G che
agisce banalmente ¢ l'identita, cioe se g - y = y per ogni y € F implica che g =1 € G.

Questo ¢ equivalente a richiedere che il nucleo dell’applicazione naturale G — Dif f(F)
sia 'identita o che G sia un sottogruppo di Dif f(F).

Osservazione 1.44. Nella definizione di fibrato si richiede che l'azione di G su F sia
effettiva affinché il diffeomorfismo g, s(z) di F' possa essere identificato con un elemento
di G.

Le funzioni di transizione g, : Uy, N Ug — G soddisfano
a3 " 98y = Goyy-

Dato {ga,s} con valori in G che soddisfa g5 g5y = ga,, POssiamo costruire un fibrato
FE che ha queste come funzioni di transizione ponendo

E=([]Uax F)/(2,9) ~ (&, gas(x)y), (1.14)

per (z,y) € Ug X F e (z,gap(x)y) € Uy X F.
La seguente dimostrazione della Formula di Kiinneth assume che la varieta M abbia un
buon ricoprimento finito. Questa ipotesi € necessaria per 'induzione.

6C.f.r. la Definizione 2.1
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Dimostrazione. Le due proiezioni w: M X F'— M, p: M x F — F, rispettivamente sul
primo e sul secondo fattore, danno origine ad un’applicazione sulle forme:

W@ Pr— Tw- PP
che induce un’applicazione in coomologia:
Y:H*(M)® H*(F) — H*(M x F).

Dimostreremo che v € un isomorfismo.

Se M = R", allora questo segue dal Lemma di Poincaré.

Da ora in poi penseremo a M X F come a un prodotto fibrato su M.

Siano U e V due insieme aperti di M e n un intero fissato. Dalla successione di Mayer-

Vietoris
-— HP(UUV)— HP(U)® H?(V) - HP(UNV) — ---

si ottiene una successione esatta facendo il prodotto tensoriale con H" ?(F):
- — HP(UUV)@H"P(F) — (HP(U)®H?(V))H"P(F) — HP(UNV)QH" P(F) — ---

dato che fare il prodotto tensoriale con uno spazio vettoriale preserva ’esattezza. Ricor-
dando che vale la proprieta distributiva, facendo la somma su tutti i p, si ha la successione
esatta

L é HP(UUV)® H"P(F) — é(HP(U) ® H"?(F)) & (H*(V) ® H" P(F)) —

p=0 p=0

= éﬂp(m V)® H"™P(F) — -

p=0
Il seguente diagramma
@) HP(UUV)@ H" P(F) — @p_o(H'U)e HP(V))®@ H"P(F) — @)_,H/(UNV)® H" P(F)
LY Ly Ly
H"((UUV) x F) — H"(U x F) & H™(V x F) — H"((UNV) x F)

e commutativo. La commutativita e ovvia eccetto per

@, H(UNV)@ H"?(F) % @' H* (UUV)e H"(F)

Ly L
H*(UNV) x F) RN H Y (UUV) x F),

che adesso verificheremo. Siaw ® ¢ € H*(UNV) @ H" P(F). Allora

Po(w @ ¢) = 7" (0w) - p o,
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Sh(w® ¢) = (n'w - p*).

Ricordiamo che se {py, pv} € una partizione dell’'unita subordinata a {U,V'}, allora

_ —d(pvw), su U
o= { s B

Siccome il pull-back {7*py, 7*py } forma una partizione dell’unita su (U U V) x F su-
bordinata al ricoprimento {U x F,V x F} su (UNV) x F, dato che ¢ & chiusa, si ha

o(m*w - p*¢) = d((7*pu)m*w - p*¢) = (dr*(pyw)) - p* =

=7 (0w) - p"¢.
Quindi il diagramma ¢ commutativo.
Per il Lemma dei cinque, se il teorema e vero per U, V e U NV, allora ¢ anche vero

per U U V. La Formula di Kiinneth segue dall’induzione sulla cardinalita di un buon
ricoprimento, come nella dimostrazione della dualita di Poincaré. O]

Sia 7 : E — M un fibrato con fibra F'. Supponiamo esistano delle classi di coomologia
e1,...,¢e. su F che si restringono a una base per la coomologia di ciascuna fibra. Allora
possiamo definire un’applicazione

Y HY (M) @ R{ey,...,e.} — H*(E).

Con lo stesso ragionamento nella dimostrazione della Formula di Kiinneth si puo di-
mostrare il seguente teorema.

Teorema 1.45. (Leray-Hirsch) Sia E un fibrato su M con fibra F. Supponiamo che

M abbia un buon ricoprimento. Se esistono classi di coomologia globali eq, ..., e, su E
che quando vengono ristrette a ogni fibra generano liberamente la coomologia della fibra,
allora H*(E) ¢ un modulo libero su H*(M) con base {eq, ..., e}, cioé

H*(E) = H*(M) @ Rey, ... e,} = H(M) ® H*(F).

1.5.5 1l duale di Poincaré di una sottovarieta chiusa

Sia M una varieta orientata di dimensione n e S una sottovarieta chiusa di dimensione
k. Ad ogni sottovarieta orientata chiusa ¢ : S — M di dimensione k possiamo associare
un’unica classe di coomologia [ns] € H" *(M), chiamata il suo duale di Poincaré, come
segue. Sia w una k-forma chiusa a supporto compatto su M. Dato che S & chiusa in M,
Supp(wl|g) € chiuso non soltanto in S, ma anche in M.

Ora, poiché Supp(w|s) C (Supp(w))N .S & un sottoinsieme chiuso in un compatto, i*w ha
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supporto compatto su S e quindi ¢ definito l'integrale | g t"w. Per il Teorema di Stokes,
I'integrazione su S definisce un funzionale lineare su H*¥(M). Per la dualita di Poincaré

(He(M))" = H*H(M),

ne segue che l'integrazione su S corrisponde ad un’unica classe di coomologia [ns] €
H™*(M). Chiameremo sia la classe di coomologia [ns] sia la forma che lo rappresenta
il duale di Poincaré di S. Per definizione, il duale di Poincaré [ng| ¢ l'unica classe di
coomologia in H"*(M) che soddisfa

/i*w:/ W ns,
s M
per ogni w € H¥(M).

Supponiamo che S sia una sottovarieta compatta, orientata di M di dimensione k. Sic-
come un compatto in uno spazio che e Hausdorff e chiuso, S ¢ anche una sottovarieta
orientata, chiusa e quindi ha un duale di Poincaré ng € H" *(M).

Concludiamo questa sezione con le due seguenti osservazioni.

Osservazione 1.46. Se M e una varieta orientabile di dimensione n, allora la dualita di
Poincaré di un punto p & un generatore per H"(M).

Osservazione 1.47. Se S ¢ una sottovarieta di M di dimensione k, e f : N — M ¢
un’applicazione differenziabile tale che f~'(S) ¢ una sottovarieta di N di dimensione
—n + dimN + k, allora [f~1(S)] = f*([5]).
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Capitolo 2

La varieta delle bandiere

In questo capitolo definiamo una struttura di varieta differenziabile sull’insieme delle
bandiere di uno spazio vettoriale complesso. Premettiamo alcune considerazioni sulle
azioni di gruppi di Lie su varieta differenziabili.

2.1 Azione di un gruppo su un insieme

Definizione 2.1. Sia G un gruppo e X un insieme. G agisce su X (a sinistra) se esiste
un’applicazione
9:Gx X —X

che soddisfa le seguenti condizioni:

1. se e e ’elemento neutro di G, allora

de,x) =z, per ogni x appartenente a X;

2. se g1, go appartengono a G, allora

Ig1,9%(g2, 7)) = ¥(g192, x), per ogni x appartenente a X.

Se G ¢ un gruppo di Lie, X ¢ una varieta differenziabile! e ¥ ¢ un’applicazione
differenziabile, parliamo di azione C*°.

Notazione 5. Sia G un gruppo che agisce su un insieme X e sia A un sottoinsieme di X.
Usiamo la seguente notazione:

GA ={galg € G,a € A}.

INell’Appendice A vi & un breve richiamo sulle varieta differenziabili.

45
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Definizione 2.2. Sia G un gruppo che agisce su un insieme X. L’orbita di x € X ¢
I'insieme Gz. Se Gx = x, allora x e detto punto fisso di G. Se Gx = X per un certo z,
allora si dice che G agisce in modo transitivo su X. In questo caso, Gx = X per tutti
gli elementi x appartenenti a X.

Sia G' un gruppo di Lie, M una varieta differenziabile e ¢ : G x M — M un’azione
C*°. Definiamo una relazione ~ su M in questo modo: m; ~ my se esiste g € G tale che
my = Uy(my) = gmy.

Osservazione 2.1. La relazione appena definita risulta essere una relazione di equivalenza
e le classi di equivalenza coincidono con le orbite di G.

Dimostrazione. Dimostramo che € una relazione di equivalenza:

e my ~ my dato che my; = em; e quindi la relazione e riflessiva;

® sc my ~ Mo, allora my = gm; e quindi m; = g~ 'ms, ciod ms ~ m; e questo prova
che la relazione e simmetrica;

® se my ~ My e mg ~ mg, allora my = gmy e m3 = hmy e cosi mg = (hg)m; e quindi
my ~ mgz, questo dimostra la transitivita della relazione.

Dimostriamo infine che, per ogni m; € M, [m] = Gmy. Se my ~ my, allora m; e
ms stanno nella stessa orbita, cosi la classe di equivalenza [m;] C Gmy. Viceversa, se
ms € Gmy, allora my ~ my e cosi Gmy C [my]. O

Con M /G denoteremo l'insieme delle classi di equivalenza e lo doteremo della topolo-
gia quoziente. Chiameremo M /G lo spazio delle orbite di un’azione. Con questa topolo-
gia, la proiezione

T M— M/G, w(m) =mG

e continua. La proiezione 7 risulta essere anche aperta: se U C M € un insieme aperto,
allora ¢ aperto anche ¥,(U) per ogni g € G, dato che 'azione ¢ & continua, quindi
GU = [U] = U,eq ¥y(U), essendo unione di aperti, ¢ aperto.

Lo spazio delle orbite non necessariamente ¢ Hausdorff, ma se lo e, allora le orbite devono
essere sottoinsiemi chiusi di M dato che ogni orbita risulta essere la retroimmagine,

tramite 7, di un punto di M/G e i punti sono chiusi in uno spazio Hausdorff.

Definizione 2.3. Un sottogruppo di Lie H di un gruppo di Lie G ¢ un sottogruppo che
¢ anche una sottovarieta immersa ed ¢ un gruppo di Lie con la struttura differenziabile
di sottovarieta immersa.

Osservazione 2.2. Sia G un gruppo di Lie e H un sottogruppo di G. H agisce su G a
sinistra mediante le traslazioni a sinistra. Se inoltre H e un sottogruppo di Lie allora
I’azione e C'*°.

Quindi se H ¢ un sottogruppo di Lie, 'insieme dei laterali destri G/H coincide con lo
spazio delle orbite dell’azione.
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Prima di enunciare un risultato che ci sara molto utile nel seguito, abbiamo bisogno
di una definizione e di dimostrare due lemmi.

Definizione 2.4. Una relazione di equivalenza ~ su uno spazio topologico X e detta
aperta se, per ogni sottoinsieme A C X aperto, I'insieme [A] = (J, c4{z € X[z ~ a} ¢
aperto.

Lemma 2.3. Una relazione di equivalenza ~ su uno spazio topologico X ¢ aperta se e
solo se la proiezione w e aperta. Inoltre, se ~ ¢ aperta e X ha una base numerabile di
insiemi aperti, allora anche X/ ~ ha una base numerabile.

Dimostrazione. Sia A C X un sottoinsieme aperto. Poiché [A] = 7~1(7(A)) allora, dalla
definizione di topologia quoziente su X/ ~, si ha che [A] & aperto se 7 ¢ aperta e viceversa
[A] aperto implica che m(A) ¢ aperto.

Dimostriamo ora la seconda parte dell’enunciato. Supponiamo che ~ sia aperta e che
X abbia una base numerabile {U;} di insiemi aperti. Se W ¢ un sottoinsieme aperto di
X/ ~, allora

=) =
jed

per una certa sottofamiglia di {U;} e

W= r(r () = | ()

jeJ
Da questo segue che {7(U;)} ¢ una base di insiemi aperti per X/ ~. O

Lemma 2.4. Sia ~ una relazione di equivalenza aperta su uno spazio topologico X.
Allora R = {(x,y)|z ~ y} & un sottoinsieme chiuso dello spazio X x X se e solo se la
spazio quoziente X/ ~ ¢ Hausdorff.

Dimostrazione. <) Supponiamo che X/ ~ sia Hausdorff e supponiamo che (z,y) ¢ R,
cioe x ~ y. Allora ci sono intorni disgiunti U di 7(z) e V di 7(y) che possiamo supporre
aperti. Siano U = 7 (U) e V.= 7 4(V). U e V risultano cosi essere due insiemi aperti
che contengono rispettivamente = e y. Se l'insieme aperto U x V intersecasse R, allora
dovrebbe contenere almeno un punto (z’, ') tale che 2’ ~ 3/. Ma questo sarebbe contrario
al fatto che abbiamo assunto che UNV = () poiche risulterebbe che 7(z') = 7 (y’). Questa
contraddizione mostra che U x V non interseca R e quindi R ¢ chiuso.

=) Viceversa, supponiamo che R sia chiuso. Allora per ogni coppia di punti distinti
7(x), 7(y) in X/ ~, esiste un insieme aperto della forma U x V contenente (z,y) che
non ha punti in R. Ne segue che U = 7(U) e V = (V) sono disgiunti. Per il lemma
precedente e dalle ipotesi, si ha che U e V sono aperti. Abbiamo cosi dimostrato che
X/ ~ ¢ Hausdorftf. O
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Il risultato pit importante di questo paragrafo e il seguente.

Teorema 2.5. Sia G un gruppo di Lie e H un sottogruppo di Lie di G. Allora ’ap-
plicazione 7 : G — G/H, che ad ogni elemento di G associa la sua orbita, cioe il suo
laterale destro, oltre ad essere continua é anche aperta. Inoltre G/H é Hausdorff se e
solo se H ¢ chiuso.

Dimostrazione. Dato che questo spazio coincide con lo spazio delle orbite di H che agisce
su G, 7 ¢ aperta e continua.
Per dimostrare che G/H ¢ Hausdorff se e solo se H ¢ chiuso utilizziamo la seguente
applicazione C'°°:

F:GxG—G F(g1,92) = 95 1.

Dato che F' ¢ continua e F~!'(H) ¢ il sottoinsieme R = {(g1,92)|g1 ~ g2} di G X G,
allora R & chiuso e quindi, per il lemma precedente, G/H ¢ Hausdorff se e solo se H ¢
un sottoinsieme chiuso di G. O

Concludiamo questo paragrafo con la seguente definizione.

Definizione 2.5. Sia G un gruppo che agisce su un insieme X e sia x € X. Il gruppo di
isotropia o di stabilita di x, che denoteremo con G, € il sottogruppo di tutti gli elementi
di G che lasciano z fisso, cioe

G, ={g € Glgr = x}.

2.2 Spazi omogenei

In questo paragrafo analizzeremo 1’azione di un gruppo di Lie su una varieta nel caso
di un’azione transitiva. Ricordiamo che, se G' ¢ un gruppo di Lie e M ¢ una varieta
differenziabile, si dice che 'azione ¥ : G x M — M ¢ transitiva se per ogni my, mo
appartenenti a M esiste un g appartenente a G tale che 9,(m;) = ma.

Definizione 2.6. Una varieta M e detta spazio omogeneo del gruppo di Lie G se esiste
un’azione transitiva C*° di G su M.

Proposizione 2.6. Sia G un gruppo e H un sottogruppo di G e G/H linsieme dei
laterali destri. L’applicazione

AN:GxG/H—G/H M(g,9H)) = ggH
gode delle sequenti proprieta:

1. é un’azione a sinistra;
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2. mo Ly = Ao per ogni g € G, dove
A G/H — G/H,  XN(9H) = ggH,

m:G— G/H, 7(g9) = gH

per ogni g € G;
3. e transitiva.
Dimostrazione. 1. Dimostriamo che ’azione appena definita ¢ un’azione a sinistra:
(i) A(e,gH) = gH,
(i) Algr, Mgz, 9H)) = Mg, 929H) = (9192)9H = Mg192, gH).

2. Da una parte 7o L;(g) = 7(g9) = (99)H.
Dall’altra A\j o m(g) = A\y(gH) = ggH.
Abbiamo cosi dimostrato quanto volevamo.

3. Dimostramo che 'azione appena definita e transitiva.
Basta osservare che \j,-1(gH) = gH per ogni g, g appartenenti a G.
O

Sia X un insieme sul quale agisce transitivamente un gruppo G tramite ’applicazione
¥:Gx X — X. Sia T un elemento di X e H il sottogruppo di isotropia di T, cioe

H={g € G|Y,(z) =7}.
Definiamo 'applicazione
F:G—X, F(g) =19,x).
Osservazione 2.7. Dato che ¥ e transitiva, allora F ¢ suriettiva. Infatti, preso r € X

esiste un elemento g € G tale che ¥4(7) = x. Allora F(g) = z.

Osservazione 2.8. Per ogni x € X si ha che ﬁfl(:ﬂ) = gH dove g ¢ un elemento di GG
tale che F'(g) = .

Dalle due osservazioni precedenti deriva che F' induce un’applicazione

F:G/H—X, F(gH)=F(g)

che risulta essere iniettiva e suriettiva.
Infatti:
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e proviamo che F' e ben definita: siano g e g due rappresentanti della stessa classe
di equivalenza in G/H, cioe g = gh con h € H, allora

F(gH) = F((gh)H) = F(gh) = 0g(T) = 04(0n(T)) = U,4(T) = F(g) = F(gH);

e proviamo che F ¢ iniettiva: supponiamo che F(g1H) = F(g2H), per I'ultima os-
servazione fatta si ha che F~Y(F(g1)) = ¢1H e F71(F(g2)) = g2 H, quindi ¢; e ¢y
appartengono alla stessa classe di equivalenza, cioe g1 H = g H,;

e proviamo che F' ¢ suriettiva: dato che F & suriettiva si ha che per ogni x apparte-
nente a X esiste g € G tale che F(g) = z, quindi F(gH) = x.

Osservazione 2.9. Valgono le seguenti relazioni:
1. Forr = ﬁ;
2. Fo)l;=19,0F perognigeG.

Preso un sottoinsieme aperto V di G/H, una sezione (V,o) su G/H indichera una
applicazione o : V — G continua e tale che m o o = idy .

Per dimostrare un importante risultato che enunceremo tra poco ci serviremo del seguente
lemma.

Lemma 2.10. Sia G un gruppo di Lie e sia H un sottogruppo di Lie di G connesso e
chiuso. Allora ogni gH ¢é una sottovarieta chiusa regolare e, per ogni g € GG, esiste un
intorno coordinato cubico (U, @) (cioé ¢(U) é un cubo in R™) tale che per ogni gH si ha
che gH NU é vuoto oppure e una singola foglia connessa.

Dimostrazione. 11 fatto che H e ogni suo laterale sia una sottovarieta regolare € una
immediata conseguenza della seconda parte dell’enunciato.

Poiché ogni laterale ¢ una varieta integrale massimale della distribuzione invariante a
sinistra A determinata da A, = T,(H), ogni g € G ha un intorno coordinato (U, ¢)
le cui foglie, determinate fissando le ultime m — n coordinate (dove n = dim(H) e
m = dim(G)), sono varieta integrali e ognuna ¢ un sottoinsieme aperto di un laterale
gH di H. Dobbiamo ora verificare che si puo prendere U sufficientemente piccolo tale
che per ogni g, gH NU = () oppure ¢ una singola foglia. Possiamo limitarci a dimostrare
questo solo per g = e dato che A, le varieta integrali, etc. sono invarianti per traslazioni
a sinistra di elementi di G. Inoltre, se dimostriamo che esiste un intorno coordinato di
e, (U, ¢), tale che U' N H & uguale ad una sola foglia, allora basta prendere U C U’
abbastanza piccolo in modo che valga U™'U C U’ e tale che (U, ¢ = ¢/|¢) sia un intorno
coordinato cubico per completare la dimostrazione. Infatti, se g, go € U stessero su
due foglie distinte ma appartenessero allo stesso laterale, cioe g1 H = g H, allora gg; "
ed e risulterebbero essere due elementi di U’ N H che stanno in due foglie distinte (dato
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che L o ¢ un diffeomorfismo e porta foglie in foglie). Ma questo contraddice le nostre
assunzioni su U’ e quindi ¢io non puo accadere. Cirimane quindi da dimostrare I’esistenza
di (U',¢).

Prendiamo un intorno coordinato (V1) di e tale che ¢ (e) = 0 e (V) sia un cubo che
indicheremo con C§*(0). Le foglie

S e = e VI =, j=ntlm)

sono varieta integrali. La collezione delle foglie distinte su H, cioe VN H € numerabile e
quindi corrisponde ad un insieme numerabile di punti {(¢"*, ..., ¢™)} del cubo C{"~™(0).
Se ci restringiamo ad un cubo chiuso V' = ¢~1(C%(0)) dove § > ¢’ > 0 dobbiamo sup-
porre che I'insieme numerabile sia chiuso, dato che H e V7 sono chiusi. Poiché un insieme
numerabile chiuso di R™™™ deve contenere un punto isolato, segue che H NV’ contiene
una foglia isolata. Possiamo supporre, per 'invarianza per traslazioni, che questa foglia
passi per e. E quindi possibile scegliere €, 0 < € < &, tale che Y= H(C(0) = U’
e ¢’ = 1|y hanno le proprieta che abbiamo richiesto: H N U’ & una singola foglia e
contiene l'identita e. Questo completa la dimostrazione del lemma. O

Enunciamo ora I'importante risultato che avevamo promesso.

Teorema 2.11. Sia G un gruppo di Lie e H un sottogruppo di Lie chiuso. Allora esiste
un’unica struttura di varieta differenziabile su G/H con le proprieta:

1. me(C™,
2. ogni g € G ¢ nellimmagine o(V') di una sezione C* (Vo) su G/H.

Inoltre, l’azione \ : G x G/H — G/H descritta precedentemente é un’azione C* di G su
G/H con questa struttura. Risulta inoltre che la dimensione di G/H é dim(G)— dim(H).

Dimostrazione. La topologia su G/H & univocamente determinata dalla richiesta che
7 : G — G/H sia aperta e continua.

Dimostriamo ora che A : GxG/H — G/H & un’azione continua. Prendiamo U un insieme
aperto di G/H, dobbiamo dimostrare che A™}(U) & aperto. Sia W un sottoinsieme di
G x G tale che per ogni (g1, g2) € W il prodotto g1go € 7~ 1(U) che & un sottoinsieme
aperto di G. W ¢ aperto dato che ¢ la retroimmagine di 7= (U) tramite 1’applicazione
continua (gy,g2) — ¢g192. L’applicazione

GxG—GxG/H

(91, 92) = (91,7(g2))

¢ aperta e porta W in un insieme aperto che risulta essere proprio A™1(U).
Applichiamo ora il Teorema di Frobenius alla distribuzione invariante a sinistra A de-
terminata da A, = T,H. Come base A ha ogni base di campi vettoriali invarianti a
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sinistra in b, 'algebra di H vista come sottoalgebra di g. Le foglie integrali massimali
di A sono esattamente i laterali destri gH. Segue che esiste un intorno cubico di e la
cui intersezione con i laterali gH sono unioni di foglie. Restingiamoci a lavorare su un
intorno cubico (U, ¢) del tipo descritto nel lemma precedente con ¢(U) = C(0) e sup-

poniamo che nelle coordinate locali z!,..., 2", 2", ..., 2™, le foglie ottenute tenendo
fisse "1, ..., 2™ sono le intersezioni dei laterali g con U. Sia
A={acUlz'(a)="--=2"(a) =0}

e consideriamo l’applicazione
A= CrTM0) R Y(g) = (2" (g), - 2™ (0)-

A ¢ una sottovarieta liscia di G, contenuta in U e 1 & un diffeomorfismo. Per come
abbiamo scelto (U, ¢), A interseca ogni laterale di H che interseca U esattamente in
un punto. Quindi 7 manda A omeomorficamente in un insieme aperto V di G/H.
Denotiamo 'inversa con o. Abbiamo cosi ottenuto che o : V' — G & una sezione continua

con o(V) = A. Supponiamo che (U, ¢) e (U, ) siano tali che V = 7(A) e V = 7(A)

abbiano punti comuni. L’insieme V NV & aperto e, dato che
Gom:W:=0o(VNV)—>W:=5(VNV)

¢ differenziabile con inversa

O'O7TZ/_WV—>W

ancora differenziabile, allora W e W sono diffeomorfi. Segue che la collezione degli
insiemi aperti V. = 7(A) su tutto (U,¢) del tipo sopra insieme agli omeomorfismi
Y =1oo:V — C™"0) determinano una struttura differenziabile del tipo richiesto
dal teorema.

L’unicita segue dalle richeste 1 e 2. Infatti se avessimo due diverse strutture su G/H
allora l'identita sarebbe un diffeomorfismo in questo modo: fattorizziamo questa local-
mente in una sezione o : V — G della prima struttura seguita dalla proiezione 7 che
¢ differenziabile in una seconda struttura. Dato che facciamo questo per ogni dominio
V', allora otteniamo che I'identita ¢ un’applicazione differenziabile da G/H con la prima
struttura a G/H con la seconda struttura. Ma vale anche 'inverso e quindi la struttura
risulta essere unica.

Infine, A : G x G/H — G/H e differenziabile poiché puo essere scritta sul dominio V' di
una sezione come \(g,gH) = w(go(gH)). O

Prima di completare il quadro della situazione, enunciando l'ultimo teorema del
paragrafo, diamo la seguente definizione.
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Definizione 2.7. Sia F' : N — M un’applicazione differenziabile tra varieta differenzia-
bili e sian € N. Siano (U, ¢) e (V,4) due intorni coordinati di n e F'(n) rispettivamente
tali che F(U) C V. Consideriamo

F=vyoFop!: o(U) — (V).
Si chiama rango di F in n il rango di F in o(n).

Teorema 2.12. Sia M una varieta differenziabile e sia G un gruppo di Lie che agisce
transitivamente su M mediante [’applicazione ¥ : G x M — M. Allora lapplicazione

F:G— M, F(g) =9(g,m)

e differenziabile e, per ogni g € G, F ha rango in g uguale alla dimensione di M. Inoltre,
il gruppo di isotropia H é un sottogruppo di Lie chiuso e cosi G/H risulta essere una
varieta differenziabile. Infine, applicazione

F:G/H—M

definita da

F(gH) = F(g)

e un diffeomorfismo e
Folj=19,0F, per ogni g € G.

Dimostrazione. F : G — M ¢ liscia dato che ﬁ(g) = J(g,m) e ¥ & liscia per ipotesi.
Da B B _
FolLy(x)=F(gx) =140 F(x)
per la regola della catena e per il fatto che sia Ly che ¥, sono diffeomorfismi, si ha che
il rango di F' e lo stesso per ogni g € G. Segue, applicando il Teorema del rango, che

F'm)=H

¢ una sottovarieta chiusa e soddisfa le ipotesi del teorema precedente.
Consideriamo ora DF, : T,(G) — T,,(M). X, € T.(G) ¢ il vettore tangente in ¢ = 0 alla

curva ¢(t) = exp(tX) cosi il vettore DF,.(X,) ¢ il vettore tangente a

F(exptX) = V(exptX,m)

in m per t = 0. Poiché ¢ ristretta a g(t) = exptX & un’azione di R su M, allora
DF.(X.) & zero se e solo se J(exptX,m) = m per ogni t, cioe exptX C H che ¢
equivalente a scrivere X € T.(H), dove con T,(H) indichiamo il sottospazio di T.(G)
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relativo al sottogruppo H.
Quindi _
Ker(DF,) =T,(H) = Ker(Dm,)

e la dimensione di Ker(DF) & costante su G come la dimensione di Ker(Dr).
Dato che F' ¢ suriettiva, per il Teorema del rango si ha che

dim(M) = dim(G) — dim(H) = dim(G/H).

Consideriamo F' : G/H — M. Sia g € G/H e (V,0) una sezione definita in un intorno

V' di g. Dato che o & liscia e F|y = F o0, allora F' ¢ liscia in un intorno di ogni punto,

quindi ¢ liscia su G/H. Sappiamo che F' ¢ iniettiva e suriettiva e se Ker(DF') = {0}, cioe

rank(F') = dim(G/H) = dim(M) ovunque, allora F' ¢ un diffeomorfismo. Sia ¢ € G/H

e supponiamo ¢ = 7(g). Usando il fatto che F' = F o7 e la regola della catena, si ha che

DFy : Ty(G) — T,y (M) ¢ anche dato da DFy(g) o Dmy. Quindi, poiché
dim(Ker (DF)) = dim(Ker (Dr)),

allora Ker(DF') = 0, che era cio che volevamo provare.
Il fatto che
Fol)j=1v40F

deriva da un’osservazione precedente.

Inoltre, per il teorema precedente, A, ¢ un diffeomorfismo mentre 9, ¢ un diffeomorfismo
per ipotesi.

Abbiamo cosi concluso la dimostrazione del teorema. O

Riassumiamo quanto abbiamo visto in questa sessione:

Se un gruppo di Lie G agisce, mediante 'azione ¥, su un insieme X transitivamente
in modo tale che il sottogruppo di isotropia di un elemento x in X sia un sottogruppo di
Lie chiuso, allora esiste un’unica struttura differenziabile su X tale che l’azione sia C°.
Questa struttura & costruita richiedendo che l’applicazione

F:G/H — X, F(gH) =v,(x)

sia un diffeomorfismo. Osserviamo inoltre che la struttura non dipende dall’elemento x
i X che si considera.

2.3 Struttura di varieta per l’insieme delle bandiere

In questo paragrafo, applicando il metodo precedentemente descritto, vogliamo dare una
struttura di varieta all’insieme delle bandiere di C".
Diamo prima di tutto la definizione di bandiera.



Definizione 2.8. Una successione di n sottospazi di C”
iwcV,c---CcV,,CV,=C"

con dimV; = j per j =1,...,n ¢ detta bandiera di C".

Notazione 6. Denoteremo con Fl(n) I'insieme delle bandiere di C™ .

Vogliamo dimostrare che I’azione di GL,,(C) sull’insieme Fl(n)
¥ : GL,(C) x Fl(n) — Fl(n)

cosl definita
VAV, C---C V) =AVi C--- C AV,

¢ transitiva.
Dimostriamo anzitutto che ¢ un’azione:

e I,V C---CV,)=
=IVic---ClV, =
:Vlc...cvn;

e (A YBV,C---CV,) =
=9(A,BV, C --- C BV,) =
=ABV;) C--- C A(BV,) =
=(AB)V; C--- C(AB)V, =
=9(AB, Vi C--- CV,).

Dimostriamo ora che ’'azione ¢ transitiva.

Per fare cio introduciamo prima di tutto quella che viene detta bandiera standard:

F,=<e; >C<e,e0>C - C<é€p,...,6, >

dove ey, ..., e, sono gli elementi della base standard di C™.
Osserviamo che per ogni bandiera di C”

Voe=VicVc.---CcV,_,CcV,=C"

95

possiamo trovare una base {vy,...,v,} tale che V; =< vq,...,v; >. Ricordiamo che, se

necessario, si puo anche trovare una base unitaria con questa proprieta.

Consideriamo ora la matrice A n x n tale che Ae; = v; per ogni j. A manda la bandiera

standard nella bandiera V.

Calcoliamoci ora il gruppo di stabilita della bandiera standard E,. Vogliamo cioe

trovare l'insieme

H={A€ GL,(C)|AE, = E.}.
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Affinché A = (a;5);; € GL,(C), AE, = E,, si deve avere che Ae; €< e; >, cioe

a2 o Gy 1 an
Q21 Q22 -+ A2y 0 a21

. = . c<e >.
Ap1 Ap2 - Qpn 0 an1

Le condizioni che ne derivano sono:
Ao =+ = ap; = 0.

Ovviamente queste condizioni non bastano. Deve infatti anche valere, ad esempio, che

ainn a2 -0 Ain 0 12
Q21 Q22 -+ d2n 1 22
asy asy - asy O | =| a2 | e<ep,en >
Gp1 Ap2 - Gpp 0 Ap2
e quindi
azp = -+ = apz = 0.
In generale,
aip 0 Ay ot QGip ayj
Q21 -+ Qg5 -+ Q2 A2,
Aej: : : : ej = : e<er,...,e >
Qp1 +++ Qpg - Gpp Qpj
e quindi
A1 = = anj = 0.

Abbiamo cosi ottenuto che le matrici appartenenti a H sono le matrici triangolari supe-
riori invertibili a coefficienti in C. Denoteremo tale insieme con T(n).
L’insieme Ty(n) risulta essere un gruppo, infatti:

o [ € T(n);
aix a2 -+ Qip b1 by - bln
0 axp -+ az 0 Dbao -+ by
[ ) . —
0 . 0 e b
a11b11  a11bia + arobay -+ aibi, + - 4 arnbp,
0 22092 <o agobyy - 4 agnbpg,

= . . . € TS(n)§

0 e annbnn
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-1

aj; Q2 - Qip a2 * ** App *
0 ax -+ axn 1 11433 "+ * Ann
° -
. <. . 11022 "Gnn
0 s Qpn 0 Q11 Apn—1n—1
€ Ts(n).

Quindi I'insieme delle matrici triangolari superiori invertibili & un sottogruppo di Lie di
GL,,(C) chiuso.
Per cio che abbiamo visto nel paragrafo precedente, si ha che

Fl(n) = GL.(C) /Ty(n)

e Fl(n) risulta cosi essere una verieta omogenea.

Osservazione 2.13. Avremmo potuto lavorare solamente sulle basi ortonormali di C"
rispetto al prodotto Hermitiano standard? <, > su C". Se avessimo scelto di fare cio,
allora ci saremmo limitati a guardare le matrici del gruppo unitario

Uln) ={X € GL,(C)|X" = X'}

Anche il gruppo U(n) agisce transitivamente sull’insieme Fi(n).

Il sottogruppo di Lie chiuso per cui avremmo dovuto quozientare sarebbe stato l’'insieme
delle matrici diagonali di U(n) che denotiamo con T™ 3. Quindi, alla fine, ragionando in
questo modo, avremmo ottenuto che

Fl(n)=U(n),/T".
Calcoliamoci ora la dimensione della varieta delle bandiere.
Dato che
dimg(GL,(C)) =2n* e  dimg(Ti(n))=2(n+Mn—1)+---+1)=n(n+1)

2Dati due vettori & = Zj &jeje( = Zj ¢je;, il prodotto Hermitiano standard su C" ¢ cosi definito:

<D oGy Geg >i= ) &G
i i i

3Cioe T™ & l'insieme di tutte le matrici della forma

Dia’g(zh 22y ey Z’n)
dove z; € C, |zj| =1 per j =1,...,n e quindi un generico elemento di 7" & della forma
it 0

0 eifn
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allora
dim(Fl(n)) = n* — n(n; D = n(n2— 1).

Osservazione 2.14. F1(2) si identifica naturalmente a P!(C).

Se invece di C" consideriamo uno spazio vettoriale complesso V' di dimensione n,
denotiamo con FI(V) la varieta delle bandiere di V. Analogamente, si ha

n(n—l)‘

dim(FI(V)) = =



Capitolo 3

L’anello di coomologia della varieta
delle bandiere

Lo scopo di questo capitolo e calcolare I'anello di coomologia della varieta delle bandiere.
Prima di fare cio occorre definire le classi di Eulero, le classi di Chern e la proiettiviz-
zazione di un fibrato vettoriale.

3.1 Le classi di Eulero di un fibrato vettoriale
Per semplicita, definiremo la classe di Eulero! di un fibrato vettoriale orientato di rango
2, m: E— M.

Definizione 3.1. Sia M una varietd orientata di dimensione n. Una n-forma si dice
positiva se € nella stessa classe di orientazione di M.

L’orientazione standard della sfera unitaria S?~! in R™ &, per convenzione, la seguente:
se o ¢ un generatore di H"1(S" 1) e : R"\ {0} — S"~! & un retratto per deformazione,
allora o ¢ positiva su S"~! se e soltanto se dr - m* ¢ ¢ positiva su R™ \ {0}.

Esempio 9. Sia ¢ la funzione angolo standard su R? misurata in senso antiorario. La
1-forma dv & positiva su S'. Infatti, consideriamo il cambio di coordinate su R?:

SR

Si ha

dx - dy — d(rcos(9)) - d(rsin(?)) = (cos(F)dr — rsin(d)d) (sin(P)dr + r cos(9)d) =
= rcos?(9)dr di — rsin®(9)dV dr = r(cos* (1) + sin?(9))dr di = rdr dd.

Quindi, dv ¢ positiva su St

'Per la definizione di classe di Eulero di un fibrato vettoriale di rango n c.f.r. [3] cap. 11.
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Esempio 10. Siano r € RT, p € (0,7) e 9 € (0,27) le coordinate sferiche su R?. La
2-forma dy - di ¢ positiva su S2. Infatti, consideriamo il cambio di coordinate su R3:

r = rcos(p)

y = rsin(p)cos()
z = rsin(p)sin(d).

e dx - dy - dz —— d(r cos(p)) - d(rsin(p) cos(?)) - d(rsin(p) sin()) =

= (cos(p)dr — rsin(p)dp) - (sin(p) cos(?)dr + r cos(p) cos(?)dp — rsin(p) sin(F)dd)-

-(sin(¢) sin(¥)dr + r cos(p) sin(¥)dp + rsin(p) cos(¥)d) =
= (1 cos? () cos(W)dr dy — rsin(y) cos() sin(d)dr d — r sin () cos(d))dyp dr-+

+r?sin® () sin(9)dip dif) - (sin(p) sin(9)dr + 1 cos(p) sin(¥)dp) + rsin(y) cos(V)dd)) =

= (1 cos(V)dr dp — 7 sin(ip) cos(¢) sin(¥)dr di + 2 sin® (i) sin(9)dy ) (sin(ip) sin(F)dr+
+7 cos(p) sin()dp + rsin(p) cos(d)dv) =
sin(y) cos?(9)dr dp di—r? sin(y) cos? () sin(9)dr dv dp-+1r? sin® () sin?(9)dy d9 dr =
= (r?sin(y) cos?(9) + r?sin(ip) cos? () sin?(¥) + r? sin® () sin?(9))dr dy dv) =
= r?sin(p)dr dp dv

e quindi dy - dV & positiva su S2.

Sia o il generatore positivo di H"71(S"!) e ¢ = 7*0 il generatore corrispondente in
H"=H(R™\ {0}).

Definizione 3.2. La (n — 1)-forma v ¢ chiamata forma angolare su R™\ {0}.

Sia p(r) : Rs>op — R una funzione uguale a —1 per r € [0,a] e 0 per r € [b,+00)
con b > a, continua e crescente; indichiamo ancora p : R” — R la funzione p(3_ z?).
Richiediamo inoltre che dp = p/(r)dr sia a supporto compatto su R con integrale totale
uguale a 1. Quindi, (dp) -1 ¢ una forma a supporto compatto su R" con integrale totale

uguale a 1, cioe (dp) - ¢ & un generatore di H(R™).
Si noti che poiché ¥ € una forma chiusa, possiamo scrivere

(dp) - =d(p- ).

Ora, sia F un fibrato vettoriale su M di rango 2 e sia E° il complementare della sezione
nulla in £. Dotiamo E di una metrica, cosl possiamo parlare della funzione raggio r su
E. Definiamo una forma globale ¢ su E° la cui restrizione su ogni fibra sia la forma
angolare su R? \ {0} appena definita. La 1-forma 1 ¢ chiamata forma angolare globale.
Sia {U,} un ricoprimento aperto coordinato di M che banalizza E. Dato che E ha una
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struttura Riemanniana, possiamo scegliere una base ortonormale su ciascun U,. Questo

definisce le coordinate polari r, e 9, su Eﬁ] )
«

Se x1,...,x, sono le coordinate su U,, allora 7*x1,..., 7" x,,rq, ¥, sono coordinate su
E‘%a. Nell'intersezione U,NUg i raggi r,, e rz coincidono, ma gli angoli ¥, e ¥4 differiscono
per una rotazione. Siccome E ¢ un fibrato orientato, ha senso parlare di senso antiorario
sulla fibra E,. Questo ci permette di definire senza ambiguita I’angolo ¢, s di rotazione
in senso antiorario dal sistema di coordinate su U, al sistema di coordinate su Uz (a
meno di un multiplo di 27), cioe

19ﬁ219a+7r*<,0a75, Pa,p - UaﬂUgHR.
Si noti che
Pa,p + Ppy — Pany € 2L,
e non ¢ detto che v, 3+ ¥gy — Pa,, = 0, ma si ha
dpaps+ dpg~ — dpa, = 0.

Definiamo le seguenti 1-forme su Uy: & = 5= >, Pydpy.q, dove {p,} ¢ una partizione
dell'unita subordinata al ricoprimento aperto {U, }.
Poiché dy, 3 = —dpg . + dpa ., si ha

1 1
gﬁ - 504 = % Z p’ydgp’yﬂ - % Z p’yd(p’y,oa =
v g
1 1
= o Z py(dipy g — ds o) = o Z py(—dppy + dpay) =
g g

1 1
= (3 0,)dpus = —=dpas.
27T(7p7>8076 27Tg0”8

Ne segue che dég = d¢, su U, N Ug. Quindi, possiamo incollare i d§, e costuire cosl una
2-forma globale e su M. La 2-forma e e chiaramente chiusa, ma non necessariamente
esatta dato che non ¢ detto che sia possibile incollare gli &, e formare una 1-forma.

Definizione 3.3. La classe di coomologia e¢(F) = e € H*(M) ¢ chiamata la classe di
FEulero del fibrato vettoriale orientato E.

Proposizione 3.1. La classe di coomologia di e é indipendente dalla scelta di {£,}.

Dimostrazione. Consideriamo le 1-forme {€,}. Dato che

- 1
55 - fa — %dspa,'y = gﬁ - faa

si ha che

gﬁ_gﬁzfa_gazg

¢ una forma globale e quindi d€, — d¢, ¢ una forma globale esatta. O
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Dalla definizione di ¢, g si ottiene

dd, . dig .

— =1, = —— — 1&g

27 a 27 &
Quindi queste forme si possono incollare insieme e si puo costruire una 1-forma globale
Y su E° la forma globale angolare la cui restrizione su ogni fibra ¢ la forma angolare
%dﬁ, ciog, se i, : R* — E & 'inclusione ortogonale di una fibra su p, allora i) = %dﬁ.
La forma angolare globale non ¢ chiusa, infatti:

dﬁ@é * . * . *
dip = d<§ _n ga) = —rtdE, = —mdgs
Quindi,

dp = —71"e.

Se E ¢ un fibrato banale, possiamo considerare ¢ come il pull-back di %dﬁ nella
proiezione

E" =M x (R*\ {0}) — R*\ {0}.

In questo caso, ¥ ¢ chiusa e la classe di Eulero e ¢ 0. In questo senso, la classe di Eulero
misura il twist nel fibrato vettoriale orientato E.

La classe di Eulero di un fibrato vettoriale orientato di rango 2 puo essere vista in termini
delle funzioni di transizione nel modo seguente. Siano

gaﬁ . Ua N Ug — 50(2)

le funzioni di transizione di .
Considerando l'isomorfismo
SO(2) — st
cos(v) —sin(v) 0
( sin(d)  cos(v?) e

Ja,3 PUO essere pensata come una funzione a valori complessi e I’angolo ottenuto passando
dal sistema di coordinate su U, al sistema di coordinate su Us ¢ (1/7)log(ga,p). Si ha
cosl

Vo — Vg = 7"(1/i)10g(ga,s)

T Pap = —7"(1/i)10g(ga,8)

Sia {p,} una partizione dell’unita subordinata a {U,}. Allora,

1
—d o, — — Qas
5 1pas §p— ¢
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dove . )
fa =5 Z; prlipre = =5 ;pwdlog(gw,a)-
Quindi,
d@——%;vﬂmﬁ%%w) (31)
su U,.

Proposizione 3.2. La classe di Fulero é funtoriale, cioe, se f : N — M é un’appli-
cazione liscia e E& € un fibrato vettoriale orientato di rango 2 su M, allora

([T E) = [*(e(E)).

Dimostrazione. Dato che le funzioni di transizione di e(f~'E) sono f*g,,, la propo-
sizione segue dal fatto che

e(F) = — 5" d(pyd10g(g, ).

271
>

3.2 Le classi di Chern di un fibrato vettoriale

Ricordiamo che un fibrato vettoriale complesso di rango n ¢ un fibrato con fibra C" e
gruppo struttura G L, (C). Un fibrato vettoriale complesso di rango 1 & chiamato fibrato
complesso in rette. Come il gruppo struttura di un fibrato vettoriale reale puo essere
ridotto al gruppo ortogonale O(n) introducendo una metrica, cosi il gruppo struttura di
un fibrato vettoriale complesso di rango n puo essere ridotto al gruppo unitario U(n).
Ogni fibrato vettoriale complesso E di rango n ha un fibrato vettoriale reale Er di
rango 2n corrispondente, ottenuto dimenticando la struttura complessa su ogni fibra.
L’isomorfismo U(1) = SO(2) fornisce una corrispondenza biunivoca tra i fibrati in rette
complessi e i fibrati reali orientati di rango 2.

Definizione 3.4. La prima classe di Chern di un fibrato in rette complesso L su una
varieta M e la classe di Eulero del fibrato reale Lg corrispondente ed € denotata con
c1(L), cioe:

ci(L) = e(Lg) € H*(M).

Se L e L' sono fibrati in rette complessi con funzioni di transizione {ga s} € {g,, 5},

gaﬁ, g;,ﬁ : Ua N Ug — C*,
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allora il prodotto tensoriale L ® L' ¢ un fibrato in rette complesso con funzioni di tran-
sizione {ga5 - g, 5} Dalla (3.1) che da la classe di Eulero in termini delle funzioni di
transizione, si ha

(Lo L) =c(L)+a(l). (3.2)

Sia L* il duale di L. Dato che il fibrato in rette L ® L* = Hom(L, L) ha una sezione
ovunque non nulla data dalla mappa identita, L ® L* & un fibrato banale. Dalla (3.2) si
ha

Cl(L) + Cl(L*) = Cl(L X L*) =0

e quindi

Cl(L*) == —C1(L). (33)

Enunciamo ora un fatto che non dimostreremo?.
Teorema 3.3. Sia m: E — M un fibrato vettoriale orientato di rango k su una varieta
orientata compatta di dimensione k. Sia s una sezione di E con un numero finito di zeri.
La classe di Fulero di E ¢ la duale di Poincaré degli zeri di s, contati con la moltiplicita
appropriata.

Utilizziamo il Teorema appena enunciato nel seguente esempio.

Esempio 11. Consideriamo I'atlante standard di P!(C) costituito dai seguenti aperti
coordinati

Uzz{[CCO{ElHIZ?éO}g(CI ZZO,].
1

Prendiamo come coordinate z per Uy e w per U;. Quindi in Uy N U; abbiamo w = z7.
Consideriamo un fibrato lineare complesso. Prendiamo su Uy x C le coordinate (z,() e
su Uy x C le coordinate (w,§). La funzione di transizione che andiamo a considerare ¢
la seguente:

go1 - UoﬂUl — GLl(C)gC*,

z — 271

cioé abbiamo w = z"t e £ = 271(.

Consideriamo ora una sezione S cosi fatta: su Uy x C prendiamo ¢ = s¢(z), su Uy x C
prendiamo & = s1(w).

Dobbiamo a questo punto imporre che su (Uy N U;) x C il punto (z, so(z)) sia uguale a
(w, s1(w)). Abbiamo w = 271, s;(w) = 271s(2). Quindi per s¢(z) = z si ha s;(w) = 1.
Allora I'insieme degli zeri € costituito soltanto da un elemento: 0. Per il teorema appena

ZPer la dimostrazione c.f.r. [3] cap. 11.



65

enunciato si ha che ¢;(5*) = [0]. Ma la classe di un punto, per I’Osservazione (1.46), ¢
proprio il generatore di H*(P(C)), quindi ¢;(S*) & un generatore di H?*(P(C)).
Analizziamo ora il caso generico: P*(C). Una sezione di S* ha come insieme degli zeri un
iperpiano H di P*(C). Quindi [H] € H*(P™"(C)). Siccome dim(H?*(P"(C))) = 1 allora,
per il teorema precedente, ¢;(S*) = a[H] a meno che [H] = 0. Se dimostriamo che
[H] # 0 e a = 1, abbiamo che ¢ (S*) = [H].
Consideriamo una retta [ in P"(C) in posizione generale rispetto a H. Chiamiamo
p il punto di intersezione della retta [ con l'iperpiano H. Consideriamo l'inclusione
i : PY(C) — P(C). Si ha, per 'Osservazione (1.47), *([H]) = [HNI] = [p] # 0.
Abbiamo cosi dimostrato che [H] # 0.
Dimostriamo ora che a = 1. Consideriamo la stessa retta [ presa in precedenza. Si ha
da una parte,
i*c1(S*) = ai*[H] = a[p] (3.4)

dall’altra, per la Proposizione (3.2),

1 (8%) = e1(i71S) = e1(Sprey) = [p)- (3.5)
Unendo (3.4) e (3.5) si ottiene che a = 1, come volevamo dimostrare.
Esempio 12. (Fibrato tautologico di uno spazio proiettivo) Sia V' uno spazio
vettoriale complesso di dimensione n e P(V) la sua proiettivizzazione:

P(V) = { sottospazi 1-dimensionali di V'}.
Esistono diversi fibrati vettoriali su P(V'): il fibrato prodotto P(V') x V, il sottofibrato
universale S, cioe il sottofibrato di P(V') x V' definito come segue:
S={(lv)eP(V)xV]vel}

e il fibrato quoziente universale () definito dalla successione esatta

0—-S—->PV)xV—-0Q—0. (3.6)

La fibra di S su un punto [ € P(V') consiste di tutti i punti in [, dove [ & pensata
come una retta su V.
La successione (3.6) e chiamata successione tautologica esatta su P(V') e S* & chiamato
fibrato iperpiano.
Con un calcolo simile all’Esempio 7, I’anello di coomologia H*(P(V)) e

H(P(V)) = Rlz]/(«"),

dove si ¢ soliti considerare come generatore’z = ¢;(S*) = —¢;(S) e n = dime(V). In
altre parole, si vede che H*(P(V')) & generato dalla classe di Eulero del fibrato E, cioe
dalla prima classe di Chern del sottofibrato universale S.

3Si ragiona, per un generico spazio vettoriale di dimensione n, in maniera analoga a quanto fatto
nell’esempio precedente per C™.
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Osservazione 3.4. Nell’esempio precedente consideriamo la composizione dell’inclusione
del sottofibrato universale S in P(V') x V' con la proiezione sul secondo fattore di P(V) x V:

o: S =PV)xV -V

La retroimmagine di un punto v e

o ') ={(,v)|vel}

Se v # 0, 07(v) & un punto (I,v), dove [ & la retta che passa per l'origine e per v. Se
v =0, allora 071(0) ¢ isomorfa a P(V). La mappa ¢ : S — V & chiamata scoppiamento
(0 blow-up in inglese) di V' nell’origine.

Dotiamo V' di una metrica Hermitiana. Sia F il fibrato sferico per il sottofibrato
universale S:

E={(lv)|vel, |v| =1}

Si noti che 071(0) ¢ la sezione nulla del sottofibrato universale S. Dato che S\ ¢71(0) ¢
diffeomorfo a V' \ {0}, E ¢ diffeomorfo alla sfera S**~! in V e la mappa 7 : E — P(V)
da la fibrazione

Sl PN Sanl
P(V).

3.2.1 La proiettivizzazione di un fibrato vettoriale
Sia p: E — M un fibrato vettoriale complesso con funzioni di transizione

Denotiamo con E, la fibra sul punto p e PGL,(C) = GL,(C)/ ~, dove A ~ B se
B = MA, per un A\ € C.

Definizione 3.5. La proiettivizzazione di E, © : P(E) — M, ¢ il fibrato la cui fibra in
un punto p € M ¢ lo spazio proiettivo P(E,) e le cui funzioni di transizione

Gap: UaNUg — PGL,(C)
sono indotte da g, g. Cosi un punto di P(E) ¢ una retta [, della fibra E,,.

Come nel caso di P(V), anche su P(E) esistono fibrati tautologici: il pull-back 71 E
definito da

E
! !
M
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il sottofibrato universale S e il fibrato quoziente universale () definito dalla successione
esatta
0—-S—7n'F—-Q—0.

Il fibrato 7 'E ¢ il fibrato vettoriale su P(E) la cui fibra in [, ¢ E,. Quando ristretto
alla fibra 7=(p), 7' E diventa il fibrato banale

WﬁlE‘p(E)p = P(E)p X Ep,

poiché p : E, — {p} ¢ un fibrato banale. Il sottofibrato universale S su P(£) ¢ definito
da
S={(l,,v) e 'Elv €L}
La fibra in [, consiste di tutti i punti in [,.
Sia x € ¢;(S*), allora z ¢ una classe di coomologia in H*(P(F)). Siccome la restrizione
al sottofibrato universale S su P(E) a una fibra P(E,) ¢ il sottofibrato universale .S dello
spazio proiettivo P(E,), per la proprieta di naturalita della prima classe di Chern (vedi
Proposizione 3.2), ¢;(5) ¢ la restrizione di —z a P(E,).
Quindi le classi di coomologia 1,x,...,2" ! sono classi globali su P(E) le cui restrizioni
a ogni fibra P(E,) generano liberamente la coomologia della fibra.
Dal Teorema di Leray-Hirsch, la coomologia H*(P(E)) ¢ un modulo libero su H*(M)
con base {1,z,...,2" '}, In questo modo, " puod essere scritta univocamente come
combinazione lineare di 1,z,...,2" ! con coefficienti in H*(M); esistono cio¢ ¢;(E) €
H? (M) tali che
2"+ e (B)a" 4+ e, (E) = 0.
Nel seguito, con lieve abuso di linguaggio, scriveremo questa relazione nella forma
2"+ (E)a" 4 4 (E) =0
(cioe identificheremo H*(M) col sottoanello 7*H*(M) C H*(P(E))).

Definizione 3.6. Il coefficiente ¢;(E) si chiama i-esima classe di Chern del fibrato
vettoriale complesso F e

c(E)=1+c(E)+ - +c,(F) € H (M)
e la classe totale di Chern.
Quindi la struttura di anello della coomologia di P(E) & data da
H*(P(E)) = H*(M)[z]/(z" + c1(E)2" ' + - + ¢, (E)), (3.7)

dove z = ¢1(S*) e n ¢ il rango di E.
Ora abbiamo due definizioni della prima classe di Chern di un fibrato in rette L: da un
lato la prima classe di Chern ¢ e(Lg) e dall’altro come coefficiente ¢; (L) nell’equazione

2"+ (L) + -+ (L) =0.



68

Dimostriamo che le due definizioni coincidono.
Per un fibrato in rette L si ha

7L L
l l (3.8)
P(L) S M

esihaP(L) = M, n 'L = L e il sottofibrato universale S su P(L) & L stesso. Quindi,
x =e(Sg) = —e(Sr) = —e(Lg).

Cosi l'equazione 2" + ¢ (E)x" ' + - -+ +¢,(F) = 0 si riduce a x + ¢(Lg) = 0 che dimostra
c1(L) = e(Lg).

Osservazione 3.5. Se E & un fibrato banale M x V' — M, allora P(E) = M x P(V) e
2™ = 0. Quindi tutte le classi di Chern di un fibrato banale sono nulle. In questo senso,
le classi di Chern misurano il twist di un fibrato vettoriale complesso.

3.2.2 Proprieta delle classi di Chern

In questo paragrafo vedremo alcune proprieta delle classi di Chern.

Proposizione 3.6. (Naturalita) Sia f:Y — X e E un fibrato vettoriale complesso su
X, allora ¢(f7'E) = f*c(E), dove consideriamo

1B E
! !
y 4 x

Dimostrazione. Essenzialmente la proposizione segue dalla funtorialita della costruzione
delle classi di Chern. Infatti, per la Proposizione 3.2, la prima classe di Chern di un
fibrato in rette ¢ funtoriale. Denotiamo con Sg il sottofibrato universale su P(E). Ora,
fTP(E) =P(fH(E)) e [H(SE) = Sf-1(p), cosl se x5 = c1(SF), allora

Lf-Y(E) = Cl(s;—l(E)) = Cl(f_l(SE)) = ffrg.

Applicando f* a
gy 4+ (E)ast +- -+ el (E)=0

otteniamo
i + (B2 g + -+ fe(E) = 0.

Quindi, poiché tale equazione definisce univocamente ¢;(f~'F), si ha
a(fE) = freiB)

e questo conclude la dimostrazione della proposizione. O]
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Per la naturalita delle classi di Chern, si ha che se E e F sono fibrati vettoriali
isomorfi su X, allora ¢(F) = ¢(F).

Proposizione 3.7. Sia V uno spazio vettoriale complesso. Se S* é il fibrato iperpiano
su P(V), allora ¢1(S*) genera lalgebra H*(P(V)).

Proposizione 3.8. (Formula di Whitney)
c(E'® E")=c(E")c(E").

Dimostreremo la Formula di Whitney nel prossimo paragrafo.

Osservazione 3.9. Se E ¢ un fibrato vettoriale complesso di rango n, allora ¢;(E) = 0,
per 7 > n.

Proposizione 3.10. Se E ¢ un fibrato vettoriale complesso di rango n e E ha una
sezione non nulla, allora ¢, (FE) = 0.

Dimostrazione. Sia s una sezione non nulla di F. La sezione s induce una sezione s su
P(E) in questo modo: in un punto p € X, s(p) ¢ laretta in E, per Uorigine e s(p). Allora
57 1SE & un fibrato in rette su X la cui fibra su p & la retta in E, generata da s(p). Dato
che ogni fibrato in rette con una sezione non nulla ¢ isomorfo al fibrato banale, 5~ S &
isomorfo al fibrato banale. Per la naturalita della classe di Chern,

:Sv*Cl(SE) = 0,

che implica

Applicando s* a

si ottiene

®)

e questo in realta significa s*7*c, = 0. In conclusione, ¢, = 0. ]
Enunciamo ora un fatto che non dimostreremo?.

Proposizione 3.11. Se E ¢ un fibrato vettoriale complesso di rango n, allora ¢, (F) =
G(ER).

4Per la dimostrazione c.f.r. [3] cap. 21.
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3.2.3 1l principio di spezzamento

Sia 7 : E — M un fibrato vettoriale complesso C** di rango n su una varieta M. In
questo paragrafo desideriamo costruire uno spazio F'(E) e una mappa o : F(FE) — M
tale che:

1. il pull-back di F in F(F) si spezza in una somma diretta di fibrati in rette:

c'E=L,@® - @ Ly;

2. 0*: H*(M) — H*(F(FE)) ¢ un’applicazione iniettiva, che identifica H*(M) ad un
sottoanello di H*(F(F)).

Per costruzione, F'(F) ¢ una varieta ed ¢ chiamata varietda di spezzamento di E.

Se E ha rango 1 non c’¢ nulla da dimostrare.

Se E ha rango 2, possiamo considerare come varieta di spezzamento F(E) il fibrato
proiettivo P(E'), poiché esiste la successione esatta

0—Sg—o0 HE)— Qp—0

e quindi® 07 }(F) = Sgp ® Qg, dove Sg e Qg sono fibrati in rette.

Ora supponiamo che E abbia rango 3. Su P(E) possiamo isolare il fibrato in rette Sg
come in precedenza. Il fibrato quoziente Qg su P(E) ha rango 2 e cosi si pud spezzare
nella somma diretta di fibrati in rette:

E S ® Qp B71SE @ Sqp ® Qqp
! ! ! (3.9)
M & pE) L P(Qn).

Cosl possiamo considerare P(Qg) come varieta di spezzamento F'(E).
Sia x1 = B%c1(SE) e x2 = 1(Sp,,). Dalla (3.7), si ha

H*(P(E)) = H*(M)[x1]/(23 + c1(E)2] + co(B)zy + c3(E)) (3.10)

H*(F(E)) = H*(P(E))[x2]/ (23 + c1(QE)z2 + 2(QE))- (3.11)
Dalla (3.10) e (3.11) ricaviamo

H*(F(E)) = H*(M)[x1, 23]/ (27 4 c1(E)a} 4 c2(E)ay + c3(E), 25 4 c1(Qp)z2 + 2(Qp)).

5Per la Proposizione A.3. che si trova nell’Appendice.
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Per induzione, nel caso generale si ottiene:

E S1 @ Q S1 @ Se @ Q2 S1 @D Sn-1 D Qn
! ! ! l (3.12)
MoE pE) 2 RQ) 2 P(Qu) = F(B)

(notiamo che in (3.12) si ¢ utilizzato un lieve abuso di notazione, abbiamo infatti scritto
S; al posto di B;'S; peri=0,....,n—2,j=0,...,n—2ej<i).

Quindi per un fibrato vettoriale di rango n esiste una varieta di spezzamento F(FE) ed ¢
data esplicitamente dalla (3.12). La coomologia H*(F(E)) ¢ un H*(M)-modulo libero
che ha come base tutti i monomi della forma

x‘lllng...g;Z’fll,alSn—l,aggn—Q,...,an,lgl, al,...,an,lzo, (313)

dove x; = ¢1(S}).

Come conseguenza dell’esistenza delle varita di spezzamento, possiamo formulare il Prin-
cipio di spezzamento:

Per dimostrare un’identita polinomaiale nelle classi di Chern di fibrati vettoriali complessi
e sufficiente dimostrare l'identita assumendo che i fibrati vettoriali siano una somma di-
retta di fibrati in rette.

Vediamo un’applicazione di questo principio dimostrando la Formula di Whitney.

Sia E=L1&---&L,, dove Lq,...,L, sono fibrati in rette.

Con un abuso di notazione, scriveremo 7 'E = L; @& --- @ L, per il pull-back di £ nella
proiettivizzazione P(E). Su P(E) possiamo isolare il sottofibrato universale S in 71 E:

E Scr'E
! ! (3.14)
M & PE)

Sia s; la proiezione di S su L;. Allora s; ¢ una sezione di Hom(S,L;) = S* ® L;.
Siccome in ogni punto y di P(E) la fibra S, ¢ un sottospazio 1-dimensionale di (7~ 'E),,
le proiezioni sy, . . ., s, non possono essere simultaneamente zero. Ne segue che gli insiemi
aperti

Ui ={y e P(E)[si(y) # 0}

formano un ricoprimento aperto di P(E). Su ogni U; il fibrato (S*® L; )y, ha una sezione
che non si annulla ovunque, ossia s;. Quindi, (S* ® L;)|y, ¢ un fibrato banale. Sia ¢; la
2-forma globale chiusa su P(E) che rappresenta ¢;(S*® L;), allora & = dw;, dove w; & una
1-forma su U;. La parte cruciale della dimostrazione ¢ trovare la forma globale su P(FE)
che rappresenta ¢;(S* ® L;) e che si annulla su U;. Poiché w; non & una forma globale
su P(F), & — dw; non ¢ la forma globale cercata, comunque, restringendo un pochino il
ricoprimento aperto {U;}, possiamo estendere §; — dw; a una forma globale.
Consideriamo un ricoprimento aperto {V;} di P(£) e funzioni C* p; tali che
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1. Vl‘C UZ';
2. p; e 1suV;e0 fuori da U;.

Ora p;w; € una forma globale che coincide con w; su V; e quindi & — dp;w; € una forma
globale che rappresenta ¢1(S* ® L;) e che si annulla su V;.
Dato che {V;} ¢ un ricoprimento di P(E),

=1

Sia = ¢1(5*). Dalla (3.2) si ha

n
Hx+01 N=a"+ox" '+ +0,=0,
=1
dove o; € li-esimo polinomio simmetrico elementare di ¢y(Ly),...,c1(L,) e questa ¢

precisamente I'equazione che definisce ¢(F). Quindi,

o, =c(F)ec(FE)= H( +ci(L Hc

Abbiamo dimostrato che la Formula di Whitney vale per una somma diretta di fibrati
in rette. Per il Principio di spezzamento, la Formula vale anche per un fibrato vettoriale
complesso. Infatti, siano E e E’ due fibrati vettoriali complessi rispettivamente di rango
nemesiano 7 : F(E) - M er' : F(r 'E') — F(E) gli spezzamenti.

Entrambi i fibrati si decompongono completamente come segue:

EaFE Li® - --aL, o 'F Lol ol --dL,
| ! | (3.15)
M L F(E) Z F(r™'E").

Sia 0 = 7’ o 7. Allora si ha

o' c(E@E)=clo(FEoE)=cl1® oL, oL, &---dL,)=

= (}j@g) (E[lc(L;-)) = 0"¢(E)o"c(E") = o c(E)c(E).

Dato che o* ¢ iniettiva, ¢(F @ E') = ¢(E)c(E’). Questo conclude la dimostrazione della
Formula di Whitney.

Osservazione 3.12. Dalla Formula di Whitney si ottiene che per ogni successione esatta
di fibrati vettoriali complessi C'®

0—-A—B—(C—=0,
si ha ¢(B) = ¢(A)c(C).
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3.3 1l fibrato delle bandiere e ’anello di coomologia
della varieta delle bandiere

Dato un fibrato vettoriale complesso F, definiamo il fibrato delle bandiere FI(E) associato
ad E come il fibrato ottenuto da £ sostituendo ogni fibra E, con la varieta delle bandiere
FI(E,). La trivializzazione locale ¢, : Eyy, — U, x C" induce una trivializzazione
naturale FI(Ey,) — U, x Fl(n). Siccome GL,(C) agisce su Fl(n), consideriamo come
funzioni di transizione di FI(E) le funzioni di transizione di E. Si noti che FI(E) non ¢
un fibrato vettoriale.

Proposizione 3.13. [l fibrato delle bandiere FI(E) associato ad un fibrato vettoriale E
e la varieta di spezzamento costruita precedentemente.

Dimostrazione. Prima di tutto dimostriamo la proposizione per £ = V', dove V & uno
spazio vettoriale di dimensione 3 pensato come un fibrato vettoriale di rango 3 su un
punto p. Si ha

V Sy @ QV Sy @ SQV S QQV

! ! !
p «— PV) «— PQv)=F({).

In cio che segue, quando parleremo di rette e piano intenderemo rette e piano per l'origine,
vale a dire sottospazi vettoriali. Un punto in P(V) ¢ una retta L in V. Un punto in
P(Qy) ¢ una retta L in V' e una retta L’ in V/L, quindi un punto in P(Qy) puo essere
pensato come un piano in V' generato da L e L'. Cosi

FI(V) =P(Qy) = {Vi C Vo C V, dimV; = i} = F(V).

Sia F un fibrato vettoriale di rango n su M. La varieta di spezzamento F'(E) ¢ ottenuta
da una sequenza di n — 1 proiettivizzazioni come in (3.12). Un punto in P(E) ¢ una
coppia (p,l), dove p ¢ un punto in M e [ ¢ una retta in E,. Introducendo una metrica
Hermitiana su F, possiamo pensare ai fibrati quozienti (Q1, ..., Q,_1 come sottofibrati di
E. Quindi, un punto di P(Q) su (p,l;) in P(E) & una tripletta (p,l;,15), dove Iy & una
retta nel complemento ortogonale di /; in £,. Un punto di P(Qs2) su (p,1,lz) in P(Q)
¢ una quadrupla (p, 1, ls,13), dove l3 & una retta nel complemento ortogonale di l; e Iy
in E,. In generale, un punto nella varieta di spezzamento F(E) = P(Q),—2) puo essere
identificato con la bandiera

(p,li C{li, L} C{L, s} C---CE).

Questo dimostra che il fibrato delle bandiere FI(E) associato ad un fibrato vettoriale E
¢ la varieta di spezzamento F'(E). O
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Da ora in avanti utilizzeremo entrambi FI(E) e F(E) per denotare il fibrato delle
bandiere associato ad E.
La Formula (3.13) fornisce una descrizione della struttura di spazio vettoriale della
coomologia del fibrato delle bandiere. Per calcolare la sua struttura di anello, ricor-
diamo dalla (3.7) che se E & un fibrato vettoriale complesso di rango n su M, allora
I’anello di coomologia della sua proiettivizzazione ¢

H*(P(E)) = H*(M)[z]/(z" 4+ c;(E)2" ' + -+ + ¢, (E)), dove z = ¢1(S*).

Notazione 7. Se A & un anello graduato e a, b, ¢, f sono elementi di A, allora (a,b,c) de-
nota 'ideale generato da a, b, ¢, mentre (f = 0) denota l'ideale generato dalle componenti
omogenee di f.

Esiste una descrizione alternativa di questo anello di coomologia che ci sara molto
utile. Denotiamo con H*(M)[c(S), ¢(Q)]

H.(M>[61<S)>CI(Q)7 s 7cn71(Q)]7

dove S e ) sono rispettivamente il sottofibrato universale e il fibrato quoziente su P(E)
definiti in precedenza.

Proposizione 3.14. Sia E un fibrato vettoriale e P(E) la sua proiettivizzazione. L’anel-
lo di coomologia di P(E) é

H*(P(E)) = H*(M)[c(S), c(Q)]/(c(5)e(Q) = m*e(E)).

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione & eliminare i generatori ¢1(Q), ..., c,—1(Q)
usando la relazione ¢(5)c(Q) = 7*c¢(E).
Sia © = ¢1(5%), ;i = ¢i(Q) e ¢; = m*¢;(E). Uguagliando i termini dello stesso grado in

1—2)14+y+ 4 yp1)=14+c+-+cy,

si ha

le — X = C1,

Y2 — T = Cg

Ys — TY2 = G

Yn—1 — TYn—2 = Cp—1,

—TYn—1 = Cn-
Dalle prime n — 1 equazioni otteniamo 1, ..., ¥y,_1 in funzione di x e elementi apparte-
nenti a H*(M) e quindi possiamo eliminare yi, ..., y,_; dai generatori di

H*(M)[c(5), c(@)]/(e(5)e(Q) = m*e(E)).
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L’ultima equazione e equivalente a
"+ e+ ¢, =0.

In conclusione, H*(M)[c(S), c(Q)]/(c(S)c(Q) = m*c(E)) ¢ isomorfo all’anello polinomiale
su H*(M) con generatore z e relazione 2" + c;z" ' 4 -+ + ¢, = 0, cio¢ ¢ isomorfo a

H*(P(E)). 0

Teorema 3.15. Sia V uno spazio vettoriale complesso di dimensione n. L’anello di
coomologia della varieta delle bandiere FI(V') é

HY(FI(V)) = Rlz1, ... ,xn]/(H(l tay) = 1).

i=1

Dimostrazione. Sia E un fibrato vettoriale. Per (3.12) e per la Proposizione 3.13, il fibra-
to delle bandiere FI(E) ¢ ottenuto dalla sequenza di n— 1 proiettivizzazioni. Applicando
la Proposizione 3.14 a (3.12), otteniamo

H*(P(Q1)) = H*(P(E))[c(52), c(@2)]/ (c(S2)c(Q2) = c(@1)) =

= H*(M)[e(51), ¢(@1), ¢(52), ¢(Q2)]/(e(S1)e(Qr) = e(E), ¢(52)e(Q2) = ¢(@n)) =
= H*(M)[c(51), ¢(S2), e(@2)]/(e(51)e(52)e(Qa) = ¢(E)).

Per induzione,

H*(P(Qn—2)) = H*(M)[c(S1), - -, c(Sn1), c(Qn-1)]/(c(51) - - - e(Sn1)e(@n1) = ¢(E)).

Ponendo z; = ¢1(S;) peri = 1,...,n—1 e z, = ¢;(Q,_1), l'anello di coomologia del
fibrato delle bandiere FI(E) ¢

n

H*(FI(E)) = H*(M)[z1, ... ,xn]/(Hu Ya) = C(E)).

i=1
Se pensiamo allo spazio vettoriale complesso V' come al fibrato banale su un punto, allora

I’anello di coomologia della varieta delle bandiere e

n

HY(FI(V)) = Rlz1, ... ,ycn]/<H(1 b)) = 1).

i=1



76



Appendice A

Breve richiamo sulle varieta
differenziabili e sui fibrati vettoriali

In questa appendice introdurremo brevemente le varieta differenziabili e la teoria dei
fibrati vettoriali.

A.1 Varieta differenziabili

Una struttura differenziabile su una varieta ¢ data da un atlante, cioe da un ricoprimento
aperto {U,} di M nel quale ogni insieme aperto U, ¢ omeomorfo a R™ tramite un

omeomorfismo ¢, : U, — R™ e nellintersezione U, N Up le funzioni

o = Ga © 95" 0p(Ua NUp) — ¢a(Ua N Ups)

sono diffeomorfismi di sottoinsiemi aperti di R™. Richiediamo inoltre che I'atlante sia
massimale rispetto alle inclusioni.

Assumiamo che tutte le varieta siano Hausdorff e a base numerabile.

La collezione {(U,, ¢a)}tacr ¢ detta ricoprimento aperto coordinato di M e ¢, ¢ detta
trivializzazione di U,,.

Siano wug, ..., u, le coordinate standard di R". Scriveremo ¢, = (z1,...,x,), dove

T; = U; °© ¢, sono un sistema di coordinate per U,.

Una funzione f & detta differenziabile se f o ¢! & una funzione differenziabile su R”.
Se f e una funzione differenziabile su U,, la derivata parziale g—i e definita come la

i-esima derivata parziale delle funzioni f o ¢! su R™:

L) = AL e ), ).

Lo spazio tangente ad M in p, che denoteremo con T,(M), ¢ lo spazio vettoriale su R

7
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generato dagli operatori %(p), . %(p).

Un campo vettoriale liscio su U, € una combinazione lineare

0
Xo = Zfza_xlv

dove le f; sono funzioni lisce su U,.
Osservazione A.1. Se prendiamo un altro sistema di coordinate (yi,...,y,), allora

0
Xa = 9i5—>
2.9 9y;
dove -2~ e -2 soddisfano la regola della catena:

ox; 8y
dy; 0
5’@ Z ox; ay]'

Un campo vettoriale liscio su M puo essere visto come una collezione di campi
vettoriali X, su U, che concordano nell'intersezione U, N Ug.

Completiamo questo paragrafo parlando delle partizioni dell'unita su una varieta.

Definizione A.1. Una partizione dell’unita su una varieta M ¢ una collezione di funzioni
lisce non negative {p, taer tale che

1. per ogni punto ¢’@ un intorno nel quale ) p, € una somma finita;

2. > pa =1
Diamo per veri i seguenti fatti che ci torneranno utili in seguito':

1. Dato un ricoprimento aperto {U, }acr di M, esiste una partizione dell’'unita {pq, }acr
tale che il supporto di p, € contenuto in U,. Se vale cio, diremo che {p,} € una
partizione dell’'unita subordinata al ricoprimento aperto {U,}.

2. Dato un ricoprimento aperto {U, }aer di M, esiste una partizione dell'unita {pg}ges
a supporto compatto tale che il supporto di pg sia contenuto in qualche U,,.

Osservazione A.2. In 1. il supporto di p, non e detto sia compatto ma l'insieme degli
indici di {p,} € lo stesso di quello di {U,}. In 2., invece, ¢ vero il contrario: il supporto
di pg ¢ compatto ma puo essere che I # J. In generale, non ¢ detto che si possa avere
che il supporto dei ps sia compatto e che I'insieme degli indici di {pg} sia lo stesso di
quello di {U,}.

Esempio 13. Prendiamo il ricoprimento aperto di R costituito da un solo insieme aper-
to e chiamiamo anche quest’ultimo R. Questo ricoprimento aperto chiaramente non
puo avere una partizione dell’'unita a supporto compatto e subordinata al ricoprimento
considerato.

'Per la dimostrazione c.f.r. [14] pag. 10.
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A.2 Fibrati vettoriali

In questo paragrafo introduciamo i fibrati vettoriali e ne richiamiamo alcune proprieta.
Sia 7 : E — M un’applicazione suriettiva tra varieta differenziabili la cui fibra 7=!(z) ¢
uno spazio vettoriale per ogni x € M. L’applicazione 7 e un fibrato vettoriale reale di
rango m se esiste un ricoprimento aperto {U,} di M e diffeomorfismi che preservano le
fibre

Go: By, =7 (Us) = Uy x R”

che sono isomorfismi lineari sulle fibre. Le applicazioni
$a 0 @5 (UaNUg) x R* — (Us NUp) X R”

sono tali che per ogni x € U, N Up, sulla fibra 7—!(x), ¢, o ¢§1]{x}an : R® — R"™ sono
automorfismi di R” su ogni fibra e quindi danno luogo ad applicazioni

Ya,5 - Ua N Uﬁ - GLn(R), gozﬁ(x) = ¢a © ¢51|{x}><R"-

Quindi un fibrato vettoriale & un fibrato di rango n con fibra R™ e gruppo struttura
GL,(R).

Se la fibra ¢ C" e il gruppo struttura ¢ GL,(C), il fibrato vettoriale ¢ detto fibrato
vettoriale complesso.

In generale, quando parliamo di fibrati vettoriali intendiamo fibrati vettoriali reali.

Sia U un aperto di M. Un’applicazione s : U — E e una sezione di un fibrato vettoriale
E su U se mos ¢ l'identita su U. Lo spazio di tutte le sezioni su U ¢ I'(U, E).

Si noti che ogni fibrato vettoriale ha una sezione nulla globale ben definita.

Un insieme di sezioni sq, ..., s, su un aperto U in M & una base su U se per ogni x € U,
s1(z), ..., s,(x) forma una base per lo spazio vettoriale E, = 7 !(x).

L’insieme delle funzioni di transizione {g, s} ¢ detta cociclo se soddisfa la condizione

9a,3° 98~y = Gay sSU U, NUgNU,.
Il cociclo {ga 3} dipende dalla banalizzazione.

Lemma A.3. Se il cociclo {g;, 3} ¢ definito a partire da un’altra banalizzazione {¢,,},
allora esistono delle applicazioni A\, : Uy, — GL,(R) tali che

Jop = )\ag;ﬁ)\gl su U, N Us.

Dimostrazione. Le due banalizzazioni differiscono per una trasformazione non singolare
di R™ in ogni punto, cioe

¢a - Aagﬁ;a )‘a : Ua - GLH(R)

Quindi,
o = P © 05" = XaBndy ' Ag" = Aadhghs"
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Due cocicli {gas} € {g, 5} tali che

Ja,p = Aag&,ﬁ)‘gl

sono detti equivalenti.
Dato un cociclo {g, g} con valori in GL,(R), possiamo costruire un fibrato vettoriale
7 E — M che ha {g,3} come suo cociclo definendo

E = (] U xR")/(2,9) ~ (2. gas(x)y)

per (z,y) € Ug x R" e (z, ga s(x)y) € Uy x R™.

Un omomorfismo tra due fibrati vettoriali & un’applicazione tra fibrati se f : E — E' ¢
liscia, preserva le fibre ed e lineare sulle fibre.

Dato un fibrato vettoriale con cociclo {gs g}, diciamo che il gruppo struttura di £ puo
essere ridotto al sottogruppo H < GL,(R) se esiste un cociclo equivalente a valori in H.
Un fibrato vettoriale si dice orientabile se il suo gruppo struttura puo essere ridotto al
sottogruppo GL; (R) di GL,(R) i cui elementi sono matrici con determinante positivo.
Una banalizzazione {(Usy, ¢a) }aer su E & detta orientata se per ogni a e 5 in I, le funzioni
di transizione g, 3 hanno determinante positivo. Due banalizzazioni orientate {(Us,, ¢a)}
e {(Vs,v3)} sono equivalenti se per ogni x € U, N V3,

$a 0z (x) 1 R" — R"

ha determinante positivo.

Quella appena definita e una relazione di equivalenza e su una varieta connessa M questa
relazione divide tutte le banalizzazioni orientate di un fibrato vettoriale in due classi di
equivalenza. La scelta di una delle due classi di equivalenza e chiamata orientazione del
fibrato vettoriale.

Esempio 14. Sia M una varieta differenziabile. Incollando a ogni punto x € M lo
spazio tangente a M in x otteniamo il fibrato tangente:

TM = U T, M.

zeM

Sia {(Ua, ¢o)} un atlante per M. 11 diffeomorfismo
o : Uy — R

induce un’applicazione
((ba)* : TUa - TR”u

che da una banalizzazione locale del fibrato tangente T);. Da questa osservazione dedu-
ciamo che le funzioni di transizione di T}, sono gli Jacobiani delle funzioni di transizione
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di M. Quindi, M ¢ orientabile come varieta differenziabile se e soltanto se il suo fibrato
tangente ¢ orientabile come fibrato.
Se ¢o = (21,...,7,), allora 3%1, e % ¢ una base per Ty su U,. Nel linguaggio dei

fibrati, un campo vettoriale liscio su U, € una sezione liscia del fibrato tangente su U,,.

Mostriamo ora che il gruppo struttura di ogni fibrato vettoriale reale 7 : E — M puo
essere ridotto al gruppo ortogonale, cioe dimostriamo la seguente proposizione.

Proposizione A.4. [l gruppo struttura di un fibrato vettoriale reale di rango n puo essere
sempre ridotto a O(n). Puo essere ridotto a SO(n) se e soltanto se il fibrato vettoriale
e orientabile.

Dimostrazione. Per prima cosa, dotiamo F di una metrica, cioe una forma lineare sim-
metrica positiva che varia in maniera liscia su ogni fibra, come segue. Sia {U,} un
ricoprimento aperto di M che banalizza F. Su ogni U,, scegliamo una base ortonormale
per Ejy,. Queste definisce una struttura Riemanniana su Ejy,. Sia (, ), il prodotto
interno su Ejy,. Ora usiamo una partizione dell'unita {p,} tale che

<7>:Zpa<7>a'

Consideriamo (, ) come prodotto interno su M.

Come banalizzazioni di E prendiamo solo quelle applicazioni ¢, che mandano la base
ortonormale di F (relativa alla metric globale (, }) nella base ortonormale di R”. Una tale
applicazione esiste per il Teorema di Gramm-Schmidt. Quindi le funzioni di transizione
preservano le basi ortonormali e percio prendono valori nel gruppo ortogonale O(n).

Se il determinante di g, 3 € positivo, allora g, s prendera valori nel gruppo ortogonale
speciale SO(n). Questo conclude la dimostrazione della proposizione. ]

Serm:E— Men' :E — M sono fibrati vettoriali di rango rispettivamente n e m,
la loro somma diretta & un fibrato vettoriale # ® 7’ : E @ E' — M la cui fibra su un
punto z € M ¢ E,® E!.. Le banalizzazioni locali {¢,} e {¢),} per E e E' rispettivamente,
inducono una banalizzazione locale per £ & E':

$a DO, EDE|y, — Uy x (R"®R™).

Quindi le matrici di transizione per E' @ E’ sono

( - )
v
0 Gap

In modo analogo, possiamo definire il prodotto tensoriale 7 @ ' : E ® E' — M, il duale
E* e Hom(E, E'). Si noti che Hom(E, E") ¢ isomorfo a E* ® E'. 1l prodotto tensoriale
ha matrici di transizione {ga5 ® g;, 5}, ma le matrici di transizione per il duale non sono
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cosl immediate.

Ricordiamo che il duale V* di uno spazio vettoriale reale V' & lo spazio di tutti i fun-
zionali su V', cioe V* = Hom(V,R), e che un’applicazione lineare f : V — W induce
un’applicazione f!: W* — V* rappresentata dalla matrice trasposta di f. Se

Go : Ely, — Uy x R
€ una banalizzazione per F, allora
(06)™": E*lu, — Ua x (R")*
¢ una banalizzazione per E*. Quindi, le funzioni di transizione per E* sono
(05)" o dh = ((daodz')) ™" = (gap) "
Siano M e N varieta differenziabili e 7 : £ — M un fibrato vettoriale su M. Un’ap-

plicazione f : N — M induce un fibrato vettoriale f~'E su N chiamato pull-back di E
tramite f. Il fibrato f~'E ¢ il sottoinsieme di N x E definito da

{(n,e) e Nx E[f(n) =m(e)},

cioe ¢ 'unico sottoinsieme massimale di N x E che fa commutare il diagramma

flE — FE
l !
N L o

La fibra di f~'E suun punto y € N & isomorfa a Ey(,. Siccome il pull-back di un fibrato
prodotto ¢ un fibrato prodotto, f~'E & localmente banale e quindi f'E — N definisce
un fibrato vettoriale. Inoltre, se consideriamo la composizione

ML ML v
allora
(fog) 'E=g'(f'E).

Osservazione A.5. Sia {U,} un ricoprimento aperto che banalizza E e g, 3 le funzioni di
transizione. Allora {f~'U,} ¢ un ricoprimento aperto che banalizza f~'E su N e

(f' B, = fTH(Ev)-
Quindi le funzioni di transizione per f~'FE sono f*g,. -

Concludiamo questo paragrafo con la seguente proposizione.

Proposizione A.6. Se 0 — S Ly @ — 0 ¢ una successione esatta corta di fibrati
vettoriali, allora V ~ S & Q.

Dimostrazione. Scegliamo una metrica su V. Otteniamo V = S @ S+. La proiezione p
definisce un isomorfismo di S+ con Q. m
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