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Introduzione

In questa tesi si trattano alcuni problemi interessanti legati al gruppo dei

quaternioni.

In teoria dei gruppi e noto che ogni gruppo commutativo ha la proprieta
che ogni suo sottogruppo € normale. Sorgono allora spontanee alcune do-
mande: esistono gruppi abeliani in cui tutti i sottogruppi sono normali? Se

si, hanno una struttura simile?

In questo lavoro e stata data una risposta ad entrambi i quesiti. Per
prima cosa infatti € presentato il gruppo dei quaternioni; si tratta di un
gruppo di ordine 8 i cui elementi sono matrici invertibili 2x2 a coefficienti
nel campo complesso. Dalla sua tavola di moltiplicazione si deduce che il
gruppo non e commutativo. Tuttavia descrivendo i suoi sottogruppi si trova
che essi sono tutti normali. Successivamente si passa a classificare tutti i
gruppi con la proprieta di avere tutti i sottogruppi normali. Si scopre cosi
che non si allontanano molto dal gruppo dei quaternioni. La classificazione e
determinata dal teorema di Dedekind che afferma che tutti i sottogruppi di
un gruppo sono normali se e solo se il gruppo € commutativo oppure prodotto
diretto del gruppo dei quaternioni, di un gruppo commutativo i cui elementi
hanno ordine al pit1 2 e di un gruppo commutativo i cui elementi hanno ordine
dispari.

L’ultimo capitolo sviluppa un recente risultato del matematico Richard
Dean. Un importante problema aperto della teoria di Galois e il seguente:
dato un gruppo finito GG, ¢ sempre possibile trovare una estensione dei ra-

zionali tale che G sia il gruppo di Galois di quella estensione? E’ naturale



i

quindi chiedersi se esista un polinomio a coefficienti razionali il cui gruppo di
Galois coincida proprio con il gruppo dei quaternioni. Sfruttando il teorema
fondamentale della teoria di Galois e due teoremi sulle estensioni cicliche di
grado 4 si trova che il polinomio ¢(z) = x® — 722°% + 1802* — 14422 + 36 ha

gruppo di Galois uguale al gruppo dei quaternioni.
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Capitolo 1
Nozioni preliminari

In questo capitolo verranno riportati enunciati e dimostrazioni di teo-
ria dei guppi necessari per lo studio delle caratteristiche del gruppo dei

quaternioni.

1.1 Commutatori

Tutti i gruppi considerati sono moltiplicativi, salvo diversa indicazione.
Notazione: Dato un gruppo G e un suo elemento x denotiamo con |z| 'ordine
di x.

Definizione 1.1.1. Sia G un gruppo e siano zy, s elementi di G. Si dice
commutatore di 1 e x5 I’elemento

[Jfl, 372} = I171x272l‘1.§(]2.

Possiamo poi ricorsivamente definire un commutatore di lunghezza n > 2
secondo la regola
[xla et axn] = Hxla cee axn—l]a xn]
dove [z1] = ;.
Elenchiamo ora una serie di proprieta dei commutatori. Se a, z € G con

la notazione a® indichiamo ’elemento a* = ™~ tax.
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Proposizione 1.1.1. Siano x, y, z elementi di un gruppo G. Allora:

1. [z,y] =1 se e solo se v ey commutano tra loro;

2. [,y = [y 2]

Z-
)

3. [vy, 2| = [, 2"[y, 2] e [w,y2] = [z, ][z, y]

—1 —1

4o vy = () ) eyl = (o9 )7h

1

5 [z, y Y 2y, 27 2] [z, 27 y]" = 1

Dimostrazione. 1. [z,y] =1z ly oy =1 & zy = yz.

2. [y,x] =y~ ‘o~ yz, quindi si ha [y, 2] = (y e ya) "t =

ety ey = [z, y].

3. [zy, 2] = (zy) e layz =yl e ey
Y =y, 2ly = y a7 2 azy, quindi si ha:
1.1 1

[z, 2

[z, 2)"[y, 2] =y to e twayy ey = y e e e Ty =
1,-1

y ez ey = [ay, 2]

analogamente
r,yz] = 2 Y y2) loyr = 27 ey layz
[z, yz] yz)~lwy Y~y

[, y] ! !
—-1.—-1 1

z — Z_
[z, 2][x,y]" = o 2wz

xyz, quindi si ha:

Yyyz = a7 t27t

o, ylz =27 tay™

1

x iy~ ro ty loyz =

2y ey = (2, y2].

4. [z,y ) =a tyay !

[%y]yil = ylz,yly ' = yrlyteyyt = yr~ly~tz, quindi:
(o))t =2 lyay™ = [ey~).
analogamente

[yl =ay ey
:c’l _

[z,y]" =2z, ylz

(e, y]” )P =ay ety = [z y).

V= gty toyr™! = yloyz!, quindi:
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1

5. Poniamo u = xzz lyz,v = yry ‘zyew = zyz lxz e osserviamo che

[,y 2] =ut, [y, 27 2] =vtwe [z, 271 y]" = wtu; Videntita &
cosl ovvia.

]

1

Osservazione 1. Sthachead* =a < x 'ax =a < ax = xa < |z, a]l = 1.
b

Proposizione 1.1.2. Sia G un gruppo e sia H un sottogruppo di G. Sono

equivalenti:
1. Per ogniy € G si ha che y *Hy C H
2. Per ogni x € H e per ogni y € G si ha che [z,y] € H

Se si verifica una di queste due condizioni diciamo che H € un sottogruppo

normale di G e utilizziamo la notazione H < G.

Dimostrazione. 1 = 2 Siano x € H,y € G, allora [r,y] = v 'y~ loy € H
poiché 7 € H come pure y 'zy € H.

2=1 Siano z € H,y € G, allora [z,y] € H ossia 'y "'zy € H. Si ha
quindi che zz~ly~lwy € H ciot y~lay € H.
O]

Per la dimostrazione della seguente proposizione si veda [1].

Proposizione 1.1.3. Se G' ¢ un gruppo e H un sottogruppo di G di indice

2, allora H ¢ un sottogruppo normale in G.

Se g1, ..., gn sono elementi di un gruppo G con la notazione (gi, ..., gn)

indichiamo il sottogruppo di G da essi generato.

Definizione 1.1.2. Siano X, X, sottoinsiemi non vuoti di un gruppo G. Si

dice sottogruppo commutatore di X; e Xo

[Xl,XQ] = <[ZL’1,J}2} | T € Xl,l’g < X2> .
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Osservazione 2. Grazie alla seconda proprieta dei commutatori [Xi, Xs| =
(X5, X1].

Definizione 1.1.3. Sia GG un gruppo. Si dice sottogruppo derivato
G = ([x1,x2] | 11,70 € G).
Definizione 1.1.4. Sia G un gruppo. Si dice centro di G 'insieme
Z(G)={reG|ar=xa perogni aecG}.
Proposizione 1.1.4. Il centro Z(G) di G ¢é un sottogruppo del gruppo G.

Dimostrazione. Si ha che 1 € Z(G) perche al = la per ogni a € G. Occorre
poi provare che dati z,y € Z(G) si hache zy™' € Z(G). Siaa € G, a(zy™!) =

(ax)y™! = (za)y™' = 2(ay™") = 2(ya™ ) = 2(aly) ! =2y Ha) T =
(zy~Ha.
Si ha quindi che Z(G) ¢ un sottogruppo di G. ]

Proposizione 1.1.5. Dato un gruppo G ogni sottogruppo H del centro Z(Q)
di G € normale in G. In particolare Z(G) < G.

Dimostrazione. Siano H un sottogruppo di Z(G), h € H, g € G, allora
[h,g] =1 € H poiché H & un sottogruppo normale. ]

Definizione 1.1.5. Sia G un gruppo. G si dice nilpotente di classe 2 se
G' C Z(G).

Lemma 1.1.6. Sia G un gruppo e siano z,z € G tali che [[z,z],2] =1 =
[z, 2], z]. Allora

(", 2] = [z, 2]" = [z,2"] per ogni n &€ N.

Dimostrazione. Dimostriamo 1’asserto per induzione su n.
Per n =1 ¢ ovvio.
Siano n =2 e x,z € G. Allora [2?, 2] = [z, 2] = [x,2]"[z, 2] = [z, 2][x, 2] =

[z, z]2. Supponiamo che I'asserto valga per n — 1 e dimostriamolo per n :
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n_1x7z] = [xn_lvz]x[xvz] = ([ZL’, Z]n_l)x = [Ivz]n_l[x?'z} = [ZL’, Z]n

dove abbiamo usato il fatto che se z commuta con [z, z| allora commuta con

a2 = [o

ogni sua potenza.

Analogamente dimostriamo che [z,2"] = [z, z]" usando la proprieta 2 del-
la Proposizione 1.1.1. Si ha infatti che [z, 2"] = [z", 2]" = ([z,2]")"" =
([z, 2] 7" = [x, 2], O

Lemma 1.1.7. Sia G un gruppo. Se g1,92 € G € 21,29 € Z(G) allora

[9121, 9222] = [917 92]'

Dimostrazione. Si ha che [g121, g222] = [g1, 9222]7 [21, 9222] = [g1, 92227 =

(01, 9222) = [91, 22)[91, 927 = [91, 92]% = [01, 92]. [

Lemma 1.1.8. Sia G un gruppo e siano x,y € G tali che [[z,y],z] =1 =

[[z,y],y]. Allora

(2™, y"] = [x,y]™ per ogni m,n € Z.
Dimostrazione. Abbiamo che [x,y"] = [z,y]" commuta con z™, y" =,y per
ipotesi, quindi per il Lemma 1.1.6 otteniamo: [x™, y"] = [z, y"|™ = ([x, y]*)™ =
[z, y]™". 0

Lemma 1.1.9. Sia G un gruppo e siano x,y € G e tali che [[z,y],z] =1 =
[[z,y],y]. Allora

[ty [z, y|™, a2y [, y) ") =[x,y per ogni g, my, T € 2.

Dimostrazione. Ricordiamo che per ipotesi ogni potenza di [z,y] commuta

con ogni potenza sia di x che di y.

Si ha che [x™y™ [z, y|™, 2™y [z, y|™?]| =

[, a2y ™2, y] 2] [y [, y] " a2y @, y] ). Ora, [a7, a2y [, y) 2P =

([zm, ym2fa, y)r2)[ams, are ]y bl )™ =

A B T M I v Vil B = |z,y|""™?, dove abblamo usato il Lemma
n r n ma][z,y|"2y™1 nimz bbi il L

1.1.8.

Consideriamo [y™ [z, y]"™, 2™y [z, y]"?] =
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[y™ 1‘"2?/’”2[96 y]"2 | [,y ], a2y [z, )] =

([y™, y™2 [z, y]"2][y™, m2]y" 2 ™) el [z y]m g2 (o, y)™2)[[z, y]™, am2]y "2 v =
g T g g, g —
[,

y|~™™2dove abbiamo usato il Lemma 1.1.8.
Quindi [z"y™ [z, y|™, a"2y™2 [z, Y]] = [x, y]mmmEm O
Proposizione 1.1.10. Se G ¢é un gruppo generato da due elementi x ey tali
che [[z,y], x] = 1 = [[x,y], y] allora

G={z"y"[x,y]°| m,n,seZ}.

Dimostrazione. Indichiamo con S l'insieme { z"y™[x,y]®, m,n,s € Z }. Si

ha che 1 = 2%°[z, y]® € S. Siano poi g; = 2™'y™ [z, y|*' e go = x"2y™2[x, y|*

-1

Utilizzando il fatto che yx = zyly, z] = xy[z,y|™", che le potenze di [z,y]

commutano con le potenze di x e di y e il Lemma 1.1.8 si ha: ¢g1go =
why™ sy Tty [,y =

x™m ymlxnz [{L‘, y}slme [{L‘, y]sz = M ym1 xnzyﬂm [I, y]81+82 —

xrmn xn2ym1 [93, y}*anl ymz [x’ y]81+82 —

xrm +n2 ym1 +ma2 [iL‘, y]51 +s2—nami1 )

—S —mx—n

—S n

y =y M,y " =

Sia g = x™y™[z,y|%; allora si ha: g~! = [z,y]
§ =z "y ™[z, y] "™ dove ab-

y [z,y] ™ =2y "y T [, Y]
biamo usato il fatto che yr = zyly, ] = zy[r,y]~!, e il Lemma 1.1.6. Ne viene

—m ,.—Nn -5
T

che S & chiuso rispetto al prodotto e all’inverso, quindi S e un sottogruppo

di GG, ma poiché contiene x e y si ha che S = G. O]

Proposizione 1.1.11. Se G ¢é un gruppo generato da due elementi x ey tali
che [[z,y],z] = 1 = [[z,y],y] allora G' = ([z,y]); quindi G ¢é nilpotente di

classe 2.

Dimostrazione. Utilizzando la Proposizione 1.1.10 e il Lemma 1.1.9 abbiamo
che il commutatore tra due qualsiasi elementi di G' & una potenza di [z, y] e

quindi appartiene al centro di G. O

Proposizione 1.1.12. In un gruppo G nilpotente di classe 2 vale

(xy)™ = 2™y™y, a:](;n), per ogni x,y € G e per ogni m € N.
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Dimostrazione. Dimostriamo 1’enunciato per induzione su m.

Per m =1 e ovvio.

Supponiamo che 'asserto valga per m e dimostriamolo per m + 1 :

()™ = (ay)™ (xy) = 2"y [y, 2] Dy = 2mymayly, 2] (3) poiché [y, 2](*) €
G' C Z(@); sappiamo che [y™, x] = [y, x| = y ™z 'y™x; si ha quindi
y"x = xy™[y, x]™; ne viene che:

ey mayly,2)(3) = amaymly, 2yly, 2] 5) = oty fy, 2]t () =
™yt y ] (m;ﬂ), dove abbiamo utilizzato [y, z]™ € G' C Z(G). O

Definizione 1.1.6. Siano G un gruppo e H un sottogruppo di G. Si dice

centralizzante di H in G l'insieme
Co(H)={geG||g,h]=1 perogni he H}.

Proposizione 1.1.13. Se G ¢ un gruppo e H ¢ un sottogruppo di G, allora
Ce(H) ¢ un sottogruppo di G.

Dimostrazione. Sia C = Cg(H), si ha che C' ¢ non vuoto poi contiene 1.
Siano ¢1,go € C,h € H e consideriamo [g1g2,h] = (g192) *h1gigoh =
' h T gugeh =

g2 tg1 th™tg1hgs e poiché g th~tgih = 1 per ipotesi segue che:

g2 tg1 7 h™ g1 g2h, poiché go e h commutano tra loro si ha go~

92 g1 R gihgy = 1.

Quindi C' e chiuso rispetto al prodotto.

Non resta che provare che I'inverso di ogni elemento in C' appartiene ancora a
C. Siano quindi g; € C e h € H; [¢7', h] = g1h~'g, 7 h, poiché g; commuta
con ogni elemento di H si ha gth~'g1"*h = h™'g1g:7'h = 1. Abbiamo allora
dimostrato che g;~! € C. In conclusione C' & sottogruppo di G. [

Proposizione 1.1.14. Sia G un gruppo e siano C, Q) sottogruppi di G. Se

[C, H] =1 allora l'insieme
CH={xzy| z€C, yeH}

e sottogruppo di G.
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Dimostrazione. C'H non ¢ vuoto poiché 1 =1-1¢€ CH.
Siano 21,29 € CH allora z; = x1y; € 20 = Toys con x; € C' e y; € H. Si ha
che 2129 = x1Y172Yy> = T122Y1Y2 poiché gli elementi di C' commutano con gli
elementi di H; allora C'H e chiuso rispetto al prodotto.
Sia z in C'H, allora z ¢ della forma z = zyy; con x1 € C' e y; € H. L’inverso

1

di z ¢ 27! = 271y~ in quanto gli elementi di C' commutano con gli elementi

di H. Allora CH ¢ sottogruppo di G. O]

Corollario 1.1.15. Sia G un gruppo e siano Hq, ..., H, sottogruppi di G
tali che [H;, H;] =1 per ogni i # j. Allora Hy--- H, = { hy1---h,, | h; € H; }
e un sottogruppo di G.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una facile induzione su n utilizzando la

Proposizione 1.1.14. O

1.2 Prodotto diretto interno ed esterno

Definizione 1.2.1. Consideriamo i gruppi Gy, ..., G,. Si dice prodotto di-

retto (esterno) il gruppo Gy X ... x Gy, che si ottiene munendo l'insieme
G=G x...xG,={(g91,---,9n) | i € G; perognii=1,...,n}
del prodotto “componente per componente”, ossia
(g1 Gn) - (hay oo hn) = (g1 By ooy G hn).

Osservazione 3. 1l gruppo G; = { (g5, 1,...,1) | gi € G; } & un sottogruppo
di G isomorfo a G; per ogni ¢ tale che 1 <i < n.

Dato un insieme A, denotiamo con (A) il sottogruppo generato da A.

Definizione 1.2.2. Consideriamo un gruppo H e una famiglia di suoi sot-

togruppi normali { Hy | A € A } tale che valgano :

H=(H\|X€e ),
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Hy OV (Hy [N # ) = 1.

H si dice prodotto diretto interno degli Hy.

Osservazione 4. Gli elementi di H che appartengono a diversi H, commutano
tra loro. Infatti preso x € Hy e y € H, si ha che a7y toy = 271 (y tay) =
(z7'y~'z)y quindi [z, y] appartiene a Hy N H, e percid ¢ uguale ad 1. Allora
Ty = yx.

Proposizione 1.2.1. Sia G = Gy X ... X Gy; allora G é prodotto diretto
interno dei Gy = { (g;,1,...,1) | g € G; } per ogni i tale che 1 <i < n.

Dimostrazione. Dobbiamo per prima cosa mostrare che G; & un sottogruppo
normale di G.

Siano quindi (gy,...,g,) € Ge (1,...,Gx,...,1) € Gy; si ha che:

(G155 90) (Lo a0 D g ) = (L, g 1) € Gy
poiche gagagr~* € G.

Ora proviamo che G & generato dall’insieme dei sottogruppi G;.

Sia (g1,...,¢g,) un elemento di G, allora

(g1, 9n) = (91,1, ..., 1)(1,92,1,...,1)---(1,...,1,g,) quindi
G=(G;|1<i<n).

Non resta che dimostrare G; N <?j | i # j> =1

Poiche se ¢ # j un elemento di E ha sempre 1 in ¢-esima posizione e
un elemento di G; ha sempre 1 in j-esima posizione I'intersezione tra G
e(Gjli#j)ye(l,...,1)=1. ]

Proposizione 1.2.2. Sia H prodotto diretto interno degli { H; | 1 <i<n},
allora H =2 Hy x --- x H,,.

Dimostrazione. Costruiamo la seguente applicazione:

fiH x---xH,—H
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(X1, .oy Tp) > Ty - Ty

e dimostriamo che si tratta di un isomorfismo.

Ora, f((z1,-- - n) (W1, Un)) = (2141, -+ TaYn)) = T2 T =
Ty Y = f(x1, o) f(yr, - o, yn) per I'Osservazione 4.

Proviamo liniettivita di f :sia f(zq,...,2,) =21+ -2, = lallorazy - 2, =
x17! quindi z; ! appartiene H; N (H;|i # 1) e percid ¢ uguale ad 1. Allora
ry =1 = xy---x,. Ripetendo il ragionamento partendo da xy---x, = 1 si
prova che (zy,...,x,) = 1.

Infine dimostriamo la suriettivita: per il Corollario 1.1.15 si ha che Hy --- H,,
¢ un sottogruppo di H, quindi H = H; --- H, perche H; --- H, contiene tutti
i generatori di H. O]

Dati due interi m e n indichiamo con mem(m,n) il minimo comune
multiplo tra m e n.

Ricordiamo, senza dimostrarlo, il seguente risultato.

Lemma 1.2.3. Se G é un gruppo e x € G ¢é del tipo x = x123, con 1, 25| =
1, allora |z| divide mem(|x1|, |x2|) e se |z1] € |x2| sono coprimi allora |x| =

| 1][2].

Osservazione 5. Sia G un gruppo e sia x € G di ordine m = rs con r e s

primi tra loro. Allora per il Teorema di Bézout esistono due interi a e b tali

ar+bs _ ..ar.bs bs

che ar + bs = 1 quindi x = z ™2, Ponendo x; = 2% e 29 = %
abbiamo scritto x come x = x1x9 con x1 e x5 potenze di x. Osserviamo che
|z1| divide s e |x2| divide r, ma poiché rs = |z| = |z xs| per il Lemma 1.2.3
segue che |x1| = 7 e |xg| = s. Inoltre [z, x2] = 1 quindi dal Lemma 1.2.3 si

ha rs = |x| = |x1]|z2].

Proposizione 1.2.4. Sia G un gruppo, G = Ax B con A e B sottogruppi di
G tali che gli elementi di A hanno ordine potenza di 2, mentre gli elementi
di B hanno ordine dispari. Se H & un sottogruppo di G allora H = (H N
A) x (HNB).
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Dimostrazione. Osserviamo che se x € G ha ordine potenza di 2, allora z €
A. Infatti se x = z125 con 21 € A, 25 € B e |x| = 2" si ha che 2,2 1,¥ =1,
quindi ;2" = 1 = 2%, ma poiché x5 ha ordine dispari deve essere zo = 1.
Segue che x = x; € A. Analogamente se x € G ha ordine dispari allora
x € B. Sia ora x € H. Per I’Osservazione 5 si ha che x = z1x,, ove x;
e xo sono potenze di x, |r1| & potenza di 2, mentre |z5| & dispari. Allora
rneHNAexy, e HNB. O

Proposizione 1.2.5. Sia G un gruppo, G = AX B con A e B sottogruppi di
G. Sia H un sottogruppo di G tale che H = (HNA)x (HNB) con HNA<A
e HN B < B. Allora H < (.

Dimostrazione. Sia x € H, allora esistono 1 € H N A e 9 € H N B tali che
x = 1179. Sia g € G, allora esistono g; € A e g € B tali che g = g1¢5. Ora:
919" = 91920172(9192) " = 1G22 %292 1
Ricordiamo che per le proprieta del prodotto diretto [A, B] = 1 quindi [H N
A HNB|=[HNB,Al=[HNA B|=1
Proseguendo con le uguaglianze si ha:
grg~" = ga1 1291 G2 = o TaTigr g2t = a2 g1T1g1 g2

Ora: giz1g:~ ' € H N A per ipotesi, g, € B quindi per commutativita
92201191 go " = Gatagy 1o
osserviamo poi che g2729>~1 € H N B per ipotesi e g1x19: "+ € HN A, quindi
grg~t € H per ogni g € G e per ogni x € H. Dunque H < G. ]

1.3 Sui gruppi commutativi

Proposizione 1.3.1. Sia G un gruppo tale che ogni elemento diverso dal-

lunita ha ordine 2, allora G ¢ commutativo.

Dimostrazione. Siano a,b € GG, dobbiamo provare che ab = ba. Abbiamo che
(ab)(ab) = (ab)* = 1 per ipotesi; ne viene che bab = a~! quindi ab = b"ta™?,
ma poiché a e b hanno ordine al piu 2 coincidono con i loro inversi. Si ha
allora ab = ba. O
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Proposizione 1.3.2. Siano G un gruppo e N un sottogruppo normale di G.

Allora il gruppo quoziente G/N é commutativo se e solo se G' C N.

Dimostrazione. G/N & commutativo se e solo se gtN = xgN per ogni
r,9g € G, ma gzN = 2gN & gla7lgz2N = N & g lz~lgz € N. Ora,

1z=1gz ¢ proprio il commutatore [g, z| e quindi abbiamo provato che G/N

g
¢ commutativo se e solo se [g,z] € N per ogni z,9 € G. Questa ultima

condizione ¢ equivalente a G' C N.
O

Proposizione 1.3.3. Se E' ¢ un gruppo i cui elementi hanno ordine al piu

2 allora E é spazio vettoriale sul campo Fy con due elementi.

Dimostrazione. Consideriamo su E 'operazione di prodotto che lo rende
gruppo e osserviamo che F ¢ commutativo per la Proposizione 1.3.1. De-
finiamo poi 'operazione prodotto per scalare:
* FQ xXFE—FE
(0,v) — 1
(Lv) — v

Mostriamo che valgono per questa operazione le proprieta di spazio vet-

toriale.

Lo Asx(uxv)=Au*xv, A\pelFy vekFE.

e \=0,u=1
Ox(1*xv)=0%*v

Oxv=0xwv
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e A=0,u=0
O (0*xv)=0x%x1=1
Oxv=1

e A=1u=0
Ix(0xv)=1x1=1
Oxv=1

e A =1u=1
Ix(1xv)=1xv

lxv=1%*wv

2. 1xv = v per definizione

3. Ak (uwv) = (A*xu) - (Axv), Xy,

e \=0
0% (uv) =1
(0*xu)-(0xv)=1

e \=1
1% (uv) = uv
(Isu)-(1xv)=uv

4 (At p)xv=Axv)- (uxv),

u,v € E.

vEFR.

15
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e A=0,pu=1
lxv=w
(0*v)-(1xv) =0

e A=0,u=0
Oxv=1
(0*v)-(0xv) =1

e A=1,u=0
Ilxv=wv
1xv=w

e \=1,pu=1
Oxv=1
(1xv)-(1*v)=v?=1 poiché in F gli elementi hanno ordine al
piu 2.

[]

Osservazione 6. Dalla definizione di prodotto per uno scalare segue imme-
diatamente che un sottoinsieme di £ ¢ un sottogruppo se e solo se ¢ un

sottospazio.

Teorema 1.3.4. Se V ¢ uno spazio vettoriale e S un sottoinsieme di 'V
costituito da vettori linearmente indipendenti, allora esiste una base B di V
tale che S C B.

Dimostrazione. Sia:

A={XCV| SCX eivettoridi X sono linearmente indipendenti } .
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Si ha che A & un insieme poiché A C P(V); A non & vuoto perche S €

A. Consideriamo la relazione di inclusione su A e la seguente catena C =

{XA })\eA

X;CX,C...CX, C...

Sia poi X = UX),; mostriamo che X € A. Ovviamente S C X. Supponia-
mo per assurdo X ¢ A, allora i vettori di X sono linearmente dipendenti
quindi esiste v € X tale che v & combinazione lineare di vettori in X, os-
sia v = a;v1 + ... + ayv,. Considerando un insieme X, € C che contiene
v, 1, ..., v, abbiamo trovato I’assurdo poiché i vettori di X, sono linearmen-
te indipendenti. Segue per il lemma di Zorn che esiste un elemento massi-
male Y in C. Dimostriamo che Y e una base di V; I'unica cosa da provare
e che i vettori di Y sono un sistema di generatori per V. Sia v € V allo-
ra Y U{ v} e un insieme di vettori linearmente dipendenti, quindi esistono
(a,ay,...,a,) # (0,...,0) tali che av + a1v; + ... + a,v, = 0. Osserviamo
che necessariamente a # 0 altrimenti vy, ..., v, non sarebbero linearmente

indipendenti percido v = a tajvy + ... + a ta,v,. O

Corollario 1.3.5. Dato un sottospazio vettoriale W di V' allora W é addendo
diretto.

Dimostrazione. Se X ¢ una base di W sia B una base di V' tale che X C B.
Allora se U ¢ il sottospazio di V' generato da B\X si hache V =W aU. O

Ricordiamo ora un importante teorema sui gruppi commutativi. Per la

dimostrazione si veda [1].

Teorema 1.3.6. Sia G un gruppo commutativo finitamente generato. Allora
G ¢ isomorfo alla somma diretta di un numero finito di gruppi ciclici di ordine

mi,...,mg, conmy > 1 emg|ms|...|my.
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1.4 Teoria di Galois

Richiamiamo alcune definizioni ed enunciati riguardanti la teoria di Ga-
lois. Per le dimostrazioni si faccia riferimento al testo [2]. Assumiamo che i

gradi delle estensioni che tratteremo siano tutti finiti.

Teorema 1.4.1 (della torre). Supponiamo di avere le estensioni di campi
K C L CF, allora vale

[F: K|]=[F:L|L:K].

Definizione 1.4.1. Data un’estensione di campi F' C E definiamo Gal(E/F)

come il gruppo degli automorfismi di E che fissano F.

Notazione: dato un sottogruppo H di Gal(E/F) indichiamo con E il

sottocampo degli elementi di F fissati dagli automorfismi in H.

Definizione 1.4.2. Un’estensione di campi F' C E si dice normale se ogni
polinomio irriducubile di F[z]| che ha una radice in E si spezza in fattori

lineari in E[z].

Definizione 1.4.3. Un polinomio si dice separabile se non ha radici multiple

nel suo campo di spezzamento.

Definizione 1.4.4. Sia F' C FE un’estensione di campi; a € FE si dice

separabile su F' se il polinomio minimo di o su F' e separabile.

Definizione 1.4.5. Un’estensione di campi F' C E si dice separabile se ogni

a € E e separabile.

Proposizione 1.4.2. Ogni estensione di un campo di caratteristica 0 e

separabile.
Definizione 1.4.6. Un’ estensione si dice di Galois se € normale e separabile.

Osservazione 7. Se E e il campo di spezzamento di un polinomio separabile

p(z) a coefficienti nel campo F allora l'estensione F' C F ¢ di Galois.
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Teorema 1.4.3 (Corrispondenza di Galois). Sia F C E un’ estensione di
Galois.

Allora esiste una corrispondenza biunivoca tra i sottogruppi di Gal(E/F) e i
campt intermedi dell’estensione F' C FE, ossia © campt K tali che F C K C
L:

{sottogruppi di Gal(E/F)} — {campi intermedi dell’estensione F' C E'}
Hv— EY
Linversa di tale corrispondenza é:
{campi intermedi dell’estensione ' C E'} — {sottogruppi di Gal(E/F)}

K s Gal(E/K)

Inoltre valgono le sequenti proprieta:

e Sia K wun’estensione intermedia. Allora Gal(E/K) < Gal(E/F) se e

solo se F' C K ¢ un’estensione normale.
e Sia K un’estensione intermedia. Allora |Gal(F/K)| = [E : K].
Assumiamo ora che i campi in questione abbiamo caratteristica 0.

Proposizione 1.4.4. Sia f(x) un polinomio a coefficienti nel campo F e
sia E il campo di spezzamento di f(x). Allora Gal(E/F) ¢é isomorfo ad un

sottogruppo del gruppo di permutazioni sull’insieme delle radici di f(z).

Definizione 1.4.7. Sia f(z) un polinomio a coefficienti nel campo F; sia
poi E il campo di spezzamento di f(z) e siano ay,...,a, le radici di f(z).

Chiamiamo discriminante di f(x) 'elemento

A= H(ai — ;)%

i<j

L’elemento v/A indichera VA = [Ticj(oi —ay).
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Osservazione 8. La definizione di v/ A dipende da come sono state numerate

le radici, ma la sua appartenenza o meno ad F' no.

Teorema 1.4.5. Si ha che A € F mentre /A appartiene ad F se e solo se

Gal(L/F) é contenunto nel gruppo alterno su n lettere.

Lemma 1.4.6. Consideriamo a ¢ b € F tali che \Ja e Vb ¢ F. Allora
F(y/a) = F(V/b) se e solo se a/b & un quadrato in F.

Dimostrazione. Supponiamo F(y/a) = F(v/b). Allora \/a € F(v/b) cio
Va = oy +Vbpy per certi oy, B € F. Ne viene che a = oy 2+ b6;% + 2015, Vb,
quindi a18; = 0 poiché a € F. Essendo F' un campo si ha che o ay = 0
oppure 3 = 0. Se a; = 0 allora \/a = vbp; percido \/a/vb = 51 € F quindi
a/b & un quadrato in F. Se invece $; = 0 allora \/a = a; € F, ma questo &
assurdo per ipotesi.

Viceversa supponiamo che a/b sia un quadrato in F. Allora esiste x € F
tale che a/b = x?, quindi possiamo supporre /a/ Vb = z. Ne viene che
Vva = 2v/b quindi \/a € F(vb) e Vb = az™' quindi vb € F(\/a). Segue
che F(y/a) = F(Vb). O

Definizione 1.4.8. L’estensione di campi ' C E si dice estensione ciclica

se e solo se ¢ di Galois e Gal(E/F) ¢ ciclico.

Riportiamo ora una proposizione sulle permutazioni che verra utilizzata

nel capitolo 4. Indichiamo con S, il gruppo simmetrico su n lettere.

Proposizione 1.4.7. Sia 0 € S,, 0 = (a1ag9...a,)(by...bs)---(c1...¢).

Allora, per ogni T € S, vale
o7 = (r Ha)T Na) ... T (@) (T by) T Hb)) - (T () M ).
Dimostrazione. Poniamo

w=(T"Ya) T Hag) ... T Ha) (T Hby) T (b)) - (TN ) L T ().

Sede {1,....,n}, d # 7 a;) per ogni i = 1,...,r, d # 7(b;) per
ogni j = 1,...,8, ...,d # 7 c) per ogni k = 1,...,t, allora w(d) = d;
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d’altra parte 7(d) # a;, 7(d) # b; e 7(d) # ¢ per ogni ¢ = 1,...,r, per ogni

j=1,...,seperognik=1,... .t Ne viene che 77'o7(d) = 7o (7(d)) =

77(7(d)) = d. Si ha poi 77 lor(t7(ay)) = 770 (a1) = 77 (az) = w(t7 (ay))

1

e analogamente si prova che le due permutazioni 7707 e w coincidono su

tutti gli altri elementi. ]






Capitolo 2
Il gruppo dei quaternioni

In questo capitolo verra descritto il gruppo dei quaternioni attraverso la
sua struttura e le proprieta che lo rendono notevole per molti aspetti. Nel

capitolo successivo approfondiremo infatti la sua caratteristica principale.

2.1 1l gruppo e le sue proprieta

Definizione 2.1.1. Consideriamo 'anello delle matrici quadrate di ordine 2

sul campo complesso. Denotiamo con:

1=(51)
i=(6%)
J:(Pltl))
k=(99)

Si dice gruppo dei quaternioni I'insieme
QB = { 1a _17 iaja k7 _iv _j7 -k }
dotato del prodotto tra matrici.

E facile verificare che I'insieme Qs con il prodotto cosi definito € un grup-

po. Infatti il prodotto € ben definito in Q)g, ed € associativo per definizione.

23
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Inoltre 1 & I'elemento neutro e gli inversi sono i™' = —i,j7! = —j, k! = —k.
Dalla definizione si trova che valgono queste relazioni :

=1 P i = = = (D = (k= i =i

Tali relazioni implicano che Qg € chiuso rispetto al prodotto, come si evince

dalla seguente tavola di moltiplicazione.

2.1.1 Tavola di moltiplicazione

La tavola di moltiplicazione di (Jg ¢ data da:

1 -1 i i -j k |-k
1|1 -1 i —i ] —-j |k -k
1] -11]1 —i |i —j 1] -k | k
i |i —-i|-1]1 k k| —j|]

A -] 1 -1 |-k|k |]j —j
ol —j | -kl|k -1]1 i —i
G0=3 1] k -k |1 -1 | —i |i
k |k -k |j —j | —i|i -1 1
k| -k |k —j 1J i —i |1 -1

Le seguenti proposizioni sono ora ovvie.
Proposizione 2.1.1. Q)g non ¢ un gruppo commutativo.

Proposizione 2.1.2. Gli elementi in QQg hanno il sequente ordine:
1 ha ordine 1

—1 ha ordine 2

i,j, k, —i,—j, —K hanno ordine 4.

2.1.2 1 sottogruppi del gruppo dei quaternioni

Nel gruppo dei quaternioni vi sono tre sottogruppi ciclici di ordine 4:

<i>:{17_17i _i} <j>:{17_17j7_j} <k>:{17_1’k7 _k}
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un sottogruppo ciclico di ordine 2:

(-1 ={1,-1}

il sottogruppo banale e il gruppo stesso.

Questi sono tutti e soli i sottogruppi di Q). Consideriamo infatti un sot-
togruppo proprio H di G; per il teorema di Lagrange gli ordini possibili per
H sono 1,2 oppure 4. Se 'ordine di H & 1 banalmente H = (1).

Se 'ordine di H e 2 allora H deve contenere 1 e un altro elemento di G di
ordine necessariamente 2, ma allora H = (—1).

Osserviamo che se H & un gruppo di ordine 4 allora o H contiene un elemen-
to di ordine 4 e quindi e ciclico, oppure H contiene l'identita e tre elementi
distinti di ordine 2, il che e impossibile perche in (g ¢’e un solo elemento di or-
dine 2. Ne viene che H necessariamente contiene almeno uno tra i, j, k perche
se per assurdo cosi non fosse, allora conterrebbe almeno uno tra —i, —j, —k e
sicuramente —1 quindi anche il loro prodotto. Se H contiene un elemento x

di ordine 4 allora (z) & contenuto in H, ma avendo H ordine 4 si ha H = (z) .

Il reticolo dei sottogruppi di Qs € quindi il seguente:

Osservazione 9. 1 sottogruppi non identici di (g contengono tutti il sotto-

gruppo ciclico { —1,1 } di ordine 2.
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2.1.3 Centro e derivato

Indichiamo con Z il sottogruppo di Qg di sostegno { —1,1 }.
Proposizione 2.1.3. Z ¢ il centro di Qs.
Dimostrazione. Basta osservare la tavola di moltiplicazione. O
Proposizione 2.1.4. Z ¢ il derivato di Qs.

Dimostrazione. Mostriamo che @5 € contenuto in Z. Si ha che Z ¢ normale
in Qg in quanto centro; )s/Z ¢ un gruppo non ciclico di ordine 4 quindi i
suoi elementi hanno tutti ordine al piu 2, allora per la Proposizione 1.3.2 Q)
e contenuto in Z.

Essendo Q)§ non banale e Z di ordine 2 ne viene che Qf = Z. O

Enunciamo ora la proprieta piu importante del gruppo dei quaternioni,

proprieta di cui gode pur non essendo commutativo.
Proposizione 2.1.5. Tutti i sottogruppi di Qs sono normali.

Dimostrazione. Consideriamo i sottogruppi propri di Qs:

{—1,1} & sottogruppo normale di ()3 poiché centro.

H={-1,1,i,—i} & sottogruppo normale di Qg poiché ha ordine meta di
quello di Qg quindi [Qs : H] = 2 e questo implica che H ¢ normale in Qs.

Analogamente lo si dimostra per gli altri due sottogruppi di ordine 4. O

2.2 I quozienti del gruppo dei quaternioni

Consideriamo la famiglia A dei gruppi G tali che G ¢ generato da due

elementi = e y che soddisfano le seguenti relazioni:

Osservazione 10. La famiglia A €& non vuota. Infatti il gruppo identico

generato da x = y = 1 appartiene ad A.
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Osservazione 11. e Poiché z* = 1 si ha che 27 con j € Z & del tipo 22,

con o in {0,1,2,3 }. Analogamente per y.

e Se g € {0,2} dalle relazioni segue che v’ =z, se invece 3 € {1,3}
1

si ha che zv° = 271
Proposizione 2.2.1. Sia G in A generato da x e y. Indichiamo con S il

sequente sottoinsieme di G
S = {xayﬁ,a,ﬁ €{0,1,2,3},2* =1, =¢*,2¥ =27 }.
Allora G = S.

Dimostrazione. Dimostriamo per prima cosa che S & un sottogruppo di G.

1 € S poiche 1 = 2%°.

Siano z*1y”t e 292”2 due elementi di S, 1 yP1422yP2 = g yPrpo2y=Fiybrylz —
xa1<xa2)y7ﬁ1y(ﬁl+ﬁ2).

B _ 702 quindi malyﬁlxa2y52 _ xa1+a2y51+52‘
-5

Se (31 & pari allora (z%2)Y
Se (3, & dispari allora (z°2)Y" "' = 2792 percio 2™ yP1o2yP2 = yor-o2yfithz,

In ogni caso z™yrx*2y? ¢ S.

Preso z%y® € S il suo inverso é:
se B¢ pari 7%y ? € 9, se B & dispari 2%y~" € S.

Ora, poiché i generatori di G z e y appartengono ad S ne viene che G = 5. [

Proposizione 2.2.2. L’ordine di un gruppo G in A ¢ al massimo 8.

Dimostrazione. Apparentemente ’ordine é al massimo 16, ma sfruttando le
relazioni di cui godono gli elementi del gruppo si possono dimostrare alcune
uguaglianze.

2 e che y3 = y*y = 2%y. Si ottengono quindi

Osserviamo infatti che y? = x
otto coincidenze:

2t =2yt = a2ty ey = 2t ayd = 2By, 2ty = 1,070 =y, 2y = a2ty =
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xy.
Gli elementi di G sono cosl al massimo &.

Proposizione 2.2.3. Il gruppo Qg dei quaternioni appartiene ad A.
Dimostrazione. Mostriamo che
Qs = {xo‘yﬁ } a,f€{0,1,2,3}, 2 = 1,2 =¢* 2¥ = 27! }

Poniamo x =1ie y = j. Si ha che:

Inoltre tutti gli elementi di Q)g si scrivono in termini diie j:
1= %0, —1 = 0,1 = ilj0, j = %", k = i1, —i = 140, —j = %%, —k = ¥
O

Proposizione 2.2.4. Sia G in A generato da x e y. Allora esiste un epi-
morfismo da Qs a G.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione:

v: Qs — G
%7 s 2%y?
Mostriamo che si tratta di un epimorfismo. Siano i*'j% e i®2j” elementi
di Qg :
se By & pari p(i1j71i2j%) = p(iMte2jiiti) = gertazy it = geryPrgezyf =
P57 p(i%25%);
se By & dispari @(i1j/1i%2§%2) = p(iM—2jAith) = gor—azyfithe = gonybigazy b —
p(i1jM)p(i25%).

Mostriamo ora la suriettivita:
Sia ¢ € G; allora per la Proposizione 2.2.1 g ¢ del tipo ¢ = x*y® percio
9= ¢(i%"). O
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Indichiamo con D, il gruppo delle isometrie del quadrato. Numerando
i vertici del quadrato da 1 a 4 in senso orario si ha che ogni isometria dl
quadrato e individuata dalla corrispondente permutazione sui vertici. Si ha
che Dy ha ordine 8 e le permutazioni (1234) e (12)(34) appartenenti al gruppo
simmetrico su 4 lettere generano Dy. Il gruppo D, contiene solo due elementi
di ordine 4 distinti, precisamente (1234) e (1234)~!, quindi D, ha solo un

sottogruppo ciclico di ordine 4.

Osservazione 12. Esattamente con le stesse tecniche utilizzate in questa se-
zione si dimostra che se G € un gruppo generato da due elementi x e y tali

che 2* =1 =92% a¥ = 27! allora esiste un epimorfismo da D, a G.

Indichiamo con C} il gruppo ciclico di ordine .

Proposizione 2.2.5. Il gruppo dei quaternioni € l'unico gruppo di ordine 8

ad avere tre sottogruppt ciclici di ordine 4.

Dimostrazione. Analizziamo la struttura di un gruppo G di ordine 8 che ha

almeno un elemento di ordine 4.

e Se (G contiene un elemento di ordine 8 allora G ¢ un gruppo ciclico

quindi G ha un solo sottogruppo di ordine 4.

e Se (G non e un gruppo ciclico, ma contiene un elemento x di ordine
4 allora (z) ¢ normale in G perche ha indice 2. Sia y € G,y ¢ (z)
allora z¥ € (x) e x¥ ha ordine 4 perche il coniugio & un automorfismo.
Ne viene che z¥ = x oppure 2¥ = z~!. Se 2Y = z allora il gruppo
G ¢ commutativo e per il Teorema 1.3.6 G = Cy x Cs. In tal caso se
G = (a) x (b) con |a| =4 e |b| = 2 si ha che gli unici sottogruppi di G
di ordine 4 sono (a) e (ab) .

L' si presentano due possibilita: se y? # 1 allora y

Se invece x¥ = x~
ha ordine 4 e y? € (z) poiché il gruppo quoziente G/ (x) ha ordine 2,
quindi 22 = y?, ma allora G = Qg. Se invece y?> = 1 per 1'Osservazione
12 ¢’¢ un epimorfismo da D4y a G e quindi G = Dy. In quest’ultimo

caso G ha solo un sottogruppo ciclico di ordine 4.
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]

Dalla dimostrazione della Proposizione 2.2.5 segue la classificazione dei

gruppi di ordine 8.

Proposizione 2.2.6. Se G ¢ un gruppo di ordine 8 allora G ¢ isomorfo ad

uno dei sequenti gruppi:

e Se G ¢ commutativo allora G = Cy oppure G = Cyx(Cy oppure
G= Cg X CQ X Cg.

e Se G non é commutativo allora G = Qg oppure G = D,.

Dimostrazione. Resta solo da dimostrare che se G non ha elementi di ordine 4
allora G = (5 x Cy x Cy. Ma questo e vero perche in tal caso gli elementi di G

hanno ordine al piu 2 e quindi per la Proposizione 1.3.1 G ¢ commutativo. [J



Capitolo 3

Gruppi in cui tutti i

sottogruppi sono normali

Il nostro obiettivo ¢ quello di classificare i gruppi con la proprieta di
avere tutti i sottogruppi normali. Troveremo che non si allontanano molto

dal gruppo dei quaternioni.

Teorema 3.0.7. Tutti i sottogruppi di un gruppo G sono normali se e solo se
G e commutativo o prodotto diretto del gruppo dei quaternioni, di un gruppo i
cui elementi hanno ordine al piv 2 e di un gruppo commutativo i cui elementi

hanno tutti ordine dispari.

Dimostrazione. Supponiamo che ogni sottogruppo di G sia normale, ma G
non sia commutativo. Siano x e y due elementi in G che non commutano tra
loro e poniamo ¢ = [z,y|. Per la Proposizione 1.1.2; poiché (z) e (y) sono
sottogruppi normali di G, si ha che ¢ € ()N (y) . Si ha quindi che 2" = ¢ = y*
con r e s entrambi diversi da 0 e diversi da 1, poiché ¢ commuta con x e con
y. Consideriamo () = (x,y) e osserviamo che ¢ appartiene al centro di Q)
e che Q" = (c). Per provare che ¢ appartiene al centro basta mostrare che
commuta con x e ¥y, e questo ¢ banale poiché ¢ = " e x commuta con le sue
potenze, ma si ha anche ¢ = y® e y commuta con le sue potenze. Inoltre per
la Proposizione 1.1.11 si ha che @' = (¢) e quindi @ ¢ nilpotente di classe 2.

Per il Lemma 1.1.6 si ha che ¢" = [z,y]" = [2",y] = [¢,y] = 1, ma allora ¢,z e
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y hanno ordine finito e quindi per la Proposizione 1.1.10 ) ha ordine finito.
Siano |x| = m e |y| = n. Tra tutti gli elementi che non commutano scegliamo
x e y tali che m + n sia il minimo valore per cui ¢ = [z,y] # 1. Sia p un
divisore primo di m, allora 1 = [2P,y] = ¢® e ¢ ha esattamente ordine p;
infatti se 2P e y non commutassero formerebbero una coppia che contraddice
Vipotesi di minimalita di m + n poiché [2F| = 2t < m. Questo ci dice che |z|

e |y| sono potenze di p. Per dimostrarlo premettiamo un osservazione:

Osservazione 13. In G elementi di ordine coprimo commutano tra loro. In-
fatti siano u e v tali elementi, allora (u) N (v) = 1 poiché altrimenti avrei
in uno dei due sottogruppi un elemento il cui ordine non divide 'ordine del
gruppo e questo ¢ assurdo per il teorema di Lagrange. Inoltre [u,v] € (u)
perche ogni sottogruppo di G & normale, analogamente [u,v] € (v) poiché

(v) & normale; si ha quindi che [u,v] = 1.

Supponiamo per assurdo che |z| e |y| non siano potenze del primo p.
Possiamo allora dire per I’Osservazione 5:
x = 2129 con |x1| = p™, |xa] =7, 1 e pprimi tra loro, z1 e xy potenze di x.
Yy = y1y2 con |y1| = p", ly2| = s, s e p primi tra loro, y; e yo potenze di y.
Si ha quindi che [z,y] = [z122, 192] = ([1,Y2][x1, Y1]*2)*2[22, Yo] [T, 1]**;
per ’Osservazione 13 abbiamo che [z1,y2] = 1 = [22,¥1], quindi [z,y] =
[1, 1] [z2, o).
Ora, [x2,y2] ha ordine coprimo con p poiché appartiene a (z5) N (yo) , mentre
[1,y1] ha ordine potenza di p poiché appartiene a (x1) N (y;) . Osserviamo
che [x1,11] e [, yo] commutano perche xy, x5 e 41, y2 sono potenze di z e di
y rispettivamente e quindi per la Proposizione 1.1.11 [zq,y1] e [x2, y2] sono
entrambi potenze di [z,y]. Ne viene che p = |[x,y]| = |[z1, y1]||[z2, vo]| per
il Lemma 1.2.3, ma allora [z3,y4s] = 1 e quindi [z,y] = [z1,y:1]. Per non
contraddire la minimalita di |z| + |y| si ha che 1 = x e y; = y quindi z e y
hanno ordine potenza di p.
Dal momento che ¢ ¢ potenza sia di x che di y esistono k,[,r, s interi tali
che """ = ¢ = y'*" con k e p primi tra loro come pure [ e p. Poiché k

ed [ sono primi con p sono invertibili modulo p, cioe esistono k' ed I’ tali
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che k&' = 1 modulo p e I’ = 1 modulo p. Indicando con 2/ = z' e con

¥ =¥ abbiamo che ¢ = ([z, )" = [r,5]" = 2", "] = [, y'}; ivoltre
()" = (2P") = 'V poiché & = 2F¥P" = 27" (sono tutte uguaglianze visto
che ¢ ha ordine p), analogamente (y')?° = c¢*'. Possiamo allora assumere,

sostituendo x con z’ e y con 3/, che

T

e =c=y" (r,s>0).

st1 Senza perdere di generalita supponiamo

E’ chiaro che |z| = p"e|y| =p
r > S.

Se y; denota 7P "y, allora [z,y] = [r,y] = ¢ per la Proposizione 1.1.1,
quindi per la minimalita di |x| + |y| si ha che |y;| > |y| = p**'; allora
y1”" # 1. Per la Proposizione 1.1.12 si ha:

ps

=2y [y, o)) = e,y (B) = P02,
Se p e dispari allora divide —%pT(pS — 1) e quindi y,?" = 1 che & assurdo.
Necessariamente p = 2 e 2771(2° — 1) deve essere dispari per non ritrovare
I’assurdo, ossia r = 1. Poiché avevamo supposto r > s segue che anche s = 1.

=1, 22 =42 2¥ = 2L Sap-

Sono quindi valide le seguenti relazioni: =z
piamo allora che esiste un epimorfismo da Qg a @), quindi 'ordine di @) ¢ al
massimo 8. Inoltre () non puo avere ordine 2 o 4 perche altrimenti sarebbe

commutativo. Ne viene che (Jg e isomorfo a Q).

Consideriamo ora C' = C(Q); allora per la Proposizione 1.1.13 C'Q & un
sottogruppo. Supponiamo g € G\CQ. Allora g non commuta con entrambi
x e y perche altrimenti ¢ commuterebbe con ogni elemento di ) e quindi
apparterrebbe a C' C C@Q; supponiamo ad esempio che sia y9 # y. Poiché
y ha ordine 4 si ha che y¢ = y~!; infatti y¢ appartiene a (y) perche (y)
¢ normale in G e il coniugio ¢ un automorfismo, quindi |y?| = |y|, allora
y9 = y oppure 49 = 3> = y~1, ma per evitare l'assurdo si ha sicuramente
y9 = y~1. Possiamo allora dire che gr commuta con ¥, infatti y9¢ = (y9)* =

(y™1)* = (y*)~' = (y7')~! = y. Necessariamente gz non pud commutare con
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x altrimenti apparterrebbe a C' e quindi g apparterrebbe a C'(). Ne viene che,
poiché z9% € (x), 29* = 27! quindi 9% = (z7 ')V = (z7')¥ = z cio¢ gy
commuta con z. Dal momento che gxr commuta con y si ha che gry commuta
con y. Allora gry € C e g € CQ poiché g = (gry)(y~*x~!), ma questo ¢
assurdo percio G = CQ.

Se g € C allora [z, gy] = [x,y] = ¢ # 1 e per quanto provato all’inizio, poiché
¢ ha ordine finito, anche gy ha ordine finito e quindi ¢ ha ordine finito.
Supponiamo che g € C abbia ordine 4. Allora [z, gy] # 1 e (gy)* = 1, da
cui segue che (gy)* = (gy) 'ripetendo il ragionamento appena visto. Allora
lgy, x] = (9y)* = g~*y~?, ma anche [gy,z] = [y, 2] =y~ quindi g = 1, una
contraddizione. Abbiamo quindi mostrato che in C' non ci sono elementi di

ordine 4.

Osservazione 14. Gli elementi di C' di ordine dispari commutano tra loro e
formano un sottogruppo di G che indichiamo con O.

Proviamo prima di tutto che gli elementi di O commutano tra loro. Siano x;
e o in O di ordine rispettivamente m ed n; ripercorriamo la dimostrazione
del teorema supponendo che x; e x5 non commutino tra loro e scegliendoli
in modo che m + n assuma il valore minimo per cui [z, 2] # 1. Allora tro-
viamo che entrambi hanno ordine potenza di 2, ma questo e assurdo. Ora,
I'insieme O e non vuoto poiché vi appartiene 1. Siano g; e g in O di ordine
rispettivamente m ed n; allora per il Lemma 1.2.3 |g1go| divide mn quindi

|g192| & dispari. Infine dato ¢ € O, ¢! ha lo stesso ordine di ¢, dunque dispari.

Osservazione 15. Gli elementi di C' aventi ordine al piu 2 formano un sotto-
gruppo commutativo di G che indichiamo con Ej.

L’insieme FE; € non vuoto poiché 1 sta in E;. Siano ora a e b in Fj, ri-
percorrendo la dimostrazione del teorema con x = a e y = b troviamo che
ab = g1

(ab)* = a®v* = 1. Infine dato d € Ey, d~! ha lo stesso ordine di d perciod al

= a poiché a ha ordine 2. Allora a e b commutano tra loro, quindi

piu 2. Quindi E; ¢ un sottogruppo di C. Inoltre E; ¢ commutativo per la

Proposizione 1.3.1.
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A questo punto vogliamo provare che C' = F; x O :

e 1 ed O sono normali perche sottogruppi di G.
e £ N O =1 per definizione dei due sottogruppi.

e Sia z € C di ordine m = 2"v, con v dispari. Dall’ Osservazione 5 sap-
piamo che x = x1x9 con x1 e x5 potenze di x di ordine rispettivamente
v e 2", Inoltre x; e x5 appartengono a C quindi x; € O e x5 deve avere
ordine 2 perche in C' non vi sono elementi di ordine 4. Dunque x; € O

e xry € Fy.

Ora, G = CQ = (£, x 0)Q = (QEy) x O. Infatti preso z € (£} x O0)Q
allora z = wvw con u € E,v € O,w € Q; sappiamo che O e () commutano,
ma anche F; e () commutano, quindi z = uwvw = uwv = wuv percio z €
(QE1)O. Inoltre QE; N O = 1 perche sono sottogruppi i cui elementi hanno
ordine coprimo. Per la Proposizione 1.3.3 F; ¢ spazio vettoriale sul campo
Fy e Q N E; e un sottogruppo di E;, quindi anche un sottospazio di FEj.
Si ha allora per il Teorema 1.3.4 che Q N E; e addendo diretto di F; come
spazio vettoriale, cioe E; = (Q N Ey) x E per un certo sottogruppo E di
E;. Analogamente a prima si dimostra che QF; = ) x F quindi si ha che
G=(QE)x0=0QxExO.

Dimostriamo ora il viceversa. Supponiamo G = ) x E x O ove @ ¢ il
gruppo dei quaternioni, £ ¢ un gruppo commutativo i cui elementi hanno
ordine al piu 2, O ¢ un gruppo i cui elementi hanno tutti ordine dispari. Sia
H un sottogruppo di G.

Per la Proposizione 1.2.4 si ha:

H=(HN(Q X E))x (HNO).

Vogliamo ora dimostrare che H ¢ normale in GG. Si ha che HNO e normale
in O poiché O e commutativo e quindi ogni suo sottogruppo ¢ normale.

Proviamo ora che H N (Q x E) € normale in Q X E.
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e Caso 1: HNQ = 1.

Osservazione 16. L'insieme T' = { g € G | g* = 1 } & un sottogruppo di

G contenuto nel centro di G.

Dimostrazione. Osserviamo che T'= Q' x E. Siat € T, t = x172x3
con 1 € Q,x9 € E,x3 € O, allora t? = 1 implica che 7,%2 = 25 =
232 = 1 quindi ;1 € Q' e 23 = 1. Quindi T' C Q' x E. D’altra parte
ogni elemento di )’ x E ha ordine 2, percio T = @)’ x E. Abbiamo
poi che T & contenuto nel centro di GG, poiché presi g1 = 181 € T e
g2 = 7289ty € G si ha che rys5,™%2 = r"™5,%2 = riry, ove abbiamo

utilizzato il fatto che Q" C Z(Q). O

Poiché HNQ =1 allora HN(Q x E) ¢ isomorfo ad un sottogruppo di

E. Infatti se si considera la proiezione
T QxFE—FE

si ha che la sua restrizione a H N (Q x E) ¢ iniettiva. Ne viene che
gli elementi di H N (@ x F) hanno tutti ordine al piu 2, quindi per
I'Osservazione 16 H N (Q x E) ¢ contenuto nel centro di @) x E percio

per la Proposizione 1.1.5 H N (@) x E) ¢ normale in ) x E.

e Caso2: HNQ # 1.

HN(Q x E) ¢ un sottogruppo non banale di () e per struttura di @)
ogni sottogruppo non banale di () contiene I'unico elemento di @) di
ordine 2 e quindi contiene il derivato di (). Poiche E e commutativo
Q' = (Q x E). Percio HN (Q x E) contiene (Q x E)" quindi per la
Proposizione 1.1.5 H N (Q x F) ¢ normale in @ x F.

Sfruttando la Proposizione 1.2.5 abbiamo cosi provato che H & normale

in G e la dimostrazione € conclusa.

O



Capitolo 4

Il gruppo dei quaternioni come

gruppo di Galois

In questo capitolo determineremo un polinomio a coefficienti razionali il

cui gruppo di Galois & proprio il gruppo dei quaternioni.

4.1 Condizioni necessarie e teoremi notevoli

Iniziamo a cercare condizioni necessarie affinche un estensione 1" dei ra-

zionali Q abbia i quaternioni come gruppo di automorfismi. Sfruttiamo per
questo il Teorema 1.4.3. I campi intermedi corrispondono ai sottogruppi di
Gal(T'/Q), che vogliamo siano il gruppo dei quaternioni. Dobbiamo determi-
nare l'immagine dei tre sottogruppi di ordine 4 di Qs (che indicheremo con
Q1,Q2,Q3) e del sottogruppo di ordine 2 (che indicheremo con ). L’im-
magine di @, ¢ T9. Poiché |Qi| = [T : T9] si ha che [T : T9] = 4.
Analogamente per (o, Q3, mentre per Q si ha [T : T%] = 2.
Osserviamo poi che, poiché Q ¢ contenuto in Q1,Q2,Q3 si ha che 7@ 791 T
sono contenuti in 79'. Inoltre poiché tutti i sottogruppi di Qs sono normali,
ogni estensione di (Q dovra essere normale. Utilizzando la seguente notazione:
R; = T? S = T%, si ha quindi il diagramma:

37
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T

L’osservazione fondamentale ¢ che T' e estensione ciclica di grado 4 su
ogni sottocampo T'9. Andiamo ora a studiare la struttura delle estensioni

cicliche di grado 4. Sono necessari i seguenti teoremi.

Teorema 4.1.1. Sia T un’estensione ciclica di grado 4 di un campo R, con
QCh
Allora esistono d, e ed f € R tali che :

e d non e un quadrato in R.

e T'=R(\/e+ fVd) ove d(e? — f2d) ¢ un quadrato in R.

Il prossimo teorema e il viceversa del teorema precedente con qualche

informazione in pit.

Teorema 4.1.2. Sia T un’estensione ciclica di grado 4 di un campo R, con
Q C R. Sed € R, ma non ¢ un quadrato in R e se per e, f € R si ha che
d(e* — f2d) ¢ un quadrato in R, allora T = R(y/e + fv/d) ¢ un estensione

ciclica di grado 4 su R e p(z) = x* — 2ex? + (e* — f2d) ¢ il polinomio minimo
di \/e + fV/d su R.

Iniziamo dimostrando il primo teorema.

Dimostrazione del Teorema 4.1.1. Sia T un’estensione ciclica di grado 4 su
R. Per il Teorema 1.4.3, al sottogruppo di ordine 2 di Gal(7'/R) corrisponde
un campo intermedio P tale che R C P C T le estensioni RC Pe PCT



4.1. CONDIZIONI NECESSARIE E TEOREMI NOTEVOLI 39

sono entrambe di grado 2, quindi P = R(v/d) ove d non & un quadrato in R e
T = P(6) con 6? = e+ fv/d € P per qualche e, f € R. Si ha che 6> —e = f\/d

percio # ¢ una radice di
p(z) = 2t — 2ex? + (2 — f2d).

Questo polinomio e irriducibile su R. Infatti le sue radici sono 0, —60, ¢, —¢
dove ¢?> = e — f1/d e nessuna di esse appartiene ad R, quindi sicuramente
p(z) non si fattorizza come prodotto di un polinomio di grado 3 e di un
polinomio di grado 1. Non si pud nemmeno fattorizzare come prodotto di
due polinomi di grado 2 perche ne 62, ne 6¢ appartengono ad R.

I1 discriminante di p(z) e
A = (20)*(20)*(0 — ¢)*(0 + ¢)*(—0 — 9)*(—0 + ¢)* = 160%¢"(0" — ¢*)" =
162(62 _ de)f4d2

Dal momento che Gal(T/R) ¢ ciclico di ordine 4, non ¢ un sottogruppo del
gruppo alterno su 4 lettere. Quindi per il Teorema 1.4.5 VA ¢ R e allora
e? — f2d non & un quadrato in R.

Resta da provare che invece d(e* — f?d) ¢ un quadrato in R.

Poiché T'= P(0) = P(¢) e [T : P] = 2 segue per il Lemma 1.4.6 che ¢?/6% ¢
un quadrato in P. Ora, ¢?/6? = (e— f/d)/(e+ fVd) = (e— fVd)?/(e*— fd).

Quindi e? — f2d & un quadrato in P, ossia:
e — f2d = (r + 3\/3)2 =r? 4+ s%d + 27"3\/8, per qualche r,s € R.

Poiché e? — f2d € P, si ha che rs = 0. Se s = 0 allora € — f?d = r? ¢ un
un quadrato in R, ma questo e assurdo per quanto appena provato. Allora
r =0 e cosi e — f2d = s?d. Moltiplicando per d si ha che d(e* — f%d) = s*d?,
quindi d(e? — f2d) ¢ un quadrato in R.

]

Non resta che provare il secondo teorema.
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Dimostrazione del Teorema 4.1.2. Per ipotesi abbiamo che d(e? — f2d) ¢ un
quadrato in R, mentre d non ¢ un quadrato in R. Allora (e? — f2d) non ¢ un

quadrato in R. Inoltre e + f1/d non ha radice quadrata in R(\/c_l), infatti se
e+ fVd=(r+sVd)?=r?+s*d+2rsVd
allora f = 2rs e e = r? + s2d quindi
e? — f2d = (r* + s%d)* — 4r*s*d = (r* — sd)?

sarebbe un quadrato perfetto in R, ma questo & assurdo per ipotesi. Analo-
gamente si dimostra che anche e — f1/d non ha radice quadrata in R(\/d).

Si ha quindi la seguente catena di estensioni quadratiche:

RC R(Vd)=5C S(\/e+ fVd).

Ora sia 02 = e + fv/d. Come mostrato nel teorema precedente, 6 ¢ una

radice del seguente polinomio in R[z]
p(r) = &' = 2ex® + (¢ — f2d) = (2% — (e + fVA)(@® — (e = fV)).

Poiché ciascuno dei due fattori di grado 2 ¢ irriducibile su R(v/d), segue che

p(z) ¢ irriducibile su R. Dal momento che
(e=fVd)/(e+[Vd) = (e= [Vd)* /(e = [*d) = (Vd)*(e— [Vd)?*/d(e* — [*d)

e d(e* — f2d) ¢ un quadrato in R, per il Lemma 1.4.6 segue che

P(\e— fVd) =P\ e+ fVd) = R\ e+ fVd) =T.

Allora p(z) si fattorizza completamente su 7" e su nessun sottocampo proprio,
percio T' & campo di spezzamento di p(z) su R ed & un estensione normale di
grado 4 di R. Allora per il Teorema 1.4.3 I'ordine di Gal(T/R) ¢ 4. Ne viene
quindi che Gal(T'/R) o ¢ il gruppo ciclico di ordine 4 o ¢ il gruppo di Klein

7y X Zig. Se fosse il gruppo di Klein allora sarebbe isomorfo ad un sottogruppo
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del gruppo alterno su 4 lettere, ma allora v/A dovrebbe appartenere ad R.

Abbiamo pero calcolato nel Teorema 4.1.1
A = 16%(e* — f2d) f*d?

e dal momento che (¢ — f2d) non ¢ un quadrato in R, si ha che VA ¢ R.
Percio Gal(T'/R) ¢ gruppo ciclico di ordine 4.
[

4.2 Costruzione

Cerchiamo ora di costruire un polinomio di Q[z] il cui campo di spezza-
mento T sia tale che Gal(T'/Q) = Qs. Partiamo cercando un campo interme-
dio S. Prendiamo S = Q(v/2,v/3), d; = 2,dy = 3,ds = 6 e sia R; = Q(/d;)
per ogni ¢ € {1,2,3 }. L’obiettivo ora & quello di trovare un estensione qua-
dratica T di S, T = S(0), tale che per ogni i € {1,2,3} 6 possa essere
espresso come

0* = e; + fiv/d;
con v/d; ¢ R;, mentre d;(e;? — fi’d) & un quadrato in R;.
In questo modo, utilizzando il Teorema 4.1.2 concludiamo che T" = S(f) ¢
estensione ciclica di grado 4 su ogni R; e quindi [T : Q] = 8 per il Teorema
1.4.1.

Scegliamo #? in S come
0% = (2+V2)(2+V3)(3 + V6) = 18 + 12v2 + 10V3 + 7V6.

Mostriamo che possiamo riscrivere 62 in 3 modi, definendo quindi e; e f; per
ogniie {1,2,3}.

(18 +12v/2) 4 (10 + 7v/2)V/3
0% = ¢ (18 + 10v/3) + (12 + 7V3)V?2
(18 4+ 7v/6) + (12 + 5v/6)v/2
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Ora verifichiamo direttamente che, per ogni i € {1,2,3 }, d;(e;?> — fi%d) & un

quadrato in R;.
In Ry =Q(V2), siha 3((18+12v2)%? — (10 + 7v2)?3) = (3(2 + V2))?

In Ry=Q(V3), siha 2((18410v3)%— (124 7v3)%2) = (2(3+2V/3))?
In Ry=Q(v6), siha 2((18+4 7v6)? — (12+5v6)?2) = (2(3 + V6))?

Il prossimo passo € quello di trovare un polinomio p(z) € Q[z] che abbia
T come campo di spezzamento. Una volta trovato p(x) segue automatica-
mente che T' & un’estensione di Galois su Q e che Gal(7'/Q) ¢ il gruppo dei
quaternioni poiché ha tre sottogruppi ciclici di ordine 4 che corrispondono

alle tre estensioni R; C T di grado 4 (si veda il Teorema 1.4.3).

Per il Teorema 4.1.2 sappiamo che 1" e campo di spezzamento del polino-
mio
pla) = a* = 2e12” + (ef - 3f7)
su R; = Q(v/2) e p(A) = 0. Siano
e =18—12v2, fi=10-7V2;

si tratta delle immagini di e; ed f; attraverso ’automorfismo di S che manda

V2 in —v/2 e fissa /3.

Definiamo
¢ =(2-V2)2+V3)(3-V6) =+ fLV3

cosi che ¢ e radice di

p(r) = 2* — 2612% + (e7% — 3%2)
su R; = Q(v/2). Osserviamo che §2¢? = 6(2++/3)? quindi ¢ = (2++v/3)v6 €
T. Poiché 0, \/6, 2+V3eT segue che anche ¢ € T'. Usando il Teorema 4.1.2
si ha che p(z) @ irriducibile su Q(v/2). Allora 6 e ¢ sono radici di

q(x) = p(z)p(z) = 2 — 722° + 180" — 1442 + 36
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candidato ad essere il polinomio desiderato.

Ora per il Teorema 4.1.2 T ¢ il campo di spezzamento sia di p(z) che di M su
Ry quindi T ¢ il campo di spezzamento di ¢(z) su Q. Infatti g(z) si fattorizza
completamente su 7. Inoltre se consideriamo un’estensione P di Q contenen-
te tutte le radici di ¢(z) allora contiene 62, 1%, 62 4+ n? ove 1° = e; — f1V/3.
Poiché 6> + 1> = 2¢; € P si ha che anche V2 = ((2¢,/2) — 18) € P quin-
di Q(v2) C P; poiché T ¢ il campo di spezzamento di p(z) e di % su
Ry = Q(+/2) si ha che T C P. Allora T ¢ il campo di spezzamento di ¢(z) su

Q. La costruzione e cosi conclusa.

Vogliamo ora determinare gli automorfismi che generano Gal(7'/Q), visti

come permutazioni delle radici di ¢(x).

Osservazione 17. Abbiamo che T'= R;(0) = R1(¢). Consideriamo infatti le
seguenti estensioni Q C Q(\/ﬁ) C Q(\/ﬁ, V3, 0), dal Teorema 1.4.1 si ha che
Q(VZ, V3,6) : Q(v3)] = 4 poiché [Q(vE) : Q] = 2 ¢ [Q(VZ, v3.0) : Q] =8
Prendiamo ora la catena di estensioni Q(ﬂ) C Q(x/ﬁ, 0) C Q(\/i, V3, 0);
sfruttando il risultato precedente e il Teorema 1.4.1 abbiamo che [Q(\/§ V3, 0) :
Q(V2,6)] = 1 poiché [Q(v2,6) : Q)] = 4 ¢ [Q(V2,V3.6) : Q(v2)] = 4

Ne viene che T' = R;(f) e analogamente si dimostra che T' = R;(¢).

Indichiamo con @, —6,n, —n le radici del polinomio p(z), ove 62 = e; +
f1V3, 177 = e1 — f1V/3 e con ¥, —, vy, — le radici del polinomio m, ove
V? =1+ f1V3,7? = &1 — f1V/3. Per ora le radici sono determinate a meno del
segno. Osserviamo che Q(6%) = Q(n?) = Q(¢¥?) = Q(1?) = Q(v/2,V/3) = S.

Cerchiamo prima di tutto 'unico automorfismo o € Gal(7'/Q) di ordine
2. Dal Teorema 1.4.3 segue che (o) = Gal(T'/S) ¢ immmagine di S. Neces-
sariamente o(f) € {0, —0 }, ma se o(f) = 0 allora ¢ coincide con l'identita
¢ questo e assurdo. Ne viene che o(f) = —6 e per quanto appena osservato
o(y) =—v,0(n) =-n,0(y) =—.

Cerchiamo ora gli automorfismi di ordine 4 che generano il gruppo di Ga-
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lois Gal(7'/@). Dal Teorema 1.4.3 sappiamo che essi sono i generatori di
Gal(T/Ry) e di Gal(T/Ry).

Sia i un generatore di Gal(T/Ry). Si ha che i(v/3) = V3 e i(v/2) = —v/2,
altrimenti ¢ fissa S, cioe i € Gal(T/S) che per il Teorema 1.4.3 ha ordine
2, quindi ¢ ha ordine 2, il che ¢ assurdo. Dobbiamo ora stabilire 'immagine
di @ attraverso i; saranno cosi determinate le immagini attraverso i di tut-
te le altre radici del polinomio g(x). Poiché (i(0))? = i(6%) = ¢? segue che
i(0) € {v,—v }, ma anche i71(0) € {,—v }. Poniamo () = 1, si avra
allora i=1(f) = —1. Poiché i%(0) = o(0) = —0 si ha che i(y)) = —6.
Sia ora j un generatore di Gal(7T'/R;). Si ha che j(v/2) = v2 e j(/3) = —V/3,
altrimenti j fissa S, cioe j € Gal(T'/S) che per il Teorema 1.4.3 ha ordine
2, quindi ;7 ha ordine 2, ma questo e assurdo. Stabiliamo quindi I'immagi-
ne di 0; poiché (j(0))? = j(0*?) = n* segue che j(0) € {n,—n}, ma anche
J710) € {n,—n }. Fissiamo j(f) = n allora j~'(#) = —n. Torniamo ad 7. Dal
momento che (i(n))? = i(n?) = 72 segue che i(n) € { v, —v } . Indichiamo con
v 'immagine di n attraverso i, cioe¢ i(n) = =; si ha poi che i(y) = —n perche
i?(n) = o(n) = —n. Abbiamo cosi determinato le immagini delle radici di
q(z) attraverso i. Non resta che trovare I'immagine di ) attraverso j. Sap-
piamo che j(¢) € { v, —v } poiche (j(¥))* = j(¥?) = 42. Sfruttando 1'ugua-
glianza j2(¢)) = o(¢)) = —1 saranno poi determinati j(y) e j(—~). Indichia-
mo con ay, (g, (3, Oy, Qs Qlg, Cu7, Qg Tispettivamente 6, —6, ¢, —. n, —n, v, —7;
chiamiamo w la permutazione su 8 lettere associata ad i, ossia la permutazio-
ne sulle radici di ¢(z); siano infine 7y la permutazione su 8 lettere associata a
j con j(1)) = 7 e 13 la permutazione su 8 lettere associata a j con j(¢) = —.
Si ha che w = (1324)(5768), 7 = (1526)(3748), 75 = (1526)(3847). Poiché i
e j sono generatori deve valere i/ = ¢~1. Dalla Proposizione 1.4.7 si ha che
W™ =wew™=w"! Ne viene che j(¢)) = —.

In conclusione i due automorfismi che generano Gal(7'/Q) visti come

permutazioni sulle radici di ¢(z) sono:

w = (1324)(5768) 7 = (1526)(3847).
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