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Capitolo 1

Introduzione

La formula di Eulero per i poliedri ( o teorema di Eulero per i poliedri)
afferma che se P é un poliedro dello spazio, semplicemente connesso e se
rispettivamente V, S, F sono il numero dei vertici, degli spigoli e delle facce
di P, allora vale V- S + F = 2.

La dimostrazione del risultato ed anche la sua formulazione hanno preso
molto tempo. Stranamente non si hanno notizie certe della conoscenza o
anche dell’ intuizione del risultato nell’ antichita. La stessa definizione di
poliedro a lungo non ¢é stata la stessa nei varii studi e questo ha complicato
le dimostrazioni e la loro comprensione. Le dimostrazioni attualmente ac-
cettate sono molte, almeno una ventina, prova dell’ importanza del risultato
e del fatto che, in qualche modo, esso interseca varie branche della matemat-
ica (quali la topologia algebrica e la teoria dell” omologia, la teoria dei grafi,
la teoria della distribuzione delle cariche elettriche,..).

Di piu, il teorema ha avuto numerose interessanti conseguenze ( quali il teo-
rema di Pick che a sua volta é impiegato in certe dimostrazioni della formula
di Eulero, il teorema di Sylvester Gallai, il teorema di rigidita di Cauchy).
Ricordo che alla formula, di straordinaria eleganza, hanno dato contributi
matematici di alto livello quali René Descartes, Leonard Fuler, Joseph-Louis
Lagrange, Augustin-Louis Cauchy, G. K. C. Von Staudt, Jaques Hadamard
e piu recentemente Peter Hilton, Gian Carlo Rota, William P. Thurston.

In queste pagine io daro una dimostrazione del teorema per i soli poliedri con-
vessi, ora classica, quella basata sulla proiezione della superficie del poliedro
su un piano e sulla successiva rimozione di facce, spigoli e vertici in modo da
lasciare inalterata la somma V — S + F. Dimostrazione sostanzialmente dovu-
ta a Cauchy; in realta la dimostrazione dovuta ad Eulero non era completa
come lo stesso Eulero sapeva.

Nel secondo capitolo illustro e dimostro, come conseguenza del teorema
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8 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

di Eulero, il teorema di rigidita di Cauchy. Il risultato afferma che se due
poliedri convessi A, B sono combinatorialmente equivalenti con le facce cor-
rispondenti congruenti allora gli angoli tra corrispondenti coppie di facce
adiacenti sono uguali e quindi i due poliedri sono congruenti. Per definire
la equivalenza combinatoria puo essere utile, come d’ uso nel caso generale
dei politopi, definire facce, spigoli vertici sempre come facce (generalizzate),
rispettivamente coi nomi di 2-facce (facce di dimensione 2), 1-facce (di di-
mensione 1), O-facce (facce di dimensione 0).

Ricordo che si dice allora che due poliedri A. B sono combinatorialmente
equivalenti se é data una biezione che manda I’ insieme delle facce di A nell’
insieme delle facce di B e che preserva dimensione ed inclusione tra le fac-
ce. Per ottenere questo, uso il teorema “del braccio” di Cauchy- Steinitz. Si
tratta di un teorema dovuto a Cauchy che generalizza la Proposizione 25 del
primo libo degli Elementi di Euclide. In realta la dimostrazione di Cauchy
del teorema “del braccio” era incompleta ed é stata completata da Steinitz
per il caso dei poligoni non convessi.



Capitolo 2

Poliedri

2.1 Cenni di storia

Lo studio dei poliedri ¢ stato riscontrato in documenti provenienti da popo-
lazioni pre-elleniche, egizi, babilonesi e cinesi, e dagli stessi greci. Anche se
avveniva in modo piu pratico che teorico e senza le conoscenze matematiche
necessarie per ottenere delle risposte esaustive.

Il problema piu affrontato in passato sui poliedri ¢ il volume del tronco di
piramide. Di questo problema si sono occupati egizi e babilonesi, mentre
greci e cinesi hanno studiato il volume della piramide. T metodi risolutivi che
ci sono pervenuti sono a volte simili fra loro, il che lascia pensare che gli uni
conoscessero i risultati degli altri.

Per prima cosa ¢ giusto enunciare la formula del tronco di piramide corretta
e conosciuta tutt’oggi.

Preso un tronco di piramide di base qualsiasi il volume V &

1 1 1
§Bh + §v BB'h + gB’h

dove B ¢ 'area della base maggiore, B’ é ’area della base minore e h ¢ I’al-
tezza. v BB’ é la media proporzionale delle aree delle due basi del tronco.
Un interpretazione che si puo dare a questa formula é :

Un tronco di piramide e equivalente alla somma di tre piramidi di altezza
equale al tronco aventi come basi le due basi di esso e la loro media geomet-
Tica.

La soluzione degli egizi, trovata nel papiro di Mosca tradotta con il linguag-
gio matematico moderno € questa:

Preso un tronco di piramide a base quadrata con il lato inferiore di lunghezza
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Figura 2.1: Tronco di piramide
[7, Enriques]

b, il lato superiore di lunghezza a e di altezza h il volume é:

V= g(b2 + ab + a?)
Non sappiamo con esattezza come gli egizi fossero arrivati a questa soluzione
anche se la tesi pitl accreditata (o quanto meno accreditata in [9, |) ¢ che
avessero proceduto per equivalenza per equiscomposizione. Questo procedi-
mento equivale il volume di poliedri conosciuti e li modifica fino a ottenere il
poliedro cercato e il suo volume.
Se confrontiamo questa formula con quella da noi conosciuta vediamo che le
due formule si equivalgono in caso di piramide a base quadrata, che é poi il
caso esaminato dagli egizi.
I greci, per 'esattezza Democrito di Abdera si occuparono del calcolo del
volume della piramide. Si crede che egli conoscesse gia la formula egizia per
via dei suoi viaggi e che ’abbia semplicemente dimostrata.
La dimostrazione risulta non essere rigorosa ma piuttosto intuitiva. Dem-
ocrito studiando i prismi e le piramidi nota che un prisma é divisibile in tre
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piramide che hanno egual base ed egual altezza, da cui suppone che il volume
delle tre piramidi sia eguale e che percio sia un terzo di quello del prisma.
Anche i cinesi studiarono il volume della piramide, I'unico documento in cui
pero viene riportata sono ¢ I commenti ai Nove Capitoli’ di Liu Hui. In es-
so l'autore riporta l’algoritmo di calcolo senza dimostrarlo come era pratica
presso egizi e babilonesi. La formula V' = (Ag)H, dove AB é l’area di base,
quindi A e B sono i lati della piramide rettangolare, e H é I'altezza, é co-
munque corretta.

Contributi molto importanti nella storia dei poliedri sono dati da Platone e
Archimede. Tl primo in uno dei suoi dialoghi il “Timeo” costruisce 4 dei 5
solidi principali a partire dal triangolo isoscele e da quello scaleno e ne lega
I’esistenza ai quattro elementi della natura.

Mentre il dodecaedro lo costruisce in un modo leggermente diverso e lo lega
all’universo perché ha 12 facce cosi come dodici sono le case dello zodiaco.
Nel 600 Keplero cerchera di dare una spiegazione, non molto ortodossa, delle
scelte degli altri poliedri.
Il cubo rappresentava la terra perché era stabile, I'ottaedro rappresentava
I’aria perché era il pit mobile ed era diviso da un grande cerchio, il tetraedro
era il fuoco perché aveva il minor numero di lati e I'icosaedro era I'acqua
perché ne aveva il maggior numero. Come gia detto I'analogia é molto fragile
ma vista I’epoca di Platone in cui tutto doveva avere una spiegazione legata
alla natura, ha senso.

Ad Archimede invece si attribuisce la scoperta di 13 poliedri, conosciuti oggi

Figura 2.2: Rappresentazione dei poliedri regolari, o solidi platonici con disegnati
dei simboli che richiamano i collegamenti alla natura fatti da Platone
[11, Hartshorne]

come poliedri archimedei e che fanno parte dei poliedri semi regolari. Infatti
pur essendo costituiti da soli poligoni regolari come i solidi platonici, non
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sono poliedri regolari perché le facce non sono tutte uguali, e gli angoli solidi
anche se sono tutti uguali non sono regolari. Secondo Erone da Alessandria,
che si é occupato di fare delle note introduttiva agli “Elementi’alcuni di questi
solidi erano comunque gia stati scoperti dallo stesso Platone che aveva stu-
diato i poliedri piuttosto approfonditamente. Erone ha anche osservato che
tutti i solidi archimedei sono ottenibili dai solidi platonici per troncamento.
Come per ogni altro ambito della geometria e della matematica dobbiamo ad
Euclide il lavoro di raccolta delle conoscenze greche, infatti egli nel libro XI
dei suoi “Elementi” tratta anche i poliedri e ricostruisce matematicamente
tutti i 5 solidi platonici. Euclide, non da perd una definizione generale di
solido regolare, definisce invece individualmente i cinque solidi platonici.

[4, Cromwell]

2.2 Definizione

I termine poliedro deriva dal greco ‘poly’ (molti) e ‘hedra’(sede). Si deve
ad Archimede la consuetudine di indicare le facce di un solido con il termine
‘hedra’.

Per avere una definizione matematica precisa dobbiamo aspettare, perd, molti
secoli e aggiungere il concetto di superficie poliedrale.

face

—— edge

vertex

Figura 2.3: Un cubo con in evidenza facce, spigoli e vertici.
[, Immagine presa dal sito plus.math.org|

Definizione 2.2.1. Un sottoinsieme connesso S di R® ¢ una super ficie
poliedrale se ¢ 'unione di un numero finito di poligoni P; nello spazio (poligo-
ni che si diranno facce del poliedro) in modo tale che risultino soddisfatte le
seguenti condizioni:
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1. l'intersezione di due facce, se non ¢ vuota, ¢ o uno spigolo o un vertice
comune alle due facce (e che chiameremo spigolo o vertice del poliedro);

2. ogni spigolo appartiene ad esattamente due facce;

3. due facce adiacenti (cioé tali che la loro intersezione sia uno spigolo)
non sono complanari;

4. comunque si fissi un vertice v, e due facce f e g che contengono v, esiste
una catena di facce fi, ... , f,, tutte contenenti v, e tali che f = f,
g = fn, e f;i sia adiacente a f; + 1, perognii =1, ... n—1.

Definizione 2.2.2. Si dice poliedro la regione di spazio delimitata da una
superficie poliedrale.

Definizione 2.2.3. Quando due facce si incontrano lungo uno spigolo si
forma un diedro. L’unione di tutte le facce in un vertice crea un angolo solido
o angoloide.

Definizione 2.2.4. Un poliedro si dice convesso se per ogni due punti della
superficie del poliedro il segmento tra i due punti é interamente contenuto
nella figura solida limitata dal poliedro.

Possiamo ora dare la definizione di poliedro regolare:

Definizione 2.2.5. Un poliedro convesso si dice regolare se le sue facce
sono tutte uguali a poligoni regolari e se ha lo stesso numero di facce che si
incontrano ad ogni vertice.
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Capitolo 3

Eulero

3.1 Formula di Eulero per i poliedri

La comunita matematica odierna ritiene che la formula di Eulero per i poliedri
sia fra i risultati piu belli che egli abbia ottenuto.

Questa formula, che lega fra loro il numero di vertici, facce e spigoli di un
poliedro, fu enunciata per la prima volta da Eulero in una lettera che egli
mando a Goldbach nel 1750, dove egli si stupisce anche di essere stato il
primo a notare tale relazione.

Infatti Eulero sapeva di non essere il primo a studiare a fondo i poliedri, che
erano molto ammirati fin dall’antica Grecia.

Sia Kepler(1571-1630) che Descartes(1596-1650), due dei pit grandi matem-
atici precedenti ad Eulero, studiarono approfonditamente i poliedri. Tan-
to che Kepler li uso nella prima formulazione del modello del sistema so-
lare e Descartes arrivo ad un passo dalla formula senza, pero, riuscire a
formalizzarla.

Eulero studia approfonditamente questi argomenti tanto da trattarli in
varie lettere e esposizioni pubbliche fino a riportarli per intero, con anche la
dimostrazione, in ‘Elementa doctrinae solidorum’.

Il primo documento in cui li tratta, e che abbiamo gia nominato, € la lettera
del 1750 a Goldbach dove egli formulo il teorema come segue:

‘In ogni solido chiuso da facce piane la somma del numero delle facce e del
numero degli angoli solidi eccede di due il numero degli spigoli, H+S=A+2’
dove dove H sono le facce, in latino ‘hedra’, A gli spigoli, in latino ‘acies’ e S
i vertici che Eulero chiamava angoli solidi.

Teorema 3.1.1. Prendiamo un poliedro convesso con v numero dei vertici,

15



16 CAPITOLO 3. EULERO

s numero degli spigoli, e f numero delle facce. Allora
v—s+ f=2

Il numero v — e + f viene chiamato caratteristica di Eulero di una su-
perficie.
Puo inoltre essere applicato a tutti i campi della geometria, anzi di piu, su
esso si fonda la topologia.
Nella gia pit volte richiamata lettera a Goldbach Eulero afferma anche di
non essere ancora riuscito ad ottenere una dimostrazione soddisfacente della
formula.
Eulero esporra questa formula all’Accademia di Berlino nel novembre del
1750.
Un altro importante documento é un saggio dell’anno seguente dove Eu-
lero tratta ancora di questa formula riportandone per la prima volta una
dimostrazione.
Tale dimostrazione non € perd molto corretta e matematicamente rigorosa il
che porta vari matematici di epoche successive a lavorare alla dimostrazione
di questa formula.
Ad oggi esistono talmente tante dimostrazioni (ne conosciamo almeno 17) di
questa formula che quella di Eulero é stata quasi dimenticata. Di seguito
riportiamo la dimostrazione data da Cauchy che é abbastanza chiara.

Dimostrazione. Per prima cosa possiamo osservare che per dimostrare il teo-
rema basta considerare la superficie poliedrale ignorando il poliedro, poiché
la regione di spazio contenuta in essa non interferisce con il numero di facce,
vertici o spigoli.

Per dimostrare il teorema costruiamo un omeomorfismo dal poliedro ad una
parte del piano che mandi i vertici in punti del piano, gli spigoli in archi e le
facce in figure piane in modo da ottenere una figura piana. Per avere un’idea
di una particolare deformazione di questo tipo, in modo da visualizzare la
deformazione, ragioniamo come segue.

Poiché il poliedro ¢ convesso, se dal punto centrale di una faccia possi-
amo vedere tutte le altre facce senza sovrapposizioni. Se si sposta di poco
lo sguardo, si é in grado di vedere gli spigoli delle facce attraverso cui si sta
guardando. Ora proiettiamo quest’immagine su un piano.

Questo distorce angoli e distanze ma gli spigoli restano dritti, cosi si ottiene
nel piano una figura composta di vari punti e dai segmenti che li connettono
fra loro e le facce del poliedro originale corrispondo ai poligoni di questa
figura, piu una faccia (quella da cui stiamo guardando il poliedro).
Dobbiamo ricordarci della faccia tolta per ottenere il risultato corretto, in-
fatti alla fine della dimostrazione risultera una faccia mancante, quella che
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Figura 3.1: Vediamo la dimostrazione passo passo applicandola ad un cubo.
Primo passo togliamo una faccia
|3, Courant]

Figura 3.2: Secondo passo della dimostrazione deformo il poliedro su un piano
[, plus.math.org|

abbiamo tolto.

Ora prendiamo una faccia non triangolare e tracciamo una delle sue diagonali
nella figura tridimensionale per poi applicare 'omeomorfismo per deformarla
nella figura piana, facendo questo abbiamo aggiunto una faccia triangolare
e uno spigolo. Questo passaggio non altera la formula di Eulero perche
v—(s+1)+(f+1)=v—s—1+f+1=v—s+ f, le unita si elidono fra
loro.

Continuiamo a tracciare diagonali fino ad ottenere una figura piana composta
di soli triangoli nella figura tridimensinale e di triangoli deformati in quella
piana. QQuesto senza mai rischiare di modificare la formula.

Ora alcuni di questi triangoli avranno un lato esterno, se noi lo togliamo
priveremo la figura di una faccia e di uno spigolo.

Questo pero senza modificare la formula di Eulero: v — (s — 1)+ (f — 1) =
v—s+1+f—-—1=v—s+f.

Ora passiamo a rimuovere i triangoli che hanno due lati esterni, in questo
caso togliamo una faccia, un vertice e uno spigolo ma come sempre non mod-
ifichiamo la formula (v—1)—(s—2)+(f—1) =v—1—s+2+f—1 =v—s+f.

Ripetiamo queste operazioni fino ad ottenere un unica faccia triangolare.
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Figura 3.3: Terzo passo della dimostrazione traccio le diagonali
[3, Courant]

Figura 3.4: Quarto passo della dimostrazione tolgo i triangoli con dei lati esterni
[3, Courant]

Per fare questo dobbiamo perd usare un po’ di accortezza, nel caso ci siano
facce con un bordo esterni e facce con due bordi esterni dobbiamo prima
lavorare sulle seconde poi sulle prime perché altrimenti potremmo rischiare
di spezzare la figura. Un’occhio di riguardo ci vuole poi ad ogni passaggio
nel compiere un solo passo alla volta e in una sola faccia per non rischiare di
complicare la situazione o commettere errori.

Ad esempio quando ci si trova nel caso della figura 2.6 si possono commet-
tere alcuni errori se si rimuovono due segmenti alla volta si puo arrivare alla
situazione della figura 2.7 da dove poi non sappiamo uscire.

Una volta ottenuta una sola faccia triangolare possiamo provare la formula:

v—s+f=3-3+1=1

Non dobbiamo stupirci del risultato perché abbiamo tolto una faccia in
partenza, ora se aumentiamo il numero di facce dell’unitd tolta all’inizio,
la formula é verificata 3 — 3 +2 = 2. O

A questo punto pero sorgono due domande. Siamo sicuri che alla fine non
possano risultare due triangoli distinti? E cosa facciamo se ci troviamo nel
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Figura 3.5: Quinto passo della dimostrazione ripetiamo i passi precedenti per
ottenere un triangolo

|3, Courant]

Figura 3.6: Esempio di possibili errori
|, plus.math.org]|

primo dei due casi della figura 2.77

Usando solo queste due applicazioni non possono risultare due triangoli dis-
tinti perché la figura da cui partiamo ¢ connessa e noi eliminiamo solo lati
esterni. Ora se per assurdo noi togliendo un lato sconnettiamo la figura vuol
dire che era 'unico lato in comune fra due triangoli, perché la figura ¢ com-
posta interamente di triangoli.

Ma questo é assurdo perché noi togliamo solo lati esterni, quindi non possi-
amo aver tolto un lato in comune fra due triangoli che non é esterno.

Il secondo problema si potrebbe presentare ma se togliamo un triangolo che
sia collegato alla nostra figura solo da un vertice non modifichiamo la formula
di Eulero, perché togliamo 3 spigoli, 1 faccia e 2 vertici (v — 2) — (s — 3) +
(f—-1)=v—-2—-s+3+f—-1=v—s5+f.

I teoremi enunciati di seguito, senza le relative dimostrazioni, possono
essere dimostrati usando la formula di Eulero o essere usati per dimostrare
tale formula.

Non si incappa in un circolo perché esistono dimostrazioni di questi teoremi
che non usano la formula.

Teorema 3.1.2. (Pick) L’area di un qualsiasi poligono( non necessariamente
convesso) ) C R? con vertici interi ¢ data da

1
A(Q) = nypy + 57bd — 1,
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| {

Figura 3.7: Esempio di possibili errori
[, plus.math.org|

dove N, € Npg Sono & numert dei punti interi rispettivamente nell’interno e

sul bordo di Q).

Immaginando la figura in un reticolato, ad esempio disegnandola su carta
millimetrata il teorema diviene quasi immediato visto che possiamo scom-
porre la figura in elementi che gia conosciamo

AL

.................

Figura 3.8: Partendo dalla prima figura e considerando con ogni punto colorato &
un punto intero e tracciando cosi tutti i quadrati e i triangoli di cui & composta la
figura si puo facilmente calcolarne ’area perché ogni quadratino 1x1 ha area 1, due
triangolini 1x1 hanno area 1 e i due triangoli 3x1 insieme sono come tre quadrati
1x1 e quindi hanno area 3, funziona uguale per i due triangoli 2x1 con i 2 al posto
dei 3. Facendo le dovute somme si ottiene ’area come teorizzata da Pick

[, Immagine disegnata da Carlotta Baccolini]

Teorema 3.1.3. (Sylvester-Gallai) Dato un insieme di n > 3 punti nel
piano, non tutti allineati, vi & sempre una retta che contiene esattamente
due dei punti.

Di questo teorema esistono anche enunciati pitt generali come:

Teorema 3.1.4. (Sylvester-Gallai) Sia P un insieme di n > 3 punti nel
piano, non tutti allineati. Allora linsieme L delle rette che passano per
almeno due punti contiene almeno n rette
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Le dimostrazioni di questi teoremi si possono trovare nel libro Proofs from
THE BOOK.

L’ipotesi di convessita in questo teorema é forte e non necessaria. Per
esempio, il risultato rimane verificato anche per un icosaedro perforato che
perd non € convesso. L’ipotesi corretta per questo teorema é che il poliedro
sia semplicemente connesso.

Un icosaedro perforato ¢ un icosaedro a cui viene rimossa una piramide

Figura 3.9: Immagini di icosaedro perforato
[, Modellino di carta costruito da Carlotta Baccolini]

pentagonale, cioé un vertice e tutte le 5 facce che vi si incontrano, per poi
rimetterla con il vertice riflesso verso l'interno.

3.2 Applicazioni

Dalla formula di Eulero si traggono molte conseguenze considerate classiche.
La prima conseguenza ¢ che servendosi della formula di Eulero possiamo facil-
mente dimostrare che non esistono pit di cinque poliedri regolari convessi.

Dimostrazione. Sia dato poliedro con f facce, ognuna delle quali ¢ un poligono
regolare con n lati e nel quale, ad ogni vertice, si incontrano r spigoli. In
ogni spigolo si incontrano due facce percio:

nf =2s

cioé il numero delle facce per il numero dei poligoni ¢ uguale al doppio degli
spigoli. La stessa cosa si puo fare per i vertici perché ogni spigolo forma due
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vertici, quindi rv = 2s. Da qui si ottiene che f = %S ev= % sostituendoli

nella formula di Eulero otteniamo

2 2
—8+—S—s:2
roon

e, dividendo per 2s, si arriva a

11 1 1

r mn 2 s

n ed r devono essere maggiori o uguali a tre, poiché un poligono deve avere
almeno tre lati ed almeno tre lati devono incontrarsi nel vertice di ciascuno
degli angoloidi di un poliedro.
Ma n ed r non possono essere entrambi maggiori di tre perché in tal caso
il primo membro dell’equazione sarebbe negativo o uguale a 0 mentre % e
certamente positivo, quindi almeno uno fra n e r deve essere tre.
Supponiamo n = 3, si ha
11 1 1 1 1 1
— 4z =_ =
3 r
e quindi r puo essere uguale solo a 3, 4 o0 5, casi che corrispondono rispetti-
vamente al tetraedro, all’ottaedro e all’icosaedro.
L’esistenza di tali poliedri si puo verificare anche calcolando ’ampiezza degli
angoloidi che in un poliedro non pud mai raggiungere o superare 360° . Il
tetraedro ha ampiezza 180° = 3 x 60°, I'ottaedro 240° = 4 x 60° e I'icosaedro
300° = 5 x 60°. Sono tutte inferiori a 360° (60° ¢ 'ampiezza dell’angolo di
un triangolo equilatero).
Allo stesso modo, se r = 3 n pud assumere solo i valori 3, 4 o 5, per lo stesso
motivo di prima. 3 pud essere scartato perché lo abbiamo considerato nel
caso precedente, corrisponde al tetraedro; restano i casi 4 e 5, che corrispon-
dono al cubo e al dodecaedro.
Anche qui 'ampiezza degli angoloidi dimostra l'esattezza del risultato ot-
tenuto. Nel cubo questa ampiezza ¢ 270° = 3 x 90° mentre nel dodecaedro é
324° = 3 x 108°. Non esistono altri casi possibili e quindi i poliedri regolari
sono solo cinque. O

Questi cinque poliedri (il tetraedro, il cubo, l'ottaedro, il dodecaedro e
'icosaedro) sono conosciuti fin dall’antica grecia infatti oggi sono chiamati
anche solidi platonici.

Usando il calcolo dell’ampiezza degli angoloidi abbiamo una prova che
non puo esistere un poliedro di soli esagoni, perché dovrebbe avere almeno
tre facce ad ogni vertice, ma 3 x 120° = 360°, 120° & 'ampiezza dell’angolo
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Figura 3.10: immagine degli unici cinque solidi regolari o solidi platonici

[11, Hartshorne]

di un esagono regolare.
Questo si puo dimostrare anche applicando la formula di Eulero, infatti, in
un poliedro ogni vertice ¢ comune ad almeno 3 facce ed ogni spigolo é sempre
comune a 2 facce.
Ora, poiché qualsiasi esagono ha 6 lati e 6 vertici, un poliedro formato di soli
esagoni regolari deve avere g vertici per faccia eg spigoli per faccia. Dunque,
se f & il numero di facce, i numeri di spigoli s devono essere uguali a 3f ed
il numero di vertici v a 2f.
Si ha allora: f—s+v = f—3f+4+2f = 0 e la formula di Eulero non ¢
verificata. Per ovviare a questo problema invece che usare solo esagoni per
formare il poliedro, sostituiamo alcuni di essi con dei pentagoni.

Questo poliedro esiste perché il numero di spigoli e di vertici diminuisce:

Figura 3.11: Possiamo notare come il pallone da calcio sia un icosaedro troncato,
cioé affettato in corrispondenza dei 12 vertici a cinque facce
[, Immagine presa dal sito wikipedia]

per ogni pentagono aggiunto, si ha % spigoli, cioé spigolo in meno ogni due

entagoni e 82 vertici, cioé un terzo di vertice in meno: f — s + v aumenta
3 ? )
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dunque ogni volta della differenza, cioé di un sesto.

Affinché la formula di Eulero per i poliedri sia rispettata, occorre che f—s+4wv
inizialmente uguale a 0, diventi uguale a 2. Quindi ci basta sostituire 12 esag-
oni con altrettanti pentagoni per ottenere un poliedro. Il numero dei vertici
v é allora di 2f — 4 e quello degli spigoli s di 3f — 6.

Vedendo le cose da questo punto di vista il dodecaedro diventa un caso es-
tremo dove non resta piil nessun esagono.

Di questo tipo di poliedri se ne posso trovare molti esempi quotidiani e
naturali. L’esempio pitt semplice a cui si possa pensare ¢ il pallone da calcio
vecchio stampo dove la superficie era ricoperta da 20 esagoni e 12 pentagoni.

Un altro esempio di cio ¢ il fullerene, una classe di molecole del carbonio, le

Figura 3.12: Alcuni esempi di fullereni. Partendo dal carbonio 20, che forma un
dodecaedro regolare, e aumentando le molecole di carbonio aumentano gli esagoni
mentre i pentagoni restano 12

[, Immagine presa dal sito wikipedia]

cui molecole si dispongono poliedricamente formando facce esagonali e pen-
tagonali.

Una particolare conseguenza della formula di Eulero é che limita molto
I’esistenza dei poliedri in base alle facce, ai vertici e agli spigoli.
La figura 3.16 mostra tutti i possibili poliedri in un grafico che ha come
ordinata i vertici e come ascissa le facce, le rette tratteggiate indicano il
valore degli spigoli.
Ad ogni pallino del grafico corrisponde un poliedro, nelle zone d’ombra non ci
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sono poliedri, come possiamo notare questo limitata molto i possibili poliedri
che si possono creare.

Figura 3.13: Grafico dei poliedri esistenti secondo la formula di Eulero

[5, Dedo]

Tutti questi poliedri si possono costruire attraverso il procedimento di
troncamento o quello di aumento.
Il primo procedimento equivale ad affettare un poliedro conosciuto, ad esem-
pio la piramide, in prossimita di un angolo aumentando cosi di 1 il numero
delle facce e di 2 quello degli angoli del solido.
Il secondo consiste nel erigere una piramide su una faccia del poliedro au-
mentandone cosl di 2 il numero delle facce e di 1 quello dei vertici.

Alla luce della formula di Eulero il teorema di Cartesio, sotto riportato,
puo essere visto come un suo corollario seppur precedente in linea temporale.
Cartesio, partendo dalla relazione fra angoli di un poligono nella geometria
piana ha formulato un teorema per gli angoli solidi di un poliedro.

Prima del teorema pero ci serve una definizione.

Definizione 3.2.1. Definiamo difetto 6y, del vertice V come 27meno la
somma dell’ampiezza degli angoli delle facce che compongono V

Corollario 3.2.1. In un poliedro convesso la somma dei difetti dei vertici é
uguale a quattro angoli retts.

Dimostrazione.

Z dy = 2(271' - Z(angoli delle facce)) = 2mv — Z(angoli delle facce)
v v
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dove v ¢ il numero dei vertici e dy € il difetto del vertice V. Ora la somma
degli angoli delle facce dei poligoni di n lati é (n — 2)w. Per ogni n prendi-
amo f, come il numero di facce aventi n lati. Il numero totale delle facce ¢
f =>_ fn, e il numero degli spigoli e é %ann Combinando queste osser-
vazioni abbiamo:

25\/ = QWU—Z(H—Q)an = QWU—Wann—l—Q?TZ fo=2m(v—e+f) =4n
|4 n n

n

]
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w83 0 oo ‘109

~ ELEMENTA
'DOCTRINAESQLiDORVM,

o

AVCT L EVLERO.

§. 1.

meadmodum Geometria in contemplatxone ﬁgufa=

“X. rum planarum verfatur , et quae de lineis et angu-
lis in ea traduntue, ad efus prolegamena reférenda fnt
ita Stereometria in coutemplatmne folidorum occuipatur ,
¢t quae ibi de inclinatione planorum angulisque . folidis
explicautur, eius quoque tanguam  prolegomena - funt
fpeQanda. A

§. 2. Solidum eft extenfun triunt dimenfiontry vodi-
que terminaturn, perinde atque fuperficies definitur per exs-
tenfum dvaram tantum dimenfiontum, - Duaé autem {oli-
dorum conftituendae funt claffes, prout eorum ambitus
fignris fine planis, five conuexis concauisue includitur,

-~

§. 3. Hic exm tantm claflem folidorum, quae vodi-
que figuris planis includuntur, contemnplari conﬁltm, perinde
atque Geometria a fignris reilineis exorditar ; €t quern~
admodum figuraram  reilinearum in genere plures in-
* fignes proprietates funt -annotatae § ita folidorum *huius
claffis non nullas proprietates generales eruere conabor.

) §. 4 Quitquam antern Stereometria fam fatls di-
ligeater elaborata videtar, ia eaque practer theoriam in-
0 3 clina-

Figura 3.14: Frontespizio di ‘Elementa doctrinae solidorum’
|6, testo originale]
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DOCTRINAE SOLIDORY M. 11y

hedrarom ponatur = H , neque hic numetus B neque
numerus S maior effe poteft quarn z A.

PROPOSITIO IV.
§. 38 In omni folidy hedris planis inclufy aggrepatum

€X numero angulorum folidorum et ex numero bedravum.
Ginario excedit numerum  acieruwm.

DEMONSTRATIO,

Scilicet fi povatur vt hacenus
numerus angujorum folidorum — § -
numervs acierum - - -~ = — A
numerss hedrarim -~ - - — H

demonfirandum eft, efle S + H—=A 4~ 2,

Fateri equidem cogor, me huius theorematis demonfiez-
tionem firmam adhuc ermere non potuifie ; interim ta-
men efus veritis pro omnibus {olidorsm  generibus , ad
quae examinabitur , non difficulter agmofetnr, ita +t
fequens inductio vicem. demonftrationis gerere--gueat.

1. Confideremus ergo primo pyramideny quamtun— Fig. %
que fuper bafi ABCD EF G quotcurique laterum con-
ftiutarn et in apicem H definentem. Sit pumerus la-
terum bafis — m , totidemque trizngula 2 bufi ad apicem
vsque aflurgent. Incloditur ergo haec pyramis m —— x
hedris , quaium #r font triangula , vna vero polygonum
m angulorum fex katerum. Erit itaque numems hedra-

um

Figura 3.15: Estratto di ‘Elementa doctrinae solidorum’ dove possiamo vedere il
testo originale in latino
[6, testo originale]



Capitolo 4

Cauchy

4.1 Teorema di rigidita di Cauchy

Questo teorema é stato enunciato e dimostrato nel libro “Sur les poligones et
le polyhédres” del 1813.

Il problema a cui questo teorema vuole dare una soluzione ¢ semplice: Se ho
due poliedri convessi con le facce congruenti, sono fra loro congruenti?
Questo problema non era del tutto nuovo per i matematici tanto che Cauchy
trovo una prima formulazione di una soluzione di questo problema negli El-
ementi di Euclide, e lui stesso si baso per la dimostrazione su un precedente
lavoro di Lagrange.

La soluzione di Cauchy propone di spostare ’attenzione sul comportamento
degli angoloidi, se anch’essi sono congruenti allora i poliedri sono congruenti.
Prima di enunciare il teorema di Cauchy, pero, é doveroso riportare due
lemmi che ne aiutano la dimostrazione. Il primo ¢ detto lemma di Steinitz
perché, seppur enunciato da Cauchy fu corretto da Steinitz cento anni dopo.

4.1.1 Lemmi

Lemma 4.1.1. (Steinitz)

Supponiamo di avere due poligoni convessi Ay, As,..., A, e By, Bsy,.... B,
con tutti ¢ late ordinatamente uguali eccetto possibilmente [ultimo. Sup-
pontamo anche che gli angoli del primo poligono siano ordinatamente mai-
nori o uguali a quelli del secondo con l'ultimo strettamente diverso. Allora

AA, < BB,

Dimostrazione. Dimostrazione di Cauchy.
Il lemma ¢é evidente per i triangoli (prop 24 libro I degli ‘Elementi’ di Euclide),

29
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perché se nel triangolo ABC i lati AB e BC restano invariati ma ’angolo
B aumenta, allora la lunghezza del lato AC aumenta. Analogamente, se
diminuiamo ’angolo B senza cambiare le lunghezze di AB e BC diminuira
anche la lunghezza di AC.

///

-— C
AL A\\

Figura 4.1: Dimostrazione figurata relativa al caso triangolare
[, costruiti]

Ora si consideri il poligono Ay, As,...., A, con n > 4.
Supponiamo che la lunghezza di tutti i lati tranne A,, A; rimanga costante, e

Figura 4.2: Poligono Aj, Ao, ...., A,
[, costruiti]

che solo un angolo cambi, esclusi gli angoli di vertice A; e A,,. In particolare,
supponiamo che I'angolo di vertice A; aumenti.
Formiamo un triangolo A;A; A, disegnando i segmenti A;A4; e A;A,.
I poligoni Ay, As,...., A; e A;, Aiyq, ..., A, non cambiano se A; aumenta per-
ché i segmenti che abbiamo appena costruito non cambiano se ’angolo fra
loro cresce.

In particolare, le lunghezze dei segmenti A; A; e A; A, e gli angoli a e b non
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Figura 4.3: Poligono con i segmenti e L’angolo A; in evidenza
[, costruiti

cambiano. Ma angolo ¢ = A; 1A;A;11 — a — b, perché I'angolo aumenta e a
e b sono costanti.

Il triangolo A;A; A, ha due dei suoi lati, A;A; e A;A,,, costanti e I'angolo ¢
che cresce. Pertanto, per il caso di triangoli, lato A; A,, deve aumentare.
Supponiamo ora che ad aumentare siano pit di un angolo del poligono, men-
tre gli altri rimangono costanti. Allora possiamo aumentare la angolazioni
una alla volta, come segue: Cominciamo con I"aumentare ’angolo al vertice
A;, mantenendo tutte gli altri costanti, questo porterd A;A, ad aumentare.
Ora aumentiamo 'angolo al vertice A, sempre mantenendo gli altri angoli
costanti. Il lato A;A,, devo ancora aumentare.

Ripetiamo in modo simile con tutti gli angoli che vogliamo aumentare.
Cosi, dopo che alcuni o tutti gli angoli dei vertici A, ...., A, 1 sono aumen-
tati, mentre gli altri sono rimasti costanti, il lato A; A,, deve essere aumentato.
Con un argomento simile, se alcuni o tutti questi angoli diminuiscono il lato
A; A, diminuisce. O

L’errore in questa dimostrazione € che aumentando, o diminuendo, I’ampiez-
za di pit angoli contemporaneamente si corre il rischio di alterare la conves-
sita del poligono.

D C D C

0O

Figura 4.4: Dimostrazione figurata che il poligono, in uno degli stadi intermedi
della trasformazione, pud perdere la sua convessita
[, costruiti
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Dimostrazione. Dimostrazione corretta di Steinitz.
Procediamo per induzione su n.
Per n = 3 il lemma é vero per la prop 24 del libro I degli ‘Elementi’ di
Euclide. Ora se supponiamo n > 4 possiamo avere due situazioni diverse:
o LA; = ZBi per qualche i oppure LA; # ZBi per ogni i Se ci troviamo
nel primo caso il triangolo A;_1A4;A;,1 é congruente al triangolo B;_1B;B;1,
quindi Ai—lAi—i—l = Bi—lBi+1-

Ora possiamo applicare l'ipotesi induttiva perché il poligono ha n — 1 lati.

Figura 4.5: Immagine dei triangoli congruenti dentro il poligono

[11, Harthshorne]

Se invece cosi non fosse e ci trovassimo nel secondo caso dobbiamo operare
in modo diverso. Cominciamo col produrre un nuovo poligono sostituendo
A, con A’ in modo che ZA,_; sia I'angolo piu grande possibile tale che
LA, 1 < ZB,_1. Assicurandosi pero che il poligono rimanga convesso.

Questo passaggio € cio che mancava alla dimostrazione di Cauchy, Steinitz
si assicura che il poligono non perda la convessita.

Questo procedimento mantiene tutti le lunghezze degli altri spigoli e gli altri
angoli come nel poliedro iniziale.

Se questo puo essere davvero fatto allora abbiamo A4, < A1A; < BB,
ora sfruttando il caso n = 3 diminuiamo di uno il numero di lati e percio
possiamo usare 'induzione.

Se non riusciamo a trovare un punto A’ tale che ZA, 1 < ZB,,_; e che
mantenga la convessita del poligono allora applichiamo un movimento tale da
ottenere che A;A* > A A, fermiamo il movimento in modo che Ay, AjeA’
siano allineati. Questo non compromette la convessita, dimostrazione di
questo fatto si puo trovare in ©* On Cauchy’s lemma concerning convex poly-
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Figura 4.6: Produzione del nuovo poligono sostituendo A, con A} paragonato

con £B,,_1
[, costruiti
cons’.
Ora confrontiamo A;, A,, ..., A%, il poligono cosi ottenuto con By, By, ..., B,

il poligono di confronto originale. Cosi facendo abbiamo A A} < By B,, per
induzione su n.

Quindi
Ban > BQBn — B1By > AQA:; — A1A2 = AlA;kL > AlAn
O]

In realta, cio che ci serve per dimostrare il teorema di rigidita di Cauchy

non ¢ questo lemma ma il risultato analogo per poligoni sulla superficie di
una sfera.
L’estensione a poligoni sferici non risulta essere troppo difficile perché la di-
mostrazione utilizza si una proposizione che viene dal Libro I di Euclide ma
posta prima dell'introduzione del postulato delle parallele e percio facilmente
spostabile sulla superficie sferica.

Lemma 4.1.2. Siano Ay,..., A, e Bi,...,B, due poligoni convessi, nel
piano o sulla sfera, con i lati corrispondenti uguali. Per ogni i, marchio il
vertice A; con + se LA; < ZB; o con - se ZA; > ZB;, mentre non lo marchio
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o LA
_— T\ /ﬁ% "t

| \ | \
| |

Figura 4.7: Produzione del nuovo poligono spostando A} per ottenere A; A} >
A A, con Ay, A1eA; allineati
[, costruiti]

affatto se sono uguali. Allora o tutti © vertici corrispondenti sono uguali, e
quindi non marchiati, oppure se si seque l'ordine dei vertici devono essere
almeno quattro cambi di segno.

Dimostrazione. Per assurdo.
Naturalmente se il numero dei cambiamenti di segno ¢ minore di quattro,
significa che ci sono esattamente due cambi di segno, devono essere sempre
in numero pari perché ad ogni segno diverso si operano due cambi.
Allora traccio una diagonale A;A; in modo da dividere il poligono in due
poligoni convessi, uno con tutti i vertici con segno + e l’altro con tutti i
vertici con il segno -. Questo posso farlo perché avendo due cambi di segno
ho che tutti i segni uguali si susseguono finché non si cambia segno.
Se ora applichiamo il lemma di Steinitz a questi due poligoni otteniamo che
A;A; < By Bj e contemporaneamente A;A; > BB, e questo ¢ assurdo percio
abbiamo almeno quattro cambi di segno.

m

4.1.2 Teorema

Passiamo ora al teorema vero e proprio:

Teorema 4.1.3. Siano P e P due poliedri convessi e sia T un isomorfismo
fra P e P, supponiamo inoltre che le facce corrispondenti siano congruen-
ti,allora anche gli angoli tra coppie corrispondenti di facce adiacenti sono
uguali (e pertanto P é congruente a P’).

In un poliedro puo essere opportuno indicare gli spigoli come 0-facce,
come 1-facce , e le facce come 2-facce; dove 0, 1 e 2 indicano la dimensione
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Figura 4.8: La figura mostra un poligono con solo due cambi di segno e la
diagonale fra essi
|11, Harthshorne|

dell’oggetto. Con questa notazione un’isomorfismo f tra P e P’ ¢ una biezione,
cioé un’applicazione suriettiva e iniettiva, fra I'insieme delle facce del poliedro
P e quello del poliedro P’. Tale isomorfismo é fatto in modo che una j-faccia
sia mandata in una j faccia, con 0 < j < 3, e che se una i-faccia A sta in una
j-faccia B con 0 <i < j < 3 allora f(A) C f(B)

L’enunciato di questo teorema, risulta abbastanza ovvio per chi si diletta a
costruire modelli di poliedri perché una volta che ci vengono fornite le facce,
in carta o cartoncino, e le regole di assemblaggio il risultato finale puo essere
uno solo. Questo perché questo tipo di costruzione rende il poliedro rigido.
Se invece ci limitiamo a costruirne lo scheletro, ad esempio con dei bastonci-
ni, la struttura non é rigida e nemmeno unica. Basti pensare di costruire un
quadrato con delle bacchette, basta muoverle di poco per ottenere un rombo.

Se le facce sono date non si possono modificare quindi il risultato é unico.

Figura 4.9: Modellino che dimostra la flessibilita di un poliedro costruito con i
bastoncini
[, costruiti

Per quanto pero il teorema sia evidente da un punto di vista geometrico non
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é semplice da dimostrare.

Come per la dimostrazione della formula di Cauchy anche per questa pos-
siamo trovarne varie versioni perché é stata perfezionata e modernizzata da
vari matematici. La versione piti moderna ¢ quella di Stoker del 1968.

Dimostrazione. Supponiamo che siano dati due poliedri convessi P e P’ con
facce congruenti. Coloriamo gli spigoli di P come segue: uno spigolo é nero(
o0 “positivo” ) se il corrispondente angolo interno tra due facce adiacenti & piil
grande in P’ che in P; é bianco( o “negativo”) se 'angolo corrispondente ¢ piil
piccolo in P’ che in P.

Gli spigoli bianchi e neri di P ricoprono la superficie di P, possiamo trasferire
questa copertura sulla sfera unitaria, supponendo che 'origine sia all’interno
di P. Se P e P’ hanno facce-angoli corrispondenti la copertura ¢ bicolore,
altrimenti non & colorata. Ora troviamo che vi é un vertice p adiacente ad
almeno uno spigolo bianco o nero, tale che vi siano almeno due cambi tra
spigoli neri e bianchi (in ordine ciclico).

Ora intersechiamo P con una piccola sfera S. ( di raggio €) con centro nel
vertice p ed intersechiamo P’ con una sfera S’ dello stesso raggio ¢ centrata
nel corrispondente vertice p’. In S. e S. troviamo poligoni sferici convessi Q e
Q' tali che gli archi corrispondenti abbiano le stesse lunghezze, a causa della
congruenza delle facce di P e P’ e poiché abbiamo scelto lo stesso raggio e.
Contrassegniamo con + gli angoli di Q@ per i quali gli angoli corrispondenti
in Q' sono piu grandi, e con - gli angoli corrispondenti in Q' sono piu piccoli.
Dalla nostra scelta di p sappiamo che si verifica qualche segno + o - e che in
ordine ciclico vi sono al massimo due cambi +/-. Se si verifica solo un tipo
di segno, allora ¢’é¢ una contraddizione perché uno spigolo deve cambiare la
sua lunghezza.

Se vi sono entrambi i tipi di segno, allora (poiché vi sono solo due cambi
di segni) vi é una “retta di separazione” che congiunge i punti medi di due
spigoli e separa tutti i segni + da tutti i segni -. Nuovamente abbiamo una
contraddizione perché la “retta di separazione” non pud essere alla stesso
tempo piu lunga e pit corta in Q' che in Q.

Quindi non ci sono cambi di segno e questo ¢ possibile solo se non ci sono
segni, perché abbiamo visto che non puo esserci solo un segno. Quindi, visto
che la scelta di p é arbitraria, gli angoloidi sono tutti uguali e i poliedri sono
congruenti.

O

|1, Aigner| L’ipotesi di convessita ¢ necessaria perché il teorema sia veri-
ficato, 'immagine 3.1 & un esempio di tale affermazione. Questi due poliedri
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hanno le facce corrispondenti congruenti, ma non sono congruenti fra loro
perché non sono entrambi convessi.

Figura 4.10: Due poliedri che non rispettano il teorema di rigidita.

[1, Aigner]
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Fai examiné, en conséquence, avee heaveoup de soin, les démunstra-
tions que Mo Legendee avanl dégi donwées de ce théoréme dans plu-
sienrs eas parliculiers; el on développant les principes dont il avaii
fait vsage, o suis parvenn & démanteer, done manidéee sendrale, le
l]u'rrn'illi'u- ||n|1l il e-.';l;;il il qlh*llll,h*:t aukres 1]1]] .é'_\' J'ul]lm[‘lq‘:lll. [Crs
theoreémes sont de deux espices : les uns sont relatifs aux polygones

(%3 L o la promigre Clazse de lostiul, dans la séanes du 2o janvier (812, par
A=l Gaveny, ingénisur des Ponls el Cliaussdes.

Figura 4.11: Frontespizio di ‘Sur le poligones et les polyhédres’
[2, testo originale]
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convexes rectilignes el sphériques; les autres anx angles solides e
anx polyidres eonvexes. Je vais les exposer soceessivement dans les

e Parties de co Mémoire,

PREMIERE PARTIE.
Theéorémes sur les polygones convexes rectilignes el spherigues.

M. Legendree a dimontes, dans ses Eléments de Geéoméire sir les
triangles rectilignes ef sphérigues, un théorime qu'on peul énvneer de b
maniére suivante :

Tukoneme 1. — 87, dans wn triangle reciiligie o spheérigue AR fig. 1)
dont denx edtes AB, AC sont incariabies, on Judl eroftee o ditinner
Uangle A compris entre ces edlds, le oltd opposd BUC ereitra dans fe

premier eas of diminuera dans le secogd.

|-I;_|; H

Ui pent géncealiser oo théorime de o manidee suivanle :

Tucomeme 1. — S, dans un poly gine convere nwe‘ﬁf;m- ot sl
rigue ABCDIEFG (ﬁg. 3}, dont tors fes edies AR, BC, CDy, ..., FG, &
Ceweeption o wn send AG, sont supposés invartables, on fait croltre o
decroitre semuliancment fes .rurg.ﬂr.'_f B, C, 0, EF G r.'nmlf.-n'.; Chire res

. dndnies edies, le edie varialle AG croliva dans le premfer cas of décroiira
dans e second,

Dédmonstration. — Supposons d'abord que on fasse eroitee langle ABC
loul seuls alors, dans toul le Em[}'-?_r.um' ABCDEFG, il ||'I1.' ANEE U I
ll'-li-iﬂgti‘ ABC e variable; o, dans oo ll'jflll'ﬁ't' méme, il noy e e
variable que e edté AG et des angles @ mais Pangle ABG devant croitee

Figura 4.12: Estratto di ‘Sur le poligones et les polyheédres’ dove possiamo vedere
il testo originale del lemma in francese

[2, testo originale]
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au plus, comme les quadrilatéres. En continuant de méme, on forn voir

jque les hexagones et les heptagones ne pourraient fournir chacan plus
de six changements de signes, que les oelogones ol les enniagones w'en
pourraient fowrnir chacun plus de huit et ainsi de soite. [1soit de [
gque toutes les faces du polyidre ne pourront fournic ensemble plos
de changements de signes qu'il 0’y a dunitis dans Ia somme faite o
denx fois le nombre des Lriangles, e fpualre fins celon des c;mulrilu-
teres, de quatre fois celui des pentagones, de six fois eeloi des hexa-

pones, ete., ow dans
s+ 40+ Je+ 00, ..
Maiz, si lon compare ee résubat b fa valenr de 45 — 8 (rowvée plus

haut, il sera Facile de voir gu'il ne peat janais [a soepasser. 1 est done

ioms ' inelinnson sur tonles s

. im]|||_4_~:.ih||1 i'olitenir entee les va
arites un nombee de chaneements de SLNES W 0N s r"p,:ll i s an ne
pewt done elanger o la fois les inelinnisons soe loules les arcles,

Si 'an suppose, en zecond lien, gue dans Te polyidee donne, non seu-
lemend les fecs, mais encore les inclinaisons sureplosionrs arcles eestent
imvariables et que eependant on puisse, sans déteaire le polyédee, faive
varier les inelinaisons sur los arétes vestantes, alors, pour démontrer
I'absardité de I'hypothiése, il suflica de concevair b surface do polyédre
décomposée en antant de portions gue les arétes sor lesquelles les ineli-
paisons varient forment de contours dilferents, ob @ appliguer anx por-
tions, anx arétes qui les terminent oL aux sommets compris enlee cos
arétes, les mémes raisonnements que nous avons appliques dins Flivpo-
thise précédente aux faces, aux ardles el aux sommels du polyidee, On
v parviendra en substituant, dans le cones de la démonstration, les
théorémes X ot X1T aux thioremes IX et X1 sur lesgquels on s'estappuye

dans le 1]r1!EI:i1'|' 15,

Corpllgire [, — 11 suil du thioarome |_||"!-‘!H-‘(]I'I'|[ fjue derr pﬂ'l’l}’t"rf-l‘f'!-
conveTes, compris sous wn méme nombre de foces égales ot semblablement

placées, soni ou superposables ou symetrigues ef, dans les dewar cas, ils

Figura 4.13: Estratto di ‘Sur le poligones et les polyhédres’ dove possiamo vedere
il testo originale del teorema in francese
[2, testo originale]



4.1. TEOREMA DI RIGIDITA DI CAUCHY 41

i SUER LES POLYGONER ET LES POLYREDRES,
suni nécessatrement égaux. Uoslen qum consisie le théoréme renfermé

dans la définition IX do onzitme Livee d'Boclide.

Coraffaire [f. Il suil cncore din théortme ||t‘|"x'l"1|L'nl (e .l'rﬂ'_'.'-'l.lm
r|rr'.'.'1 .I'I”H:.Ilfllrf'l.'lj G EETCE FaR -"Jl,r.r;lf.u .'-a Fielig [8A e hne fru:,-nr-'."r' r.lrn Il.":J'r'r'u
sewmeliliedilos ot sesnflgbifemernt lpe'rr.-r*'.-.:, I denpicme ext semplifalle s pre-
mer ow a wn froticme polyddre symétrigue du premier. Clestl en qua

comzigle e theortme reafernee dans la définition X o Livee lh'_jil cite,

Figura 4.14: Estratto di ‘Sur le poligones et les polyhédres’ dove possiamo vedere
il testo originale del teorema in francese
|2, testo originale]
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Capitolo 5

Considerazioni didattiche

Per concludere trattiamo i poliedri da un punto di vista didattico.

Un esempio di insegnamento dei poliedri si ha nel libro ‘Elementi di Geome-
tria’ di F.Enriques e U.Amaldi. In questo libro gli autori trattano entrambi
i teoremi sopra enunciati e dimostrati in modo da spiegarli a degli studenti
delle scuole secondarie superiori, scuole in cui é stato adottato come libro di
testo per diversi anni.

Nel caso della formula di Eulero gli autori enuncia il teorema e ne da una

dimostrazione simile a quella da noi proposta. La dimostrazione perd € in
forma pitl semplice cioé non vengono trattati i casi particolari e non viene
triangolarizzata la figura piana che rimane divisa in facce poligonali.
Enriques di seguito alla dimostrazione propone alcune applicazioni di tale
formula senza dimostrarle, probabilmente, per permettere ai ragazzi di lavo-
rare con la formula e capirne 'importanza.
Una cosa molto particolare e relativamente interessante da notare ¢ che tut-
to questo si svolge nella parte del capitolo sui poliedri dedicata agli esercizi
risultando cosi non obbligatoria da trattare per un insegnante che adotti il
libro, e utile come approfondimento per uno studente curioso che non ha
avuto la possibilita di studiare queste cose in classe.

Sempre in questo libro nel capitolo sui poliedri vengono trattati anche i
poliedri regolari, la parte interessante su di essi ¢ che non vengono presentati
dicendo “ne esistono solo cinque” ma vengono fatti costruire passo passo
dal lettore per poi dimostrare tramite la relazione di Cartesio sugli angoli
(la somma dei difetti agli angoli non pud superare quattro angoli retti) che
non possono esisterne altri. In questo modo 'esistenza e I'unicita di questi
cinque poliedri non viene fatta assumere per fede agli studenti ma spiegata
e dimostrata in modo che la assimilino meglio.

Per quanto riguarda il teorema di Cauchy, Enriques ne da I’enunciato for-
nendo una nota storica sulla dimostrazione di Cauchy senza pero riportarla.
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Enriques riporta pero alcuni casi particolari del teorema proprio perché la
dimostrazione é molto difficile la limita a casi particolari:

‘ Prismi, aventi le facce ordinatamente eguali, sono eguali’ |7, Enriques|

‘ In uno stesso prisma indefinito, prismi finiti, aventi uguali gli spigoli laterali
e parallele le basi, sono eguali’ |7, Enriques|

‘ Due parallelepipedi, aventi ordinatamente eguali un triedro e i tre spigoli
di esso sono eguali’ |7, Enriques]

Particolare ma molto logico ¢ il fatto che non venga riportato il lemma di
Steinitz ma visto che questo ¢ un libro di testo per le scuole secondarie su-
periori e che 'autore non intende dimostrare il teorema é normale che non
riporti il lemma necessario per farlo.

Un altro libro, che seppur non sia stato scritto con intento didattico tratta
questo argomento in modo chiaro e semplice, ¢ ¢ Forme, simmetria e topolo-
gia’ di M.Dedo.

Una prima importante idea data da questo libro ¢ un modo nuovo di osser-
vare il teorema di Cauchy che secondo 'autrice € :

* Un poliedro é univocamente determinato quando se ne assegnino le facce e
la struttura combinatoria.” [5, Dedo|

Questo spunto é un punto di partenza nuovo che si puo sfruttare nelle scuole
visto che i ragazzi in alcune scuole secondarie inferiori imparano a costru-
ire i poliedri manualmente percido vedendo in questo modo il teorema lo
potrebbero capire meglio.

Anche in questo libro ritroviamo il teorema di Eulero dimostrato sem-
pre con una dimostrazione simile a quella da noi riportata. Dedo pone poi
particolare attenzione su un’ipotesi dell’enunciato: la connessione semplice.
Infatti in questo libro il teorema non viene enunciato per poliedri convessi
ma semplicemente connessi che come abbiamo detto é sufficiente.

Dopo il teorema vengono esposte le sue applicazioni sottoforma di esercizi
lasciando cosi la possibilita di dimostrarla personalmente se si vuole e in caso
contrario di conoscerle ugualmente.

Del teorema di Cauchy I'autrice da 'enunciato e ne spiega 1'uso e la difficolta
nella dimostrazione senza pero darla; Dedo nota appunto la relazione tra la
difficolta della dimostrazione e la chiarezza del teorema da un punto di vista
modellistico. In questo libro a differenza del precendente, prima del teorema
viene riportato il teorema di Steinitz senza darne dimostrazione, viene pero
fornita una nota bibliografica di dove la si puo trovare. Anche in questo caso
la scelta é da ritenersi utile perché non appesantisce il testo ma permette a
chi voglia sapere di informarsi.

La differenza nelle scelte degli autori sta proprio nel fatto che il primo
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é pensato per come libro di testo il secondo é chiaro didatticamente ma a
priori non é scritto per le scuole.
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