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INTRODUZIONE

a stella di neutroni e sicuramente uno degli oggetti astronomici piu affascinanti ed interessanti

da studiare dal punto di vista della fisica. Le sue caratteristiche peculiari la rendono un laborato-

rio ideale per analizzare il comportamento della materia nucleare in condizioni estreme:
I’enorme pressione combinata alle temperature elevate, che si sviluppano nel cuore della stella, crea-
no le condizioni ideali affinché si realizzino molteplici transizioni di fase. La struttura interna di una
stella di neutroni non & ancora stata compresa del tutto. La conoscenza della sua composizione po-
trebbe fornire preziose informazioni circa le proprieta della materia.

La mia analisi di questo eccezionale corpo celeste prendera I'avvio da un’ampia e generale panoramica
sulle caratteristiche delle stelle di neutroni: la formazione, il limite superiore della massa, la struttura,
la rotazione, il raffreddamento ed il campo gravitazionale. Questi argomenti necessitano di una buona
conoscenza in ambito della fisica nucleare e della termodinamica.

Nel successivo capitolo, si espongono le principali transizione di fase che sono state ipotizzate
all'interno della stella di neutroni, nel cui centro & possibile che si realizzi uno stato di quark — gluon
plasma, eventualmente superconduttivo.

In Natura, le condizioni che hanno permesso la formazione del plasma di quark e gluoni si sono verifi-
cate solo per pochi istanti durante il Big Bang. Per tale ragione, una maggiore conoscenza di questa ec-
cezionale classe di stelle darebbe la possibilita di sapere qualcosa di piu sulla dinamica dell’origine
dell’Universo.

Dopo questa introduzione, si passa all’argomento centrale della tesi che riguarda lo studio di una stella
di neutroni nell’ambito di un modello uniforme di materia neutronica. Utilizzeremo allo scopo una
semplice ma efficace equazione di stato per la materia nucleare.



Si partira dalla soluzione delle equazioni di Tolman — Oppenheimer — Volkoff che rappresentano il pun-

to fondamentale per il calcolo delle grandezze pressione e densita di energia di una stella di neutroni. Il
modello, elaborato grazie all’ausilio del software Mathematica, permette di studiare:

I'andamento della pressione p in funzione

o della densita di energia &; p = p(e)
o delraggioR; p =p(R)
o della densita di materia u; p =pu)
e |'andamento della densita di energia € in funzione della densita di materiau; ¢ = e(u)
e |'andamento della distribuzione di massa M in funzione del raggio R; M = M(R)
e il limite superiore per la massa M; Mpyax
e il raggio medio R; R

Per concludere il mio lavoro, ho effettuato una serie di confronti tra i risultati ottenuti in questa ap-
prossimazione e quelli della pili recente ricerca scientifica, riscontrando accordi e limiti del modello.



1. STELLE DI NEUTRONI

. Introduzione

na stella di neutroni si forma in seguito al collasso gravitazionale di una stella massiva, il cui

momento culminante & I'esplosione della supernova. Essa rappresenta, pertanto, uno dei pos-

sibili stadi finali dell’evoluzione stellare. Tali stelle sono quasi interamente composte da neu-
troni, particelle subatomiche con massa approssimativamente uguale a quella del protone ma con ca-
rica elettrica nulla e che sottostanno alla statistica di Fermi — Dirac. L'ulteriore collasso di questa cate-
goria di stelle & impedito dalla pressione di degenerazione dei neutroni, garantito dal Principio di esclu-
sione di Pauli. Questo principio esige che due fermioni qualunque non possano mai occupare lo stesso
stato quantico contemporaneamente. Le stelle di neutroni furono il primo importante oggetto astro-
nomico ad essere prima predetto teoricamente (1934)', due anni appena dopo la scoperta del neutro-
ne per opera di Chadwick (1932)", e solo successivamente confermato sperimentalmente (1968).

Riassumiamo nella tabella seguente i principali parametri che caratterizzano questi oggetti esotici:

TABELLA 1.1
Quantita Unita di misura Valori
Massa masse solari (1.35+2.1)
Raggio km 12
Densita media kg/m3 (3.7+5.9) x 10"
Densita della crosta kg/m3 1x10°
Densita del nucleo kg/m3 (6 +8) x 10"
Campo gravitazionale campo terrestre 10"
Velocita di fuga km/s 100.000
Tabella 1.1:

Elenco dei principali parametri caratteristici di una stelle di neutroni.
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Il. Esplosione di una supernova

Durante la loro storia evolutiva, le stelle brillano per I’energia prodotta al loro interno dalla fusione
della materia nucleare. La temperatura che viene raggiunta sviluppa una pressione idrostatica e radia-
tiva che controbilancia la pressione prodotta dalla forza attrattiva della gravitazione. Terminate tutte le
combustioni nucleari possibili, il nucleo di stelle con massa sufficientemente alta subisce il collasso
gravitazionale: su di esso precipitano le parti stellari esterne. | processi che seguono danno luogo ad
una spettacolare esplosione che libera enormi quantita d’energia conosciuta con il nome di
supernova".

Le supernovae si distinguono per le caratteristiche fisiche che le loro esplosioni manifestano.

e Tipola
Queste supernovae non contengono elio (‘He) ma mostrano delle linee di assorbimento del si-
licio (*%Si). Ad esplodere & stata una nana bianca facente parte di un sistema binario con una
stella massiccia. Parte della massa della compagna viene trasferita alla nana bianca, fino a
guando quest’ultima non raggiunge il limite di Chandrasekhar. La stella nana inizia a collassare,

ma la condizione di alta densita dello stato degenere della materia e I'energia potenziale gravi-
tazionale del collasso innescano una rapida fusione nucleare degli atomi di carbonio e ossige-
no, regolata dalla temperatura del plasma coinvolto. L'improvviso rilascio di energia produce
una potentissima onda d’urto che accelera i prodotti di fusione oltre la velocita di fuga della
stella, la quale viene letteralmente fatta a pezzi. Laumento di luminosita della stella & conse-
guenza dell’energia liberata nell’esplosione e, durante il tempo in cui si riduce, la supernova e
alimentata dal decadimento degli elementi nichel (**Ni) e cobalto radioattivo (**Co) in ferro
(°°Fe). Infine, poiché il limite di Chandrasekhar & sempre il medesimo, questa classe di super-
novae libera sempre la stessa quantita di energia e presentano, quindi, le stesse luminosita as-
solute. Pertanto, osservando un’esplosione in una galassia lontana si puo risalire alla distanza
della stella.

e Tipolbelc
Queste supernovae non mostrano linee dovute al silicio. Si presume che ad esplodere siano
stelle alla fine della loro vita, i cui strati esterni erano stati spazzati via o a causa del forte vento
stellare o per l'interazione con una stella compagna vicina. Le stelle progenitrici del tipo /b a-
vevano espulso solo idrogeno, mentre quelle del tipo /c sia idrogeno sia elio.



e Tipoll

Questa seconda classe di supernovae ha origine quando il nucleo di una stella molto massiccia
ha prodotto una notevole quantita di ferro, la cui fusione & endotermica e quindi richiede e-
nergia per innescarsi. Nel momento in cui la massa del nucleo di ferro raggiunge il limite di
Chandrasekhar, esso decade spontaneamente in neutroni attraverso un processo di fotodisin-
tegrazione e cattura elettronica e, per effetto della sua stessa gravita, implode. La massa di
neutroni cosi formatasi presenta una temperatura stimata dell’ordine dei cento miliardi di kel-
vin, virtualmente sufficiente a “vaporizzare” I'astro appena formato. | neutroni, in alto stato di
eccitazione termica, perdono energia emettendo bosoni Z°, i quali decadono in coppie neutri-
no — antineutrino: questo intenso flusso di neutrini sottrae un’enorme quantita di energia al
nucleo della stella per trasferirla agli strati esterni. Quando I'onda d’urto raggiunge la superfi-
cie della stella, la sua luminosita aumenta drasticamente e gli strati esterni vengono sparati
nello spazio. Il nucleo della stella forma cosi una stella di neutroni. Queste supernovae sono
meno luminose, nonostante derivino dal collasso di stelle di massa maggiore, perché I'energia
gravitazionale e in parte spesa per compensare un intenso irraggiamento neutrinico.

lll. Limite di Chandrasekhar

Quando un gas di fermioni si raffredda, essi sono impossibilitati ad occupare tutti lo stato di energia
minima, per cui occuperanno stati pil energetici, creando una pressione la cui origine € puramente
guantomeccanica.

Il limite di Chandrasekhar", indicata dal simbolo M, rappresenta il limite superiore per la massa di
una stella degenere stabile.

In condizioni normali, il calore generato da una stella sostiene il peso della sua stessa atmosfera.
Quando la stella esaurisce il suo combustile nucleare, gli strati esterni collassano sul nucleo. Se la stel-
la, tuttavia, possiede una massa minore di M, il collasso € impedito dalla pressione di degenerazione
di elettroni o neutroni, per nane bianche e per stelle di neutroni rispettivamente. Il risultato € una stel-
la degenere stabile.

Se una stella incapace di produrre ulteriore energia ha una massa superiore, la pressione di degenera-
zione e insufficiente a contrastare la gravita. Poiché i neutroni hanno una massa circa 2000 volte mag-
giore a quella degli elettroni, essi acquistano energia piu lentamente e sopportano una maggiore forza
di gravitazione. Il limite di Chandrasekhar deriva dagli effetti della relativita speciale. | neutroni, che
sono soggetti alla statistica di Fermi, non posso occupare il medesimo stato quantico.



Le energie in cui si trovano questi neutroni sono significative rispetto la loro massa a riposo e la loro
velocita si avvicina a quella della luce, rendendo inadeguato il modello classico, il quale prevede un vo-
lume inversamente proporzionale alla massa della stella. Per il modello relativistico, deve esistere un
limite alla massa consentita per un corpo a simmetria sferica, autogravitante, e supportato dalla pres-
sione di degenerazione.

L'espressione matematica per il limite di Chandrasekhar é:

() ) L]

~ — 1.1
w5 — (1)
Questa formula & davvero notevole perché contiene tre costanti fondamentali (h, c e G), le quali rap-
presentano gli effetti combinati della meccanica quantistica, della relativita e della gravitazione ne-

wtoniana sulla struttura della stella degenere.

Nel casoin cui Z/A = 0.5, il limite vale 1.44 masse solari.

IV. Struttura delle stelle di neutroni

Le stelle di neutroni hanno una massa simile a quella del Sole, ma il loro raggio € circa 70.000 volte piu
piccolo rispetto a quello della nostra stella. La loro densita media & quindi dell’ordine di 10** volte pil
alta di quella del Sole. Questi valori sono i pil alti conosciuti e sono impossibili da riprodurre sperimen-
talmente. Valori simili si riscontrano solo nei nuclei atomici, tanto che le stelle di neutroni possono es-
sere considerate come nuclei atomici giganti, tenuti insieme dalla forza gravitazionale.

Una stella di neutroni di massa pari a 1.4 masse solari & composta di 1.4 Ms/m, = 10”7 neutroni.” Per
apprezzare la natura esotica del materiale che costituisce una stella di neutroni e le difficolta che im-
plicano nel calcolo dell’equazione di stato, si immagini la configurazione d’equilibrio di 10°” nucleoni
(neutroni e protoni), insieme ad un numero sufficiente di elettroni liberi per mantenere nulla la carica
elettrica.

Per iniziare, a basse densita, i nucleoni si trovano nei nuclei di ferro, per i quali @ massima I’energia di
legame per nucleone. Questo ¢ il risultato della condizione di minima energia tra la forza repulsiva
coulombiana tra protoni, la forza attrattiva nucleare tra tutti i nucleoni ed il principio di Pauli.

Tuttavia, & importante sottolineare che quando la densita raggiunge il valore di 10° kg/m? gli elettroni
diventano relativistici. Subito dopo, la configurazione d’energia minima di protoni e neutroni cambia
perché gli elettroni cosi energetici possono convertire i protoni dei nuclei di ferro in neutroni, attraver-
so il processo di cattura elettronico (processo B inverso):



pt+e ->n+v, (1.2)

Dal momento che la massa del neutrone & leggermente maggiore della somma della masse del pro-
ne e dell’elettrone (m,c? — mpc2 —m,c? = 0.78 MeV), I'elettrone deve fornire la propria energia
cinetica per guadagnare quel divario d’energia. Tuttavia, all'interno delle condizioni di completa dege-
nerazione degli elettroni, non ci sono stati liberi disponibili da occupare per un elettrone emesso, e per
tale motivo i neutroni non possono ritornare ad essere protoni.

A densita maggiori, la configurazione piu stabile dei nucleoni & quella in cui neutroni e protoni si trova-
no in un reticolo cristallino formato da neutroni sempre piu ricchi in neutroni. Questo processo € noto
come neutronizzazione e produce una sequenza di nuclei come 5¢Fe, $3Ni, SaNi, S§Ni, S¢Kr, ... 118K

In condizioni normali, questi nuclei con neutroni in eccesso sarebbero convertiti immediatamente at-
traverso il decadimento B standard. Solo recentemente alcuni di questi nuclei possono essere prodotti
e studiati nei nostri laboratori.

Quando la densita raggiunge il valore di 4x10" kg/cm®, la configurazione di minima energia & quella in
cui alcuni neutroni si trovano all’esterno dei nuclei. La comparsa di tali neutroni liberi € denominata
gocciolamento di neutroni e segna I'inizio di una miscela a tre componenti: reticolo cristallino di nuclei
ricchi di neutroni, neutroni liberi non relativistici, ed elettroni relativistici.

Il fluido di neutroni liberi ha I'impressionante proprieta di non essere viscoso. Questo si spiega con
I"'avvenuto accoppiamento di due neutroni degeneri, per effetto della componente attrattiva a corto
range della forza nucleone — nucleone (pairing)". La combinazione di due fermioni (come i neutroni,
appunto) e un bosone, il quale non e soggetto alle restrizioni del Principio di Pauli.

Dal momento che i bosoni degeneri possono tutti occupare lo stato d’energia piu basso, il fluido di
neutroni accoppiati non puo perdere alcuna energia. Esso € un superfluido che scorre senza attrito.
Qualunque vortice o turbolenza presenti all’interno del fluido continuera ad esistere per sempre, senza
fermarsi.

Al crescere della densita, il numero di neutroni liberi aumenta, mentre quello degli elettroni diminui-
sce. La pressione di degenerazione dei neutroni supera quella degli elettroni quando la densita e circa
a 4x10% kg/m3. In prossimita del centro della stella, i nuclei si dissolvono e la distinzione tra neutroni
interni ed esterni ai nuclei diventa priva di alcun significato: neutroni, protoni ed elettroni sono cosi li-
beri.

Anche i protoni si accoppiano, formando un fluido superconduttivo con resistenza elettrica nulla. Il
rapporto neutroni:protoni:elettroni raggiunge il valore limite di 8:1:1, come si pud determinare dal bi-
lanciamento tra il processo di cattura elettronica ed il decadimento B, inibito dalla presenza degli elet-
troni degeneri.
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Figura 1.1: Spaccato della struttura interna di una stella di neutroni.
Nella figura sono indicate: 'atmosfera; I'involucro; la crosta; il nucleo esterno; il nucleo interno.

E, inoltre, mostrata la composizione della materia della stella:

e nelriquadro A, i neutroni passano dallo stato superfluido della crosta allo stato di materia
omogenea del nucleo;

e nel riquadro B, i neutroni superfluidi della crosta occupano lo spazio lasciato vuoto dai
nuclei del reticolo cristallino, innescando dei vortici;

e nel riquadro C, i neutroni superfluidi del nucleo esterno si mescolano ai protoni supercon-
duttivi.
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Le proprieta della materia nucleare a densita ancora maggiori & purtroppo poco compresa. Una com-
pleta descrizione teorica del comportamento del mare di neutroni, che interagiscono mediante la forza
nucleare forte in presenza di elettroni e protoni, non & ancora disponibile e pochi sono anche i dati
sperimentali sul comportamento della materia per questi intervalli di densita.

Un’ulteriore complicazione & la comparsa delle particelle elementari esotiche come i pioni (i) prodotte
dal decadimento del neutrone in un protone e in un pione con carica elettrica negativa, che avviene
spontaneamente per densita maggiori di 2x10" kg/m?:

n-opt+m” (1.3)

Il primo modello quantitativo di una stella di neutroni fu calcolato da J. Robert Oppenheimer e G. M.
Volkoff dell’'universita di Berkeley nel 1939"". Sebbene i dettagli siano sensibili all’equazione di stato
adottata e gli studi attuali prevedano una struttura piu complessa, & possibile delineare un modello
che mostra alcune caratteristiche tipiche:

1. la crosta esterna € composta da nuclei pesanti, in forma sia liquida sia solida, e da elettroni
degeneri relativistici. Vicino alla superficie, i nuclei probabilmente sono di *°Fe. A densita e
profondita maggiori, si incontrano nuclei a mano a mano sempre piu ricchi di neutroni, finché
non inizia il processo del gocciolamento dei neutroni;

2. la crosta interna & formata da un reticolo cristallino di nuclei, un superfluido di neutroni e da
elettroni degeneri relativistici. Essa termina quando la densita raggiunge la densita dei nuclei
atomici ed i nuclei si dissolvono;

3. il nucleo esterno di una stella di neutroni consiste in primo luogo di neutroni superfluidi, con
una piccola frazione di protoni superfluidi e superconduttivi ed elettroni degeneri relativistici;

4. nel nucleo interno della stella potrebbero trovarsi pioni o altre particelle elementari, come le
particelle strane (A, K,...). E stata inoltre ipotizzata I'esistenza di un plasma di quark e gluoni,

viii

con i quark in stato superconduttivo.
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TABELLA 1.2

Densita di transi- Composizione Pressione di de-
zione (kg/m3) generazione
nuclei di ferro, elettroni liberi non relativistici elettroni
~1x10° GLI ELETTRONI DIVENGONO RELATIVISTICI
nuclei di ferro, elettroni liberi relativistici elettroni
=~ 1x1012 NEUTRONIZZAZIONE
nuclei ricchi di neutroni, elettroni liberi relativistici elettroni
x 4x1014 GOCCIOLAMENTO DI NEUTRONI
nuclei ricchi di neutroni, neutroni liberi, elettroni liberi elettroni
relativistici
x 4%x1015 LA PRESSIONE DI DEGENERAZIONE DEI NEUTRONI DI-
VENTA DOMINANTE
nuclei ricchi di neutroni, neutroni liberi superfluidi, elet- neutroni
troni liberi relativistici
x2x1017 | NUCLEI SI DISSOLVONO
neutroni liberi superfluidi, protoni liberi superconduttori, neutroni
elettroni liberi relativistici
x 4x1017 PRODUZIONE DI PIONI
neutroni liberi superfluidi, protoni liberi superconduttori, neutroni

elettroni liberi relativistici, altre particelle elementari

Tabella 1.2: Composizione, densita di transizione e pressione di degenerazione di una stella di neutroni.
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V. Stati esotici della materia

Fino a questo punto della discussione, sono stati considerati solo tre particelle fondamentali all’interno
di una stella di neutroni (neutroni, protoni ed elettroni) tutti obbedenti alla statistica di Fermi — Dirac.
E ragionevole chiedersi se i mesoni come i pioni o i kaoni possano esistere nella materia condensata,
ed in caso affermativo aspettarsi delle interessanti conseguenze.

| mesoni 1t si presentano con carica negativa, positiva o nulla e possiedono una massa a riposo di circa
139.6 MeV. Poiché la materia nucleare ordinaria € in equilibrio beta nel cuore della stella, quando la
differenza di energie tra neutroni e protoni supera la massa a riposo di i, il decadimento di un neutro-
ne in protone e pione & energeticamente favorito (1.3).

Tenendo conto delle interazioni di tali mesoni con il mezzo nucleare, questo processo potrebbe avere
luogo per densita appena maggiori di quelle nucleari. Ci si aspetta, inoltre, che questi formino un con-
densato di Bose — Einstein (BEC) a temperature sufficientemente basse perché obbediscono alla stati-
stica di Bose e non di Fermi. Una proprieta fondamentale di un gas ideale di bosoni € che al di sotto di
una certa temperatura critica si verifica un occupazione macroscopica dello stato ad energia minimo.

Chiamiamo questa temperatura critica To. Il numero di particelle nello stato fondamentale e fornito
dalla seguente espressione:

N() =N [1 - (Tlo)s/z] (1.4)

Ne consegue che a temperature molto basse, gran parte della particelle si troveranno nello stato con
energia minima, formando il cosiddetto condensato di Bose. Una conseguenza fondamentale di questo
stato della materia &€ che “ammorbidisce” I'equazione di stato perché esso non contribuisce alle pres-

sione.
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VI. Materia di quark

A densita dell’ordine di 4x10"" kg/m?, i nuclei si fondono tra di loro e si dissolvono in un fluido continuo
di protoni e neutroni. Tuttavia, queste non sono particelle fondamentali ma sono composti dai cosid-
detti quark™. Per questa ragione non & sbagliato aspettarsi che quando neutroni e protoni si fondono
insieme, la descrizione della composizione della stella piu appropriata sia quella che tiene conto, ap-
punto, dei quark.

In linguaggio tecnico, si dice che i quark sono delocalizzati. La spiegazione di questo termine & sempli-
ce: non esistono quark liberi perché le forze tra di essi crescono con la distanza, ma per le particolari
condizioni riscontrabili all’interno di una stella di neutroni, tali forze possono essere trascurate e i
quark considerati come essenzialmente liberi. Particelle pesanti come neutrone e protone contengono
al loro interno quark e gluoni (responsabili dell’interazione forte) cosicché essi sono confinati. Ma per
elevate scale di temperatura e densita & possibile che la materia consista di un mare di Fermi di quark.

E interessante chiedersi se un simile plasma di quark e gluoni (quark — gluon plasma) esista vicino al
centro della stella di neutroni. E un questione molto delicata e la risposta & ben lontana dall’essere de-
finitiva. In accordo con le migliori stime disponibili, a bassa densita barionica la transizione di fase da
materia barionica al plasma di quark e gluoni dovrebbe avere luogo ad una temperatura prossima ai
10" K. Viceversa, a temperature estremamente basse una tale transizione si verifica per densitd com-
prese tra le 5 e le 10 volte la densita nucleare.

Tali valori di densita probabilmente non sono raggiunte nemmeno nel cuore di una stella di neutroni,
ma e bene considerare la questione come irrisolta piuttosto che negare ogni possibilita che questo pla-
sma possa formarsi. Inoltre la materia di quark avrebbe anche una luminosita molto intensa legata al
neutrino che potrebbe condurre ad un rapido raffreddamento della stella.
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VIl. Rotazione

Le stelle di neutroni ruotano molto rapidamente dopo la loro formazione, a causa della conservazione
del momento angolare. Una stella appena formatisi puo ruotare alcune volte al secondo; quando orbi-

tano con una stella compagna e ricevono materia da essa, possono aumentare il loro periodo di rota-
zione fino a centinaia di volta al secondo, assumendo una forma oblata sferoidale nonostante la loro
immensa gravita.

Col passar del tempo, le stelle di neutroni rallentano poiché il campo magnetico rotante irradia energi-
a. La velocita con cui rallentano e solitamente costante ed estremamente piccola: il tasso osservato di
decelerazione & compreso tra 10™'% e 10" secondi ad ogni rotazione. Questo vuol dire che una stella di
neutroni che oggi ruota in 1 secondo, tra un milione di anni ruotera all’incirca in 1.03 secondi.”

Talvolta una stella di neutroni pud presentare un rapido ed inaspettato aumento della sua velocita di
rotazione. Questo fenomeno & conosciuto con il nome di glitch. Si suppone che i glitches siano gli ef-
fetti di “stelle-moti”: come la stella rallenta la rotazione, la sua forma diventa piu sferica. Dal momento
che la sua crosta e rigida, essa si frattura per adattarsi alla nuova configurazione sferica. Dopo lo “stel-
la-moto”, la stella avra un raggio equatoriale minore e, poiché il momento angolare si deve sempre
conservare, la velocita rotazionale aumenta.

Recenti studi, tuttavia, riferiscono che uno stella moto non sarebbe in grado di rilasciare sufficiente
energia per un glitch. E stato cosi proposto che essi siano causati dalla transizione di vortici nel nucleo
superfluido della stella da uno stato energetico metastabile ad uno pil basso®.

Un superfluido pud ruotare soltanto formando vortici quantizzati, dove il numero di vortici per
un’unita di superficie & proporzionale al tasso di rotazione. Le linee del vortice si muovono dal centro
della stella verso I'esterno, riducendo la sua densita e quindi la velocita di rotazione del superfluido.

La coesistenza di superfluido e reticolo cristallino nella crosta comporta delle dinamiche rotazionali
ben precise, dal momento che le linee del vortice si fissano ai nuclei del reticolo (pinning). Per questo il
tasso di rotazione impiega mesi o anni per rilassarsi dopo un glitch. Se I'interno della stella fosse stato
formato da materia normale, i processi viscosi avrebbero portato a tempi di rilassamento di gran lunga
minori.

Qual e la spiegazione fisica del pinning? Una linea di vortice € una singolarita nella fase della funzione
d’onda che governa le particelle del superfluido. La velocita del superfluido circolante in una linea di
vortice quantizzata decresce come 1/r, dove r & la distanza dall’asse del vortice. L'energia cinetica di
ciascuna particella decresce come 1/r%, mentre I'energia che ogni particella acquista durante la fase
superfluida — I’energia di condensazione — & circa A*/E;, dove A & il gap di energia del superfluido e E¢ &
I’energia di Fermi.
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Figura 1.2: Densita, composizione e stratificazione di una stella di neutroni.
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Figura 1.3: Rotazione di una stella di neutroni intorno al proprio asso di
rotazione, inclinato rispetto a quello magnetico. Questo é all’origine
dell’effetto faro.
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Ad una distanza critica, chiamata lunghezza di coerenza, ¢, la perdita in energia cinetica supera
I’energia di condensazione. A distanze inferiori, la linea di vortice consiste di un “core” cilindrico che
circonda la singolarita, entro il quale le particelle sono nello stato normale superfluido. Se I'energia di
condensazione varia per lunghezze di scala di ¢, le linee del vortice saranno fissate in certi punti precisi.

Questa appena descritta e la situazione nella crosta di una stella di neutroni, dove la densita e I’energia
di condensazione del superfluido hanno differenti valori dentro e fuori i nuclei. La dimensione del nu-
cleo e circa 10 fm, confrontabile con la lunghezza di coerenza, mentre quella del reticolo & di 30 — 50
fm. Le forze di pinning, percid, tendono a fissare le linee del vortice ai nuclei del reticolo.

La sfida e calcolare e confrontare le energie in due occasioni: quando la linea del vortice attraversa un
nucleo e quando non lo fa. Per stimare I'energia di condensazione all’interno di un nucleo, si combina-
no la densita locale di neutroni superfluidi e il valore di A per un superfluido omogeneo di neutroni alla
stessa densita.

I risultati suggeriscono che la forza di pinning tra un nucleo e la linea di un vortice é circa 0.5 MeV/fm e
pertanto non e in grado di spostare i nuclei dal loro punto d’equilibrio nel reticolo, cosi la linea di vorti-
ce probabilmente si lega solo ai nuclei che si trovano all’interno del proprio “core”.

Le stelle di neutroni possono emettere radiazione elettromagnetica pulsata per I'accelerazione di par-
ticelle vicina ai poli magnetici, che non sono allineati con I'asse di rotazione della stella. Sebbene il
meccanismo non sia del tutto compreso, queste particelle producono fasci coerenti di emissione radio.
Gli osservatori esterni vedono questi fasci come pulsazioni di radiazione, con periodo pari al periodo di
rotazione della stella, quando il polo magnetico & diretto verso di essi. Questa classe di stelle di neu-
troni & chiamata pulsar*.
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VIIl. Raffreddamento

Le misure delle temperature superficiali di una stella di neutroni possono fornirci numerose informa-
zioni riguardanti la struttura e la materia adronica di cui & composta la stella™".

Ci si aspetta che al momento della loro formazione in seguito all’esplosione di supernova, le stelle di
neutroni raggiungano temperature elevatissime, dell’ordine di 10" K. Com’e possibile allora che la
temperatura massima della pulsar del Granchio sia di 10° K sebbene la corrispondente supernova sia
esplosa solo nel 1054 d.C.? Com’ée possibile che la temperatura scenda fino a pochi milioni di gradi in
un migliaio di anni? Il meccanismo dominante di raffreddamento € in una calda stella di neutroni e
I’emissione del neutrino.

A temperature elevate (T > 10°K), il procedimento principale per la perdita di energia & il cosiddetto

Xiv,

processo URCA™:

n—opt+e +7v, (1.5

e +p—on+tv, (1.6)

Questo processo € abbastanza importante se la materia non € degenere. Tuttavia, durante il tempo in
cui la stella di neutroni si & raffreddata fino a raggiungere i 10° K, i nucleoni diventano sempre piti de-
generi e queste reazioni sono sempre piu ridotte. Cerchiamo di capire le ragioni per cui le cose stanno
cosi. Nell’equilibrio beta i potenziali chimici di neutroni, protoni ed elettroni, sono cosi legati:

Hn = Hp t+ Ue (L.7)
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stazioni fisiche a noi conosciute.

20



| soli neutroni che possono decadere sono quelli contenuti nell’intervallo kT attorno alla superficie di
Fermi. Per la conservazione dell’energia, anche i protoni ed elettroni finali devono trovarsi entro lo
stesso intervallo energetico ed il neutrino non puo che avere un’energia prossima a kT.

Inoltre, i momenti di Fermi di protone ed elettrone saranno piccoli rispetto a quello del neutrone a
causa della loro minore densita.® Per cui, un tale decadimento beta del neutrone non pud conservare
contemporaneamente energia e momento. Affinché il processo URCA funzioni, deve esserci allora
gualcosa che assorba il momento in eccesso.

Questo fu fatto notare per la prima volta da Chiu e Salpeter™ nel 1964, i quali suggerirono delle rea-
zioni URCA modificate come di seguito:

n+n—on+p+e +v, (1.8)

n+pt+e —Dn+n+v, (1.9

Un tipico risultato della luminosita del neutrino di questi processi é:

M
L, = (4.95 x 10% —(
b= (495 x 107)

1/3
pnuc) T8 J (1.10)

p s

La temperatura di una stella di neutroni puo essere calcolato come una funzione del tempo. L'energia
termica della stella risiede principalmente nei nucleoni degeneri. Trascurando le interazione tra i nu-
cleoni, la capacita termica di queste particelle e data da:

au

=— 111
T, (1.11)

C, = Nc,

dove ¢, ¢ il calore specifico per particella. L'equazione di raffreddamento é:

au aT

7= G = —(L,+1L,) (1.12)
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dove L, e la luminosita totale dei neutrini e L, la luminosita dei fotoni. Assumendo un emissione di cor-
po nero dalla superficie della stella ad una temperatura effettiva T, si ha:

2

T0km km) T} (1.13)

L, = 4TR?*0T} = (6.54 % 1034)(

A questo punto si possono inserire le luminosita appropriate dei fotoni e dei neutrini nell’equazione
(1.12) ed il suo integrale ci fornisce il tempo che impiega una stella per raffreddarsi da una temperatu-
ra iniziale T; ad una finale T

| calcoli finora esposti considerano neutroni e protoni in condizioni normali e non con comportamenti
da superfluidi. La superfluidita ha due effetti sulla curva di raffreddamento:

1. modifica il calore specifico tendendo a diminuire il tasso di raffreddamento subito al di sotto
della temperatura di transizione ed aumentarlo a temperature molto piu basse;
2. impedisce i processi di formazione del neutrino all’interno della stella.

Inoltre, bisognerebbe tenere conto del campo magnetico prodotto dalla stella, i cui effetti acquistano
una notevole importanza perché riduce la capacita termica relativa all’emissione di fotoni sulla super-
ficie dell’astro.
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IX. Campo gravitazionale

Il campo gravitazionale superficiale™" delle stelle di neutroni & circa 10 volte pili intenso di quello ter-
restre, cosi che la velocita di fuga da una stella di neutroni si aggira sui 100.000 km/s, cioe un terzo del-

la velocita della luce.

Le prime osservazioni di radioemissioni polarizzate di pulsar e, in particolare, la rotazione del piano di
polarizzazione degli impulsi, indicavano la presenza di un campo magnetico. La decelerazione osserva-
ta corrispondeva ad intensita comprese tra 10° e 10° tesla (T). Anche se sono campi davvero molto in-
tensi, non é difficile da darne una spiegazione fisica, perché durante il collasso di una stella il campo
magnetico e fortemente vincolato al plasma ionizzato dal ben noto processo del congelamento del
flusso magnetico.

Il teorema di Alfvén™™" afferma che, in un fluido conduttore con resistivita nulla, le linee di campo ma-

gnetico rimangono congelate in un dato volume del fluido. La sua dimostrazione & abbastanza elemen-
tare nel contesto della magnetoidrodinamica ideale. Questo teorema stabilisce che le linee di campo
magnetico non sono indipendenti dall’evoluzione della velocita del fluido, ponendo un vincolo assai
restrittivo sulla topologia delle linee del campo e ne limita fortemente le possibili configurazioni.

Possiamo capirlo semplicemente pensando ad un fluido conduttore con un campo magnetico solo in
direzioney, B = B, J, e senza la presenza di un campo elettrico. Supponiamo per assurdo che il fluido
riesca a sviluppare una velocita v, nella direzione x che si oppone quindi al campo magnetico B,. Allora,
dal momento che:

|

X

<

E+ =7/ (1.14)

ed il campo elettrico dentro al fluido € nullo, compare una corrente

VB,
n

Jr = (1.15)

In corrispondenza a tale corrente, compare una forza di Lorentz nella direzione x, pari a

v, B3
F, =—j,B, = — "n’y (1.16)

In sostanza, non appena il fluido sviluppa una velocita che si oppone al campo magnetico, compare
una forza che tende ad opporsi a tale forza, la quale diverge per n — 0. Quindi nel fluido si formano
continuamente delle correnti che tendono a congelare la topologia del campo magnetico, ad eccezio-
ne di regioni in cui il campo magnetico € nullo.
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Questo fatto evidenza I'importanza della resistivita: una resistivita anche piccola puo portare
le linee di campo magnetico a rompersi e a riconnettersi in una topologia diversa. Questi fe-
nomeni sono noti come riconnessione magnetica e sono un importantissimo fenomeno nei
plasmi. Poiché la resistivita &€ quasi ovunque molto piccola, tali fenomeni saranno confinati en-
tro regioni spaziali molto piccole, denominate “strati resistivi”, in cui possono formarsi lamine
molto sottili di corrente.

In un collasso sferico I'intensita del campo magnetico aumenta secondo la legge B « r~2

; se
una stella come il Sole ha un campo magnetico di 102 T, si potra avere un valore di 10® T
quando il raggio iniziale si & ridotto di un fatto 10. Le stelle di neutroni sono attraversate da
intensi campi magnetici che ne possono influenzare la struttura interna. Si potrebbe pensare
che i campi vengano espulsi dalle regioni centrali, per via della presenza del fluido supercon-

duttore di protoni, ma il gas di elettroni relativistici degeneri ne assicura invece la presenza.

Per completare il quadro della stella di neutroni dobbiamo anche considerare la rotazione, alla
guale si devono gli impulsi periodici delle pulsar osservati nelle frequenze delle onde radio e
dei raggi X. L'effetto e attribuito alla rotazione di un fascio di raggi emesso dai poli magnetici
della stella verso I'osservatore (effetto faro). La pulsar pil veloce osservata a tutt’oggi € PSR J
1748-2446, con una frequenza di rotazione v di 716 Hz.

E interessante confrontare il periodo di rotazione di una stella di neutroni con la massima e-
nergia rotazionale che puo avere senza disintegrarsi. Si pud stimare approssimativamente tale
limite uguagliando I'energia di rotazione all’energia gravitazionale. Per una stella di neutroni
di massa pari alla massa solare, il periodo critico € una frazione di millisecondo, molto inferio-
re ai periodi osservati di qualunque pulsar.
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2. FASI DELLA MATERIA
NUCLEARE

. Introduzione

ome lo stato di un insieme di atomi o molecole dipende dalle condizioni di temperatura e pres-
sione in un dato istante, cosi lo stato di un nucleo dipende dalla temperatura e dalla densita dei
suoi costituenti, i nucleoni.

La domanda che ci si puo porre € la seguente: qual € 'equazione di stato per la materia nucleare? Nel
loro stato normale di minima energia, i nuclei manifestano delle caratteristiche simili a quelle dei liqui-
paria 0.16 nucleoni/fm3 0, in unita convenzionali, 2.7x10"’ kg/m3.

di e hanno una densita™
In un laboratorio di ricerca, I'unico modo possibile per scaldare i nuclei a temperature significative
attraverso la collisione con altri nuclei. Le temperature che si raggiungono sono dell’ordine di 100
MeV, a cui corrisponde una temperatura di 1.2x10"* K.

Scaldando un nucleo alla temperatura di alcuni MeV, parte del suo “liquido” nucleare evaporera. Co-
noscendo la forma generale dell’interazione tra nucleoni, sappiamo che il liquido nucleare possiede un
proprio calore latente di vaporizzazione e che i nuclei possono essere sottoposti ad una transizione di
fase. E previsto anche che la coesistenza di liquido e gas termini ad un punto preciso, il punto critico
della materia nucleare.
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Figura 2.1:
Diagramma di fase della materia nucleare, come predetto teoricamente.

Lungo I'asse delle ascisse & posta la densita di materia u= n/n, (adimensionale), mentre
I'asse verticale mostra la temperatura T (MeV).

Entrambi gli assi sono mostrati in scala logaritmica e la densita & data in multipli della
normale densita della materia nucleare.

Figura 2.2: Quest'immagine mostra la collisione di due nuclei d'oro.

Ogni linea rappresenta il percorso di una particella prodotta nella collisione. Essa &
registrata elettronicamente; la massa ed il momento di ciascuna particella sono asse-
gnati da un sofisticato software.
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Il. Evidenze sperimentali del quark — gluon plasma (QGP)

| fisici nucleari affrontano le maggiori sfide nel tentativo di esplorare I’equazione di stato della materia
nucleare e queste transizioni di fase. Nonostante le numerose difficolta, abbiamo un chiaro quadro di
come le variabili di stato termodinamiche (temperatura, pressione e densita) possano essere misurate
durante la collisione con ioni pesanti attraverso altre grandezze, quali:

e |'abbondanza di isotopi;

e |a popolazione degli stati nucleari eccitati;

e |e forme degli spettri energetici dai residui della collisione nucleare;
e |a produzione di particelle come i pioni.

Le informazioni sulle dimensioni dei frammenti prodotti dallo scontro tra ioni pesanti, quando la mate-
ria nucleare & vicina al punto critico, forniscono dati essenziali circa I'equazione di stato nucleare. Inol-
tre, ci sono prove evidenti della coesistenza delle fasi ed e possibile fissare il punto critico sul dia-
gramma di fase.

L’area gialla della Figura 2.1 mostra che la transizione di fase tra il liquido nucleare e il gas di nucleoni
non e l'unica transizione di fase che gli scienziati stanno studiando. A temperatura e densita ancora
maggiori, i nucleoni stessi possono subire una transizione di fase.

Possiamo interpretare ogni nucleone come un “contenitore” di quark e gluoni. Questi possono muo-
versi relativamente liberi all’interno del nucleone ma, come prevede la teoria, non possono uscire da
esso: sono confinati. Per questa ragione, non si sono mai individuati dei quark o gluoni indipendenti.
Tuttavia, se fossimo capaci di produrre un gas di adroni estremamente denso, si arriverebbe alla con-
dizione di sovrapposizione di questi contenitori che permetterebbe ai quark e ai gluoni di spostarsi da
un nucleone all’altro per I'intero volume del nucleo atomico.

E questo lo stato di quark — gluon plasma.
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La sfida estrema per gli scienziati & legata al tempo di vita medio del plasma: 10%* secondi. Dopodiché,
la densita e la temperatura raggiunte durante una collisione a ioni pesanti scendono a valori che forza-
no quark e gluoni a ricombinarsi nuovamente negli adroni (particelle interagenti fortemente, in parti-
colare mesoni )™,

Il numero delle particelle prodotte in collisioni relativistiche € impressionante. Per ogni nucleone ini-
zialmente contenuto, ad esempio, in due nuclei d’oro, che collidono con un’energia di 200 GeV/nucle-
one, possono essere prodotti piu di 50 pioni. Il problema principale &, quindi, distinguere tra gli adroni
formatisi dalle ceneri del quark — gluon plasma e quegli adroni creati in un denso gas di soli adroni.

La figura 2.2 mostra una singola collisione di ioni pesanti. Ogni linea rappresenta una particella indivi-
duata e misurata dal campo magnetico del detector, con i colori che indicano i differenti impulsi della
particelle. L'analisi dei dati & volta a capire se la collisione avvenuta mostra una qualunque prova che ci
sia stata formazione di quark — gluon plasma. Le informazioni trasportate dalle particelle energetiche
prodotte negli stadi iniziali e finali della collisione devono essere attentamente interpretate per com-
prendere la fisica del processo di collisione.

Qual ¢ lo scopo dello studio del diagramma di fase della materia nucleare? La risposta € che abbiamo
bisogno di queste informazioni per comprendere la storia primordiale del nostro universo e per com-
prendere degli oggetti ad elevata densita, quali le stelle di neutroni.

In alto a sinistra nella figura 2.1 c’é una regione evidenziata con l'etichetta “Big Bang”, mentre nella
figura 2.3 c’e scritto “Early Universe”. Durante il primo microsecondo dopo il Big Bang, |'intero universo
doveva trovarsi nello stato Ii indicato. Il Large Hadron Collider (LHC) del CERN™ di Ginevra produrra
condizioni del tutto simili a quelle dei primi istanti di vita dell’'universo, creando materia ed antimateria
in egual quantita.

Dall’esperimento ALICE ci si attende di trovare evidenze della transizione di fase al quark — gluon pla-
sma, portando due nuclei di piombo a collidere con una energia nel centro di massa di 5 TeV per cop-
pia di nucleoni.

Sempre nelle stesse figure, c’é una regione evidenziata con “Stella di neutroni”. Alcune teorie preve-
dono che le stelle di neutroni di massa sufficientemente elevata potrebbero raggiungere nel nucleo
densita cosi elevate da produrre uno stato di quark — gluon plasma.

Esaminiamo questo nuovo grafico della figura 2.4 sulla transizione di fase della materia nucleare.

Il grafico si divide in due parti, separate da una fascia di colore verde. La parte inferiore alla curva rap-
presenta la fase adronica, composta in prevalenza da pioni. Anche la materia ordinaria (il nucleo di un
atomo) si trova in questa regione con densita dell’ordine di py=1014 g/cm®. La parte superiore, invece,
rappresenta la fase del plasma di quark e gluoni (QGP). La formazione di questo stato della materia av-
viene o quando la densita barionica e 5 volte la densita nucleare oppure quando si raggiungono tem-
perature dell’ordine di 10** K.
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Figura 2.3: Diagramma di fase per la material nucleare simile al precedente.

Nell’area del gas di adroni c’é una rappresentazione artistica dei quark. La
regione a fase mista mostra I'esistenza sia di adroni sia di quark e gluoni.
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Figura 2.4: Ulteriore diagramma della transizione di fase, in cui & chiaro che la regione del quark
— gluon plasma é interessata dall’universo primordiale, dalle stelle di neutroni e anche dagli e-
sperimenti terrestri nei laboratori (RHIC, LHC).
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Sono questi dei valori assolutamente eccezionali in natura. E sufficiente considerare che la temperatu-
ra al centro del nostro Sole e di circa 10’ K, ben cinque ordini di grandezza in meno della temperatura
necessaria per avere il quark — gluon plasma. In natura, tuttavia, queste condizioni estreme di tempe-
ratura sono state raggiunte per pochi istanti (10° s) durante il Big Bang. Attualmente si ipotizza che
possa esistere uno stato di QGP a temperature basse ma a densita barioniche elevatissime (p = 10™*
g/cm?) nel nucleo delle stelle di neutroni.

Nel grafico sono riportati anche i nomi dei pil importanti esperimenti di fisica (LHC e RHIC) dai cui ri-
sultati sara possibile avere maggiori informazioni circa le transizioni di fase della materia nucleare. Per
produrre in laboratorio lo stato di QGP, bisogna raggiungere condizioni di temperature e densita della
materia elevatissime. Per ottenere queste condizioni, si fanno scontrare tra di loro ioni pesanti di altis-
sime energie.

Le tecniche adoperate per far collidere gli ioni pesanti sono due:

1. tecnica del bersaglio fisso: si accelerano gli ioni finché questi non sono dotati di energie cineti-
che elevate e poi sono inviati contro dei bersagli immobili composti da lamine di materiale pe-
sante (in generale piombo);

2. tecnica del collider: si accelerano alcuni fasci di ioni in una direzione ed altri in direzione oppo-
sta ai primi e si fanno scontrare, l'urto e cosi frontale e tutta I'energia cinetica dei fasci e di-
sponibile nel centro di massa ed &€ molto maggiore di quella disponibile nel primo caso.

Negli urti ad energia molto elevata, la zona di interazione tra i due ioni raggiungera valori di densita
della materia incredibili, circa 6000 volte la densita della materia nucleare ordinaria. Si formera cosi, in
una regione microscopica di circa 100 fm?, lo stato di QGP in cui, per un brevissimo lasso di tempo, i
quark ed i gluoni saranno liberi. Dopodiché la regione si espandera, con la conseguente diminuzione
della densita di materia e della temperatura, il che forzera quark e gluoni a tornare confinati negli a-
droni. Alla fine dell’intero processo saranno emesse circa 20.000 particelle cariche che dovranno esse-
re rivelate e studiate.

Non & purtroppo possibile rivelare sperimentalmente i quark ed i gluoni liberi perché il tempo in cui
non sono confinati & troppo piccolo. Lo stato finale degli adroni a seguito dell’interazione tra gli ioni &
comunque molto diverso a seconda che si sia formato il quark — gluon plasma oppure no. Quindi dal
confronto tra gli urti “tradizionali”, in cui sappiamo che non c’é stata formazione di QGP, e gli urti in cui
sospettiamo che sia avvenuta la transizione di fase, dobbiamo riscontrare delle differenze. In effetti, i
risultati sperimentali degli ultimi anni hanno evidenziato queste differenze, che indicano la formazione
del plasma di quark e gluoni. Queste specie di firme che il QGP lascia di sé nello stato finale dell’urto

xxii

sono chiamate segnature™.

Senza entrare nei dettagli tecnici, forniamo un elenco di alcune di queste segnature:
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e una particella particolare, chiamata J/i e formata da un quark charm (c¢) ed uno anticharm
(), viene prodotta meno frequentemente del normale;

e le particelle che contengono il quark strange (s) sono invece prodotte in abbondanza rispetto

al normale;

¢ infine, la formazione di jet, ossia di gruppi particelle vicine che viaggiano nella stessa direzione,

€ ostacolata.

e Per capire se lo stato di plasma ha avuto luogo e per studiarne le proprieta intrinseche, occorre

rivelare ed analizzare in dettaglio le caratteristiche delle migliaia di particelle che si sono for-

mate dopo l'urto.

Proponiamo infine una tabella riassuntiva

quark —gluon plasma e per un liquido.

xxiii

delle caratteristiche generali delle transizioni di fase per il

Tabella 2.1

Quark - Gluon Plasma Liquido
Soppressione di canali I/ Risonanza gigante di dipolo
Fenomeno critico Deconfinamento Multiframmentazione
Tempo di equilibrio e di rilassamen- | teq=1fm/c teq= 100 fm/c

to

Parametri critici

e Temperatura critica

e Temperatura critica

(Tc= 170 MeV) (Tc= 5 MeV)
e Esponenti critici e Esponenti critici
Fluttuazioni Temperatura e molteplicita | Energia

(capacita termica negativa)

Tabella 2.1:

Riepilogo delle principali caratteristiche delle transizioni di fase per il quark — gluon plasma e per i liquidi.
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Figura 2.5:

Collisioni tra ioni pesanti ad energie intermedie. Sono rappresentate tutte le fasi successive
all’urto: a partire dai nuclei proiettile e bersaglio si giunge ai decadimenti, dopo le fasi di
compressione, espansione e frammentazione.

tempo

Particelle prodotte

Pre-equilibrio
Spazio

Pb

Figura 2.6:

Evoluzione spazio — temporale di un urto Pb — Pb, in seguito al quale si ha la formazione del QGP.
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3. CALCOLO DELLE EQUA-
ZIONI DI STATO (EOS)

. Introduzione

| calcolo della struttura™" di una stella di neutroni coinvolge molteplici aree della fisica, quali, ad
esempio, la termodinamica, la fisica nucleare e la meccanica relativistica. Per le mie applicazioni ho
adoperato il software Mathematica.

Il discorso prendera le mosse dall’enunciazione delle equazioni di To/man — Oppenheimer — Volkov
(TOV) che rappresentano il punto fondamentale del calcolo delle grandezze pressione e densita di e-
nergia per una stella di neutroni.

Successivamente, si introdurra una descrizione del modello del gas di fermioni, ricavando delle espres-
sioni per la pressione e per la densita di energia in funzione del momento k e della massa della parti-
cella. Tali espressioni possono poi essere notevolmente semplificate considerando due casi limiti (rela-
tivistico e non relativistico) ed introducendo delle grandezze adimensionali.

Dopo questo lavoro di preparazione, le conoscenze acquisite saranno adoperate per calcolare pressio-
ne e densita di energia delle stelle di neutroni. In primo luogo, saranno considerate le stelle di neutroni
pure, per poi estendere lo studio anche a stelle composte da diversi tipi di particelle. Al fine di rendere
ancora piu verosimili i nostri risultati, saranno introdotte anche le interazioni nucleari tra i nucleoni,
poiché alle densita presenti all’interno di una stella di neutroni, queste non possono essere certo tra-
scurate.
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Il. Equazioni di To/man — Oppenheimer — Volkov (TOV)

La formulazione delle equazioni di struttura derivante dalla meccanica classica newtoniana ¢ la se-
guente:

d_p _ Gp(r)M(r) _ Ge(r)M(r)

= 3.1
dr r? c?r? @D
dm amr?e(r)

- = anr2p(r) = —Qa (3.2)

Qui G & la costante gravitazionale di Newton (6.674 x 10 Nm’/kg?), p(r) & la densita della massa alla
distanza r dal centro (in kg/m?), £(r) & la corrisponde densita di energia (in J/m’®) e M(r) & la massa to-
tale all’'interno di una sfera di raggio r.

E importante notare che, nella seconda parte delle precedenti equazioni, ci si & un po’ allontanati dalla
fisica di Newton, definendo la densita di energia (r) in termini della densita di massa p(r) in accordo
con I'equazione di Einstein dalla relativita speciale:

e(r) = p(r)c? (3.3)

Questo permette di adoperare le precedenti equazioni classiche anche in contesti in cui gli effetti della
relativita generale sono importanti.

La formula newtoniana (3.1) funziona correttamente soltanto in regimi in cui la massa della stella non
e cosi elevata da distorcere lo spazio — tempo; cioeg, in quei casi in cui gli effetti relativistici non sono
rilevanti. L'equazione differenziale per M (r) rimane valida anche nel caso relativistico. Le correzioni
relativistiche diventano rilevanti quando I'energia potenziale gravitazionale assume valori non trascu-
rabili rispetto alla massa a riposo. Questo permette di introdurre un parametro contente G, che ha le
dimensioni di una lunghezza, e attraverso il quale € possibile determinare in quali casi le correzioni re-
lativistiche debbano essere inserite:

vV GM

l:—:—
mc?  Rc?

(3.4)

Per rendere relativisticamente corretta la formula (3.1) e sufficiente inserire tre fattori adimensionali:
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(3.5)

dp Gs(r)]\/[(r) p(r) anr3p(r) ZGM(r)
dr~ c¥r? ] [ M(r)c? ] [

| primi due fattori dentro le parentesi quadre rappresentano le correzioni della relativita speciale di
ordine v°/c’. Questo puo essere facilmente compreso considerando che, nel limite non relativistico, la
pressione p va come ki /2m=mv’/2 mentre € e M'c’ vanno come mc’. Cosi, questi fattori si riducono ad
1 nel limite non relativistico. L'ultimo fattore ¢, invece, una correzione della relativita generale e la
grandezza di G M /c’r determina la sua importanza.

E importante notare che i fattori di correzione sono tutti definiti positivi: la relativita rafforza la gravita.

La coppia di equazioni (3.1 — 3.2) dovranno essere integrate da r=0 per un certo valore iniziale della
pressione p, fino al punto in cui p(R)=0, determinando cosi la massa della stella M=M(R) ed il suo rag-
gio R. Queste equazioni comportano un bilanciamento tra le forze gravitazionali e la pressione interna.
La pressione e una funzione dell’equazione di stato ed in certe condizioni pud non essere sufficiente a
contrastare |'attrazione gravitazionale. Pertanto, le equazioni di struttura implicano I'esistenza di un
limite superiore per la massa che una stella pud sopportare.

lll. Modello del gas di Fermi

Per elettroni liberi il numero di stati dn disponibile per momento k nell’unita di volume é:

@k 4nkdk »
nE ARy (k) (36)

Integrando la precedente relazione si ottiene la densita del numero di elettroni:

kg
__or szdk— ki 3.7
~ (2mh)3 "~ 3m2AK3 S
0
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Il fattore moltiplicativo 2 inserito nell’equazione (3.7) deriva dal fatto che ci sono due stati di spin per
ciascun livello di energia dell’elettrone. In questo caso krc, I'energia di Fermi™’, & la massima energia
permessa agli elettroni all’interno della stella. Questo & un parametro che varia con la massa totale
della stella e con la sua storia, ma nei calcoli saremo liberi di fissarlo a nostro piacere.

Trascurando la massa degli elettroni rispetto a quella dei nucleoni, possiamo stimare la densita di mas-

sa della stella in questo modo:

(3.8)

dove A/Z & il numero di nucleoni per elettroni. Si noti che, siccome n e funzione di k, lo & anche p.

Con l'aiuto di Mathematica, si puod calcolare®™” il contributo alla densita di energia da parte degli elet-

troni, inclusa la loro massa a riposo:

_kr
g = (271/‘1)3,[ k? [(k2c?2 +m2c)dk = ¢ f e u?(W? + Ddu =
= %[x(sz +1Dy(x2+1) - sinh‘l(x)] (3.9)

Dove €’ porta le dimensioni di una densita di energia per volume:

macd r
¢ = = 142 x 104 =5 (3.10)

La densita di energia totale e allora:
A
& = nmyc? 7 + &, (kg) (3.11)

Per ricavare I'equazione di stato abbiamo bisogno di un’espressione per la pressione. Dalla prima legge
della termodinamica sappiamo che dU=dQ-dL=dQ-pdV, per cui alla temperatura fissata di T=0 (per la
quale dQ=0) si ha:
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&
A5 _ e (3.12)

La densita di energia qui adoperata & quella totale che si ricava dalla equazione (3.11). Le quantita
u=de/dn; definite nell’ultima uguaglianza sono conosciute con il nome di potenziali chimici™". Utiliz-
zando l'equazione (9), lasciando che il software svolga dei calcoli del tutto analoghi ai precedente,
I’equazione (3.12) ci fornisce la pressione:

p(kp) =

kg
8m f k* "
3(2mh)3 ) [(k2c? + mZ2c%)

= % |x(2x? = 3)J/GZ + 1) — 3sinh ™' () (3.13)

| risultati degli integrali per la densita di energia e per la pressione sono un po’ complicate, data la pre-
senza in entrambe della funzione inversa del seno iperbolico. Tuttavia, € molto utile tracciare il grafico
di € in funzione di p per valori del parametro k (Osk:<2m.). Il software Mathematica presenta anche dei
comandi per il disegno di grafici. Questa curva mostra un andamento molto simile a quello della fun-

/

zione € e ¢’é una buona ragione perché le cose stiano cosi.

Si consideri ora il caso relativistico, in altre parole quando k>>m.. E possibile allora semplificare note-

volmente I'equazione (3.13):

! ke/me "slkp\*  he (3mZ
€ € F c n°Zp
kp) = — Sdu=— ( ): = Ko /3 3.14
p(kr) 3]0 WA= Nmee) T 1202\ amy, rel® (.14
Dove:
K = he [ 3m2z \*3 215
el T 12m2 \ Amy c? (3.15)

Un’equazione di stato cosi semplice & detta “politropa” e la corrispondente stella prende il nome di
politropica. Il vantaggio delle equazioni politrope & che permettono di risolvere numericamente le e-
guazione di struttura in modo piuttosto facile.
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Passiamo ora al caso non relativistico, quando cioe kr<<m,. Con un procedimento simile al precedente

e possibile calcolare la pressione:

/s Rz (3022 \*°
P = Knon ret€ (3.16) Knon ret = 15n2me Amch (3.17)

Dal momento che la pressione e la densita di energia devono essere quantita omogenee, le unita di
misure delle due costanti sono: [erg™] per K. € [erg™] per Knon rer-

p (erg/cm?)

0.0001
0.00008
0.00008
0.00004

0.00002

£ (erg/cm 3)
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

Figura 3.1:

Relazione tra pressione p (erg/cms) e densita di energia € (erg/cms) nel modello a gas di Fermi, per valori del
parametro 0<k;<2m..

Si noti, in particolare, come la pressione sia molto minore della densita di energia, poiché quest'ultima é
dominata dai nucleoni massivi.
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IV. Equazione di struttura per una stella politropica

E nostra intenzione, ora, esprimere tutti i risultati in unita di kilometri km e masse solari Ms. Per rag-
giungere tale scopo e utile definire in modo adimensionale la massa della stella M (r), la pressione p e
la densita d’energia €.

_ M
) =

D = &D &= g€ (3.18)

€0 ha le dimensioni di una densita di energia e la scelta del suo valore & del tutto arbitraria. La prima

equazione di struttura newtoniana si riscrive cosi:

dp(r) R e(r)M() G Mg
ar ~ % 2

Ro =~ = 147km (3.19)

Le costanti presenti nella formula sono state riunite nel termine Ry; questa grandezza corrisponde a
meta del raggio di Schwarzschild™" per il nostro Sole. Per una stella politropica™”, possiamo scrivere:

P\ _
&= <:) K =Keg" ! (3.20)

Ora risolviamo I’'equazione (20) rispetto a p:

dp(r)  ap(r)YM(r) Ry Ro
dr T2 ‘= K (Keoy_l)l/y

(3.21)

L’equazione (3.21) ha le dimensione dell’'inverso di una lunghezza (1/km), dal momento che a & una
lunghezza cosi come R,. E possibile scegliere qualunque valore per a poiché g, & ancora libero. Per un

dato valore di 0, g, cosi fissata:

6 = [l (ﬁ)y]ﬁy (3.22)
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Ora dobbiamo riscrivere la seconda equazione di struttura newtoniana in funzione dei parametri adi-
mensionali:

dM(r) ye 41e,
= /Y —
o =) P Mgc2(Keg? " D)/Y

(3.23)

L'equazione (3.23) ha le dimensioni dell’inverso di una lunghezza (1/km), poiché B ha le dimensioni
dell’inverso di un volume (1/km’).

V. Integrazione numerica di una stella politropica

Il nostro compito € ora quello di integrare le due equazione differenziali del primo ordine (3.21 — 3.23),
dall’origine (r=0) fino al punto R dove la pressione diventa nulla (p(r) = 0). Per fare questo abbiamo
bisogno soltanto di conoscere il valore iniziale di p(0), dal momento che il valore di 1\71(0) sappiamo
gia che deve essere 0. Il raggio R della stella e la sua massa totale M varieranno, percio, in funzione del-
la scelta di p(0). Con lo scopo di assicurarci la stabilita numerica delle soluzioni delle due equazioni,
vogliamo che a e B non differiscano troppo tra di loro e che, magari, non differiscano troppo dall’unita.

Le equazioni (3.21 — 3.23) sono non lineari: infatti, a causa della presenza del fattore p(r)'/?, le solu-
zioni diventeranno complesse quando p(r) < 0 o, se si preferisce, quando r>R. Per questa ragione vo-
gliamo riconoscere quando questo accade.

Il frammento di programma che svolge questa funzione & contenuto all’interno dell’appendice (B.1).
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VI. Stelle di neutroni pure

In questo studio della struttura delle stelle di neutroni, useremo il modello del gas di Fermi per una
stella di neutroni pura, senza protoni od elettroni. E facile capire come questo modello & irrealistico
perché presenta due difetti:

1. una stella di neutroni non & composta di soli neutroni, ma contiene una piccola frazione di pro-
toni ed elettroni (questo per impedire al neutrone di decadere in protone ed elettrone per
I'interazione debole);

2. il modello del gas di Fermi ignora del tutto l'interazione forte nucleone — nucleone, il quale
contribuisce in modo importante alla densita di energia.

Entrambi i punti saranno trattati successivamente.

A. CASO NON RELATIVISTICO: ke<<m,

Per ottenere I'equazione di stato di una stella di neutroni pura si possono adoperare le equazioni pre-
cedentemente ricavate, prestando attenzione a sostituire la massa dell’elettrone m, e la massa del nu-
cleone my con la massa del neutrone m;,.

Quando kr<<m, ci si trova ancora dinanzi ad un’equazione politropa, la quale pero presenta un espo-
nente pari a 5/3. Il Ko, e COrrispondente varra:

cm?

(3.24)

Knon ret =

K2 ( 32z

5/3
= 6.483 x 1072¢
1572m, )

Am,c? erg?/3
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Ponendo a nostro piacimento a=1 km, si trova che il fattore di scala dell’equazione (3.22) é:

1.603 x 1038 erg 0.08969 Msc* (3.25)
& = 1. —==0. )
0 cm3 km3
E da esso si ricavano:
K =1914 g =0.7637km™3 (3.26)

Si noti che in questo caso, i valori di a e di B sono di grandezza paragonabile. Stimando la densita
d’energia media per una tipica stella di neutroni (massa = Ms e raggio=10km), ci si aspetta che un buon
valore di partenza per la pressione centrale (0) sia dell’ordine di 10* o meno.

Il calcolo dei valori riprende in buona parte quello spiegato per il precedente frammento di program-
ma. Tuttavia, & doveroso fare alcune considerazioni per inserire le correzioni relativistiche nelle equa-
zioni di stato (TOV).

Il frammento di programma é contenuto all’interno dell’appendice (B.2).

Riassumiamo in una tabella i valori trovati per il raggio e la massa di una stella di neutroni con equa-
zioni di stato newtoniane e relativistiche ed in funzione della pressione centrale.

Tabella 3.1
Newton Relativita generale
p(0) R (km) M (Ms) R (GR) M (Ms)
107" 16.5 0.775 15.25 0.603
1073 20.8 0.388 20.00 0.349
107 26.3 0.194 25.75 0.186
Tabella 3.1:

Valori classici e relativistici del raggio e della massa di una stella di neutroni

Si nota facilmente come gli effetti della relativita generale sono piccoli ma non trascurabili. Inoltre,
come la massa diminuisce, cosi |'attrazione gravitazionale diminuisce e la stella si estende per un rag-
gio maggiore.
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B. CASO RELATIVISTICO: ke>>m,,

Anche in questo caso abbiamo un’equazione di stato politropa, ma con coefficiente y=1. Infatti, p=¢/3
€ un ben conosciuto risultato per un gas relativistico. La conversione a quantita adimensionali diventa
molto semplice in questo caso, con la relazione K=K=1/3.

Tuttavia, occorre prestare una maggiore attenzione al procedimento che si esegue. Il programma scrit-
to per la sezione precedente non € piu valido, poiché il ciclo su 7 spazza tutto il suo intero dominio,
senza che la pressione diventi mai a 0.

Lasciando girare quel programma, sebbene si apportino le correzioni necessarie, esso fornisce a primo
sguardo dei raggi di dimensioni enormi, maggiori di 50 km. Si comprende cosi che I'equazione di stato
del gas relativistico € inappropriato per pressioni cosi basse.

Allo scopo di evitare la trappola del gas relativistico, & necessario trovare un’equazione di stato per il
gas di Fermi di neutroni non interagenti che opera con tutti i valori del parametro x=k;/m,c. Prendendo
I'ispirazione dalle due equazioni politrope, si puo eseguire un best — fit tra densita di energia e pressio-
ne, entrambe date come funzioni trascendenti di k¢, nella forma:

E= AngP®/® + Agp (3.27)

Per basse pressioni il primo termine non relativistico domina sul secondo. E’ sempre utile ricavare un
fattore g, che in questo caso & naturale definire come:

4.5 2
g = M _ 5346 x 10%6 29— 0.003006 Msc (3.28)
(372h)3 cm3 km3

Attraverso il software Mathematica si puo scrivere in modo semplice un tabella di valori esatti di £ e di
p. | valori adimensionali di Ayg e Ag possono essere trovati mediante la funzione preimpostata per il
best — fit. Si puo trovare il relativo codice all’interno dell’appendice (B.3). L'equazione di best — fit risul-
ta essere:

£=12.20626p%° + 2.93223p (3.29)
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Tabella 3.2

pbar[x] espbar[x] x
0.000063 0.008095 0.20
0.001941 0.066989 0.40
0.013891 0.238006 0.60
0.054483 0.601197 0.80
0.153738 1.260475 1.00
0.352873 2.346349 1.20
0.703738 4.017218 1.40
1.268370 6.459947 1.60
2.118711 9.890112 1.80
3.336448 14.552096 2.00
5.012934 20.719121 2.20
7.249139 28.693261 2.40
10.155636 38.805435 2.60
13.852583 51.415405 2.80
18.469729 66.911768 3.00
24.146404 85.711950 3.20
31.031526 108.262205 3.40
39.283598 135.037604 3.60
49.070711 166.542038 3.80
60.570549 203.308211 4.00

Tabella 3.2: Grandezze adimensionali della pressione e della densita di energia

Con il valore di gy ottenuto nell’equazione (3.28) e scegliendo a=Ry,=1.476km, otteniamo 6=0.03778. |
risultati dei nostri calcoli con un valore di partenza p(0)=0.01 sono:

Tabella 3.3
Newton Relativita Generale
p(0) R (km) M (Ms) R (km) M (Ms)
1072 15.0 1.037 13.4 0.717
Tabella 3.3:

Valori classici e relativistici di raggio e massa di una stella di neutroni

Per stelle cosi massicce, gli effetti della relativita generale sono significativi, dal momento che la gran-
dezza [ assume un valore pari al 10% del raggio. Nel grafico 3.2 & tracciata I'equazione di best — fit; nei
due successivi, sono riportati i valori di p(r) e di M(r) per una stella di neutroni pura con una pressio-
ne centrale p(0)=0.01, usando un fit per le equazioni di struttura del gas di Fermi valido per ogni valo-
re di k.
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Figura 3.2:

e Con la linea nera continua e sottile, & rappresentata la relazione tra le componenti adimen-
sionali della pressione e della densita di energia per una stella di neutroni espressa dalle for-
mule (3.13) e (3.9) rispettivamente.

e Con la linea blu tratteggiata e spessa, & rappresentato il best — fit della medesima relazione,
espressa nella formula (3.29).

Si ricorda che p (1) e € sono quantita adimensionali.
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Figura 3.3: il grafico rappresenta I’landamento della pressione p (adimensionale) dal centro della
stella di neutroni fino agli strati esterni nei due modelli:

e Newtoniano, linea sottile;
e Relativistico, linea spessa.

M(r) (M)
1 L
08}
06Ff
04t Newtoniano
Relativistico
0.2F
r (km)

2 4 6 8 10 12 14

Figura 3.4: il grafico rappresenta I'andamento della distribuzione di massa M(r) (Ms) dal centro della
stella di neutroni fino agli strati esterni nei due modelli:

e Newtoniano, linea sottile;
e Relativistico, linea spessa.
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VII. Limite superiore per la massa

E molto interessante eseguire dei calcoli per un ampio intervallo di valori di p(0) e disegnare in un gra-
fico la relazione tra massa M e raggio R della stella in funzione della pressione centrale.

Le stelle di piccola massa e piccolo raggio si posizionano a destra nel grafico e corrispondono a piccoli
valori di partenza per la pressione p(0). Al crescere della pressione, la massa totale che la stella puo
sopportare aumenta e, maggiore diviene la sua massa, maggiore diviene anche I’attrazione gravitazio-
nale rendendo cosi il raggio pil piccolo.

Alla pressione di circa p(0) = 0.03 si arriva il punto piu alto della curva, raggiungendo un limite supe-
riore per la massa di 0.8 Ms ed un raggio di 11 km.

SXXX,

Alle soluzioni a sinistra del picco massimo corrispondono stelle instabili™: I'effetto della forza gravita-
zionale non & pil controbilanciato dalla pressione interna ed € quindi inevitabile il collasso dell’oggetto
in un buco nero.

Esaminiamo ora il motivo per cui eravamo preparati per un grafico del genere.

In termini generali, la componente termica della pressione in stelle fredde e per definizione trascurabi-
le. Per cui le variazioni della densita di energia € e della pressione p sono causate soltanto dal cambia-
mento della densita di materia.

Nel caso newtoniano, un incremento nella densita produce un aumento proporzionale nella densita
d’energia, il cui effetto € un rafforzamento dell’attrazione gravitazionale. Per bilanciare tutto questo, si
richiede che la pressione aumenti sufficientemente.

Tuttavia, il tasso con cui la pressione varia rispetto alla densita di energia € legato alla velocita del suo-

no. Una volta che si accetta questo vincolo, si puo tranquillamente concludere che tutti gli oggetti
compatti e freddi incorreranno in una situazione in cui qualunque aumento nella densita provoche-
rebbe un’attrazione gravitazionale aggiuntiva che non puo essere compensata da un corrispondente
aumento di pressione. Questo porta inevitabilmente a fissare un limite superiore per la massa.

Le correzioni relativistiche, dal canto loro, agiscono come “amplificatori” di gravita e ci si aspetta che
tale limite per la massa cada ad un valore inferiore.

47



M (Ms)

0.8

0.6

0.4

0.2

r (km)

Figura 3.5:

Il grafico mostra 'andamento del limite superiore della massa (Ms) di una stella di neutroni pura in funzio-
ne del raggio (km) della stessa.

L’aspetto importante da notare & che, per valori situati a sinistra del massimo della funzione, le stelle in
guestione sono instabili e quindi soggette al collasso gravitazionale.
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VIIl. Stelle di neutroni con protoni ed elettroni

Come gia spiegato all’inizio della precedente sezione, le stelle di neutroni non sono esclusivamente
composte da neutroni, ma devono esserci delle significative frazioni di protoni ed elettroni. Senza la
presenza delle altre due particelle, il neutrone™ libero decadrebbe per effetto dell’interazione debole
(n = p+e” + V,) nell’arco di circa 800 secondi.

Infatti, proprio I'esistenza delle stelle di neutroni ci conferma la loro impurezza. | prodotti del decadi-
mento hanno basse energie a causa della differenza minima di massa-energia di neutrone e protone e
la maggior parte dell’energia & portata via dall’elettrone e dal neutrino. Se tutti i livelli di bassa energia

XXXii

per i protoni sono gia occupati, il principio di esclusione di Pauli”™ acquista importanza ed impedisce

che il decadimento avvenga.

Lo stesso ragionamento vale per gli elettroni, ma in ogni caso gli elettroni devono essere presenti per
garantire la neutralita della stella, annullando la carica elettrica positiva degli elettroni. Proprio I'ugual
numero di elettroni e protoni implica che i loro momenti di Fermi siano uguali:

kF,p = kF,e (329)

Imponiamo anche che I'equilibrio per I'interazione debole sia garantito, cioé che per quanti neutroni
decadono, altrettanti vengono creati per la cattura elettronica da parte del neutrone (p +e~ ->n +
v, ). Questo bilanciamento puo essere espresso in forma di potenziali chimici delle tre specie di parti-
celle:

Hn = Hp t Ue (3.30)

Ripetiamo per comodita la definizione di potenziale chimico di una particella in unita naturali (c=1):

de
,ui(kF_i) == (kf,'i + mLZ) i=n,p,e (3.31)

49



Dalle equazioni precedenti possiamo trovare un vincolo per determinare kg, per un dato kg ,:

JOda v md) = (02, +m3) = [(Fo+md) =0 (332)

(K2, +m2 —m2)" — 2m2(k2,, +m2 +m2)” + m3

kg, k =
rolkes) W, +m)
m
K‘en_’ 0 ki, +mi—m3

(3.33)
(K, +m3)

La densita di energia totale € la somma delle singole densita di energia e lo stesso discorso vale per la
pressione totale:

kFl

f= Y B= Y = f eI rmDdk=e » aGy) (339

i=n,p,e i=n,p,e i=n,p,e

kFl

dk = ¢ 2 P (xi, v (3.35)

Ptot = Z pi = Z 3712?1[ '
i=n,p,e i=n,p,.e ’ k2+m i=n,pe

Anche in questo caso si posso creare delle tabelle di valori di &;; in funzione di p;,: per un appropriato
intervallo della variabile kg, e si pud trovare I'equazione di best — fit, i cui coefficienti non sono molto
cambiati da quelli trovati per una stella di neutroni pura:

&=25721p%5 + 2.8913p (3.36)
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IX. Introduzione alle interazioni nucleari

Le interazioni nucleone — nucleone possono essere incluse nelle equazioni di stato costruendo un
semplice modello per il potenziale nucleare che riproduce le caratteristiche generali della materia nu-

cleare.

Indichiamo con Z ed N, rispettivamente, il numero di protoni ed il numero di neutroni di un atomo. Per
la materia nucleare simmetrica (N=2), la formula di massa di Weizsicker™" fornisce un valore di equi-

librio per la densita di n,=0.16 nucleoni/fm>.

In unita naturali (c=1), a questa densita corrispondono:

« XXXiV

1. un momento di Fermi

XXXV

(ro & il raggio nucleare medio™", il cui valore e di 1.2 fm) il quale e abbastanza piccolo rispetto

alla massa dei nucleoni my=939 MeV per consentire un trattamento non relativistico della
normale materia nucleare;

2. un’energia media di legame per nucleone, BE=-16 MeV.

Oltre a queste due quantita fisiche che vogliamo siano rispettate dal nostro potenziale nucleare, ci so-
no ulteriori parametri da fissare:

3. la compressibilita nucleare™ Ky, il cui valore non & stato ancora ben determinato ma & com-
preso tra 200 e 400 MeV;

4. I'energia di simmetria, il quale per Z=0 contribuisce con circa 30 MeV di energia sopra il mi-
nimo di materia simmetrica a ny.
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A. Materia nucleare simmetrica

Concentriamoci prima sulla materia nucleare per la quale N=Z o, in maniera equivalente, n,=n,. La den-
sita totale dei nucleoni non e che la somma delle densita di protoni e neutroni.

Abbiamo bisogno di una relazione che leghi le tre quantita n,, BE e Kj, alla densita di energia per mate-
ria nucleare simmetrica £(n). In questo caso n=n(ks) € la densita nucleare, dalla quale trascuriamo il
contributo degli elettroni. La densita di energia includera ora il potenziale nucleare V(n) che modelle-
remo in termini di due semplici funzioni con tre parametri, uno per ciascuna quantita nucleare.

L’energia media per nucleone E/A per la materia nucleare simmetria & legata alla densita di energia:

Em) _e() (3.37)
A n

che include la massa a riposo my e ha le dimensioni in MeV. Essendo funzione di n, I'energia media per
nucleone ha un minimo per n=n, con una profondita che corrisponde all’energia di legame BE=-16
MeV. Allora il primo vincolo per i parametri del potenziale é:

d (E(n) d (e(n)
%(T) =a(7>n_n =0 (3.38)

-0 -0

Il secondo vincolo € quello imposto dall’energia di legame BE:

(@ - mN) = BE (3.39)

n
=Ny

La curvatura positiva del minimo é collegata alla compressibilita nucleare Kj:
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K(n) = 9P _ g [nz d—z(f) + Zni(%)] (3.40)

dn dn? \n

Nella seconda uguaglianza abbiamo fatto uso dell’equazione (3.12) che definisce la pressione in fun-
zione della densita di energia. Per n=n, questa quantita € uguale a Kj. Il termine moltiplicativo 9 & un
retaggio storico della prima definizione della compressibilita.

A questo punto possiamo scrivere il potenziale per N=Z in funzione della densita di energia:

) _ g3k A LB, (3.41)
TN T S oy 2 1Y '

dove u=n/n, e o sono adimensionali e A e B hanno le dimensioni di un’energia espressa in MeV. |l pri-
mo termine rappresenta la massa a riposo e il secondo I’energia cinetica media per nucleone. Per
ke(no)=ks° abbreviamo la scrittura del termine di energia cinetica come <E> il cui valore & 22.1 MeV. A
partire dai vincoli del potenziale nucleare e notando che u=1 se n=n,, otteniamo tre equazioni per il tre
parametri A, Be o:

A B
EQ+=+——=BE
<F>+2+cr+1
2 A Bo
Lepoy L 2 - 3.42
3<EF>+2+0+1 0 (3.42)

10 K,
F(ES)+A+BG=?

Risolvendo questo sistema:

( Ko + 2(EQ)
(e y Fr s ——
3(EQ) — 9BE

g+171
_ 2ROy 3.43
<19_0_1[305,9) BE] (3.43)

5
A=BE—B—§(E,9)

Possiamo utilizzare il software Mathematica per vedere come variano i parametri A, B e o al variare di
Ko lungo tutto il suo dominio (200<K,<400).
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Si puo trovare il relativo codice all’interno dell’appendice (B.4).

Le considerazioni piu interessanti riguardano il valore di o: per qualunque valore di Ky, il valore di o ri-
XXXVii

sulta sempre essere maggiore di 1. Questo fatto viola un principio della fisica chiamato causalita™"",
ma per il momento ignoriamo la questione.

Vediamo ora come l'interpolazione dei termini A e B fornisca il minimo della curva per n=n,.

Il grafico della figura 3.6 mostra I’energia di legame BE in funzione di u=n/ny, usando come parametri
A, B, o per i due valori estremi di Kj: alla linea spessa corrisponde una compressibilita di 400 MeV, a
guella fina una compressibilita di 200 MeV.

Tabella 3.4

o[Kol B[Ko] A[K] Ko
1.161169 313.349113 -366.189280 200
1.208718 247.288028 -300.128194 210
1.256266 205.741269 -258.581436 220
1.303814 177.199025 -230.039192 230
1.351363 156.381769 -209.221935 240
1.398911 140.527152 -193.367318 250
1.446459 128.049597 -180.889764 260
1.494008 117.973977 -170.814144 270
1.541556 109.667625 -162.507792 280
1.589104 102.702133 -155.542300 290
1.636653 96.777075 -149.617241 300
1.684201 91.675537 -144.515703 310
1.731749 87.236984 -140.077151 320
1.779298 83.340062 -136.180229 330
1.826846 79.891331 -132.731497 340
1.874394 76.817673 -129.657840 350
1.921943 74.061058 -126.901225 360
1.969491 71.574837 -124.415004 370
2.017039 69.321087 -122.161253 380
2.064588 67.268657 -120.108824 390
2.112136 65.391727 -118.231894 400

Tabella 3.2:

Valori dei parametri A, B, ¢ in funzione della compressibilita.
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Data I’equazione (3.41), si puo ricavare I'espressione della pressione usando la formula (3.12):

d (e 2 A Bo
p(n) = n? %(;) =1, [g (ERyus/3 +E”2 + J—Huf’+1 (3.44)

Il grafico della figura 3.7 mostra la dipendenza della pressione p da u=n/n,, usando come parametri A,
B, o per i due valori estremi di Ko: alla linea spessa corrisponde una compressibilita di 400 MeV, a quel-
la fina una compressibilita di 200 MeV.

Il fatto che la pressione sia negativa per u minore di 1 significa semplicemente che la materia nucleare
simmetrica a questi valori & instabile. || materiale formera bolle di materia nucleare normale con n=n,.
Per questa ragione, avra senso un grafico dell’energia di legame in funzione della pressione solo per

valori di u maggiori di 1.
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E, (MaV)

Kp=200 MeV

Figura 3.6:

Il grafico mostra I’energia media per nucleone meno la sua massa a riposo (Z - mN), espressa in MeV,

come funzione di u=n/n, (adimensionale), usando come parametri A, B e o, e facendo variare la com-
pressibilita:

e alla linea nera sottile corrisponde una compressibilita di 200 MeV;
e alla linea blu spessa corrisponde una compressibilita di 400 MeV.

Riassumiamo le caratteristiche del minimo:

e @ posizionato a u=1, cioé quando n=n,=0.16 nucleoni/fm3 ;
e la sua profondita corrisponde all’energia di legame BE=-16 MeV;
e la derivata seconda (cioe la curvatura) in tale punto corrisponde alla compressibilita nucleare.
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Figura 3.7:

N 3y . . . . o
Mostra 'andamento della pressione p (MeV/fm?) in funzione u (adimensionale) per materia nucleare
simmetrica, usando come parametri A, B e ¢, e facendo variare la compressibilita:

e Allalinea nera sottile corrisponde una compressibilita di 200 MeV;
e Alla linea blu spessa corrisponde una compressibilita di 400 MeV.

La pressione é:

e nulla quando u=0, perché quando non vi & densita nucleare, e quindi massa, non c’@ nemme-
no la pressione;

e negativa nell’intervallo O<u<1, perché la materia nucleare é in equilibrio, cioé tende a rima-
nere unita;

e positiva per valori di u maggiori di 1, perché a densita superiori di quella nucleare i nucleoni
tendono a respingersi ed & quindi necessario applicare una pressione esterna affinché la ma-
teria resti legata.
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B. Materia nucleare non simmetrica

Rappresentiamo la densita di neutroni e protoni in termini di un parametro v:

n n, = n (3.45)

Per la materia di neutroni pura v=1 e si noti che:

v = = (3.46)

(3.47)

Ci possiamo cosi aspettare che l'interazione di rottura di simmetria dell’isospin sia proporzionale a v (o
ad una sua potenza).

Per prima cosa ci sono contributi all’energia cinetica da parte sia dei neutroni sia dei protoni:

k? 3 ki,

2my fin 5 2my o

3
exgpg(n,v) = g

= n(EF)% [ +)53 + (1 —v)53] (3.48)

dove (Er) & I'energia cinetica media della materia nucleare simmetrica a densita n. Quando n=ny:
(Eg) = (E?). Per la materia non simmetrica, v#0, 'energia cinetica in eccesso &:

Aegs(nv) = exp(n,v) — £xp(n, 0) = n(EF){% [(1+v)5/3 + (1 —v)¥/3] - 1}
= n(Ep){2%/3[(1 — )53 + x5/3] — 1} (3.49)
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Per la materia neutronica pura, v=1:

2
Bee(n,v) = n(ED(2° — 1) = n{Ep) g v? (1 - )

v2 y?2
= nEp—(1+—+ 3.50
n F3< +27+ ) ( )

Nell’ultimo passaggio abbiamo espanso Aekg(n, v) in serie fino al secondo ordine, un approssimazione
sufficiente per i nostri scopi. Per la materia di puri neutroni, I’energia per particella a densita normali e
circa 13 MeV, piu di un terzo della totale energia di simmetria. Quindi, il contributo dell’energia poten-
ziale deve essere di circa 20 MeV. Assumiamo che un’approssimazione quadratica per v sia in buon ac-
cordo con il contributo fornito al potenziale e scriviamo I’energia totale della particella:

E(n,v) = E(n,0) +v2S(n) (3.51)

La rottura della simmetria dell’isospin & proporzionale a V7, il che riflette la natura a coppie delle inte-
razioni nucleari.

Assumiamo, inoltre, che 'energia di simmetria S(u), u=n/n,, & della forma:
Sw) = (223 = D(EN(u?¥? — F(w)) + SoF (W) (3.52)

Qui Sp=30 MeV ¢ il parametro dell’energia di simmetria del “bulk”. Sebbene la funzione F(u) debba
soddisfare le seguenti due condizioni:

{F(1)=1 - S(1) =S,
F(0O)=0 - S(0)=0

restano comunque molte possibilita di scelta.

L'opzione piu semplice & una relazione lineare F(u)= u, ma si possono adottare molte altre possibilita,
come F(u)=u"? o F(u)=u?. Costruendo un grafico che riporti 'energia di legame BE in funzione di u, si
puo verificare come esso sia indipendente dalla scelta della funzione F(u).
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Il grafico 3.8 riporta I'energia per particella della materia neutronica pura in funzione di u per i para-
metri A, B e o e per 5,=30 MeV. Le tre linee sono il risultato dell’applicazione di una differente funzione
F(u): la linea spessa & associata a F(u)= u, la linea sottile a F(u)=u"?, |a linea tratteggiata a F(u)=u’.
Le tre curve si intersecano nel punto u=1 per un valore di E pari a 14. Ad eccezione della funzione ul/z, il
valore dell’energia &€ sempre positivo e la sua curva € monotona crescente.

Il termine dominante a grandi valori di u segue una legge quasi quadratica, come u° (0=2.112). Tuttavia
quello che ci saremmo aspettati era un incremento di tipo lineare. Nelle pagine che seguono,
cercheremo di capire il perché di questo andamento inaspettato.

Data la densita di energia, la pressione corrispondente é:

d d
p(n,x) = uae(n, a)—e(n,a) = u@e(n, a) — nouE(n, a)
223 -1

——(ED(2u¥3 - 3u?) + Syu? (3.53)

=p(n,0) + nya? 3

Il grafico di figura 3.9 mostra la dipendenza da u della pressione p(n,1) in rosso e dell’energia €(n,1) in
nero per neutroni puri, al variare da 0 a 10 volte la densita normale della materia nucleare. Entrambe
le funzioni cresce lentamente e monotonicamente. Si & mantenuta |'associazione del tipo di linea con il
tipo di funzione F(u).

Ora possiamo tornare a considerare I’equazione di stato, cioé la dipendenza di p da €. Ci limitiamo a
considerare il caso in cui la funzione F(u) dipenda linearmente da u, dal momento che abbiamo
verificato come le diverse scelte diano risultati prossimi tra di loro.

Dal grafico della figura 3.9 si nota come la pressione sia non negativa e monotonicamente crescente
con l'energia. In effetti, essa sembra quasi quadratica in questo intervallo di energie (0O<u<5). Questo
suggerisce di p rovare un fit politropo dia risultati ragionevoli.

Ponendo il valore diy pari al valore assunto da o, I'equazione di fit che troviamo é:
p(e) =3.612 x 107 % 21 (3.54)

Questo risultato potrebbe essere adoperato per risolvere le equazione di Tolman — Oppenheimer —
Volkov per una stella di neutroni pura con interazioni nucleari.

Tuttavia, prima di fare questo, e preferibile trovare un’equazione di stato che non violi il principio di
causalita, un punto fermo della relativita speciale.
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Figura 3.8:

Il grafico mostra 'andamento dell’energia della singola particella E(n,v = 1) — m, (MeV) in funzione di u
(adimensionale), per i parametri A, B e 0.

Le diverse curve rappresentano altrettante scelte di funzioni F(u):

e linea spessa F(u)=u,
e linea sottile F(u)=u1/ 2,
e linea tratteggiata F(u)=u?
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Figura 3.9:

Il grafico mostra, per la materia neutronica pura, la dipendenza da u= n/n, (adimensionale)
della pressione p (rosso) e della densita di energia € (blu), entrambe in MeV/fm>, per le dif-
ferenti scelte della funzione F(u):

e linee spesse F(u)=u
e linee sottili F(u)=u1/ ?
e linee tratteggiate F(u)=u?

| calcoli sono stati svolti ponendo la compressibilita K, uguale a 400 MeV.
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Figura 3.10:

Il grafico rappresenta I’equazione di stato per la materia neutronica pura (v=1), cioé la dipendenza della
pressione p (MeV/fm®) in funzione della densita di energia £ (MeV/fm’).

| punti rossi sono i valori calcolati direttamente dall’equazione (3.51) diviso per la densita di materia nu-
cleare n e dall’equazione (3.53).

. E(n,v) EMm0)+ v28(n)

- - (3.51)

223 -1
p(n,x) = p(n,0) + nya? T(E,‘%)(Zus/3 —3u?) + S u? (3.53)

La curva continua, invece, rappresenta un best — fit di tali punti che si ricavano dall’equazione (3.54).

p(e) = 3.612 x 104 £21 (3.54)

| calcoli sono stati svolti ponendo la compressibilita K, uguale a 400 MeV.
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C. Principio di causalita

Il quadrato della velocita del suono nella materia nucleare & legato alla pressione p e alla densita di
energia € nel seguente modo:

(C_s)z _dp _dp/dn (3.55)

¢/ de de/dn

Per soddisfare il principio relativistico della causalita dobbiamo richiedere che la velocita del suono
non superi quella della luce. Questo puo accadere quando la densita della materia diventa molto ele-
vata.

Si puo salvaguardare questo principio assumendo che sia p(u) sia £(u) non crescano pitl di u’. Un sem-
plice modo per avere questo effetto € di modificare il termine B, introducendo un quarto parametro C,
con il quale il potenziale nucleare diventa:

v 0)_A 4 B u’
W YT s w1+ 1

(3.56)

La scelta di C & del tutto arbitraria, ma deve tenere conto di due aspetti:

1. gli effetti del denominatore dell’equazione (3.56) devono essere apprezzabili per valori elevati
diu;

2. il valore degli altri parametri, in particolare modo della compressibilita nucleare, non possono
cambiare significativamente.
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Tabella 3.5

A -122.2 MeV
B 83.8 MeV
(o] 0.2
c 2.37
Ko 362.2 MeV

Tabella 3.3: Valori di A, B, g, K, ricalcolati per tenere conto della causalita.

Leggendo la tabella 3.5, possiamo concludere che assegnando un valore di C=0.2 il cambiamento dei
valori dei parametri & minimo e quindi accettabile. Introducendo questo accorgimento, il risultato del
fit per I'equazione di stato non cambia in maniera decisiva:

p(e) = 4.012 x 10™* £2 (3.57)

X. Stelle di neutroni con interazioni nucleari

La soluzione dell’equazione di stato non & molto dissimile dai casi precedenti e per questo ne omet-
tiamo i risultati.

Tuttavia, € presente un aspetto molto interessante per questo nuovo e piu accurato modello. Dal gra-
fico 3.11 si puo vedere la massa M (Ms) della stella in funzione del suo raggio R (km), come gia mostra-
to nel caso precedente.

L'effetto del potenziale gravitazionale € enorme, confrontandolo con le predizioni del modello a gas di
Fermi, mostrato nel grafico di figura 3.5. Il limite superiore della massa questa volta e circa 2.3 M, in-
vece che 0.8 M, ed il raggio massimo & quasi 13.5 km, appena maggiore di 11 km.

L’elevato valore della massa M & la conseguenza del grande valore della (in)compressibilita nucleare
Ko=363 MeV: piu un oggetto € incomprimibile, piu massa puo sopportare.
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Figura 3.11:

Il grafico mostra I'andamento della massa M (M) della stella in funzione del raggio R (km) per
I’attuale modello, piu accurato del precedente, che include I'interazione nucleone — nucleone.

Anche in questo caso, per valori del raggio minori di quello che fornisce il valore massimo della
massa, la stella é instabile e va incontro al collasso gravitazionale.
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4. CONFRONTO DATI

rrivati a questo punto, & importante effettuare un confronto tra i nostri risultati e la corrente
letteratura scientifica. In questo modo si potra verificare se i modelli sviluppati nella preceden-
te sezione risultino attendibili e adatti a descrivere la struttura di una stella di neutroni.

2XXXViil

, gli
autori mostrano il grafico massa — raggio per una stella di neutroni, evidenziandone due regioni esclu-

Nella figura successiva, tratta dall’articolo di Lattimer e Prakash “The Physics of Neutron Stars

se a causa dei seguenti requisiti empirici:

1. stabilita dovuta alla relativita generale (in blu), R>2 GC—? 4.1

il raggio della stella di neutroni deve necessariamente essere maggiore del raggio di Schwar-
zschild, altrimenti I’astro collassa in un buco nero;

9GM

2. pressione finita (in azzurro), R > iz (4.2)

perché, per quanto possa essere elevata, il valore assunto dalla pressione nel centro della stel-
la deve essere finita;

3. causalita (in rosso), R > 2.960—1:1 (4.3)

la velocita del suono che si propaga nella materia della stella non puo superare quella della
luce, che e la velocita massima raggiungibile;

4. rotazione (in verde), perché un periodo di rotazione molto piccolo puo innescare delle forze
centrifughe cosi intense da distruggere la stella.

Sono tracciate anche le curve per il raggio di radiazione R.., = (in arancione), quantita le-

R
J1-2G6M/Rc?

verso il rosso della luminosita e della temperatura di una stella di

XXXiX

gata allo spostamento doppler
1

J1-2GM/Rc?

della costellazione della Vela, effettuate a partire dai glitches* analizzati (linea tratteggiata).

neutroni (z = — 1). Infine sono rappresentate delle stime del raggio limite di alcune pulsar
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Figura 4.1: Diagramma massa (Ms) — raggio (km) per una stella di neutroni per differenti equazioni di stato, in cui
sono ben delimitate le regioni proibite a causa di differenti fenomeni fisici:

1. relativita generale (blu): R>2GM/c’
2. pressione finita (azzurro): R>9GM/4c’
3. causalita (rosso): R>2.9GM/c?

4. rotazione (verde).

Le curve in verde (SQM1 e SQM3) rappresentano stelle composte da quark. Le curve in nero, invece, rappresenta-
no delle equazioni di stato per stelle composte da materia neutronica.

In basso a destra é riportato il grafico 3.11 che rappresenta il frutto dei nostri calcoli sulla relazione massa - raggio.

L M (M)
Si noti che: :

1. il picco massimo si raggiun-
ge intorno ai 12 km di rag- 8
gio, risultato analogo alla fi-
gura 4.1,
1.5
2. il grafico copre valori del
raggio oltre i 20 km, mentre
questa possibilita & esclusa

dalla figura 4.1. 05

rikm)
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Confrontando I'immagine di figura 4.1 con il grafico di figura 3.11, & possibile notare che 'andamento
qualitativo della relazione massa M (Ms) — raggio R (km) e simile nei due casi.

Tutti i differenti grafici raggiungono il massimo per la massa della stella nell’intorno di R=12 km; per
valori minori di questo, la stella di neutroni & instabile ed & destinata al collasso gravitazionale che la
rendera un buco nero; per valori maggiori, invece, la stella di neutroni & stabile.

La differenza piu rilevante riguarda la modalita con cui le due curve si avvicinano allo zero a destra del
picco massimo. | grafici riportati nell’articolo tendono molto rapidamente a zero, non appena & stato
raggiunto il limite superiore della massa; il grafico da noi prodotto, invece, si approssima molto piu len-
tamente a zero, annullandosi solo in corrispondenza dei 20 km.

La causa del discordante andamento della curva risiede nel valore scelto per la compressibilita nuclea-
re. Nei nostri calcoli, abbiamo posto che la compressibilita Ko fosse pari a 363 MeV. Questa scelta & da
considerarsi inesatta perché esso € un valore sicuramente elevato, pit grande di quanto sia in realta.

Alla luce di questo si spiega il perché della notevole differenza tra i due grafici: poiché i nuclei sono po-
co comprimibili, essi sono capaci di sostenere pressioni molto elevate e quindi anche una massa mag-
giore.

Al contrario, prendendo un valore della compressibilita piu realistico, i nuclei non potrebbero soppor-
tare grandi pressioni, superiori a quelle coincidenti con il limite superiore per la massa della stella di
neutroni.

Da queste considerazioni, si puo dedurre che il procedimento da noi adottato & piuttosto preciso e fe-
dele nel determinare il valore massimo della massa di una stella di neutroni, ma & poco affidabile nel
definire con precisione quale sia il valore massimo per il raggio di una stella di neutroni.

Riportiamo ora in tabella 4.1 alcune equazioni di stato presentate dalla letteratura scientifica, ponendo
in rilievo il tipo di approccio adottato per affrontare la questione e la composizione ipotizzata per la
stella di neutroni.

Queste equazioni di stato sono anche alla base dei grafici della figura 4.1.
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Tabella 4.1

Simbolo Autori " Approccio Composizione
AP Akmal & Pandharipande ™ Variazionale np
MPA Mither, Prakash, & Ainsworth ™" Dirac — Brueckner HF np
MS Miiller & Serot ™" Campo medio np
WFF Wiringa, Fiks & Fabrocine " Variazionale np
FP Friedman & Pandharipande Variazionale np
PS Pandharipande & Smith Potenziale fenomenologico nm’
ENG Engvik et al. Dirac — Brueckner HF np
PAL Prakash et al. Potenziale fenomenologico np
GM Glendenning & Moszkowski ™ Campo medio npH
GS Glendenning & Schaffner — Bielich ™ Campo medio npK
ALF Alford et al. " Materia di quark npQ
PCL Prakash, Cooke, & Lattimer ™ Campo medio npHQ
sQM Prakash et al. Materia di quark Q (u,s,d)
Tabella 4.1:

Riepilogo delle equazioni di stato piu comuni.

La linea orizzontale separa le equazioni di stato con materia normale da quelle con materia esotica. Con il ter-
mine “Approccio” si intende quali sono le basi teoriche sulle quali il modello si fonda. La “Composizione” é ca-

ratterizzata da:

e n—neutroni;

e p—protoni;

e Q-quark;

0 . .
° U —pioni;

e H-—iperoni;

e K -—kaoni;

® u-—quarkup;

® s—quark strange;

e d-—quarkdown.
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Nell’articolo “The Self — Gravity of Pressure in Neutron Stars
studiano la struttura della stella di neutroni, tenendo in particolare considerazione le conseguenze

, gli autori Schwab, Hughes e Rappaport

prodotte della relativita generale, in particolare sulla pressione interna.

Per verificare gli effetti della relativita, essi modificano I’equazione di stato di Tolman — Oppenheimer —
Volkoff inserendo una costante x (0<x<1), la quale parametrizza il comportamento della pressione:

e x=1 contributo di natura esclusivamente relativistica;
e x=0 contributo di natura puramente classica.

dp GIm@) + 4nripy]
r 2 [ m(r)]
re|l ———=
>
In figura 4.2 e 4.3 sono riportati i grafici presenti nel testo originale.
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Figura 4.2:

Relazione massa (Ms) — raggio (km) per una particolare equazione di stato (AP4), nel caso della
relativita generale (nero) e della fisica newtoniana (rosso).

Le frecce connettono i punti delle due curve che presentano i medesimi valori iniziali di pressio-
ne nel centro della stella di neutroni.

In particolare, si noti che le due ultime frecce a sinistra collegano modelli x=1 stabili con modelli
X=0 instabili. Gli ultimi due punti della curva rossa sono instabili perché |i la derivata diventa
positiva, cioe la curva scende dopo aver raggiunto il massimo.
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Nel grafico di figura 4.2, le frecce tra le due curve collegano i punti dei due modelli che presentano le

medesime condizioni iniziali di pressione centrale. E importante notare che le ultime due frecce sul la-
to sinistro del grafico puntano da modelli x=1 stabili a modelli x=0 instabili.

Un altro dato importante & che non esistono modelli in cui il raggio cambi piu del 5% tra i due casi. La

massa, al contrario, subisce delle variazioni fino al 25% del proprio valore: questa differenza & cosi

grande da superare persino le incertezze dovute ad una differente scelta delle equazioni di stato da

adoperare.
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Relazione massa (Ms) — raggio (km) per uno spettro di equazioni di stato, raccolte nella tabella 4.1:

e Asinistra, equazioni di stato con materia neutronica;

e A destra, equazioni di stato con materia esotica.

L'area tratteggiata copre la regione compresa tra le curve M(r) estreme. In nero, sono mostrati i risultati che in-
cludono la relativita generale; in rosso, sono riportati i risultati puramente classici.

Nei due grafici di figura 4.3 e riportata la relazione massa — raggio per una gamma di equazioni di stato.

In entrambe si puo notare chiaramente:

1. la distribuzione di massa delle stelle di neutroni diminuisce molto rapidamente quando il valo-

re del raggio si attestatrai 10 e i 14 km;

2. lintervallo di valori piu probabili per la massa & tra 1.5 e 2.2 masse solari Ms.
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| grafici sovrastanti illustrano i nostri risultati per la relazione massa (Ms) — raggio (km) di una stella di neu-
troni nel caso classico (sopra, grafico 3.5) e nel caso relativistico (sotto, grafico 3.11).

Si presti attenzione al fatto che il valore della massa tende a zero solo per un valore del raggio maggiore di
20 km, mentre il grafico 4.3 mostra come questo accade per un valore del raggio piu piccolo, intorno ai 14
km, prossimo a quello per il quale si ha il picco massimo della massa.
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Confrontando i grafici della figura 4.3 con i grafici sovrastanti, che illustrano i risultati da noi elaborati
per la relazione massa — raggio, & possibile notare come ci sia un riscontro favorevole per i valori dei
raggi medi (10 — 14 km) ed il limite superiore della massa delle stelle di neutroni (1.5 - 2.2 Ms).

Purtroppo, I'esito € ancora una volta negativo per 'andamento della curva alla destra del picco massi-
mo: le curve di figura 4.3 scendono molto rapidamente a zero subito dopo aver raggiunto il picco (14
km); le curve di figura 3.5 e 3.11, invece, raggiungono lo zero per un valore del raggio molto piu grande
di quello legato al picco massimo (oltre i 20 km).

Nell’articolo “Structure and cooling of compact stars”', Grigorian discute 'argomento dell’equazione di
stato per la materia adronica di una stella di neutroni. Egli scrive I'energia di legame E per una singola
particella come somma di due contributi: il primo e fornito dall’energia di legame per la materia sim-
metrica Ey; il secondo € apportato dall’energia di (a)simmetria Es.

n,—n, N-—-Z

E(n,B) = Eo(n) + B*Es(n) B = = (4.5)

Si confronti questa definizione di energia di legame con quella da noi adoperata (3.51)

E(n,v) = E(n,0) +v2S(n) v = = (3.51)

Al di la delle differenze strettamente formali, le due formule coincidono.

Nel grafico di figura 4.4 e riportato I'andamento delle tre forme di energia in funzione dei differenti
approcci utilizzati per determinare I’'equazione di stato piu appropriata.

Forniamo una breve e semplificata spiegazione delle sigle usate:

e NLe NLp indicano un modello di equazioni di stato fenomenologico, basato su una descrizione
di campo medio relativistico della materia nucleare con i nucleoni ed i mesoni che rappresen-
tano i gradi di liberta e le cui interazione sono non — lineari;
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e DD, D3C, DD-F sono anch’essi modelli basati su un campo medio relativistico, ma includono an-
che una dipendenza dalla densita;

e DBHF (Bonn A) indica un modello microscopico, costruito a partire da un’interazione nucleone
— nucleone realistica, ovvero che riporta i dati della diffusione elastica di nucleoni e le proprie-
ta del deuterio;

e KVR e KVOR sono invece dei modelli ibridi, in cui i parametri fenomenologici del campo medio
relativistico sono posti in relazione con i risultati microscopici.

Analizzando i tre grafici, risulta chiaro che 'andamento delle tre forme di energia sia meglio compreso
per bassi valori della densita nucleare, dove le curve si sovrappongono, mentre le incertezze presenti
per densita elevate riflettono la scarsa conoscenza della materia nucleare in quelle condizioni, dove
invece le curve si aprono e si discostano tra loro.

Con i risultati dei nostri calcoli eravamo giunti alla stessa conclusione, mostrando nei grafici 3.6 e 3.8
che I'energia di legame presenta un ampio intervallo di valori possibili gia per densita pari al doppio
della densita nucleare ny=0.16 nucleoni/fm>. Questo ha ripercussioni sull’energia totale per nucleone:
la indeterminazione sul valore dell’energia E & gia notevole per n=0.5 nucleoni/fm’.

75



400

Figura 4.4:

—T T — T ;
2 .
Es |4 Es+B Eg kn
NLp i
NLpd i o
DEHF (Bonn A) !I:'
DD ‘i
3 —1 i
DC . !
EVE . i
EVOR S Iy A
DD-F W iy /1
/ I /!
- 4 i .I F "__,L
r f L
- b 41y
# it LA
1 e
. _u- fl,il' f_}:l-
. oy
| ,‘. .f _
d T LA
=== ] -5
I F AT _
e
T T L

03 06 09
n [ﬁu_g]

a sinistra, ’energia per nucleone E, (MeV) nella materia nucleare simmetrica in funzione della densita nucleare n

(nucleone/fm’);

al centro, I'energia di (a)simmetria Es (MeV) in funzione della densita nucleare n (nucleoni/fm®);

a destra, I’energia per nucleone E (MeV) nella materia della stella di neutroni (in equilibrio B e carica totale nulla)
2 . . PPN . 3
Eo+v Es in funzione della densita nucleare n (nucleoni/fm’).

Sotto sono riportati i grafici 3.6 (sinistra) e 3.8 (destra). Essi rappresentano rispettivamente:

I'andamento della energia per nucleone (MeV) in funzione di n (il minimo dell’energia per nucleone si raggiunge

per n=ny=0.16 nucleoni/fm’);

I'andamento dell’energia per nucleone (MeV) nella materia della stella di neutroni sempre in funzione di n.
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L'articolo “The equation of state for the nuclear matter and the properties of the neutron star”" di
Chang-Geng Liu e Bao-Xi Sun affronta I’'argomento della causalita nello studio della struttura della stel-
la di neutroni. Ricordiamo che con il termine “causalita”" si intende che la velocita del suono nella ma-
teria non possa superare quella della luce nella medesima materia: questo € conseguenza del postula-

to della relativita.

Per tenere presente questo fenomeno fisico, gli autori inseriscono dei termini aggiuntivi nella formula
dell’energia potenziale nucleare: procedimento identico a quello che avevamo seguito nel nostro stu-
dio.

B u’
c+1Cu°1+1

A
V(n,0) = Eu+

(4.6)
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Figura 4.5:

Densita di energia € della materia nucleare stabile in funzione della densita relativa u, sia igno-
rando la causalita (C=0, linea continua), sia rispettandola (C=0.15, linea tratteggiata).
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Nel grafico di figura 4.5 é riportato I'andamento della densita di energia della materia nucleare in fun-
zione della densita relativa u=n/n, in due condizioni:

e ignorando la causalita (c=0);
e considerando la causalita (c=0.15).

Figura 3.9:

Il grafico mostra la dipendenza da u=n/n, (adimensionale) dell’energia € (nero), espressa in (MeV/fm>), per le dif-
ferenti scelte della funzione F(u):

e lalinea spessa e associata a F(u)=u,
. . \ . 1/2
e lalinea sottile & associata a F(u)=u / ,

¢ la linea tratteggiata & associata a F(u)=u’
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Confrontando la figura 4.5 con il grafico 3.9 e possibile costatare come I'andamento della densita di
energia € in funzione della densita relativa di materia u sia del tutto analogo nei due casi. Per esempio,
per un valore di u=n/ny=6, i nostri calcoli producono un risultato di circa 1400 MeV/fm?® per la densita
di energia €, confrontabile con il risultato dell’articolo di circa 1200 MeV/fm?.

E’ possibile, inoltre, compiere un secondo confronto diretto, analizzando i valori dei parametri in gioco
nella formula dell’energia potenziale nucleare.

Dalla tabella 4.2 emerge in modo inequivocabile che i valori di fit per i parametri sono in ottimo accor-
do tra loro. La differenza maggiore si riscontra nel valore di C che varia del 33% da un caso all’altro.
Tuttavia, &€ importante sottolineare che il valore di questo parametro & frutto di una scelta arbitraria,
che andra poi sottoposta a verifiche in base ai risultati ottenuti.

Tabella 4.2
Parametri Articolo Tesi Variazione percentuale
A -119.47 MeV -122.2 MeV 2.28%
B 80.56 MeV 83.8 MeV 4.01%
C 0.15 0.2 33.33%
c 2.25 2.37 5.52%
Ko 360 MeV 362.2 MeV 0.61%

Tabella 4.2:

Confronto tra i valori dei parametri A, B, C, ¢ e K, proposti dall’articolo “The equation of state for the nuclear
matter and the properties of the neutron star” e quelli da noi calcolati.

A questo punto possiamo concludere che il nostro modello &, in generale, in buon accordo con i risul-
tati ottenuti dalla letteratura scientifica.

Nonostante il nostro procedimento presenti delle caratteristiche molto generiche e semplificate di una
stella di neutroni, 'andamento qualitativo delle grandezze in gioco (massa M (M), raggio R (km), pres-
sione p (MeV/fm’), densita di energia € (MeV/fm?), compressibilita K, (MeV)) & del tutto assimilabile a
quello risultante da lavori molto piu raffinati.

Il punto debole della nostra trattazione riguarda I'andamento della curva che rappresenta la relazione
massa — raggio della stella di neutroni. Nei nostri grafici tale curva raggiunge lo zero solo per valori del
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raggio superiori ai 20 km, mentre la letteratura scientifica propone dei modelli in cui la stessa curva va
a zero gia intorno ai 12 — 14 km, immediatamente dopo aver raggiunto il limite massimo per la massa.

Calcoli pit complessi ed una maggiore attenzione ai dettagli costitutivi della stella di neutroni fornireb-
bero forse delle sfumature significative a questo misterioso oggetto astronomico e garantirebbero una
maggiore precisione nei risultati.

Un importante aspetto da non sottovalutare ¢ il seguente: nella nostra trattazione non abbiamo preso
in considerazione l'ipotesi che la materia presente nelle stelle di neutroni sia di tipo strano. La possibi-
lita che nel nucleo di tali stelle siano presenti fasi della materia differenti da quelle ordinarie implica
che le grandezze da noi analizzate potrebbero subire interessanti variazioni.
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APPENDICE “A”

Equazione di Tolman — Oppenheimer — Volkov (TOV)

liii
a simmetria sferica, costituito da un materiale isotropico ed in equilibrio gravitazionale statico, mo-

I n astrofisica, I'equazione di Tolman — Oppenheimer — Volkov (TOV)" fissano la struttura di un corpo
dellato dalla relativita generale.

L’equazione puo essere scritta:

dp(r) _ G <p(r) + @) (M(r) +4r %)

ar = 2 (1- 2 “D

rc?

Dove r € la coordinata radiale, p(ro) e P(ro) sono rispettivamente la densita e la pressione del materiale
per r=rg e M(ro) & la massa totale all’interno del raggio r=r,, calcolato a partire dal campo gravitazionale
avvertito da un osservatore a grande distanza. Inoltre si ha:

dM(r)
dr

= 4mp(r)r? (A.2)

L’equazione si ricava risolvendo le equazioni di campo di Einstein (EFE) per una metrica generale, inva-
riante nel tempo e sfericamente simmetrica.
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1 8nG
Ruv - EguvR + guvA = C_4T‘w (A 3)

Dove R, € il tensore curvatura di Ricci, R & la curvatura scalare, g, € il tensore metrico, A & la costante
cosmologica, G € la costante gravitazionale, c € la velocita della luce ed infine T, € il tensore stress —
energia.

Per essere soluzione dell’equazione (A.1), la metrica deve assumere la forma:

dr?
2 _ v 2442 _ 2992 _ 2 ainn2 2
ds eVc=dt 1_26M(r) red9* —r-sin“9 d¢ (A.4)
rc
In cui v(r) & determinata dal vincolo:
2 dp(r
v(r) = p(r) (A.5)

“p() +p()c? dr

Quando si associa un’equazione di stato F(p,p)=0, che lega la densita alla pressione, I'equazione di
Tolman — Oppenheimer — Volkov determina completamente la struttura del corpo. Se i termini di ordi-
ne 1/¢° sono trascurati, tale equazione diventa I'equazione idrostatica newtoniana, valida nei casi in
cui le correzioni della relativita generale non sono importanti.

Se I’equazione e adoperata per una sfera di materia nel vuoto, bisogna imporre le condizioni al contor-
no di pressione nulla P(r)=0, ev(’)=1—2GM(r)/rc2 ed anche che la metrica sia continua con l'unica solu-
zione sfericamente simmetrica rispetto alle equazioni di campo del vuoto (metrica di Schwarzschild):

_1-26M, rc?
B r 1—2GM,

dr? —r2d9? — rZsin?9 d¢? (A.6)
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APPENDICE “B”

Codici dei programmi

athematica™ possiede gia al suo interno delle funzioni adatte a risolvere le equazioni diffe-

renziali di primo grado. E possibile, comunque, scrivere un breve programma per tale sco-

po, facendo uso di un piccolo ciclo do rispetto ad una variabile 7, in un intervallo in cui ci si
aspetta che cada il valore di R.

Dentro al ciclo, si chiama la funzione per risolvere le equazioni differenziali (NDSolve), integrandole da
r=0 a . Quando la routine termina, si controlla il segno della parte reale dell’ultimo valore di p(7¥): se
essa e negativa, si interrompe il ciclo e si pone R=7; altrimenti, si prende il successivo intervallo piu
grande e si richiama la funzione.

alpha = Rschw/ (bigK*eps0” (gamma-1)) " (1/gamma)
beta = 4*Pi*epsOsunkm/Kbar” (1/gamma)

Arhs[r ] -alpha*pbar[r]” (1/gamma) *curlyMbar[r]/r"2
Brhs[r ] := beta*r*2*pbar[r]” (1/gamma)

RMlist = {};
Do[{pzero = 10.0"(-1),

Do [ {
sl = NDSolve[{pbar'[r] == Arhs|[r],
curlyMbar'[r] == Brhs|[r],
pbar[rstart] == pzero, curlyMbar[rstart] == 0.0},

{pbar, curlyMbar}, {r,rstart,x},
MaxSteps—->200007] ;

y = Re[pbar[x]/.sl];

z = Re[curlyMbar[x]/.s1];
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If[{y[[1]] < 0, Break[], {capR = x, capM = z[[1]]}]
bo
{x,1000.0,50000.0,10.0}1;
RMlist = Append[RMlist, {pzero, capR, capM}];
3y
{i,15,16}]
RMlist;

Il calcolo dei valori riprende in buona parte quello spiegato per il precedente frammento di program-
ma. Tuttavia, & doveroso fare alcune considerazioni per inserire le correzioni relativistiche nelle equa-
zioni di stato (TOV). All'interno del blocco NDSolve si includono i fattori addizionali relativistici che so-
no tutti e tre funzioni dir.

factorpbyeps = 1 + p/epsilon = 1 + pbar/epsbar
factorpbyM = 1 + (4 Pi/c”2) r*3 p/curlyM = 1 + (4 Pi eps0/(Msun c”2)) "3
pbar/curlyMbar

factorgravity = 1 - 2 bigG curlyM/r = 1 - 2 Rschw curlyMbar/r

La variabile factorpbyM presenta un punto singolare per r=0, perché curlyMbar(0)=0. Tuttavia, il fatto-
re r’ al numeratore elimina questa singolaritad dal momento che curlyMbar(r) in un intorno di r=0 & ap-
prossimativamente 4 Pi r* epsbar(0) / 3. Per questo motivo, possiamo risolvere il problema ponendo:

factorpbyM = 1 + (3 epsO/(Msun c”"2)) pbar (r)/epsbar (0)
guando r<0.1km ad esempio, e negli altri casi:

factorpbyM = 1 + (4 Pi eps0/ (Msun c”2)) r”3 pbar(r)/curlyMbar (r)

Per fare questo usiamo la funzione If[...]:

If[{r] > 0.1, (1 + (4 Pi epsO/(Msun c”*2)) r”3 pbar(r)/curlyMbar(r)), (1+(3 eps0/(Msun
c”2)) pbar (r)/epsbar (0))]
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Vediamo ora il programma completo:
RM1istGR = {};

Do[{pzero = 10.0"(-1),
epsbarzero = al*pzero”(3/5) + al2*pzero,
Do [ {
sGR = NDSolve[{pbar'[r] == Arhs[r]*
(1 + pbar([r]/epsbar[r]) /
(1 - 2 Rschw curlyMbar(r]/r),
If[r] > 0.1, (pbar’[r]l==pbar’[r] (1 + (4 Pi eps0/(Msun
c™2)) r”3 pbar(r)/curlyMbar(r)),

pbar’ [r]==pbar’ [r] (1+ (3 eps0/ (Msun c™2))
pbar (r) /epsbar (0)) 1]
curlyMbar' [r] == Brhs|[r],
pbar|[rstart] == pzero, curlyMbar[rstart] == 0.0},

{pbar, curlyMbar}, {r,rstart,x},
MaxSteps->200001];
y = Re[pbar[x]/.sGR]; z = Re[curlyMbar([x]/.sGR];
If[y[[1]] < O, Break[], {capR = x, capM = z[[1]]}]
}, {x,1.0,50.0,0.25}1;
RM1istGR = Append[RM1istGR, {pzero, capR, capM}];
}, {i,1,4}] RM1istGR;

Attraverso il software Mathematica si puo creare in modo semplice un tabella di valori esatti di € e di
p. E sufficiente impostare le due funzioni che dovranno calcolare le due grandezze, ricorrendo ai risul-
tati dei rispettivi integrali gia svolti, e chiedere quindi al software di impostare la tabella.

pbar[x ] := (1/8)*((-3*x + 2*x"3)*(1 + x72)"(1/2) + 3*ArcSinh[x])
epsbar[x ] := (3/8)*((x + 2*x"3)*(1 + x"2)"(1/2) - ArcSinh[x])
Print[" pbar [x] espbar[x] x"]

Print[" "]

Do[Print [PaddedForm|[pbar([x], {10,6}],
PaddedForm|[epsbar([x], {15,6}1],
PaddedForm[x, {10,2}]],{%,0.2,5.0,0.2}]
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pbar[x] espbar[x] x

0.000063 0.008095 0.20

0.013891 0.238006 0.60

0.153738 1.260475 1.00

0.703738 4.017218 1.40

2.118711 9.890112 1.80

5.012934 20.719121 2.20

10.155636 38.805435 2.60

18.469729 66.911768 3.00

31.031526 108.262205 3.40

49.070711 166.542038 3.80

73.970382 245.897640 4.20

107.267087 350.936382 4.60

150.650863 486.726577 5.00

| valori adimensionali di Ayg € Ag possono essere trovati mediante la funzione preimpostata nel softwa-
re per il best-fit. E sufficiente fornire alla funzione Fit i dati dai quali deve ricavare I’equazione di best-
fit, impostando anche le variabili che ci interessano.

data = Table[{pbar[x],epsbar[x]},{x,0,5,0.2}]

{{0,0}, {0.0000631065, 0.00809532}%, {0.00194083, 0.0669893},
{0.0138908, 0.238006}, {0.0544831,0.601197}, {0.153738, 1.26048},
{0.352873, 2.34635}, {0.703738, 4.01722}, {1.26837,6.45995}, {2.11871,
9.89011}, {3.33645, 14.5521}, ({5.01293, 20.7191}, {7.24914, 28.6933},
{10.1556, 38.8054}, {13.8526, 51.4154}, {18.4697, 66.9118} {24.146404,
85.711950}, {31.031526, 108.262205}%, {49.070711, 166.542038},
{60.570549, 203.308211}, {73.970382, 245.897640}, { 89.467076,
294.900652}, {107.267087, 350.936382}, {127.586467, 414.652774},
{150.650863, 486.726577}}

fl1 = Fit[data, {p"(3/5),p},pP]

2.20625 p¥° + 2.93223 p



Possiamo utilizzare il software Mathematica per vedere come variano i parametri A, B e o al variare di
Ko lungo tutto il suo dominio (200<K,<400):

o[K ] := (kt2e)/(3e-9be)
B[K ]:= (o[k]+1)*(e/3-be)/(o[k]-1)3ww

A[K ]:= be-5e/3-B[k]
Print[" o [K] B[K] A[K]
K"]

Do[ Print[

PaddedForm[oc[K], {10,6}1,
PaddedForm[B[K], {15,6}],
PaddedForm[A[K, {15,6}1],

PaddedForm[K, {15,0}11,
{K,200,400,10}]
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APPENDICE “C”

Formula semiempirica di Weizsacker

a formula semiempirica di massa costituisce un tentativo di comprendere la curva dell’energia di
legame BE per nucleoni per nuclei stabili in funzione del numero di massa A attraverso alcuni pa-
rametri.

Average binding erergy per nucleon (MeV)
NS

H_,
He?
2
1 [pH?
o 4H!
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270

Number of nucleons in nucleus

Figura C.1:

Il grafico mostra I'energia di legame medio per nucleone per nuclei stabili.

Da un’analisi della figura, si possono compiere alcune considerazioni interessanti. Prima di tutto, la
curva e pressoché costante, ad eccezione dei nuclei molto leggeri, e I'energia di legame media per nu-
cleone si attesta sugli 8 MeV. Seconda cosa, la curva raggiunge il suo picco massimo per I'elemento
*Fe, per il quale si ha il nucleo piu strettamente legato. Questo spiega, inoltre, il guadagno energetico
che deriva dalla fissione e dalla fusione nucleare.
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E possibile spiegare in modo piuttosto semplice 'andamento dell’energia di legame, prendendo in

considerazione le caratteristiche dell’nucleo.

La formula di Weizsacker ¢ la seguente:

Dove:

_ 2
(4-22) N

BE = ayA — aghA?® —acZ(Z — DA™Y —agym i

) (€. 1)

ay ¢ il termine di volume, il cui valore ¢ di circa 15.75 MeV. Sebbene questo coefficiente sia il

piu ovvio, I'aspetto sorprendente risiede nella dipendenza lineare di BE da A, il quale ci forni-
sce la prima informazione sulla forze nucleare. Se ogni nucleone di un nucleo attraesse gli altri,
allora I’energia di legame sarebbe proporzionale a A(A-1), quindi ad A%; ma la dipendenza line-
are suggerisce che ogni nucleone attrae esclusivamente i nucleoni piu vicini.

as € il termine di superficie, il cui valore e di circa 17.80 MeV. La precedente argomentazione

non e esatta per i nucleoni posizionati lungo la superficie esterna del nucleo, i quali sono cir-
condati da un numero di minore di nucleoni e per questo sono meno legati di quelli nella re-
gione centrale. approssimando il nucleo ad una sfera, la sua superficie & proporzionale a R* e
quindi ad A%,

ac € il termine coulombiano, il cui valore & di 0.71 MeV. | protoni del nucleo sono soggetti ad

una forza coulombiana di tipo repulsivo, la quale rende il nucleo meno legato. Poiché ogni pro-
tone respinge tutti gli altri, questo termine e proporzionale a Z(Z-1) ed inversamente propor-

zionale a R e quindi a AY?

asym € il termine di simmetria, il cui valore & 23.69 MeV. Analizzando la distribuzione degli iso-

topi stabili e radioattivi, si deduce che i nuclei stabili hanno Z=A/2. Questo termine assume una
grande importanza per i nuclei leggeri, per i quali tale uguaglianza e strettamente osservata.

6 ¢ il termine di pairing. | nucleoni hanno la tendenza di formare delle coppie per rendere an-

cor piu stabile la configurazione. Quando sia Z sia N sono dispari, convertire un protone in un
neutrone (o viceversa) & energeticamente conveniente perché & disponibile una nuova coppia.
Solitamente I'energia di pairing si esprime con:

+33.6 A73/4 Z e N pari
8 =9-33.6A473/4 Z e N dispari
0 Adispari
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