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Introduzione

Lo scopo di questa tesi ¢ di dare le prime nozioni della teoria degli ope-
ratori pseudo-differenziali. In particolar modo ho approfondito tre temi: 1'e-
spansione asintotica di un simbolo, il prodotto tra due operatori pseudo-
differenziali e 'aggiunto formale di un operatore pseudo-differenziale. Nel
primo capitolo ho fatto alcuni richiami alla trasformata di Fourier, necessa-
ria per dare la definizione di operatore pseudo-differenziale. In particolare ho
evidenziato due risultati importanti, quali la formula di inversione di Fourier
e il teorema di Plancherel.

Al fine di ottenere una classe di operatori generale e facilmente trattabile e
necessario porre alcune condizioni di crescita sulle funzioni a cui tali operatori
vengono associati. In questo lavoro mi sono limitata allo lo spazio dei simboli
S™. Per questo, nel secondo capitolo, ho dato in primo luogo la definizione
di simbolo e poi quella di operatore pseudo- differenziale. Successivamen-
te ho enunciato le principali proprieta di un operatore pseudo-differenziale
e definito I'espansione asintotica di un simbolo, dimostrandone ’esistenza.
Quest’ultima e una somma infinita di simboli appartenenti a spazi diversi,
di ordine via via decrescente. Un numero finito di termini di tale somma
fornisce una buona approssimazione del simbolo stesso.

Nel terzo capitolo ho dimostrato che il prodotto tra due operatori pseudo-
differenziali & ancora un operatore pseudo-differenziale. Infatti tale operatore
e associato a un simbolo appartenente allo spazio il cui ordine e la somma tra
gli ordini degli spazi a cui appartengono i simboli associati ai due operatori

moltiplicati.



ii

INTRODUZIONE

Infine nel quarto ed ultimo capitolo ho definito I'aggiunto formale di un
operatore pseudo-differenziale e ho dimostrato che e ancora un operatore

pseudo-differenziale.
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Capitolo 1

Richiami sulla trasformata di

Fourier

In questo capitolo enunceremo alcuni risultati riguardanti la trasformata
di Fourier, che utilizzeremo per definire gli operatori pseudo-differenziali. In
particolare un risultato importante nella teoria della trasformata di Fourier,
che tornera utile nel definire gli operatori pseudo-differenziali, e la formula
di inversione per le funzioni nello spazio di Schwartz.

Ricordiamo innanzitutto le definizioni di norma LP, di spazio di funzioni

a p-esima potenza sommabile LP(R™) e di convoluzione di due funzioni.

Definizione 1.0.1. (Norma L?) Sia X uno spazio di misura con misura i e
sia 1 < p < o0o. Sia inoltre f una funzione misurabile definita su X e a valori

reali o complessi. Si definisce norma p-esima o LP-norma di f il numero:

st = ([ o) "

Definizione 1.0.2. (Spazio LP(R")) Sia X uno spazio di misura con misura
e sial <p<oo. Siainoltre f una funzione misurabile definita su X e a

valori reali o complessi. Lo spazio delle funzioni tali che

1 f (@)l < o0

¢ detto LP(u) e le funzioni appartenenti ad esso si dicono a p-esima potenza

sommabile.
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Definizione 1.0.3. Siano f € L'(R") eg € LP(R"), 1 <p < o0

Allora definiamo:

(fxg) = . flx —y)g(y)dy

Tale integrale esiste per quasi ogni x € R™ e si definisce convoluzione di f e
g. Inoltre si ha che (f x g) € LP(R™).

Ora e possibile dare la definizione di trasformata di Fourier.

Definizione 1.0.4. (Trasformata di Fourier) Sia f € L'(R™). Definiamo:

N

fo=en e [ eviain  ce R

La funzione f ¢ chiamata Trasformata di Fourier di f e talvolta si denota

anche cosi  §f.
Vediamo ora alcune importanti proprieta della trasformata di Fourier.
Proposizione 1.0.5. Siano f,g € L*(R™). Allora:
(f*9)(&) =2n "3
Dimostrazione.

20 (59O = 20" [ T x g a)da

= (2m)™" / 6”“"’“"5( Rnf(w—y)g(y)dy)dw

-
~em [ / T f (= y)e g (y)dyda (L1)

= [ g [ e s )ay

= ([ )i = 0 o)



Daremo ora la definizione di spazio di Schwartz, ovvero lo spazio delle
funzioni a decrescenza rapida. Tale spazio, indicato con S, ha I'importante
proprieta di essere invariante per la trasformata di Fourier. Per poter dare

tale definizione ¢ necessario dare la definizione di multi-indice.

Definizione 1.0.6. (Multi-indice) Sia o = (a1, ;. .., a,) € R™, con a; €
{NU{0}} per ognii=1,2,...,n. Se per ogni x = (1, T, ...,x,) valgono:

(i) lol =225 o
(ii) x> = (x{",x52,. .., x0n)
(iis) 0% =031 ... 0on

allora a si definisce multi-indice.

Indichiamo inoltre con D; 'operatore definito da:
L%::'_iaf
Quindi per ogni multi-indice « = (o, ..., ap), D sara dato da: D} D3* ... Do,

Definizione 1.0.7. (Spazio di Schwartz) Lo spazio di Schwartz ¢ definito nel

sequente modo:

S ={f € C®[R")| sup [z*D’ f(z)| < oo, Vor, B}

TER?

Proposizione 1.0.8. Sia p € S. Allora:

~

(i) (DYp)(&) = £*P(€) per ogni multi-indice o
(ii) (D°p)(¢&) = ((—x)%)ig) per ogni multi-indice 3
(iit) oS

Dimostrazione.
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(i) Integrando per parti, abbiamo:

(Dg){€) = (2m) " / e (D0 ) (2)dx

n

(ii) Si ha:
(Dﬁgb) = (27r)_”/2D5 (/n e_ix'gap(x)dx)
= (27?)_”/2/ (—x)Pe ™t p(2)dx (1.3)
= ((—2)%9)(©).

Lo scambio d’ordine tra differenziale e integrale e giustificato dall’ap-
partenenza di (—x)P¢ ad S.

(iit) Siano « e  due qualsiasi multi-indici. Allora da (i) e (i),

£(D7p(¢) =

sa«—x)%@\ _ \{D%(—x)%)}ixz‘) .

Dato che D*((—x)%¢) € S, allora appartiene anche a L'R", segue che:

sup [€(DP@(&)| = sup
ceRrn ceRn

Da«—x)%)is)]

< (2m)7"2|ID((~2)?9)ll < 0.

O

Proposizione 1.0.9. (Lemma di Riemann-Lebesque) Sia f € L'(R™). Allo-
ra:

(i) [ ¢é continua su R"

(43) limy| oo f(€) =0



(iis) f; — f in L'(R™) = fj — f uniformemente su R™.

Dimostrazione. Sia f; — f in L'(R™). Allora:

~

7€) = F(&)] < @m)™2f; = flh.

Allora f](f) converge uniformemente a f({) su R". Questo prova (7). Sia
¢ € S, allora per la proposizione 1.0.8 ¢ € S. Quindi (i) e (i) sono soddi-
sfatte per p € S. Sia f € L'(R"). Dato che S ¢ denso in L'(R"), segue che
esiste una successione {y;} di funzioni in S tali che p; — f in L'(R"). Da
(i11) segue che @; — f uniformemente su R™. Questo prova (i) e (ii).

[

Vediamo ora tre proposizioni che ci serviranno in particolare per mostrare

il teorema di inversione di Fourier.

Proposizione 1.0.10. Sia f una funzione misurabile in R™. Sia y € R"

fissato e a # 0. Allora definiamo le sequenti funzioni:
(i) (L) = flx+y), zeR
(i) (M,f)(x) =™ f(z),  z€R"
(iii) (Dof)(z) = f(az), — z€R"
Tali funzioni sono in L*(R™). Inoltre:
(i) (L,NE) = (M),  Cer
(i) (M,f)(&) = (T, f), EeRr
(i) (Dof)(€) = la| (D1 f)(€),  EeR

2 2
Proposizione 1.0.11. Sia p(z) = e Allora o) =e 5

Proposizione 1.0.12. Siano f e g funzioni in L*(R™). Allora:

[ i@at@r= [ @)
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Teorema 1.0.13. (Formula di Inversione di Fourier) Definiamo:

§(x) = (2m) 2 / FTEge)de,  geS.

n

La funzione § e usualmente chiamata inversa della trasformata di Fourier di
g. Allora per ogni f € S si ha: (fj = f.
Dimostrazione. Abbiamo:

() = (2m) 2 / € F(£)dt.

n

Sia € > 0. Definiamo:

L) = 2m) [ em e T e

Sia:
9(6) = 5 = (M, D.p)(€)
dove:
o(6) = 75"

Allora per le proposizioni 1.0.10 e 1.0.11:

9(n) = (T "D1$)(n)

_y Zln==l?
=€ e 22

Quindi per la proposizione 1.0.12 e per le considerazioni precedenti

L) = Cry " [ g f )t
= (20) " [ ) rCn
= [ pan

= (2m) "2 (f % o) (x)

(1.4)



dove p.(z) = e "p(%). Dato che f € S, f € LP(R"), 1 < p < oo. Allora

dalle considerazioni precedenti

I, — (2%)"/2(/ne_;2)f =f

in L?(R"™) quando € — 0. Quindi esiste una sequenza {e,} di numeri positivi

tali che I, () — f(x) per quasi ogni x € R"” quando ¢ — 0. Dalla definizione

di I, e dal teorema della convergenza dominata di Lebesgue segue che:

I(z) — (2%)_”/2/ e de

n

per ogni x € R™ quando ¢ — 0. Pertanto:

(2m) /2 / T fQde = fr)  VreR"
]

Osserviamo che se definiamo f(z) = f(—x), € R", allora si ha che

f=Fres
Corollario 1.0.14. la trasformata di Fourier §:S — S é biettiva.

Dimostrazione. E’ sufficiente che proviamo la suriettivita. Consideriamo una

funzione g € S. Dobbiamo provare che esiste f € S tale che f = ¢. Definiamo

f = g(—z). Per la considerazione appena fatta si ha:
F&) =a(=¢) = 9() {eR”
O]

Enunciamo ora una proposizione che servira per dimostrare il teorema di

Plancherel.

Proposizione 1.0.15. Siano f e g funzioni in S. Allora la convoluzione

f*g éancorain S.

Teorema 1.0.16. (Teorema di Plancherel) La trasformata di Fourier § :
L*(R™) — L*(R™) ¢ un isomorfismo.
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Dimostrazione. Utilizzando la densita di S in L?*(R") e la formula di inver-

sione di Fourier ¢ sufficiente mostrare che

llell2 = 112, peS

Sia 1 la funzione cosi definita:

Allora ¢ € S e

Allora:

el = | e(@ie@ = [ elap-ads = e <v)0)

Per la proposizione precedente ¢ x ¢ € S. Allora per la proposizione 1.0.5 e

per la formula di inversione di Fourier,

wwwWD=@ﬂ””/(wMW®%

n

(1.6)

o R GG RGeS E

Rn



Capitolo 2

Simboli, Operatori
pseudo-differenziali ed

Espansione asintotica

In questo capitolo daremo la definizione di Operatore Pseudo-differenziale
e ne enunceremo alcune proprieta. Inoltre tratteremo la definizione e 1’esi-

stenza dell’espansione asintotica di un simbolo.

2.1 Definizione di operatore pseudo-differenziale
e prime proprieta
Introduciamo la definizione di simbolo.

Definizione 2.1.1. Sia m € (—o0,+00). Definiamo S™ come l'insieme di
Junzioni o(z,§) in C®°(R"™ x R"™) tale che per ogni coppia di multi-indici o e

B esiste una costante positiva Cy g tale che:
IDSDo(x,8)| < Cap(1+[g)™ 7, 26eR™
Una funzione o(x,&) € UpmerS™ si definisce simbolo.
Ora e possibile dare la definizione di operatore pseudodifferenziale.

9



10 2. Simboli, Operatori pseudo-differenziali ed Espansione asintotica

Definizione 2.1.2. (Operatore Pseudo-differenziale) Sia o un simbolo. Al-

lora defintamo operatore pseudodifferenziale T, associato a o:

T,p(x) = (2m) " / o, pE)dE, S,

n

Diamo ora alcuni esempi.

Esempio 2.1. Sia P(z,D) = } <, @%(z)D* un operatore differenziale
lineare parziale su R™. Se tuttii coefficienti sono C'*° e hanno derivate limitate
di ogni ordine allora il polinomio P(z,§) = > ,/<,, @” € in S™ e quindi

P(z, D) ¢ un operatore pseudo-differenziale.

Dimostrazione. Mostriamo che P(x, &) € S™. Siano d e y multi-indici. Allora

|DIDIP(x,6)] < Y Canl026°

|a|<m

per ogni z,¢§ € R", dove C, , = sup|(D]a,)(z)|. Siha che:

5!(?)5("“_5), se d < «

825“ — (2.1)
0, altrimenti
per ogni z,£ € R". Ne segue:
Q@ _ —
DIDIP@ O X Candt ()€1 < €1 + )
|| <m
per ogni z,£ € R™ dove C, , = Z|a\§m C’aﬁé!(:) O

Esempio 2.2. Sia (&) = (1 + [£]))™?2, —co < m < oco. Allora o € S™ e
quindi 7}, ¢ un operatore pseudo-differenziale. T, spesso si denota come (I —
A)™/2 dove I & operatore identita e A & il Laplaciano, i.e., A = 7 | 8°/027

Dimostrazione. Dobbiamo provare che per ogni m € (—oo, c0) e multi-indice

B esiste una costante positiva C,, s tale che:

(Do) ()] < Cup(L+ )™ veeR"
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Naturalmente questo € vero per § = 0. Supponiamo che sia vero per ogni
m € (—o00,400) e per ogni multi-indice § di lunghezza L. Supponiamo
che v sia un multi-indice di lunghezza L + 1. Allora DY = D’D; un certo

j=1,2,..., e un certo multi-indice 8 di lunghezza L. Pertanto
(D70) ()] = [(079;0)(€)] = [(8°7)(€)] Vz,§ € R”

Allora per la formula di Leibnitz:

mz( ) (@) (L + ) Ve R

6<p

Quindi, per ipotesi induttiva esiste una costante positiva (), 3 tale che:

|( ’ < Cm,BZ ( ) 1+’£‘ 1 |5|(1_H€Dm 2—|B|+16] _ C{nwg(l_i_’g‘)mfh\ vf c R
5<B
dove C}, 5 = ngﬁ (?) O

Prima di dimostrare le principali proprieta degli operatori pseudo-differenziali

introduciamo la nozione di funzione temperata.

Definizione 2.1.3. (Funzione temperata) Sia f una funzione misurabile

definita su R™ tale che

i@l
/n Tt )™ =

per un intero positivo N. Allora f € una funzione temperata.

Proposizione 2.1.4. Sia f una funzione definita su R".Introduciamo la

sequente notazione:

Ti(p) = . f(x)p(x), peS

Tale integrale converge sempre per p € S.
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Dimostrazione. Sia N un intero positivo tale che:
[ Mo
re (1+]2))

Allora per ogni funzione p € S, 'integrale:

[ f@pla)ds

esiste. Infatti abbiamo:

|/ ()]

[ r@le@ids = [ TR+ o) ol

S(é—i@L)ﬂmm+MWW@H<m

n (L2 pemn
O

Proposizione 2.1.5. Sia o(x,&) un simbolo in S™. Allora o é una funzione

temperata.

Dimostrazione. Per la definizione di simbolo esiste una costante positiva C'

tale che:

lo(§)] < C(1+ €)™

Di conseguenza:

(9| 1
d — d
Anu+mwwwlggcﬂwu+mwwlg<m

]

Vediamo alcune importanti proprieta degli operatori pseudo-differenziali.

Lemma 2.1.6. Sia f una funzione continua, temperata e tale che

Ty (), peS.

Allora f ¢é identicamente nulla su R™.
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Dimostrazione. Assumiamo che f sia a valori reali. Supponiamo per assurdo
che f(xg) # 0 per un qualche xy in R™. Allora esiste un disco B(zg,r) di
centro xy e raggio r su cui f e strettamente positiva (o negativa). Scegliamo
una funzione diversa da zero ¢y € C§°(R™) tale che ¢y > 0 per ogni z € R

e supp(po) C B(xzg, 7). Si avra che g € S e

Tt(po) = f(z)po(x)dz
R
¢ strettamente positiva (o negativa). Quindi abbiamo 1’assurdo. ]
Proposizione 2.1.7. Siano 7 e o due simboli tali che T, =T, allora T = 0.

Dimostrazione. Se T, = T, si ha che [p, ™ (o(z,&) — 7(x,&))p(2)dE =
0, ¢ € §. Dalla formula di inversione della trasformata di Fourier segue
che:

/ (o, €) — 7, O)pla)lE =0 peS

Ora, per ogni z € R™ fissato, (o (x, &) — 7(z,€)) ¢ una funzione continua

nella variabile £. Dal lemma dimostrato precedentemente segue che:
eizf(0($’€> —T([L',f)) =0 $7§ € Rna
Questo prova che o = 7. ]

Proposizione 2.1.8. Sia o un simbolo. Allora T, mappa lo spazio di

Schwartz in se stesso.

Dimostrazione. Sia ¢ € S. Allora per ogni coppia di multi-indici a e 3

dobbiamo provare che:
supsern |2 (DY (T, ) (w)] < oo
Usando l'integrazione per parti e la formula di Leibnitz si ha:

2 (D (Typ))(x) = 2*(2m) ™% [ D40 (x,€))p(€)dE =

R’Il
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n 0 [ 3 (Moo a)mpes -

Y<B

20 [ 3 (D) eze oo el -
<8

)2 (1)l B eiv€ pe(( DFor) (2. )67 _
om0 [ 2%(7) DE((DS 70 (. )ETH(6)e

e [ ST (7)(§ ) es e pt o) opie pe e

Y<B <
Sapendo che o € S™ possiamo trovare una costante positiva C, g4 tale che:

sup [2°(D?(To))(2)] <

reR™

@) 5 (7)(§)Cass [ -+ 160D E o6

~<B 6<B
Ne segue che:
sup |2%(D?(T,p))(x)| < o0

zeR?
Ora bisogna solo giustificare lo scambio di derivata e integrale, ma dall’ul-
tima considerazione fatta possibile osservare che l'integrale e assolutamente

convergente. Quindi la dimostrazione e completa. O
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2.2 Espansione asintotica di un simbolo

Definizione 2.2.1. Sia o € S™. Supponiamo di poter trovare o; € S™ dove

m=mg>m;>...>m; — —oo quando j — oo tale che:

N—1
o — E og; € S™
Jj=0

per ogni intero positivo N. Allora chiamiamo Z;io oj espansione asintotica

di o e scriviamo:
[o@)
ag ~ E O']'.
Jj=0

Ora dobbiamo occuparci di dimostrare 1’esistenza dell’espansione asinto-
tica. Enuncio una proposizione che servira a dimostrare un piu importante

risultato, riguardante proprio ’esistenza dell’espansione asintotica.

Proposizione 2.2.2. Esiste una funzione ¢ € C*°(R™) tale che:
(i) 0<¥(§) <1per§ €R"

(i) (€)= 0 per [¢] <1

(i3) ¥(€) =1 per [¢] > 2

Dimostrazione. Dobbiamo costruire una funzione ¢, € Cg° tale che:
(%) 0<o(§) <1pereR”

(i) o(§) = 1 per [(] <1

(i) ol€) = 0 per [¢] > 2

Allora la funzione 9 (§) = 1 — ¢o(€) soddisfera tutte le condizioni richieste.

Sia ¢ € Cg°(R™)una funzione non negativa tale che ¢(s) =0 per |s| > { e

/s|§ p(s)ds =1

1
1
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Sia g = [ * ¢. Allora ¢y € C3°. Inoltre per la posizione dei supporti di f e
©, osserviamo che ¢y(t) = 0 per |t| > 2. Infine per |t| < 1,

wo(t) = - ft—3s)p(s)ds = f(t—s)p(s)ds.

1
IS|SZ

Dato che [t| < 1 e |s| < 1, abbiamo |s — ¢| < 2 e quindi f(t —s) = 1.
Allora dalle considerazioni precedenti si ha che ¢y(t) = 1 per [t| = 1 e che

0 <) <l
[l

Teorema 2.2.3. Siano mg > my > ... > m; — —0o0 quando j — oO.
Supponiamo o; € S™. Allora esiste un simbolo o € S, tale che o ~
Z?io oj. Inoltre se T ¢ un’altro simbolo con la stessa espansione asintotica,

allora 0 — T € NperS™.

Dimostrazione. Sia ¢ € C*(R™) tale che 0 < ¥(§) < 1per £ e R, ¢(§) =0
per [£] < 1 e ¥(&) =1 per |£] > 2. Tale funzione esiste per la proposizione
appena dimostrata. Sia €; una sequenza di numeri positivi tale che: 1 > ¢, >

. > €; — —oo quando j — oo. Definiamo la funzione o € R" x R"
o(x,8) = W(e)o(x z,& e R™
7=0

Osserviamo che per ogni (zg,&) € R™ x R™, esiste un intorno U di (xg, &p)e
un intero positivo N tale che 9 (¢;€)o;j(x, &) = 0 per ogni (z,£) € U e j > N.
Pertanto o € C*°(R"™ x R™).Inoltre per ogni € € (0, 1] e multi-indice v # 0,

(i) w(c€) = 0se ¢ < !
(i6) (€)= 1 se |¢] > 2
(i) 92 ((c€)) = ol (0 (1) (c€)) = O se ¢ < L o ]¢] > 2

(iv) O¢(¥(e€)) < Caela|VE € R", dove Oy = supgegn [(97¢)(S)].
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Se % < ¢ < %allora € < ‘% < %l\' Quindi per ogni multi-indice o non

nullo, abbiamo:
108 (1(€€))| < Cad®l (14 [€]) 71 = o (1 + [€) 7, {ERT,

dove C! = C,4!°l. Precisiamo che questo & vero anche per il multi-indice

nullo.

Ora utilizzando la formula di Leibnitz e I’appartenenza di o; a S™ possiamo

trovare due costanti positive C, , e Cj g tali che:
|DE DI ((e€)o;(x,€))] =
| DE (¢ (e€) (D7) (,€))| =

I3 (%) ot ;o))

V<«

< Z < ) a'y (1+ &)~ |a\+|’Y\Cj7ﬁﬁ<1 4 ‘f|)mj*\7\ _ (2.2)
<o

Z <7> ConCipn(1+ |§|)mr|al _

Cja,ﬂ(l + ‘5’)_1(1 + ‘fy)mj-i-l—\od

per ogni z,§ € R" dove Cjap =3 (3) Ca~Cj g~ Adesso scegliamo €; tale
che
Ojﬂﬁﬁj S 2_j

per ogni coppia di multi-indici «, 8 tali che |a + 8| < j. Dalla definizione di
1 abbiamo
Y(€g) =0

quando 1+ [¢] < e;'. Ne segue:
| D¢ DI (¢(e;€)a;(w, )] < 2775 M (L[] (1€ ]) o1l < 279 (1ot

quando z,€§ € R™ e |a+ 3] < j. Ora per ogni coppia di multi-indici ag e Sy

prendiamo j abbastanza grande da soddisfare: jo > |ag+ 50| € mj, +1 < my.
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Scriviamo:
Jjo—1 0o
O-('Tu g) = Z w<€j€>0j(x7 f) + Z w<€j€)0-j(x7 f) = [(Iv g) + J(QZ, f)
=0 i=jo

I(z,€) ¢ una somma finita e quindi I € S™° Si ha:

(DE DRI, )] < | Y (DD (e, )]

J=Jo
< Z 2—j(1 + |§|)mj+1—|a0| < ZQ—j(l + |£|)mo—\o<0| —
J=Jo J=jo

— 2*j0+1(1 + ’5‘)m0*|a0|'

(2.3)

Quindi anche J € §™°. Di conseguenza anche o € S™°. Dobbiamo verificare

N-1
che o — " o; € S™. Percio scriviamo:

=

o(x,§) = ) oj(x,§) =

J

00 N-1
Z@/} (€;€)oj(z, &) — Za] (2.4)
7=0

=0
-1

(¥(;€) — 1)oj(x,€) = +Z¢ €;€)o;(x, ).

I
S

ZM

<.
I
o

Dobbiamo provare che Z;’;Nw(ejf)aj (x,&) € S™~.
Da ¢(e;§) —1=0per j < N —1se || > ﬁ, segue che

=2

(¥(€;€) = Daj(x,€) € NmerS™

Il
=)

J
. N-1 s :
e di conseguenza o — i—0 05 € S™. Infine se 7 € un altro simbolo tale per

cui 7~ > 720y, allora

N-1 N-1
O'—T:[O'—ZO'] ZUJESmN VN e N
=0 =0

my — —oo quando N — oo, segue che 0 — 7 € M,,,crS™. O



Capitolo 3

Prodotto tra due operatori

pseudo-differenziali

In questo capitolo si vuole provare che il prodotto o la composizione di
due operatori pseudo-differenziali & ancora un operatore pseudo-differenziale.
Inoltre vedremo qual ¢ 'espansione asintotica del simbolo del prodotto tra i

due operatori.

3.1 La partizione dell’unita

E’ necessario enunciare alcuni risultati riguardanti la partizione dell’unita,
che utilizzeremo per decomporre un simbolo o(z, {) in una famiglia di simboli
or(x, &) a supporto compatto nella variabile £. Questo ci sara utile per lo
studio del prodotto tra due operatori pseudo-differenziali. Costruiamo in
primo luogo una partizione dell’unita associata a una decomposizione di R"

in corone diadiche.

Teorema 3.1.1. Esiste una successione di funzioni {¢y}72, in C5°(R™) tale

che:
(1) 0<¢e(§) <1, £EeR”
(i1) Y o) =1 EeR"

19
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(iit) V¢ € R, almeno una e al massimo tre funzioni ¢y sono non nulle.
(w) supp(po) € {€ € R": €] <2}

(v) supp(pr) C{EER 22 < ¢ <281 k=1,2,...

(vi) per ogni multi-indice o, esiste una costante A, > 0 tale che:

supgern|(0%p1) (€)] < Ag27Ml £ =0,1,2,...

Ora, sia 0 € S™. Per K =0,1,2,... scriviamo:

or(x,&) = o(z,)er(§) vV, & e R” (3.1)

e consideriamo:

Ki(z,z) = (2m) "2 /n et (x, £)d¢ (3.2)

Teorema 3.1.2. Per ogni intero non negativo N, e multi-indice o e 3, esiste

una costante A, dipendente da m,n,N,a e 3 tale che:

12|V (020° Ky ) (z, 2)|dz < A2(mtlel=N)k
R'n/

Vk=0,1,2,...

Infine consideriamo una versione della formula di Taylor con resto inte-
grale, che acquistera un ruolo importante nel dimostrare che il prodotto di

due operatori pseudo-differenziali & ancora un operatore pseudo-differenziale.

Teorema 3.1.3. Sia f € C®°(R"). Allora per ogni intero positivo N

flerm= 3y LI +NZ / 0)N 1@ F)(E + 0,)d0

laj<N

VéE,n e RY
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3.2 Prodotto tra due operatori pseudo-differenziali

Teorema 3.2.1. Siano o € S™ e 1 € 5™, Allora il prodotto T, T, tra due
operatori pseudodifferenziali T, e T, ¢ ancora un operatore pseudo-differenziale

Ty, dove A € S™T™2 ¢ ha la sequente espansione asintotica:
A Z

Questo significa che:

|77|

o)(0IT)

\n\

-y

n<N

)(9;7) (3.3)

¢ un simbolo in S™F™2=N per ogni intero positivo N .
Dimostrazione. Per qualsiasi funzione ¢ € S abbiamo:
Top)a) = @02 [ e p@de Voe R

dove op(x,&) = o(x,&)pr(&) e {pr} & la partizione dell’'unita. Quindi:

WE

(To,p)(2) =

i

0

= (2m) "/2/ e E( Zak z,€))p(&)dE = (3.4)

:@”)_m/ o (x,€)p(E)dE x ER”

Lo scambio di somma e integrale e giustificato dal teorema di Fubini. Per-

tanto, scriviamo:
[e.e]
Top=2 Tnp
k=0

Questa serie converge assolutamente e uniformemente per ogni x € R".Ora
dobbiamo calcolare 7,7, ma per farlo ¢ necessario calcolare prima 7T, 7.

Allora, dalla definizione di operatore pseudo-differenziale, dalla trasformata
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di Fourier e dal teorema di Fubini segue che:
(16, Tr¢) ()

=20 [ oo (T Ot
=0 [ o [ comaman)e 5
= [ ([ eton ae ) oy

= (2m) ™/ 5 Ki(z,z — y)(Tr)(y)dy

per ogni x € R™. Pertanto, ancora dalla definizione di operatore pseudo-

differenziale e dal teorema di Fubini si ottiene:
(15, T-p) ()

= 2 [ Koz — ) / &7 (1, 7)@ () dn)dy

n

Rn
. . A (3.6)
= (2m)™/? / et / e~ "IN (2,0 — y)7(y, m)dy)@(n)dn

= m " [ et

per ogni x € R"™, dove:

A, ) (2m) 2 / DN (1 — )y, )y

n

Con un cambiamento di variabile si ha:

Ae(z,m) = (27r)_”/2/ e_iz'”Kk(x, 2)T(x — z,m)dz Vo,n e R"

n

Per cui si avra:

L)@ = @0 [ d\@melndn  oe R

n

dove N(z,n) =Y poy Au(z, &)V, n € R”

Rimane da provare che A(z,7n) & un simbolo in S™ 2 e soddisfa:

—g)Il
A~ Y S oo
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Se avessimo cominciato con (T,T,¢)(x) invece di (T, TT¢)(x) avremmo
ricavato 'integrale divergente [, €' ¥ ¢g(z, )d¢ invece di [, /@) 4oy (xz, £)dE.
E’ per questo ch abbiamo utilizzato la partizione dell'unita.

Ora, per K =0,1,2, ..., definiamo A\, nel seguente modo:

Mi(z, ) = (2m) ™2 / K (2, (e — 2 6)de Vo, € R

n

Utilizziamo la formula di Taylor con resto integrale, precedentemente defini-
ta. Si ha:

-2 = Y 000 + Ry (22,0

|u|< N1
dove:
(—=2)"

1!

Ru(e.s8) =M 3 28 [ -0 @ 02,90

|pu|=N1

per ogni (z,§) € R". andando a sostituire 7(z — z,§) si ha:

—)lul L
= 3 LR 0o . 90 + T 0. )

[l <N -1

dove:
Ty, (x.€) = (2m) /2 / e K, 2) R, (2,2, €)d2

n

per ogni z,£ € R"™. Per ogni intero positivo N la funzione A soddisfa:

—)ul
- 2 S @ (5.7

—5)lul
+ Z u(@go)(ﬁﬁﬁ)

!

dove N; € un intero maggiore di N. Si ha:

—5)lul
> ) (Oko)(Ohr) € Smtma=N

|
N<|p|<N: H
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Quindi se possiamo provare che per ogni coppia di multi-indici a e 3, esiste

una costante C, g > 0 tale che:

|1l
ol Y S @nleo

N<|ul<N;

< Cop(1 4 |€[)mrtme=N-I6] z,& e R,

Quindi possiamo concludere chel ¢ in S, 4, € ha una espansione asintotica

data da 3.3. A questo scopo notiamo

A= 132 0 @) i) ZT}v’i

|
<y

Allora, per ogni coppia di multi-indici « e 8, dobbiamo stimare D;‘D? T](\fl )k
0,1,2,.... Abbiamo il seguente risultato:

Lemma 3.2.2. Per ogni intero non negativo M, esiste una costante Cqo g v N,

tale che:
a k — m m —
[(DIDETN (@, )] < Caport (14 6P) M (1 [l - 2lme2M =k
per ogni v, £ € R" e k=10,1,2,....
Assumiamo questo lemma per ora, lo dimostreremo successivamente. Al-
lora per ogni intero positivo N e per ogni coppia di multi-indici o e S,
possiamo scegliere un intero positivo M tale che:

(L+ €)M+ g™ < (L [gymrmNFl e R

Fissato M, possiamo scegliere un altro intero positivo /N; abbastanza grande

da soddisfare:
mi+2M — Ny <0

Dalle considerazioni fatte segue:

pepin- 3 B

|
<y

(O 0)(9m) }(x, €

- 3.8
< Z Capmn, (1 + |&[)ymatme=N=IBl 9(my + 2M — Ny)k (3.8)

k=0
= Cop(1+[¢))ymtm=N=IBl 2 ¢ e R™,
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dove:

oo
M—N1)k
Couﬁ = Ca,ﬂ,M,Nl Z g(mi+? v
Ny

Rimane solo da provare il lemma enunciato precedentemente. Per farlo

abbiamo bisogno di un altro lemma:

Lemma 3.2.3. Sia Ry(z, 2 §) la funzione data da:

Ry, (x,2,6) = Z / — )M Y9 ) (2 — 0z, €)db

lu|=N1
Allora per ogni coppia di multi-indici o, 8 e vy esiste una costante Cy 5, > 0

tale che:

|(a;azaa§RN1)($, z,8)| < Ca’ﬁﬁ[z |Z|N1—|7'|](1 + |§|)m2—|ﬁ|

v'<y

per ogni x, z,& € R™.
Ora possiamo provare il lemma 3.2.2.

Dimostrazione. Si ha:

(8585RN1>(I7 Z7£> = Nl Z (_Z;)M /1(1 - H)lel(a;zﬁua?T)(x - 92?£)d9
0

w=n

per ogni z, z, & € R™. Quindi per la formula di Leibnitz si ha:
(070207 R, ) (, 2, €)
1
Y ( ) (-2 [ a-op (3.9)
=Ny v'<vy 0
(07 44 9) (2 — 02,) (~0) 7l
Quindi dato che 7 € §™2 e esiste una costante positiva C, e Cy 5./, tale
Y B

che:
(820507 R, ) (x, 2,€])
<N Z( )O 2™ '7'/ (1 + [€]"2717)dB (3.10)
|ul=N1v'<y '

< Capald_ M1 (1 + gyt

v <y
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per ogni z, 2, £ € R™, dove:

Ca’gﬁ = N1 Z sup{ <’7/> O’Y/CCV,B,W’,;L}

RN

La dimostrazione del teorema ora e completa.



Capitolo 4

L’aggiunto formale di un

operatore pseudo-differenziale

In questo capitolo ci proponiamo di definire e di mostrare l'esistenza
dell’aggiunto formale di un operatore pseudo-differenziale, di verificare che
si tratta di un operatore pseudo-differenziale. Inoltre vogliamo ottenere

ottenere una espansione asintotica del simbolo dell’aggiunto formale.

Definizione 4.0.4. Per ogni coppia di funzioni ¢, in S definiamo (p,1)

(po) = [ oladada

Definizione 4.0.5. Sia o un simbolo inS™ eT,, 'operatore pseudo-differenziale
associato. L’aggiunto formale dell’operatore T, e l'operatore, T; : S — S tale

che:
(Top,¥) = (0, T;9), o, ES

Teorema 4.0.6. Sia o un simbolo in S™. L’aggiunto formale dell’operatore
pseudo-differenziale T, é ancora un operatore pseudo-differenziale T, dove T

e un simbolo in S™ e

v
0. ~ 3 S @204 0. ).

7

Questo significa che

27
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—)Iml
.6 - Y @t e,

& un simbolo in S™N per ogni intero positivo N.

Prima di dimostrare il teorema vediamo come puo essere costruito il sim-

bolo 7. Per k = 0,1,2,... definiamo o, e K; da 3.1 e 3.2 Allora per la

definizione di aggiunto formale,
(TU(')O7w) = (907 T:@D) V%¢ S S

Dalle proposizioni 1.0.10, 1.0.11 e dalla definizione di operatore pseudo-

differenziale,
(Toprt) = [ (T @) TN =
—en? [ ] e nemanfi@e
=0 [ [ oty - oot it

dove

n

Gile.y) = (2m) / eV (en)dy  Va,y € R™

Pertanto da 3.2 e dal teorema di Fubini si ha:

(Tope) = 0y [ L[ oy - o)t ety

=0 [ { [ Rateo - i@ et v es.

Ne segue:

(T2, 0)(x) = (2m) /2 / Relyy - )b(y)dy Ve R

n
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Quindi, applicando la formula di inversione di Fourier alla funzione 1, il

teorema di Fubini e un cambiamento di variabile, si ha:

(T)e) = @ [ Ftwy-of [ it ay

= (2m)™" /{/ e Ky (y, y — x)dy}lﬁ(n)dn

= (2m)™" / ) eiy'”{ / IRy, y x)dy}tﬁ(n)dn
= (2m)7" / ) e@'y'"{ / ) e Kz + 2, z)dz}z/}(n)dn

(4.2)

per ogni x € R". Ne segue:
T =Tr
Ok Tk
dove:

(T, M) = (27)”/2/ e Ky (x + z, 2)dz.

Dato che (T,p,¥) =Y 1o o(To. 0, %) per ogni ¢, ¢ € S, T sara dato da:

T(x,n) =Y mlr,n)  Vo,meR"
k=0

Quindi rimane da provare che 7 € un simbolo di ordine m con una espansione

asintotica data nel teorema 4.0.6 e che:

(Tak¢7¢) = (SO,TTw) V(,D,Qﬁ €Ss.

Dimostrazione. Per k =0,1,2,... definiamo 7, come in 4. Sia N; un intero

positivo. Allora dalla formula di Taylor con resto integrale:

o
Kilax+2.2)= Y (0K, 2) + RY (x,2),

<Ny 7

RY(z,2) =Ny ) —/01(1—e)Nl—l(agKk)(Hez,z)de
1 (43)
N Y2 /0 (1= 0)M—1(2m)/2 / (W) (¢ + 02, €)dEdb.

Rn



30

4. L’aggiunto formale di un operatore pseudo-differenziale

Quindi per la definzione di 7(x,n) e per la proposizione 1.0.8

—)lul
e = 3 EX @), m) + T, (2,1)

P

dove L
Ty, (x,m) = (2%)_”/2/ ei”'zRg\’,? (x,2)dz Vo, u e R"™

n

Per ogni intero positivo IV,

| -
N | (4.4)
(_Z)Iul . (_Z)Iul e
Ty kT Y, 0kl
<ty N<<n P

N 5. AN . (—i)lml LU= 5
dove N; ¢ un’intero piu grande di N. La somma ZN§|u|<N1 i OLoNT ¢ in
S™=N " Quindi se proviamo che per ogni coppia di multi-indici o, 3 esiste una

costante C, g > 0 tale che

‘(Dng{T_ 3 (—;?”agaga})(x,n)'

< Cop(L+[pl)™ P 2 eR",

allora possiamo concludere che 7 € S™ e ha come espansione asintotica quella

definita nell’enunciato. A tal fine osserviamo che

(—i)lk! I )
T— > e Lol =Y Ty,
[ <N k=0

Siano « e # due multi-indici. Allora per come abbiamo definito T J(Vki ) e per la

formula di integrazione per parti:

(DT o) = (2m) "2 [ DI RL) (o. )ds
! (4.5)
= (14 o) < (em) 2 [

e (1 - A»K{ﬂ(DzRT@)(x, z>}dz

n
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dove K & un intero positivo. Sia P(D) = (1 — A)*. Allora per la formula di

Leibnitz e I'integrazione per parti

(- Az>K{zﬁ<D§RT§3><x, z>}

1_ KNl Z “+6 N1 1 27T) n/2
|u|=N1
' / <—z'>‘“'e—”'f<a§+“a—k><x + 0z, £)dédo
. ) (4.6)
=N ) Z |5|Z / (1= )Nt (2m) "2
|ul=N1 [5|<2K 0
/ a|z< )9|9 ol(Dre=iz).

p<d

(D2POCTHG ) (o + 02, €).

Sia v un multi-indice. Allora applicando l'integrazione per parti e la formula
di Leibnitz:

(- 8 { DR z>>}
=M ) Z( ) |6('z“+5) (4.7)

lul=N1 |8|<2K p<o

/1(1 — 0)M1 7101l (27) /2 (k) B

dove z7(xx) & uguale a

/n izt (_ a|/2<:( >{D7 (€7D~ paawg)}

(+62,€) (DW—”’%) ()d¢

Utilizzando l'appartenenza di o a S™ e il teorema 3.1 possiamo trovare una

costante C' > 0 che dipende da 7/, p, 0, , pu tale che:

|27 (s |</ ZC 1 4 [g])mtlel=Ilg=kh="1ge

ky<y!
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dove Wy = {£€ e R" : [€] < 2} e Wy = {€ € R" : 2872 < [¢] < 2FF1}
k =1,2,.... Sia M un intero positivo. Allora esiste una costante C' > 0,

dipendente da M, p, a, pu tale che
|(**)| < C|Z|—2M2k(m+|p|—2M+n)‘

Quindi esiste una costante C' > 0 dipendente da «, 3, k, M, Ny tale che

o-arfe o))

< C|z|_2M{ Z |Z|5+N1—|5}Qk(m+2K—2M+n).

ls|<2K

Scegliamo K abbastanza grande da soddisfare:
L+ <@+ NP v e R
Scegliamo M = M’ abbastanza grande da soddisfare:
m+ 2K — 2M' +n < 0.

Poi scegliamo N, abbastanza grande da soddisfare:

/ \zr””’{ 2 rz\'ﬁ+N1'6}dz<oo
|z|<1

8|<2K

Quindi esiste una costante C > 0 dipendente da «, 5, K, M’, Ny tale che:

/ |(1 _ A)K{Z,B (onaR%? (x, z)) H < 012k(m+2K—2M/+n)'
|z|<1
poi scegliamo M = M" abbastanza grande da soddisfare:

m+2K —2M" +n <0

/ |Z|2M”{ Z ‘Z|I6+N1I5I}dz < 00
|z[>1

18|<2K
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Quindi esiste una costante Cy > 0 dipendente da «, 5, K, M"”, N; tale che:

[ll=e) (i)}

Quindi avremo un’altra costante C' > 0 dipendente da «, 5, K, M', M", N,

dz

tale che:
‘ (DngTNl)(% 77)‘

<CO(1+ ‘U‘Q)fk{2k(m+2K72M’+n)+2k(m+2K*2M”+n) }

Pertanto la funzione 7 € un simbolo in S™ la cui espansione asintotica e quella

definita nell’enunciato del teorema. Inoltre vale

(Top, ) = (0, T59)
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