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Introduzione

Attribuito ad Etienne Bézout, il teorema e un primo approccio alla teoria dell’interse-
zione di varieta algebriche risolvendo il caso di due curve proiettive piane. Il lavoro iniziale
di Bézout — pubblicato nel 1779 — per il quale il teorema gli & stato attribuito, riguarda
tuttavia la risoluzione di sistemi di equazioni algebriche. Inoltre, il concetto di molteplicita
di intersezione che modifica ed arricchisce la prima formulazione di Bézout era ai suoi tempi
sconosciuto.

E solo nel secolo scorso che ¢ stata data una definizione accurata di molteplicita di inter-
sezione, prima solo sul campo dei numeri complessi e successivamente su ogni campo alge-
bricamente chiuso portando cosi alla versione definitiva del teorema. La definizione classica
di molteplicita di intersezione di due curve algebriche piane proiettive utilizza il risultante
di due polinomi e la proiezione su una retta da un punto scegliendo un opportuno sistema
di coordinate omogenee. L’obiettivo di questa tesi € quello di dare una definizione della
molteplicita di intersezione di due curve nel piano proiettivo tramite ’algebra commutativa.
Cio rendera evidente come questa sia invariante per cambi lineari di coordinate.

Il Capitolo [1] si apre rinfrescando proprieta elementari dei polinomi omogenei. Succes-
sivamente introduciamo le ipersuperfici affini e proiettive studiandone le loro proprieta. Il
capitolo si chiude con lo studio locale delle curve algebriche piane affini e proiettive.

Nel Capitolo [2| passiamo all’esposizione dei preliminari dal punto di vista algebrico.
Dopo una breve esposizione della teoria basilare degli anelli, introduciamo la struttura al-
gebrica dei moduli e studiamo le loro prime basilari proprieta, nello specifico dei moduli
finitamente generati. Introduciamo anche brevemente la struttura di algebra e la nozione di
successione esatta corta, fondamentale in algebra commutativa.

I Capitolo [3] & forse il pitt ricco di contenuti. Iniziamo il capitolo con la costruzione
degli anelli di frazioni dando particolare enfasi alle localizzazioni, pit interessanti dal punto
di vista geometrico. Segue poi la costruzioni dei moduli di frazioni che posseggono proprieta
piu interessanti. Studiando i moduli di frazioni introduciamo il supporto ed indaghiamo
il suo comportamento. Successivamente introduciamo il concetto di proprieta locale e mo-
striamo come alcune di queste siano ben note cosi da poterle sfruttare nelle dimostrazioni
del prosieguo della tesi.

Dopo gli anelli e moduli di frazioni vogliamo definire la lunghezza di un modulo. A
tale scopo introduciamo delle condizioni sulla finitezza delle catene di sottomoduli. Tramite
il Teorema di Jordan-Holder leghiamo queste condizioni alla lunghezza di un modulo e
ne mostriamo la buona positura come quantita ed il suo legame con la dimensione come
K-spazio vettoriale se ’anello ¢ una K-algebra.

I1 capitolo si chiude con una breve introduzione al prodotto tensoriale al fine di costruire
I’algebra esterna e le potenze esterne di un modulo.

Nel Capitolo [ introduciamo alcune nozioni elementari della geometria algebrica. In
particolare ci soffermiamo sullo studio dell’anello delle funzioni regolari e quello dei germi
delle funzioni regolari di una varieta affine.

Nel Capitolo [5] torniamo ad un approccio piu classico esponendo brevemente la teoria
del risultante di due polinomi e studiando il suo legame con la fattorizzazione dei polinomi
ne caso in cui i coefficienti siano in un UFD. Fatto cio questo € lo strumento tramite il quale
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diamo la prima definizione di molteplicita di intersezione tra curve algebriche piane proietti-
ve. Tale definizione avviene una volta scelto un sistema di coordinate omogenee opportuno.
Utilizzando dunque l'algebra commutativa sviluppata nel Capitolo [3| ed introducendo gli
anelli a valutazione discreta (DVR) studiamo nuove proprieta della lunghezza dei moduli su
DVR. Mostriamo come la molteplicita di intersezione definita tramite il risultante si leghi
ad una quantita invariante per cambi lineari di coordinate.

A questo punto la dimostrazione del Teorema di Bézout con la definizione classica di
risultante e la scelta di un opportuno sistema di coordinate omogenee puo essere presentata.
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CAPITOLO 1

Curve algebriche piane

Iniziamo questo capitolo con il richiamare alcune definizioni e proprieta basilari dei
polinomi a coefficienti in un campo K in n indeterminate, e fissare le notazioni che useremo da
qui in avanti per questi ultimi. Una volta introdotto ’ambiente di lavoro, lo spazio proiettivo
standard n-dimensionale, tali richiami algebrici ci permetteranno di poter iniziare lo studio
delle ipersuperfici proiettive, di cui le curve algebriche piane sono un caso particolare per
n = 2, in una trattazione piu classica.

1.1. Polinomi

Indichiamo con K]z, ..., z,] Uanello dei polinomi nelle indeterminate xo, .. ., 2, a coef-
ficienti in K e con deg F' il grado di un polinomio F(x, ..., Z,). Denoteremo poi con F;, la
derivata parziale rispetto alla variabile x;, ed in modo analogo le derivate parziali di ordine
maggiore.

DEFINIZIONE 1.1. Sia K un campo, un polinomio F € K[z, ..., z,] si dice omogeneo
se tutti i suoi monomi hanno lo stesso grado. In particolare il polinomio nullo ¢ omogeneo
di ogni grado.

Per i polinomi omogenei valgono inoltre delle importanti proprieta utili da rammentare:

e un polinomio F(xg,...,x,) ¢ omogeneo di grado d se e solo se vale l'identita
F(txo, ... tx,) = t4F(zo,...,2,) in K[t,20,...,2,];
e (identitd di Fulero) se F[xg,...,x,] € omogeneo, allora vale 'uguaglianza

> @iy, = (deg F)F;
1=0

e ogni polinomio che divide un polinomio omogeneo non nullo ¢ omogeneo.

DEFINIZIONE 1.2. Sia F(xg,...,z,) € K[zg,...,2Z,] un polinomio omogeneo di grado
d, il polinomio f(z1,...,2,) = F(1,21,...,2,) & detto il deomogenizzato di F rispetto x,
che indichiamo con F4"%0. Se f(zy,...,z,) € K[z1,...,2,] & un polinomio di grado d, il
polinomio

F(xg,...,%,) = xlf <xl xn)

) )
Lo Lo

& detto il polinomio omogeneizzato di f rispetto xg, che indichiamo con f™®o.

OSSERVAZIONE 1.3. Se I’ & omogeneo di grado d e zp non divide F, allora deg F¢ %0 = (.
Se f & un polinomio di grado d, allora f"®° & omogeneo di grado d ed xy non divide f™®o.

Le due operazioni appena definite a primo acchito possono sembrare I'una l'inversa
dell’altra, tuttavia servono delle piccole accortezze per trarre tale conclusione.

PROPOSIZIONE 1.4. Siano f € K[z1,...,2,] polinomio di grado d ed F € K[z, ..., 2]
polinomio omogeneo di grado d. Allora:
(1) (fhzo)dhzo = f mentre (F@%0)o0 = [ ge e solo se xg | F.
(2) Siano F(zg,...,x,) ed f(z1,...,2,) polinomi ottenuti 'uno dall’altro per omo-
geneizzazione e deomogeneizzazione rispetto zy (dunque in particolare g {1 F),

1



2 1. CURVE ALGEBRICHE PIANE

allora f e irriducibile se e solo se F' ¢ irriducibile. Piu precisamente, se F si fatto-
rizza come F = cF[™ ... F™s con ¢ € K*, Fy,..., Fs polinomi irriducibili distinti
ed my,...,my € Zso tali che Y ;_, m; deg F; = deg F', allora f si fattorizza come
f=cfi™ ... fI", dove gli f; si ottengono a partire dagli F; per deomogeneizzazione
rispetto zg e viceversa.

DIMOSTRAZIONE. (1) Per I'osservazione precedente sappiamo che f"0 & omoge-
neo di grado d e non divisibile per xy, dunque sempre per la stessa abbiamo che la
deomogeneizzazione di quest’ultimo & ancora di grado d. Allora (fh*0)dhzo(z) ... z,) =
14f (%, ce Jan) = f(x1,...,2,). (=) Se per assurdo g | F allora F4"%0 ayreb-
be grado strettamente minore di d percio la sua omogeneizzazione avrebbe tale
grado e dunque non varrebbe I'uguaglianza. (<) Se z¢ { F' allora F"0 ha ancora

grado d dunque se xg # 0

(Fahwoyhzo (po ) = 2lF (1, noo x”) -

o ’LL'()
Lol LoTn
=F o, g ey =
Zo Zo
= F(xz0,...,2Zp).

Per xy = 0 I'identita e ovvia per omogeneita di F.

(2) Si osserva facilmente che entrambe le operazioni commutano i prodotti ed in par-
ticolare dunque con l’elevamento a potenza dunque vale 'identita sulle fattoriz-
zazioni. (<) Se per assurdo f fosse riducibile come f = fifa si avrebbe che
F = flo%o 1% ¢ sarebbe riducibile. (=) Analogo.

O

Le operazioni di omogeneizzazione e deomogeneizzazione possono essere definite in modo
del tutto equivalente rispetto ad ogni altra indeterminata x; e continuano a valere per
ciascuna le proprieta sopra enunciate e mostrate.

Introduciamo adesso nell’anello dei polinomi K|z, ..., x,] una relazione di equivalenza
cosl definita: siano f,g € K[z1,...,x,] diciamo che

f ~ g se e solo se esiste A € K* tale che f = \g.

Diremo in questo caso che f e g sono proporzionali.

1.2. Spazio proiettivo

DEFINIZIONE 1.5. Sia K un campo. Lo spazio proiettivo standard n-dimensionale sul
campo K & definito come D'insieme delle rette passanti per Iorigine di K" e si indica con
P"(K), cioe
K0}

~

P (K)
dove ~ ¢ la relazione di equivalenza cosi definita: siano z,y € K" ~{0} allora
x ~y se e solo se esiste A € K* tale che z = \y.

Denotiamo con 7 : K" < {0} — P"(K) la mappa di proiezione al quoziente e con

[zo: -+ : &,] la classe di equivalenza di (zo,...,z,) € K" {0}
DEFINIZIONE 1.6. Per ogni ¢ =0, ...,n consideriamo i seguenti sottoinsiemi di P"(K):
Ui ={[zo: -+ zp] € P"(K) | z; # 0},
H; ={[zg: -+ : x,] € P"(K) | z; = 0}.

U; e H; prendono rispettivamente i nomi di i-esima carta affine standard e i-esimo iperpiano
standard.
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Si osserva facilmente che U; = P"(K) . H;. Possiamo poi definire, per ogni i = 0,...,n,
due naturali bigezioni:
e j;: K" — U, definita da j;(z1,...,2,) = [z1: - @i—1: 1 xy: -+ 2] la cud in-
T Ti_1 T

versa & definitada j; ' ([zo: =+ @1t Tt Tig1: oo wp)) = S Y
(Notiamo che & ben posta la divisione per x; poiché non nulla in U;);

e hi: P"H(K) — H; definitada h;([zo: -~ : 2p_1]) = [wo: - @i_1:0: -+ 2y ]
Coninversahi_l([xoz vty 0nmpprs ot X)) = [Tor o i1 Typrs et Tple

Si noti dunque che componendo una qualunque delle j; con Uinclusione naturale di U; in
P™"(K) si ottiene un’immersione di K™ in P"(K); per cui possiamo intendere P (K) come un
ampliamento di K" attraverso I’aggiunta dell’iperpiano “improprio” H;.

NoTA 1.7. Sard sempre utilizzata come scelta privilegiata I'immersione di K" mediante
la mappa jo nella carta Uy.

OSSERVAZIONE 1.8. La costruzione delle mappe fatta per U; ed H; puo essere genera-
lizzata ad un qualsiasi iperpiano H C P"(K). Vedi [FEP16} 1.3.8 Carte affini, pag. 10].

Possiamo in generale definire lo spazio proiettivo su di un qualunque K-spazio vettoriale

V.

DEFINIZIONE 1.9. Sia V un K-spazio vettoriale, si chiama spazio proiettivo associato
a V linsieme quozione P(V) = (V . {0})/ ~, dove ~ ¢ la relazione di equivalenza su V'
definita da
v ~ w se e solo se esiste A € K* tale che v = \w.

DEFINIZIONE 1.10. Sia W C K" sottospazio vettoriale. L’insieme P(W) = 7(W ~
{0}) & detto sottospazio proiettivo, con 7 la proiezione al quoziente. Si pone dimP(W) =
dim(W) — 1. Se W = {0} allora P(W) = & e dim(@) = —1.

Un sottospazio proiettivo viene detto retta proiettiva se ha dimensione 1, piano proiettivo
se ha dimensione 2, iperpiano proiettivo se ha dimensione n—1. Chiamiamo codimensione di
un sottospazio proiettivo P(W) C P"(K) I'intero codim(P(W)) = dim(P"(K)) — dim(P(W))
(si noti che codim(P(W)) = codim(W)).

Come viene fatto negli spazi vettoriali possiamo definire delle operazioni tra sottospazi
proiettivi di P"(K):

e siano P(W7),P(W,) C P"(K) sottospazi proiettivi. Poiché P(W;) N P(W3) =
P(W;NWs), intersezione di due o piu sottospazi proiettivi & ancora un sottospazio
proiettivo. I sottospazi P(W7) e P(W3) sono detti incidenti se P(W1) NP(Ws) # @,
sono detti sghembi se invece hanno intersezione vuota;

e sia A C P"(K) un sottoinsieme non vuoto, chiamiamo sottospazio generato da
A 1l sottospazio proiettivo L(A) ottenuto come intersezione di tutti i sottospazi
proiettivi di P"(K) contenenti A. Indichiamo con L(pi,...,pm) il sottospazio
generato dai punti py, ..., p, € P*(K);

e siano P(WW7),P(W3) C P"(K) sottospazi proiettivi. L’insieme U = P(W7) UP(Wa)
in generale non € un sottospazio proiettivo, il sottospazio generato da U sara
denotato con L(P(W7),P(W3)) e si ha che L(P(Wy),P(W3)) = P(W; + Wa).

Vale inoltre ’equivalente della Formula di Grassmann per sottospazi proiettivi (vedi [FFP16,
Proposizione 1.2.1, pag. 4]) che ci fornisce dunque 'utile criterio per il quale, dati P(W;), P(Ws) C
P"(K) sottospazi proiettivi, se dim(P(W7)) + dim(P(W2)) > n allora i due sottospazi sono
incidenti.

DEFINIZIONE 1.11. Siano V e W due K-spazi vettoriali di dimensione finita, diciamo
che lapplicazione f: P(V) — P(W) & un trasformazione proiettiva se esiste un’applicazione
lineare iniettiva ¢: V. — W tale che f([v]) = [¢(v)] per ogni v € V ~ {0}. In tal caso
scriviamo f = 9.
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Se f e indotta da un isomorfismo lineare ¢ diciamo che f € un isomorfismo proiettivo.
Due spazi proiettivi su un campo K si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo proiettivo
tra di essi. Un isomorfismo proiettivo f: P(V) — P(V) e chiamato una proiettivita di
P(V). Due sottoinsiemi A, B C P"(K) si dicono proiettivamente equivalenti se esiste una
proiettivita f di P"(K) tale che f(A) = B.

OsSERVAZIONE 1.12. Nella definizione di una trasformazione proiettiva f la richiesta
di ¢ iniettiva non e rimovibile: difatti se ¢ non fosse iniettiva allora la proiettivita f =@
non sarebbe ben definita sul sottospazio proiettivo P(ker ). Possiamo tuttavia estendere la
definizione di trasformazione proiettiva per ammettere quelle indotte da applicazioni lineari
non iniettive, dette trasformazioni proiettive degeneri (vedi [FFP16l 1.2.6, pag. 5]).

Sia ¢ un’applicazione lineare che induce la trasformazione proiettiva f, allora I'insieme
di tutte le applicazioni lineari che inducono f & {kyp | k € K"}, cio¢ tale applicazione
lineare & determinata a meno di un multiplo scalare non nullo. Le proiettivita di P"(K)
formano un gruppo rispetto alla composizione, detto gruppo lineare proiettivo e denotato con
PGL(n+1,K). Per quanto osservato sulle applicazioni lineari che inducono una proiettivita

questo ¢ isomorfo a

PGL(n +1,K) = GLnt1(K)

)

ove ~ ¢ la relazione di equivalenza cosi definita: date A, B € GL,11(K) allora
A ~ B se e solo se esiste A € K* tale che A = AB.

Pilt avanti ci servira un particolare tipo di trasformazione proiettiva di P"(K): la proiezione
di centro un sottospazio, nel caso particolare di un punto.

DEFINIZIONE 1.13. Siano H = P(W) ed S = P(U) sottospazi proiettivi di P"(K) tali
che HNS = @ e L(S,H) = P"(K). L’applicazione mg s: P"(K) N\ H — S definita da
wu,s(p) = L(H,p) NS & detta la proiezione di P"(K) su S di centro H.

L’applicazione di proiezione mp s € ben posta per la formula di Grassmann: se poniamo
k = dim(S) e h = dim(H) allora per la formula di Grassmann k+h = n—1. Allora per ogni
p € P"(K) \ H si ha che dim L(H,p) = h + 1, per cui di nuovo dalla formula di Grassmann
otteniamo che dim(L(H,p) N S) =0, cio¢ L(H,p) interseca S in esattamente un punto.

NoOTA 1.14. In particolare a noi interessera nel proseguo la proiezione di P"(K) di centro
un punto su un iperpiano m, g, con H C P"(K) iperpiano e p € P"(K) \ H.

Abbiamo indicato i punti di P"(K) con [zg: ---: x,] quando parlavamo della classe
di equivalenza del punto (zo,...,z,) € K"t {0} utilizzando dunque implicitamente un
sistema di coordinate indotto da quello dato dalla base canonica {eq,...,e,} di K"t

Possiamo tuttavia, come succede per i cambi di base di un K-spazio vettoriale, cambiare il
nostro riferimento proiettivo.

DEFINIZIONE 1.15. T punti pg = [vo],...,pm = [vm] di P"(K) si dicono linearmente
indipendenti se lo sono i vettori vy, . . . , vy, in K", In particolare P™(K) ci sono al pitt n+1
punti linearmente indipendenti. Pill in generale, diciamo che i punti po, . . ., px € P"(K) sono

in posizione generale se sono linearmente indipendenti (per k& < n) oppure se k > n, presi
qualunque n 4 1 di questi sono linearmente indipendenti.

DEFINIZIONE 1.16. Un riferimento proiettivo di P"(K) ¢ un insieme ordinato R =
{po,---yPn,Pn+1} di n+ 2 punti in posizione generale; i punti py, ..., p, sono detti i punti
fondamentali del riferimento, mentre p, 1 viene detto punto unita.

I sistemi di riferimento proiettivi svolgono il ruolo che hanno le basi in uno spazio
vettoriale e difatti sono ad esse legati. Difatti data una base B = {vo, ..., v,} di K"*! con-
sideriamo il vettore u = vg + ... +v,. Si osserva facilmente che R = {[vo], ..., [vn], [u]} & un



1.3. IPERSUPERFICI AFFINI E PROIETTIVE 5

riferimento proiettivo di P"(K). Chiamiamo B una base normalizzata di R. Sia allora [v] €

P"(K), se v = Y ., z;v; diciamo che (2o, ..., xy) ¢ una (n+ 1)-upla di coordinate omogenee
per [v] rispetto al riferimento R e scriveremo [vlg = [xg: -« : zp]. In P*(K) si chiama rife-
rimento proiettivo standard quello formato dai punti [1: ---: 0],...,[0: ---: 1], [1: ---: 1],

di cui una base normalizzata ¢ la base canonica di K"™'. Quanto ¢ stato fissato un ri-
ferimento proiettivo e quindi & stato dato un sistema di coordinate su P"(K), invece di
[plr = [xo: -+ : @y] scriveremo pil brevemente p = [zg: - : @y

OSSERVAZIONE 1.17. Fissare un riferimento proiettivo R di P"(K) equivale a fissare una
proiettivita P : P"(K) — P"(K) dove diamo al dominio il riferimento proiettivo standard
ed al codominio il riferimento proiettivo R, dunque la mappa & definita da &% (p) = [p]=.
Tale proiettivita risulta dunque essere indotta dall’isomorfismo lineare di cambio di base
dalla base canonica di K" ad una qualsiasi base normalizzata B, associata ad R.

PROPOSIZIONE 1.18. Siano R ed R’ due riferimenti proiettivi di P"(K). Esiste una
matrice A € GL,11(K), individuata solo a meno di un multiplo scalare non nullo, tale che

se p € P"(K) ha coordinate omogenee x = (xg, ..., Z,) nel riferimento R, allora coordinate
omogenee y = (Yo, ..., Yn) del punto p nel riferimento R’ sono date dalla formula y = Ax.
DIMOSTRAZIONE. Vedi [Ser00] pag. 319, 320; Proposizione 27.1] O

1.3. Ipersuperfici affini e proiettive

Raccogliamo in questa sezione nozioni e risultati generali per le ipersuperfici per poi
applicarli ai nostri casi particolari. Ricordiamo innanzitutto la relazione di proporzionalita
che abbiamo dato all’anello dei polinomi Kz1,...,z,] in Indicheremo poi da qui in
avanti con Ag l'insieme K" che chiameremo spazio affine n-dimensionale sul campo K (o
pilt brevemente A" quando & ovvio il campo base).

DEFINIZIONE 1.19. Si chiama ipersuperficie affine T di Ag ogni classe di proporzionalita
di polinomi di grado positivo in K[zy,...,z,]. Un’ipersuperficie affine viene detta curva
piana affine nel caso n = 2.

Se f € K[z1,...,z,] & un rappresentante per I'ipersuperficie Z, diciamo che f(z1,...,z,)
0 & un’equazione dell’ipersuperficie e chiamiamo grado di Z il grado di f. Se Z = [f] e
J = lg], denotiamo con Z +J lipersuperficie [fg] e, per ogni intero positivo m, deno-
tiamo mZ = [f™]. L’ipersuperficie Z & detta irriducibile se lo ¢ uno—e quindi ciascu-
no—dei suoi rappresentanti. Se f = cf]"* ... fi" con ¢ € K*, mq,...,ms € Zso tali che
Yi_ym; = degF ed fi,...,fs coprimi a due a due, le ipersuperfici Z; = [f;] sono dette
le componenti irriducibili di Z e I'intero m; ¢ detto la molteplicita della componente Z;; in
tal caso scriveremo Z = m1Z; + ...+ mgsZs. Ogni componente irriducibile di molteplicita
m; > 1 & detta componente multipla; le ipersuperfici senza componenti multiple sono dette
ridotte.

DEFINIZIONE 1.20. Per ogni f € K[z, ..., z,] denotiamo

V(f)={(z1,...,2n) € A" | f(x1,...,2,) =0}.
Poiché V(Af) = V(f) per ogni A € K*, chiamiamo supporto dell'ipersuperficie Z = [f]
l'insieme —ben definito— V(Z) = V(f).

OSSERVAZIONE 1.21. Un’ipersuperficie determina univocamente il suo supporto, il vi-
ceversa in generale non e vero. Ad esempio le ipersuperfici di equazione f =0 ed f™ =0
hanno lo stesso supporto pur essendo ipersuperfici diverse.

Aggiungendo tuttavia l'ipotesi che il campo K sia algebricamente chiuso la corrispon-
denza fra ipersuperficie e supporto diventa biunivoca nel caso delle ipersuperfici ridotte
(corrispondenza che verra esplicitata dal Nullstellensatz nel Capitolo . Possiamo in-
vece facilmente osservare che senza questa ipotesi sul campo K cio € non vero: ad esempio
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se K = R le due ipersuperfici di equazione rispettivamente x? + 23 = 0 ed x{ + 23 = 0 sono
diverse ma hanno lo stesso supporto.

Un altro fenomeno da osservare legato al campo base € che, se n > 2, nel caso di un
campo K algebricamente chiuso il supporto di ogni ipersuperficie contiene infiniti punti.

PROPOSIZIONE 1.22. Sia Z = [f] ipersuperficie affine su K ed n > 2.
1) Se K =K allora #V(Z) = +oo.
2) Se K ¢ infinito allora # A" \V(Z) = +o0.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo prima 2). Se per assurdo fosse finito, allora A" \V(f) =
{p1,...,pn} e dunque A" = V(f)U{p1,...,pn}. Tuttavia A" con la topologia di Zariski
definita in ¢ irriducibile secondo la Definizione Siccome V(f) e {p1,...,pn} sono
chiusi in tale topologia A™ = V(f), ma allora f = 0 il che ¢ assurdo.

1) Possiamo scrivere f = Z?:o giwt con g; € K[wy,...,2,_1] € g¢ # 0. Si consideri
7 la composizione delle mappe V(f) < A" di inclusione e A" — A""* di proiezione sulle
prime n — 1 componenti. Sia T € A" \'V(g4) si ha che il polinomio Zj:o 9:(T)2t, € Klzy]
€ non costante e poiché il campo ¢ algebricamente chiuso ha almeno una radice Z,. Allora
(Z,7,) € V(f) e quindi T € 7(V(f)); dunque 7(V(f)) 2 A" '\ V(gq). Se per assurdo
V(f) fosse finito allora w(V(f)) sarebbe finito ma dunque per il punto 2) g4 = 0; il che &
assurdo. |

Cio non ¢ tuttavia vero per campi non algebricamente chiusi: possiamo prendere di
nuovo come esempio K = R in cui 'ipersuperficie gia presa in esame di AHZQ data dall’equa-
zione z? + 23 = 0 ha come supporto un solo punto. Esistono in quest™ultimo caso anche
ipersuperfici con supporto vuoto come quella data dall’equazione z? + 22 +1 =0 in Af@.

DEFINIZIONE 1.23. Un’ipersuperficie affine Z viene detta cono se esiste un punto p € Z
(detto wertice del cono) tale che, per ogni punto ¢ € Z ~{p}, la retta congiungente p e ¢ &
interamente contenuta in nel supporto di Z.

OSSERVAZIONE 1.24. Si osserva facilmente che le ipersuperfici Z = [f] in A", con f €

K[z1,...,z,] omogeneo di grado positivo d, sono tutti coni con vertice nell’origine. Infatti,
stante che 0 € Z poiché f omogeneo di grado positivo, preso p € Z~{0} di coordinate
(p1,.-.,Dn), parametrizziamo la retta r congiungente 0 e p come (21, ...,2,) = t(p1,...,Pn)

con t € K. A questo punto, sia (x1,...,2,) € 7, vale f(z1,...,2,) = f(tp1,....tpn) =
tif(p1,...,pn) =t40=0.

DEFINIZIONE 1.25. Si chiama ipersuperficie proiettiva Z di P"(K) ogni classe di propor-
zionalita di polinomi omogenei non nulli di grado positivo in K[z, . .., z,]. Un’ipersuperficie
proiettiva viene detta curva piana proiettiva nel caso n = 2.

Vengono poi date in modo analogo al caso affine le definizioni di equazione e grado di
un’ipersuperficie proiettiva, di ipersuperficie proiettiva irriducibile, di componente irriduci-
bile, di molteplicita di una componente e di conmo. Anche il supporto di un’ipersuperficie
proiettiva Z = [F] puo essere definito in modo analogo come V(F) = {[zg: ---: z,] €
P"(K) | F(zo,...,2n) = 0}. Questa & una buona definizione poiché non dipende né dalla
scelta del rappresentante per Z (come per il caso affine), né dalle coordinate omogenee del
punto p = [zg: ---: x,]: infatti, poiché F' & omogeneo, vale l'identita F(txo,...,tx,) =
tde PP (g, ... 2,) in K[t 2o, . .., 2]

OSSERVAZIONE 1.26. Ogni iperpiano di P"(K) ¢ supporto di un’ipersuperficie di grado
1 (che chiamiamo ancora iperpiano).

La corrispondenza tra supporti ed ipersuperfici ridotte nel caso delle ipersuperfici affini
vale anche per ipersuperfici proiettive se il campo base K & algebricamente chiuso.

Abbiamo gia osservato come Ag possa essere identificato con Uy C P"(K) attraverso la
mappa jo: A" — Uy. Questo fatto permette di dare una relazione fra le ipersuperfici affini
e le ipersuperfici proiettive.
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DEFINIZIONE 1.27. Sia F un polinomio omogeneo che definisce I'ipersuperficie proiettiva
Z di P"(K). Supponiamo che F' non abbia zy come unico fattore irriducibile. Si chiama
parte affine di T nella carta Uy l'ipersuperficie affine di Ag definita dal polinomio f ottenuto
per deomogeneizzazione del polinomio F rispetto la variabile xy. Tale ipersuperficie ha come
supporto jo *(ZNUp); conveniamo di denotarla con Z NUj.

OSSERVAZIONE 1.28. La parte affine ZNUy ha lo stesso grado di Z se e solo se zg { F'
per la Proposizione

Sia T ipersuperficie di P"(K) e m: K™™' < {0} — P"(K) la proiezione al quoziente.
Abbiamo che Iinsieme 7~1(Z) U {0} & un cono di K™ di vertice I'origine. La parte affine
di Z della carta Uy pud dunque essere interpretata come l'intersezione del cono 7~ 1(Z)U{0}
con liperpiano affine di K" di equazione z¢ = 1.

OSSERVAZIONE 1.29. In modo analogo, per ogni iperpiano H C P"(K) pud essere
definita la parte affine di una ipersuperficie Z ipersuperficie di P"(K) nella carta affine
Ug =P"(K) \ H.

DEFINIZIONE 1.30. Sia Z = [f] un’ipersuperficie affine di A". Se F & il polinomio
ottenuto da f per omogeneizzazione rispetto alla variabile x(, diciamo che l'ipersuperficie
proiettiva Z = [F] di P"(K) ¢ la chiusura proiettiva di Z mediante la carta Uy.

OsSERVAZIONE 1.31. La Definizione [.30] ¢ data stante la Nota[L.7] Possiamo replicare
la definizione per ogni carta affine standard U;, con i € {0,1,...,n}, tramite la mappa j;.

Come si osserva facilmente le due operazioni sono fortemente legate all’omgeneizzazione
e la deomogeneizzazione dei polinomi rappresentanti le ipersuperfici. Dalla Proposizione
segue dunque facilmente che:

(1) partendo da una ipersuperficie affine Z = [f] allora Z N Uy = Z. Inoltre, poiché
xo 1 F, Pintersezione di Z con liperpiano standard Hy & un’ipersuperficie di Ho
con lo stesso grado di Z. Ad esempio se n = 2 la chiususra proiettiva di Z contiene
un numero finito di punti sulla retta di equazione xy = 0, che sono detti punti
impropri o punti all’infinito di Z;

(2) se Z = [F] ¢ un’ipersuperficie proiettiva e xq t F', allora ZNUy = .

Vogliamo adesso introdurre anche tra le ipersuperfici, affini o proiettive che siano, una
relazione di equivalenza. Ricordiamo che due sottoinsiemi di A™ si dicono affinemente
equivalenti se esiste un’affinita ¢ che trasporta I'uno nell’altro. Poiché come abbiamo gia
osservato un’ipersuperficie non € univocamente determinata dal suo supporto, introduciamo
una nozione di equivalenza partendo dalle loro equazioni.

Sia Z = [f] un’ipersuperficie affine di A" (risp. Z = [F] ipersuperficie proiettiva di
P"(K)) di equazione f(X) =0, con X = (zq, ..., %), (risp. F(X) =0, con X = (xg,...,Zn)),
e sia p(X) = AX + b un’affinita di A", con A € GL,(K) e b € K" (risp. g una proiettivita di
P"(K) indotta dall’applicazione lineare associata alla matrice N € GL,41(K)). Denotiamo
con (Z) (risp. g(Z)) Vipersuperficie affine (risp. proiettiva) di equazione f(p~1(X)) = 0
(risp. F(N7'X)) = 0). Questa nozione & coerente con il fatto che ¢ (risp. g) trasporta il
supporto di Z nel supporto di ¢(Z) (risp. g(Z)).

DEFINIZIONE 1.32. Due ipersuperfici affini (risp. proiettive) Z e 7 di K" (risp. di P"(K))
si dicono affinemente equivalenti (risp. proiettivamente equivalenti) se esiste un’affinita ¢ di
A" (risp. una proiettivita g di P"(K)) tale che Z = o(J) (risp. Z = ¢g(J)). Segue dunque
che supporti di ipersuperfici affinemente (risp. proiettivamente) equivalenti sono insiemi
affinemente (risp. proiettivamente) equivalenti.

B importante osservare che il grado, il numero e la molteplicita delle componenti irriduci-
bili di un’ipersuperficie si conservano mediante un’affinita (risp. proiettivitd). In particolare
per ipersuperfici proiettive mediante cambi di coordinate omogenee di P"(K).
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OSSERVAZIONE 1.33. Siano Z e J due ipersuperfici proiettive che non hanno [z¢] come
componente irriducibile e sia g una proiettivita tale che Z = ¢g(J). Se g fissa la carta
Uy, allora la restrizione di g alla carta affine Uy corrisponde ad una affinitd di K™ data
da ¥ = joo g, ©° jo_1 tale per cui ZNUy = ¢(J N Up). Allo stesso modo ¢ ristretta
all’iperpiano standard Hj corrisponde ad una proiettivita di Hy che manda ZNHy in J N Hy.
Analogamente, se 7 e J sono ipersuperfici di A" e ¢ & un’affinita tale per cui Z = ¢(J),
possiamo pensarlo come la restizione di una proiettivita g di P"(K) che fissa la carta Uy e
tale che T = g(J) e ZNHy = g|u,(J N Hp). Dunque chiusure proiettive e parti all’infinito
di ipersuperfici affinemente equivalenti sono ipersuperfici proiettivamente equivalenti.

Gia a questo livello possiamo avvicinarci al teorema di Bézout analizzando e mostrando
un suo caso particolare, facilmente generalizzabile in una qualsiasi dimensione n, con le sole
nozioni introdotte. Studieremo quindi adesso l'intersezione di un’ipersuperficie proiettiva
con una retta proiettiva. Tale risultato verra utilizzato per altri scopi. Richiamiamo prima
cosa voglia dire essere una radice omogenea di un polinomio omogeneo in due variabili ed un
importante risultato sulla fattorizzazione di questi ultimi se i coefficienti sono in un campo
algebricamente chiuso.

DEFINIZIONE 1.34. Sia F' € K|zg,21] un polinomio omogeneo di grado d. Allora la
coppia omogenea [a : b] € P'(K) si dice una radice di F se F(a,b) = 0. La molteplicita di
una radice [a : b] di F & min{k € Z>¢ : (az; — bxo)* | F}.

TEOREMA 1.35 (Teorema fondamentale dell’algebra omogeneo). Siano K un campo
algebricamente chiuso ed F(xg,21) € K[xg,z1] un polinomio omogeneo di grado positivo
d. Allora esistono (a1,b1), ..., (as,bs) € K*~{(0,0)} a due a due non proporzionali ed
mi,...,mg € L, tali che >0, m; =d, e

S
F(ﬂl‘o,l‘l) = H(ai$1 — biﬂl‘o)mi.
i=1
Le coppie (a;, b;) sono univocamente determinate a meno dell’ordine e di costanti moltipli-
cative non nulle.

DiMOSTRAZIONE. Vedi [Kir92 Lemma 2.8 pag. 31] O

Data una retta proiettiva r C P"(K) esiste un isomorfismo proiettivo con P*(K). Presi
qualunque due punti distinti 2,y € r, una volta fissati due rappresentanti (xq, ..., x,) ed
(Yo, - - -, Yn) rispettivamente di = ed y, possiamo parametrizzare dunque tutti i punti della
retta 7 come [A\zg + pyo: -+ : AT 4 py,] al variare di [\: y] € P*(K) che, con un piccolo
abuso notazionale, indichiamo per snellire la notazione come Az + py. Dunque troviamo i
punti di intersezione tra Z ed r risolvendo I’equazione

G\, 1) = F(hx + py) = 0.

Osserviamo facilmente che se » C 7 allora il polinomio G ¢ identicamente nullo, altrimenti nel
caso di un campo base algebricamente chiuso K ha esattamente d = deg F' radici omogenee
contate con molteplicita in P! (K).

DEFINIZIONE 1.36. Data Z = [F] ipersuperficie di P"(K) ed » C P"(K) una retta
proiettiva. Dati x,y € r punti distinti, se [Ag: 1] € una radice omogenea del polinomio
G(\, p) = F(Az+py) di molteplicita m, diciamo che Z ed r hanno molteplicita di intersezione
m nel punto corrispondente p = [Aozo + LoYo: ---: AoZn + poYn). In tal caso scriviamo
I(Z,r,p) =m.

Per convenzione poniamo I(Z,r,p) = oo se r C 7.

OSSERVAZIONE 1.37. La definizione appena data di molteplicita di intersezione tra una
ipersuperficie Z ed una retta r in un punto ¢ ben posta poiché non dipende dai punti = ed
y scelti sulla retta.
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DIMOSTRAZIONE. E evidente che nei casi in cui p ¢ Znr ed r C Z non dipendano
dalla scelta dei punti = ed y. Sia z € 7~ {z,y}, allora esiste [\: 7] € P'(K) tale che
z = \x + fiy. Allora siano [A\g: o] e [A1: p1] radici omogenee dei polinomi Go(\, ) =
F(Ax + py) e Gi(A, p) = F(Ax + pz) relative allo stesso punto di intersezione py € ZNr,
dobbiamo mostrare che hanno la stessa molteplicita. I polinomi Gy e G; descrivono due
ipersuperfici in r, identificata come P'(K), ed abbiamo che tramite i coefficienti [X: 7]
possiamo definire una proiettivita di r che scambia i punti y e z indotta dall’applicazione
lineare con matrice associata (%%) Osserviamo che la matrice & invertibile poiché 7
deve essere necessariamente non nullo affinché z,y e z siano punti distinti di 7. Dunque
le ipersuperfici definite in r da Gy e GG; sono proiettivamente equivalenti ed abbiamo gia
osservato come la molteplicita delle componenti irriducibili si conservi. Allora le molteplicita
delle componenti irriducibili Ao — poA e Aypp — pa A delle due ipersuperfici coincidono ed
entrambe coincidono con I(Z,r, po). O

Valgono inoltre le seguenti proprieta:

PROPOSIZIONE 1.38. Data r C P"(K) retta proiettiva:

(1) sia Z ipersuperficie di P"(K) e ¢ una proiettivita di P"(K), allora I(Z,r,p) =
1(9(Z), 9(r), 9(p)) per ogni p € P"(K);

(2) siano Z e J ipersuperfici di P"(K) vale che I(Z+7,r,p) = I(Z,r,p) + I(J,r,p)
per ogni p € P"(K) (con la convenzione che co + 0o = 0o e 0o + k = 0o per ogni
k € Z>0);

(3) se K = K e la retta r non & contenuta nell’ipersuperficie proiettiva Z di P"(K)
allora, sia d il grado di Z, si ha che Y. _ I(Z,r,p) =d.

per

DIMOSTRAZIONE. (1) Se r & contenuta in Z allora anche g(r) € contenuta in g(Z)
e dunque vale I'identita banalmente. Presi x,y € r distinti, si noti che se p € r ha
coordinate omogenee [A: p], allora il punto g(p) € g(r) viene descritto mediante le
stesse coordinate omogenee rispetto a g(z) e g(y) che sono ancora distinti in g(r).
Allora ¢ facile osservare che il polinomio F(g~(\g(x) + pg(y))) = F(\x + py) per
cui I(Z,r,p) = 1(9(Z),9(r), 9(p))-

(2) Ser CZor C Jlidentita & banale. Siano Fy ed F, rappresentanti rispettivamente
delle ipersuperfici Z e J, 'ipersuperficie Z +.7 ¢ descritta dal polinomio F' = F} F5.
Dalla definizione di molteplicita di intersezione ¢ dunque ancora ovvia l’identita.

(3) Poiché r non ¢ contenuta in Z allora non esiste p € r tale che I(Z,r,p) = co. Allora
dato che, siano [\: ] le coordinate omogenee di P'(K) che identificano il punto
p € r, I(Z,r,p) coincide con la molteplicitd di [A: p] come radice del polinomio
G(A, p) che ha ancora grado d. Concludiamo per il Teorema [1.35]

O

In modo del tutto analogo si definisce la molteplicita di intersezione tra una retta ed
una ipersuperficie nel caso affine. Infatti, se Z = [f] & una ipersuperficie di A" ed r & la
retta congiungente due punti distinti =,y € A™ questa puo essere parametrizzata mediante
t € K come (1 — t)x + ty. Definiamo dunque I(Z,r,p) = m se p = (1 — to)x + toy e to &
radice di molteplicita m per il polinomio in una variabile f((1 — t)x + ty). Procedendo in
modo analogo si mostra che la definizione & ben posta e non dipende dalla scelta dei due
punti x,y € r.

PROPOSIZIONE 1.39. Sia Z ipersuperficie affine, r C A" rettae p € A". Dato H C P"(K)
iperpiano e jg: A" — Uy Pimmersione di A" nella carta Ug. Allora I(Z,r,p) = I(Z,7,p),
con Z e T le chiusure proiettive di Z ed r mediante Up.

Quest’ultimo risultato ha come importante conseguenza il fatto che la molteplicita di
intersezione di una ipersuperficie proiettiva Z con una retta r puo essere calcolata in una
carta affine contenente il punto p.
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DEFINIZIONE 1.40. Sia Z un’ipersuperficie proiettiva di P™(K) di grado d e sia p € 7.
Definiamo la molteplicita di T in p il numero intero

my(T) = minI(Z,r.p).

OSSERVAZIONE 1.41. Poiché la molteplicita di Z = [F] in p & definita come un minimo
escludiamo le rette contenute in Z, si ha dunque che 0 < m, < degZ; inoltre m, = 0 se e
solo se p ¢ Z. Immediatamente dalla definizione segue poi che m,(Z) < I(Z,r,p) per ogni
retta r passante per p.

Valgono inoltre proprieta speculari alle Proposizioni [1.38] e [[:39%

(1) sia T ipersuperficie di P"(K) e g una proiettivita, allora m,(Z) = my) (9(Z));

(2) siano Z e J ipersuperfici di P"(K) allora m,(Z +J) = my(Z) + my,(J);

(3) la molteplicita m,(Z) puod essere calcolata in qualunque carta affine U contente p.
Lavorando in una carta affine dove p ha coordinate affini (0,...,0), la parte affine di Z ha
equazione f = fi, + fm41+- ..+ fa, dove ogni f; & un polinomio omogeneo di K[z, ..., 2]
di grado i ed f,,, # 0. In tal caso ogni retta r passante per p ha molteplicita di intersezione
con Z in p maggiore o uguale ad m e le rette r per cui I(Z,r, p) > m sono esattamente quelle
la cui parte affine & contenuta nell'ipersuperficie C,(Z) di A" di equazione f,, = 0, detta

cono tangente affine a T in p. La chiusura proiettiva C,(Z) di C,(Z) ¢ detta cono proiettivo
tangente a Z in p ed il suo supporto coincide con 'unione di p e delle rette proiettive per p
tali che I(Z,r,p) > m.

EsEMPIO 1.42. Consideriamo la curva affine in A% di equazione z3 + 23 — 23 = 0,
abbiamo che il cono affine tangente in (0,0) & dato dall’equazione z? + 23 = 0, cio¢ dalle
rette di equazione xy — ixs e x1 + ixs. La chiusura proiettiva mediante Uy di Z e data
2oz? + xox3 — 23 ed il suo cono proiettivo tangente nel punto p = [1: 0: 0] & dato dunque
dall’ipersuperficie proiettiva di equazione x? + 3.

Se interpretiamo f = f,, + fimt1 + ... + fa come lo sviluppo di Taylor di f centrato in
p = (0,...,0), si osserva subito che p € Z ¢ un punto di molteplicita 1 se e solo se almeno
una derivata prima di f che non si annulla p. In tal caso si dice che p € un punto semplice.
Invece p & un punto di molteplicita m > 1 se e solo se f e tutte le derivate di f di ordine
inferiore ad m si annullano in p ed esiste almeno una derivata di f di ordine m che non si
annulla in p. Se non lavoriamo in una carta affine ma utilizziamo un’equazione omogenea
F = 0 che definisce Z, allora per 'identita di Eulero p ¢ un punto di molteplicita m > 1 se
e solo se tutte le derivate parziali di F' di ordine m — 1 si annullano in p ed esiste almeno
una derivata parziale di ordine m che non si annulla in p.

DEFINIZIONE 1.43. Sia Z un’ipersuperficie proiettiva di P"(K) di grado d e sia r una
retta proiettiva. Diciamo che la retta r & tangente ad Z in p se I(Z,r,p) > 2. L’insieme
delle rette tangenti ad Z in un punto p € Z si dice spazio tangente ad Z in p e si denota con
T,T.

OSSERVAZIONE 1.44. Se una retta r ¢ contenuta in una ipersuperficie Z, allora essa ¢
tangente in ogni suo punto.

DEFINIZIONE 1.45. Sia Z = [F)] una ipersuperficie proiettiva su K. Un punto p € P"(K)
si dice singolare per Z se
{F () =0

VF(p) =0
Un’ipersuperficie proiettiva Z su K si dice liscia se I'ipersuperficie Zg, cioe l'ipersuperficie
T vista sulla chiusura algebrica di K, non ha punti singolari.

LEMMA 1.46. Sia Z una ipersuperficie proiettiva su K, Z = [F], e p € Z. Allora lo spazio
tangente ad Z in p coincide con l'iperpiano proiettivo di equazione
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DIMOSTRAZIONE. Vedi [SKKTO00, Teorema pag. 85]. O

OSSERVAZIONE 1.47. Analogamente, sia Z = [f] ipersuperficie affine su K e p € A" una
retta r & tangente ad Z in p se I(Z,r,p) > 2. Si dice liscia se T non ha punti singolari.
Inoltre lo spazio tangente ad Z in p coincide con I'iperpiano affine di equazione

fml (p)(xl _pl) .o+ fzn(p)(xn _pn) =0.

E valida la stessa referenza data per il Lemma m

1.4. Curve algebriche piane

Nella precedente sezione abbiamo presentato in generale le ipersuperfici nel caso affine
e proiettivo per ogni dimensione n. La nostra trattazione si focalizzera nello studio del caso
n = 2, per questo in questa sezione parleremo piu nello specifico delle curve algebriche piane
e dello studio delle loro proprieta presentate in questo capitolo.

DEFINIZIONE 1.48. Si chiamano curve algebriche piane sul campo K le ipersuperfici nel
caso n = 2. In particolare si dicono curve algebriche piane affini le ipersuperfici affini di Aﬂi
e curve algebriche piane proiettive le ipersuperfici proiettive di IF’Q(K).

Sia C una curva proiettiva di grado d di P*(K) e sia p € P*(K). Se F(zq,21,22) =0 &
un’equazione omogenea di C, allora come gia detto p € un punto semplice per C se e solo se
F(p) =0 ed almeno una delle derivate parziali di F' non si annulla in p. In tal caso la retta
tangente a C in p (vedi Lemma ha equazione

Ffvo (p)f[:o + le (p)xl + F:z:z (P)$2 =0.

Un punto p € Sing(C) si dice punto doppio se m,(C) = 2, triplo se m,(C) = 3, m-uplo se
my(C) = m. Il punto p € C risulta m-uplo se e solo se tutte le derivate (m — 1)-esime di F
si annullano in p ed esiste almeno una derivata m-esima di F' che non si annulla in p.

PROPOSIZIONE 1.49. Se C e D sono due curve piane proiettive su K = K irriducibili e
ridotte. Allora C N D é finito.

DiMOSTRAZIONE. Immediata conseguenza del teorema di Bézout O

TEOREMA 1.50. Sia C una curva algebrica in IP’Z(K). SeC =miCi + ...+ myCs ¢ la
scomposizione in componenti irriducibili di C allora

Sing(C)= | J Singlchu |J (@ncHu |J G

1<i<s 1<i<j<s 1<i<s
t.c. m;=1 t.c. my=m;=1 t.c. m;>1
DIMOSTRAZIONE. Siano Fi,...,F, polinomi omogenei rappresentanti le componenti
irriducibili Cy, ..., Cs abbiamo per la regola di Leibniz

S
VF =Y miF" - F™ .. F" . VF,.
i=1
Se p appartiene a piu di una componente irriducibile di C oppure ad una componente irri-
ducibile di molteplicita m; > 1 allora il membro a destra dell’'uguaglianza ¢ nullo e dunque
p € Sing(C). Se invece p appartiene soltanto ad una componente irriducibile C; che & di mol-
teplicita 1 allora abbiamo che VF = ¢/'VF} con ¢/ = Hf;«:él F™(p) # 0. Dunque VF(p) =0
i#j

se e solo se VF}(p) = 0. O

COROLLARIO 1.51. Sia C una curva algebrica piana proiettiva ridotta su K = K. Allora
Sing(C) ¢ finito.
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DIMOSTRAZIONE. Se deg(C = 1 allora € una retta e dunque e liscia. Assumiamo dunque
degC > 2. Per il teorema precedente abbiamo che
sing)= |J c;u | @ney)

1<i<s 1<i<j<s
t.c. mi:ijI

con C; le componenti irriducibili di C. Sappiamo per il Teorema di Bézout @ che C; N Cy,
i # j, € composto al pitt da degC; degC; punti. Per concludere ¢ sufficiente mostrare che se
C ¢ irriducibile allora Sing(C) ¢ finito. Sia C = [F]. Dato che F' # 0 allora esiste almeno
una derivata parziale Fy, # 0, senza perdere di generalita supponiamo Fy,,, e dunque, posta
D = [F,,] ha grado degC — 1, si ha che Sing(C) C C ND che ha cardinalita finita ancora
per il teorema di Bézout [5.30] dato che C e D non hanno componenti in comune poiché
degC > degD e C ¢ irriducibile. Dunque Sing(C) ¢ finito come unione finita di insiemi
finiti. |

COROLLARIO 1.52. Sia C una curva algebrica piana proiettiva su un campo algebrica-
mente chiuso. Se C € non singolare allora ¢ irriducibile e ridotta.

DIMOSTRAZIONE. Se per assurdo C = C; + C; fosse riducibile si avrebbe che i punti di
C1NCy sarebbero singolari per C. Analogamente se non fosse ridotta i punti della componente
multipla sarebbero singolari. O

DEFINIZIONE 1.53. Una retta r viene detta tangente principale ad una curva C nel punto
pse I(C,r,p) > m,(C).

Osserviamo che nei punti semplici la nozione di tangente e di tangente principale coin-
cidono. Se p ¢ un punto multiplo di molteplicita m allora tutte le rette passanti per p sono
tangenti mentre le tangenti principali sono quelle contenute nel cono tangente a C in p.

Per studiare localmente la curva in un punto p & utile scegliere una carta dove p = (0,0)
in coordinate affini. In tale carta si osserva facilmente che, se f € il polinomio che descrive la
parte affine di C in tale carta e lo scriviamo come somma di parti omogenee, la molteplicita
nell’origine coincide con il grado della parte omogenea non nulla di grado minimo di f. Le
parti affini delle tangenti principali in p sono allora definite dai fattori lineari di tale parte
omogenea. Segue dunque dal Teorema che se K & algebricamente chiuso che la curva C
in p ha esattamente m tangenti principali, contate con molteplicita.

DEFINIZIONE 1.54. Sia K algebricamente chiuso e sia p un punto singolare di una curva
C. Il punto si dice ordinario se la curva ha esattamente m,(C) tangenti principali distinte
in p. Un punto doppio viene chiamato nodo se € ordinario, cuspide se € non ordinario; piu
precisamente si parla di cuspide ordinaria se I'unica tangente principale in p ha molteplicita
di intersezione esattamente 3 con la curva nel punto.

Se in una carta affine la curva C ha equazione f(x,y) = 0 e p = (a,b) & non singolare,
allora la retta di equazione

fola.b)(@ — a) + fy(a,b)(y —b) =0

¢ la parte affine della tangente (principale) a C in p e si chiama tangente affine a C in p.

DEFINIZIONE 1.55. Una retta affine r viene detta asintoto per una curva affine D se la
sua chiusura proiettiva 7 ¢ tangente principale a D in uno dei suoi punti impropri.



CAPITOLO 2

Anelli

2.1. Anelli ed ideali

DEFINIZIONE 2.1. Un anello & una terna (A, +, - ) dove A & un insieme e + e - sono due
operazioni binarie su A chiamate rispettivamente addizione e moltiplicazione tali che:
(i) A & un gruppo abeliano rispetto all’operazione di addizione;
(ii) la moltiplicazione & associativa e distributiva rispetto all’addizione, cioé per ogni
x,y,z €A

(zy)z = x(yz) = vyz,
(¢ +9)2 =02 + v,
x(y+2) = zy + zz.

Un anello A si dice commutativo se per ogni z,y € A xy = yz. Un anello si dice unitario, o
con identita, se esiste un elemento e € A tale che xe = ex = x per ogni « € A; poiché tale
elemento € ovviamente unico lo denotiamo con 1.

NoTA 2.2. Tutti gli anelli che prenderemo in considerazione sono commutativi con
unita.
DEFINIZIONE 2.3. Dati due anelli A e B, un omomorfismo di anelli tra A e B ¢
un’applicazione ¢: A — B tale che:
i) ¢ & un omomorfismo di gruppi abeliani,
ii) p(zy) = p()p(y) per ogni z,y € A,
iil) ¢(14) = 15.
In altre parole ¢ conserva ’addizione, la moltiplicazione ed il suo elemento neutro. Un
omomorfismo di anelli ¢ si dice un isomorfismo se & bigettivo (I'inversa ¢ automaticamente
un omomorfismo di anelli).

Un sottoinsieme A’ C A si dice un sottoanello di A se & un sottogruppo additivo chiuso
rispetto alla moltiplicazione e contiene ’elemento unita di A. Se ¢: A - Bey: B = C
sono omomorfismi di anelli, anche la loro composizione ) o p: A — C' lo é.

DEFINIZIONE 2.4. Un ideale di A & un sottoinsieme I C A che & un sottogruppo additivo
e gode della proprieta di assorbimento, cioe xy € I per ogni z € A e per ogni y € 1.

OSSERVAZIONE 2.5. Dato un omomorfismo di anelli ¢: A — B, il nucleo di ¢ ker(p) &
un ideale di A e 'immagine di ¢ im(p) & un sottoanello di B.

OSSERVAZIONE 2.6. Sia x € A, i multipli di « formano un ideale, detto principale, di
A denotato con (z). Un dominio dove ogni ideale ¢ principale si dice dominio ad ideali
principali (PID).

Dato un ideale I in A, il gruppo quoziente A/I eredita una moltiplicazione definita in
modo unico da A che lo rende un anello, chiamato 1’anello quoziente. Gli elementi di A/T
sono le classi laterali di @ in A e la moltiplicazione & definita come [z][y] = [xy] per ogni
[x],[y] € A/I, ben definita sui rappresentati della classe, e con elemento unita [1]. La mappa
di proiezione al quoziente &: A — A/I & un morfismo di anelli. E bene tenere a mente il
seguente risultato:

13
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PROPOSIZIONE 2.7. Sia A un anello ed I C A un ideale. Allora esiste una corrispondenza

biunivoca, che conserva I’ordinamento, tra gli ideali J C A che contengono I e gli ideali J
di A/T datada J=&"1(J)e J=J/I

DEFINIZIONE 2.8. Un elemento x € A si dice:

a) un divisore dello zero se esiste y € A\ {0} tale che zy = 0. Un anello non nullo senza
divisori dello zero non nulli si dice dominio di integrita, o piu brevemente dominio;

b) invertibile se esiste y € A tale che xy = yx = 1. Un anello non nullo dove ogni elemento
non nullo ¢ invertibile si dice un campo;

¢) nilpotente se esiste n € Z~g tale che 2™ = 0. Un anello in cui I'unico elemento nilpotente
e nullo si dice ridotto.

OSSERVAZIONE 2.9. Sia z € A un elemento invertibile, allora (z) = A.

Ci sono due importanti proprieta degli ideali da ricordare e da analizzare piu nel
dettaglio al fine della localizzazione:

DEFINIZIONE 2.10. Un ideale p C A si dice primo se p # (1) e se per ogni z,y € A tali
che xzy € p alloraz €poyE€p.

Un ideale m C A si dice massimale se m # (1) e se non esiste alcun ideale I C A tale che
m C a. Indichiamo con Spec(A) l'insieme degli ideali primi di A e con Specm(A) 'insieme
degli ideali massimali di A.

OSSERVAZIONE 2.11. Le definizioni di ideale primo e massimale possono essere date in
modo equivalente come:

p & primo se e solo se A/p ¢ un dominio di integrita;

m & massimale se e solo se A/m & un campo.

Da questa nuova definizione possiamo facilmente dedurre che un ideale massimale m ¢ anche
primo, mentre non ¢ tuttavia vero in generale il viceversa. L’ideale nullo € primo se e solo
se A & un dominio di integrita.

Inoltre, se ¢: A — B ¢ un omomorfismo di anelli e g ¢ un ideale primo di B, allora
©~1(q) & un ideale primo di A, poiché A/ ~1(q) & isomorfo ad un sottoanello di B/q che &
un dominio. Se invece n & un ideale massimale di B, non & necessariamente vero che ¢! (n)
massimale in A, possiamo solo dire che € primo.

EseEMPIO 2.12. Considerando banalmente A = Z, B = Q ed n = 0 l'ideale nullo. Si
ha che n & massimale in Q perché questo ¢ un campo, mentre p~!(n) = 0, con ¢ data da
k+— k/1, non & un ideale massimale in Z.

Poiché gli ideali primi sono particolarmente importanti per i nostri fini, abbiamo il
seguente teorema ed i suoi corollari che ci assicurano che ce ne sia sempre una quantita
sufficiente.

TEOREMA 2.13. Ogni anello A non nullo possiede almeno un ideale massimale.

DIMOSTRAZIONE. Sia Y. I'insieme di tutti gli ideali propri di A ed ordiniamo ¥ rispetto
I'inclusione. Osserviamo che ¥ # @ poiché abbiamo perlomeno 'ideale nullo. Sia (I,) una
catena di ideali in X, cioé una famiglia tale che per ogni coppia di indici «, S si ha che
I, C I oppure Ig C I,. Poniamo I = |J, I, si verifica facilmente che questo & ancora un
ideale e 1 ¢ I poiché 1 ¢ I, per ogni a. Allora I € ¥ ed & un maggiorante della catena. Per il
lemma di Zorn ¥ possiede un elemento massimale, cio¢ A possiede un ideale massimale. [

COROLLARIO 2.14. Se I ¢ un ideale proprio di un anello A allora esiste un ideale
massimale di A che lo contiene.
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DIMOSTRAZIONE. Applicando il Teorema all’anello A/I, che & non nullo, otteniamo
un ideale massimale m in A/I. Per la corrispondenza vista questo corrisponde ad un ideale
m = &~ !(m) in A contenente I. @ & suriettiva e dunque m & un ideale massimale in A. [

COROLLARIO 2.15. Ogni elemento non invertibile di un ideale A ¢ contenuto in un ideale
massimale.

DEFINIZIONE 2.16. Sia A un anello. Definiamo il radicale di Jacobson J(A) di A come
J(A) = mmESpccm(A) m.

Se la definizione del radicale di Jacobson non da particolari informazioni sugli elementi
che ne fanno parte, questi possono essere caratterizzati nel seguente modo:

PROPOSIZIONE 2.17. Sia A un anello, sia € A. Allora z € J(A) seesolose 1 —ay e
invertibile in A per ogni y € A.

DIMOSTRAZIONE. (=) Supponiamo per assurdo che 1 — zy non sia invertibile per qual-
che y € A. Allora per quanto visto esiste un ideale massimale m tale che 1 — xy € m; ma
x € J(A) C m, dunque zy € m e pertanto allora 1 € m, il che ¢ assurdo.

(<) Supponiamo che z ¢ m per qualche ideale massimale m. Allora (z) + m = A e
pertanto esistono y € A ed u € m tali che 1 = u + xy. Ne segue allora che 1 —xy € m e non
puo essere dunque invertibile. O

DEFINIZIONE 2.18. Un anello A si dice locale se ha un solo ideale massimale m. Il suo
quoziente A/m & chiamato il campo residuo di A. Si dice semilocale se ha un numero finito
di ideali massimali.

DEFINIZIONE 2.19. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. Sia I un ideale di A si
definisce I'estensione di I come I'ideale Bf(I) generato da f(I) in B: esplicitamente Bf(I)
e l'insieme di tutte le somme del tipo Y y; f(z;) dove z; € I, y; € B. Se J & un ideale di B,
allora f~1(J) & sempre un ideale in A ed & chiamato la contrazione di J in A.

OSSERVAZIONE 2.20. Se q ¢ un ideale primo in B, f~!(q) & primo in A. Se p & primo
in A non & detto che Bf(p) sia primo in B.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo q primo in B. Siano x,y € A tali che zy € f~!(q) allora
esiste z € q tale che f(zy) = f(z)f(y) = 2, allora poiché q & primo f(z) € q oppure f(y) € q,
dunque z € f~1(q) oppure y € f~1(q). Presa ad esempio f: Z — Q definita come x — x/1,
allora sia I un ideale proprio non nullo di Z, si ha che f(I)Q = Q che non mai & un ideale
primo. O

DEFINIZIONE 2.21. Sia A un anello e p un suo ideale primo. Definiamo ’altezza di p
come height p = sup{n € Z>o | 3 po,...,pn—1 € Spec A tali che po C ... C p,—1 C p}.
Definiamo poi la dimensione di Krull di A come dim A := sup{heightp | p € Spec(A)}.

OSSERVAZIONE 2.22. Sia A un anello. Se dim A = 0 allora ogni coppia di ideali primi &
incomparabile. Cio equivale dunque a dire che ogni ideale primo & massimale in un anello
con dimensione di Krull nulla.

DEFINIZIONE 2.23. Sia A un anello ed I un suo ideale. Definiamo il radicale di I,
denotato con VI, come VT = {a € A|a* € I per qualche k € Z~(}. Diciamo che un ideale
I di A& radicale se I =+/T.

2.2. Moduli

DEFINIZIONE 2.24. Sia A un anello. Un A-modulo & una coppia (M,u), dove M &
un gruppo abeliano e p: A x M — M & un’applicazione da A x M ad M, denotata con
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u(a, r) = ax, tale che per ogni a,b € A e per ogni x,y € M vale che:
a(z +y) = ar + ay,
(a +b)x = ax + bz,
(ab)x = a(bx),

lx = .

Seppur la nozione di A-modulo sia appena stata introdotta, si osserva facilmente come
sia una generalizzazione che accoglie molti oggetti familiari, di cui possiamo dare alcuni
esempi:

EsgMPIO 2.25. 1) Un ideale I di un anello A ¢ un A-modulo, cosi come A stesso.

2) Un gruppo abeliano & uno Z-modulo.

3) Se invece A & un campo K & chiaro che la nozione di A-modulo coincide con quella di
K-spazio vettoriale.

4) Se A = K|z], dove K & un campo, un A-modulo & un K-spazio vettoriale V' insieme ad
una trasformazione K-lineare f € Endg (V).

5) Sia G un gruppo abeliano finito ed A = K[G] lalgebra-gruppo di G sul campo K. Allora
gli A-moduli sono le K-rappresentazioni di G.

Come per ogni struttura algebrica ¢ naturale dare la definizione di morfismo.

DEFINIZIONE 2.26. Siano A un anello ed M, N due A-moduli, Un’applicazione f: M —
N & un omomorfismo di A-moduli (ossia & A-lineare) se per ogni z,y € M e per ognia € A

fx+y) = f(=)+ f(y),
flaz) = af(x).

Se lapplicazione f ¢ bigettiva si dice che f & un isomorfismo di A-moduli.

In altri termini un omomorfismo di A-moduli ¢ un omomorfismo di gruppi abeliani che
commuta rispetto all’azione di ogni elemento = € A. Se A & un campo, un omomorfismo di
A-moduli & la stessa cosa di una trasformazione lineare. La composizione di omomorfismi
di A-moduli & ancora un omomorfismo di A-moduli. L’insieme di tutti gli omomorfismi di
A-moduli da M ad N puo essere anch’esso dotato di una struttura di A-modulo nel seguente
modo: dati due omomorfismi di A-moduli f,g: M — N ed a € A definiamo f + g ed af
come (f+g)(z) = f(x)+g(z) ed (af)(r) = af(x) per ogni z € M. Tale A-modulo si denota
con Hom4 (M, N) (o anche Hom(M, N) se non vi & ambiguita rispetto all’anello A). Dati
due omomorfismi di A-moduli u: M’ — M e v: N — N inducono delle applicazioni

u*: Hom(M,N) — Hom(M',N) e v.: Hom(M, N) — Hom(M, N")

definite come

W(f)=fou e v(f)=vof.
Tali applicazioni sono omomorfismi di A-moduli. Per un qualsiasi A-modulo M c¢’¢ un
isomorfismo naturale Hom(A, M) = M: dato un omomorfismo di A-moduli f: A — M
questo & univocamente determinato da f(1) che puo essere un arbitrario elemento di M.
Allora costruiamo la corrispondenza come f — f(1).

Un A-sottomodulo M’ di un A-modulo M & un sottogruppo di M chiuso rispetto alla
moltiplicazione per elementi di A. Il gruppo abeliano quoziente M /M’ allora eredita una
struttura di A-modulo da M, definita ponendo a[z] = [ax]. L’A-modulo M /M’ & il quoziente
di M rispetto ad M’. L’applicazione naturale di proiezione al quoziente di M su M/M' &
un omomorfismo di A-moduli. Analogamente a quanto enunciato nella Proposizione
esiste una corrispondenza biunivoca tra gli A-sottomoduli del modulo quoziente M /M’ e gli
A-sottomoduli di M contenenti M’ (di cui dunque il caso per gli ideali di un anello ¢ un
caso particolare).
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Se f: M — N & un omomorfismo di A-moduli, allora il nucleo di f & I'insieme ker(f) =
{x € M| f(x) =0} ed & un sottomodulo di M. L’immagine di f & l'insieme im(f) = f(M)
ed & un sottomodulo di N. Il conucleo di f & coker(f) = N/im(f) ed & un modulo quoziente
di N. Se M’ & un A-sottomodulo di M tale che M’ C ker(f), allora f da origine ad un
omomorfismo f: M/M’' — N definito come f([z]) = f(x). Il nucleo di f & ker(f)/M’.
L’omomorfismo di A-moduli f ¢ detto 'omomorfismo indotto da f. In particolare, come
accade nella maggior parte delle strutture algebriche, prendendo M’ = ker(f) si ha un
isomorfismo di A-moduli M/ ker(f) = im(f).

Sia adesso M un A-modulo e sia {M; };c; un famiglia di A-sottomoduli. La loro somma
Ziel M; e linsieme di tutte le somme Ziel x; dove x; € M; per ogni i € I e gli x; sono
tutti nulli tranne che un numero finito. B naturale la struttura di A-modulo su Y ier Mi ed
esso ¢ il piu piccolo A-sottomodulo di M contenente tutti gli M;. Anche la loro intersezione
Nicr M; & un A-sottomodulo di M.

PROPOSIZIONE 2.27. Sia A un anello.
i) Se N C M C L sono A-moduli, allora (L/N)/(M/N) 2 L/M.
i) Se My, M5 sono A-sottomoduli di M, allora (M;y + Ms)/M; = My /(M1 N Ms).

DIMOSTRAZIONE. i) Definiamo I'applicazione ¢: L/N — L/M definita come [z]y —
[x]ar. Poiché abbiamo per ipotesi N C M tale & ben posta. E inoltre ovviamente un
omomorfismo di A-moduli. Tale omomorfismo & ovviamente suriettivo dato che [x]as
¢ immagine di [x]y per definizione, mentre ker¢ = {[z]y € L/N |« € M} = M/N.
Allora per quanto detto L/M = (L/N)/kery = (L/N)/(M/N).

ii) Consideriamo l'omomorfismo composto My — M7 + My — (M + Ms)/M; data da
Tg > xg > [w2]pr,. Questo & suriettivo: sia [z1 4+ z2]as, abbiamo che questo coincide
con [z3]ps, che & Pimmagine di zo tramite ’omomorfismo dato sopra. Il suo nucleo &
{.13 € M, | T € Ml} = My N Ms. Dunque la tesi.

O

Non avendo un prodotto tra gli elementi di M non si puo definire il prodotto di due —
e quindi piu — sottomoduli, ma si puo definire il prodotto IM, dove I & un ideale di A ed
M & un A-modulo; esso ¢ l'insieme delle somme finite ) . a;z; con a; € I, x; € M, ed &€ un
A-sottomodulo di M.

OSSERVAZIONE 2.28. Abbiamo detto che dato un anello A esso stesso un A-modulo e
che i suoi ideali sono i suoi A-sottomoduli. In questo caso allora ritroviamo dalle operazioni
appena definite sui sottomoduli le note operazione sugli ideali con in aggiunta il prodotto
tra ideali, che discende dal prodotto IM tra ideale e modulo.

DEFINIZIONE 2.29. Siano N, P A-sottomoduli un A-modulo M, si definisce 1'ideale
quoziente tra N e P come (N : P) = {a € A | aP C N} ed esso & un ideale di A. In
particolare, Anna (M) = (0: M) = {a € A| aM = 0} & chiamato ’annulatore di M.

OSSERVAZIONE 2.30. Sia I C Ann(M) un ideale. Possiamo considerare M come un A/I-
modulo nel modo seguente: se [z] € A/I & rappresentata da © € A definiamo [z]m = xm
conm € M. Ciod ¢ indipendente dalla scelta del rappresentante di [z] poiché IM = 0 stando
nell’annullatore di M. Si dice che un A-modulo & fedele se Ann(M) = 0. Dunque in generale
M ¢ fedele come A/ Ann(M)-modulo.

PROPOSIZIONE 2.31. Siano M, M5 A-sottomoduli di un A-modulo M. Allora:
i) Ann(M; + M3) = Ann(Ms) N Ann(Ms);
11) (Mli Mg) = Ann((M1 + MQ)/Ml)

Se x € M, l'insieme {ax | a € A} & un A-sottomodulo di M, denotato con Az. Se
M = ) ,c; Az, si dice che gli elementi x; formano un sistema di generatori di M; cio
significa che ogni suo elemento pud essere espresso (non necessariamente in modo unico)
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come combinazione A-lineare finita degli ;. Un A-modulo M si dice finitamente generato
se possiede un sistema finito di generatori.

DEFINIZIONE 2.32. Se M, N sono A-moduli, la loro somma diretta M & N & 'insieme
di tutte le coppie ordinate (x,y) con © € M, y € N. Esso & un A-modulo se definiamo
I’addizione e la moltiplicazione per uno scalare nel modo ovvio:

(x1,91) + (22,92) = (21 + 22, Y1 + ¥2),
a(z,y) = (az,ay).

Piu in generale, se (M;);c; € una qualsiasi famiglia di A-moduli, si puo definire la loro
somma diretta ®iel M;: 1 suoi elementi sono le famiglie (z;);er tali che z; € M; per ogni
i € I e quasi tutti gli z; tranne un numero finito sono nulli. Se si elimina la restrizione sul
numero di elementi 2; non nulli, si ottiene il prodotto diretto [[;.; M;.

DEeFINIZIONE 2.33. Un A-modulo libero ¢ un A-modulo isomorfo ad uno della forma
@,c; M; dove ciascun M; = A (come A-modulo). Si usa talvolta la notazione A, Un
A-modulo libero finitamente generato ¢ pertanto isomorfo ad A @® ... ® A con n addendi,
che si denota A®™ (Per convenzione, A° & il modulo nullo). La cardinalita di una—e quindi
di ciascuna—base ¢ detta il rango del modulo libero M.

PROPOSIZIONE 2.34. M & un A-modulo finitamente generato se e solo se M ¢ isomorfo
ad un quoziente di A™ per qualche n > 0.

DIMOSTRAZIONE. (=) Siano z1,...,%, un sistema di generatori di M e &: A®" —
M definita come ®(ay,...,a,) = a1z1 + ... + apx,. Allora @ & suriettivo poiché x; =
&(0,...,1,...,0) (con 1 in i-esima posizione), e pertanto M = A" /ker P.

(<) Si ha un omomorfismo di A-moduli suriettivo @ di A®™ su M. Se indichiamo con
e; =(0,...,1,...,0) 'elemento avente 1 all’i-esimo posto e tutti 0 altrove, abbiamo che gli
€1,...,en generano A®" e quindi gli elementi é(eq),...,P(e,) generano M. O

LEMMA 2.35 (Lemma di Nakayama). Sia M un A-modulo finitamente generato e I un
ideale di A contenuto nel radicale di Jacobson J(A) di A. Allora IM = M implica M = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo M # 0, e siano uyq, .. ., u, un sistema minimale di gene-
ratori per M. Allora u,, € IM, sicché si ha un’equazione della forma wu,, = a1ui+...+a,uy,
con a; € I. Dunque

(1= an)tn = agus + ...+ Gp_1tn_1;
poiché a,, € J(A) abbiamo per la Proposizione 1 — a,, ¢ invertibile in A. Ne segue che

u, appartiene al sottomodulo di M generato da uq,...,u,_1: ci0 € una contraddizione alla
minimalita. O

COROLLARIO 2.36. Sia M un A-modulo finitamente generato, N un A-sottomodulo di
M, I C J(A) un ideale di A. Allora M = IM + N implica M = N.

DIMOSTRAZIONE. Applichiamo il Lemma di Nakayama al modulo M /N osservando che
I(M/N)=(IM+ N)/N = M/N. |

Sia A un anello locale, m il suo ideale massimale ¢ K = A/m il suo campo residuo.
Sia M un A-modulo finitamente generato. Il modulo quoziente M/mM ¢ annullato da m,
dunque ¢ in modo naturale un A/m-modulo, cio¢ un K-spazio vettoriale, e come tale ha
dimensione finita (poiché M ¢ finitamente generato).

PROPOSIZIONE 2.37. Sia (A, m) un anello locale ed M un A-modulo finitamente ge-
nerato. Siano uy,...,u, € M e u; = w(u;) per ogni 1 < i < n con m: M — M/mM.
Allora {uq,...,u,} € un sistema minimale di generatori per M come A-modulo se e solo se
{t1,...,4,} ¢ una base di M/mM come A/m-spazio vettoriale
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DIMOSTRAZIONE. Siano {u;} elementi di M tali che {w;} generano M /mM come A/m-
spazio vettoriale. Sia N = ! , Au;. L’applicazione composta N — M — M/mM @&
suriettiva; dunque N + mM = M, da cui N = M per il Lemma [2.35 e dunque gli u;
generano M come A-modulo.

(=) Se per assurdo {u;} non fosse una base allora un suo sottinsieme sarebbe una
base. Allora un sottoinsieme degli {u;} sarebbe un sistema di generatori contraddicendo la
minimalita.

(«<=) Se per assurdo adesso {u; }1<;<, non fosse un sistema minimale di generatori avre-
mo che un suo sottoinsieme genererebbe M come A-modulo. Allora un sottoinsieme degli
{U; }1<i<n genererebbe M/mM come A/m-spazio vettoriale; il che & assurdo. O

COROLLARIO 2.38. Sia (A,m) anello locale e sia M un A-modulo finitamente gene-

rato. Allora ogni insieme minimale di generatori per M come A-modulo ha cardinalita
dim gy M/mM.

Uno strumento dell’algebra molto forte che utilizzeremo per alcune delle nostre future
dimostrazioni e la nozione di successione esatta.

DEFINIZIONE 2.39. Una successione di A-moduli e di omomorfismi di A-moduli
— Mi—l Il—) Mz ﬁil—) Mi+1 —

si dice esatta in M; se im(f;) = ker(f;+1). La successione ¢ esatta se & esatta in ciascun M;.
Un particolare tipo di successione esatta € la successione esatta corta

0 M LM M -0
che equivale al fatto che f sia iniettiva, g suriettiva e ker(g) = im(f).

Nella definizione di modulo, e di tutto cio che lo riguarda, € sempre stata particolarmente
evidenziata I'importanza dell’anello A su cui la struttura di modulo si basa. Un naturale
quesito e quello di indagare quando sullo stesso gruppo additivo M possa essere data una
struttura di modulo su anelli distinti, in particolare quali anelli “accetta” e come le sue
proprieta di modulo si modifichino.

DEFINIZIONE 2.40. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli e sia N un B-modulo.
Allora N ¢ anche un A-modulo ottenuto per restrizione degli scalari, con una struttura di
A-modulo definita nel seguente modo: ax = f(a)x per ogni a € A e per ogni x € N. In
particolare, f definisce una struttura di A-modulo su B.

PROPOSIZIONE 2.41. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli ed N un B-modulo.
Supponiamo che N sia finitamente generato come B-modulo e che B-sia finitamente generato
come A-modulo. Allora N & finitamente generato come A-modulo.

DIMOSTRAZIONE. Siano 1, ..., Yy, un sistema di generatori per N sopra B e z1,...,Tm
un sistema di generatori di B come A-modulo. Allora gli mn prodotti z;y; generano N
come A-modulo. O

La comprensione dell’operazione di restrizione degli scalari e utile al fine di definire una
nuova struttura algebrica.

DEFINIZIONE 2.42. Sia A un anello, una A-algebra & una coppia (B, f) dove B & un
anello ed f: A — B & un omomorfismo di anelli

Se la definizione di algebra data puo sembrare poco chiara questa puo essere sviscerata
per capirne la struttura. Abbiamo gia potuto osservare come un anello B ¢ in automatico
un B-modulo con il suo prodotto. Adesso grazie all’operazione di restrizione degli scalari
sappiamo come avere un omomorfismo di anelli f: A — B ci dia anche una struttura di
A-modulo su B. Adesso si verifica che le due strutture sono compatibili, nel senso che le due
addizioni su B dall’essere un anello ed un modulo sono le stesse e datia € A, b€ Bex € B
allora a(bx) = (ab)x = b(ax).
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OSSERVAZIONE 2.43. 1) Se A & un campo K e B # 0 allora f ¢ automaticamente
iniettivo e pertanto K puo venire identificato in modo canonico con la sua immagine in
B. Dunque una K-algebra non nulla ¢ sostanzialmente un anello che contiene K come
sottoanello.

2) Sia A un anello. Poiché A contiene I’elemento unita allora esiste un unico omomorfismo

dell’anello degli interi Z in A. Dunque ogni anello unitario ¢ automaticamente uno
Z-modulo, e dunque una Z-algebra.

DEFINIZIONE 2.44. Siano B, C due A-algebre. Un omomorfismo di A-algebre f: B — C'

¢ un omomorfismo di anelli che ¢ anche un omomorfismo di A-moduli o equivalentemente &

BLC

commutativo il seguente diagramma T / .
A

DEFINIZIONE 2.45. Un omomorfismo di anelli f: A — B ¢ finito, e B & una A-algebra
finita, se B ¢ un A-modulo finitamente generato. I’ omomorfismo f: A — B ¢ di tipo finito,
e B ¢ una A-algebra finitamente generata o di tipo finito, se esiste un insieme finito di
elementi x1,...,x, in B tale che ogni elemento di B puo essere espresso come un polinomio
in zy,...,x, a coefficienti in f(A); oppure, in modo equivalente, se esiste un omomorfismo
suriettivo di A-algebre da un anello di polinomi Alty,...,¢,] a B.

PROPOSIZIONE 2.46. Le due definizione date di A-algebra di tipo finito sono equivalenti.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che B ammetta un sistema finito di generatori x1, ..., z,
come A-algerba. Allora definiamo @: A[ty,...,t,] — B come la composizione dell’omomor-
fismo indotto da f tra gli anelli dei polinomi Alty,...,t,] e B[t1,...,t,] seguito dall’lomo-
morfismo di valutazione in zq,...,Z,.

Viceversa, se esiste un omomorfismo di A-algebre &: Alty,...,t,] - B suriettivo, allora
abbiamo che Afty,...,t,]/ker® = B. Poiché A[ty,...,t,]/ker ® & generata come algebra
da [t1],...,[ts] allora B sara generata da ®([t1]),...,®([t,]), con @ I'isomorfismo indotto al

quoziente da &. O



CAPITOLO 3

Localizzazioni e condizioni di catena

Avendo richiamato la struttura algebrica di anello ed introdotto quella di modulo, pos-
siamo introdurre alcuni degli strumenti dell’algebra commutativa. Primo tra tutti quello
della formazione dell’anello delle frazioni, in particolar modo della localizzazione. Successiva-
mente, al fine di definire la lunghezza di un modulo, studieremo pit in generale le condizioni
sulle catene. Per collegamenti che faremo pit avanti sara necessario introdurre il prodotto
tensoriale, cosi da poter costruire e comprendere la potenza esterna.

3.1. Localizzazioni

Ora che sono state richiamate e rinfrescate le definizioni e le proprieta basilari degli anelli
e dei moduli possiamo introdurre un importante strumento dell’algebra commutativa: le
localizzazioni. Per dare un’idea intuitiva dell’importanza di questo strumento per mostrare il
teorema di Bézout, la localizzazione geometricamente corrisponde al concentrare ’attenzione
su di un aperto o nell'intorno di un punto. Il processo di localizzazione cerca di generalizzare
quello della costruzione del campo delle frazioni Frac(A) di un dominio A. Ricordiamola.

DEFINIZIONE 3.1. Sia A un dominio. Consideriamo l'insieme A x (A ~ {0}) ed intro-
duciamo su di esso la relazione di equivalenza data da:

(a,s) ~ (b,t) se e solo se at — bs = 0.

A x (A~ {0})

L’insieme prende il nome di campo delle frazioni, o campo dei quozienti, di

A; denotato con Frac(A). Indichiamo con a/s la classe di equivalenza di (a, s).

Cio vale soltanto se A & un dominio, in particolare perché la prova della transitivita della
relazione di equivalenza ~ nella definizione sfrutta la legge di cancellazione del prodotto.
Dobbiamo dunque generalizzare il piu possibile questa costruzione.

DEFINIZIONE 3.2. Sia A un anello. Un sottoinsieme moltiplicativamente chiuso di A,
o piu brevemente, una parte moltiplicativa di A, ¢ un sottoinsieme S di A tale che 1 € S
ed S & chiuso rispetto alla moltiplicazione. Cioe S & un sotto-semigruppo del semigruppo
moltiplicativo di A.

Adesso sia S una parte moltiplicativa di un anello A, definiamo una relazione su di
A x S nel modo seguente:

(a,s) ~ (b,t) se e solo se esiste u € S tale che (at — bs)u = 0.

Appare ovvio che la relazione appena definita sia riflessiva e simmetrica. Non & invece
chiaro dalla definizione che sia transitiva. Verifichiamolo: supponiamo di avere tre coppie
(a,s) ~ (b,t) e (b,t) ~ (c,u). Allora per definizione esistono v, w € S tali che (at—bs)v =0e
(bu— ct)w = 0. Allora moltiplicando la prima identita per vw e la seconda per sv otteniamo
dunque che autvw — bsuvw = 0 = bsuvw — cstuvw, dunque (au — cs)tvw = 0 con tow € S
poiché parte moltiplicativa. Cioe (a,s) ~ (¢, u).

DEFINIZIONE 3.3. Sia A un anello ed S una parte moltiplicativa di A. Definiamo I’anello
delle frazioni di A rispetto ad S come S™!1A := (A x S)/ ~, con le operazioni definite come:

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/st,
(a/s)(b/t) = ab/st.

21
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Si ha inoltre un naturale omomorfismo di anelli f: A — S~'A dato da f(z) = z/1.
Esso non & iniettivo in generale, infatti il suo nucleo & {a € A | esiste s € S tale che sa = 0}.

OSSERVAZIONE 3.4. Se A ¢ un dominio ed S = A~ {0} allora S7!'A = Frac(A), il campo
delle frazioni di A.

L’anello delle frazioni S~ A possiede una proprietd universale.

PROPOSIZIONE 3.5. Sia g: A — B un omomorfismo di anelli tale che g(s) & invertibile
in B per ogni s € S, parte moltiplicativa di A. Allora esiste un unico omomorfismo di anelli
h: S~'A — B tale che g = ho f.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo h(a/s) = g(a)g(s)™!

chiaramente un omomorfismo di anelli. Supponiamo dunque che a/s = a'/s
un elemento t € S tale che (as’ — a's)t = 0, da cui applicando g si ottiene

(9(a)g(s") — g(a’)g(s))g(t) = 0;
ora per ipotesi g(t), g(s) e g(s') sono invertibili in B, sicché g(a)g(s)™' = g(a’)g(s’)~ .
Dobbiamo adesso verificare che I'omomorfismo h appena definito sia unico. Difatti sia
h': S71A — B soddisfacente le ipotesi, allora per ogni a € A h/(a/1) = I (f(a)) = g(a).
Se invece s € S abbiamo che h/(1/s) = h'((s/1)7) = h'(s/1)~1 = g(s)~! e pertanto
B (a/s) = h'((a/1)(1/s)) = h'(a/1)W (1/s) = g(a)g(s)~L. h & pertanto unica. O

. A patto che sia ben definito h sara
'+ allora esiste

E facile osservare come I'anello S™1A e 'omomorfismo f: A — S71A possiedano le
seguenti proprieta:
1) per ogni s € S f(s) ¢ invertibile in S™1A4;
2) se f(a) =0 allora esiste s € S tale che as = 0;
3) ogni elemento di S~!A & della forma f(a)f(s)~! per qualche a € A e qualche s € S.

Viceversa queste tre proprietd definiscono I’anello S~ A a meno di isomorfismo.

COROLLARIO 3.6. Siano S una parte moltiplicativa di A ed f: A — S~!A dato da
a— a/l. Sia g: A — B un omomorfismo di anelli tali che:
i) per ogni s € S g(s) ¢ invertibile in B;
ii) se g(a) = 0 allora esiste s € S tale che as = 0;
iii) ogni elemento di B ¢ della forma g(a)g(s)~! per qualche a € A ed s € S.

Allora esiste ed ¢ unico un isomorfismo h: S~'A — B tale che g = ho f.

DIMOSTRAZIONE. La proprieta i) garantisce per il teorema precedente esistenza ed
unicita di h: S7'A — B definita come h(a/s) = g(a)g(s)~!. Non resta dunque che provare
che tale mappa cosi definita & una bigezione. Stante iii) abbiamo che h & suriettiva. Sia
a/s € kerh, allora abbiamo che g(a) = 0 (poiché g(s) & invertibile per ipotesi); dunque
stante ii) abbiamo che esiste ¢ € S tale che at = 0, cio¢ a/s = 0 in S~'A. Dunque h & un
isomorfismo. ]

PROPOSIZIONE 3.7. Siano A un anello, S una sua parte moltiplicativa ed f: A — S~1A
la mappa canonica x — /1.
I) Se I C A ¢ un ideale, allora S7'I := {a/s € ST'A | a € I,s € S} & l'esteso di [
tramite f.

IT) Ogni ideale J C S™1A & della forma S~!f~1(J), cioe & un ideale esteso. Dunque la
mappa J +— f~1(J) & un’iniezione dall’insieme degli ideali di S™!A e all’insieme degli
ideali di A.

III) Per un ideale I C A sono equivalenti:
i) I & il contratto tramite f di un ideale di S—!4;
ii) per ogni s € S, s + I non & un divisore dello zero in A/I.
IV) La mappa I — f~1(I) & una bigezione tra gli ideali primi di S~'A e gli ideali primi
di A disgiunti da S.
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DIMOSTRAZIONE. 1) Sia J = f(I)S~™!A lesteso di I tramite f. Allora 'inclusione
S~1I C J & ovvia. Sia adesso x/s € J. Per definizione di ideale esteso questo si
scrive come somma finita ), (a;x;)/s; con a; € A, s; € S e x; € I. Allora portando
a denominatore comune e sfruttando la proprieta di assorbimento di I questo ¢ della
forma y/scony € [ ed s € S.

) Sia I = f~'(J). L’inclusione J O S~!I ¢ immediata. Sia dunque a/s € J, allora a € I
e dunque a/s € S~1I. Segue dunque che J — f~1(J) & un’iniezione.

1) i) = 4i) Se I C A & un ideale contratto segue dal punto II) che I = f~1(S71I). Sia
seSedx e A Sesx e lesistonoalloray € I, t € Stali che f(sz) = y/t = f(s)f(z),
dunque f(x) = y/ts € S~I, dunque = € I. Allora nessun elemento di S & un divisore
dello zero in A/I. i) = i) Supponiamo che nessun elemento di S sia un divisore dello
zero in A/I. Sia z € f~1(S7I), allora x/1 € S71I, dunque x/1 = y/s per qualche
y €I, s € S. Per definizione tsx = ty per qualche ¢t € S. Dato che per ipotesi ¢ts non
¢ un divisore dello zero in A/I abbiamo che z € I; dunque I = f~1(S~1I), percio &
un ideale contratto.

IV) La mappa & una restrizione nel dominio e nel codominio della mappa nel punto II) ed
¢ dunque ancora iniettiva. Sia adesso p un ideale di A tale che p NS = @. Abbiamo
che A/p ¢ un dominio di integrita e poiché s + p # p per ogni s € S, si ha che p & un
ideale contratto per il punto III). Non resta che mostrare che S~!p & un ideale primo
di S7!A. Siano allora z/s, y/t € S~ A tali che z/s-y/t € S~'p. Allora esiste t € S
tale che txy € p, ma dato che p & primo e t ¢ p si ha che zy € p; dunque z Epoy €p
e da qui la tesi.

O

OSSERVAZIONE 3.8. La corrispondenza del punto a) della proposizione precedente pre-
serva le inclusioni e le intersezioni grazie alla proprieta della retroimmagine. In piu per
quanto detto sugli ideali contratti questa porta ideali primi in ideali primi.

OSSERVAZIONE 3.9. Segue facilmente dalla proposizione che se f € A € un elemento
non nilpotente allora esiste un ideale primo in A che non contiene f. Consideriamo la parte
moltiplicativa S = {f"},ez.,, dato che S non contiene lo zero I’anello S~! A4 non & I’anello
nullo e pertanto possiede un ideale massimale, che & anche primo, la cui contrazione & un
ideale primo p in A che non incontra S, in particolare f ¢ p.

Abbiamo un importante esempio, che & cio che a noi interessa, di costruzione dell’anello
delle frazioni rispetto ad una particolare parte moltiplicativa. Sia p un ideale primo di A
abbiamo che S = A \ p ¢ una parte moltiplicativa. In tal caso particolare scriveremo A, al
posto di ST*A. Il procedimento appena descritto di passaggio da A ad A, prende il nome
di localizzazione in p.

COROLLARIO 3.10. Siano A un anello e p un suo ideale primo. Gli ideali primi in A,
sono in corrispondenza biunivoca con gli ideali primi di A contenuti in p.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo per la Proposizione [3.7] che gli ideali primi di A, sono in
corrispondenza biunivoca con gli ideali primi in A che non incontrano S = A \ p, cioé con
gli ideali primi di A contenuti in p. O

PROPOSIZIONE 3.11. Sia A un anello e p un suo ideale primo. L’insieme pA, = {a/s €
Ay | a € p} & T'unico ideale massimale di A,. In altre parole A, € un anello locale.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo innanzitutto che pA, € un ideale. Siano a/s,b/t € pA,
allora a/s + b/t = (at + bs)/st € pA, poiché per assorbimento di p at,bs € p e dunque
at +bs € p. Se a/s € pA, allora a € p, dunque —a € p e percio —a/s € pA,. 0 € pe
dunque 0 € pA,. Osserviamo che se b/t ¢ pA,, allora b ¢ p e dunque b € S: pertanto
b/t ¢ invertibile in A,. Sia allora I un ideale tale che pA, C I, per quanto detto sopra I
contiene un invertibile e dunque I = A,. Dunque pA;, ¢ un ideale massimale. Allo stesso
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modo quanto detto lo rende 'unico ideale massimale di A, poiché che se per assurdo n fosse
un altro ideale massimale di Ay, allora n € pA, e dunque come sopra n conterrebbe un
invertibile, cioe n = A,. |

La costruzione di S™!A pud essere replicata con un A-modulo M al posto dell’anello
A. Prendiamo una parte moltiplicativa S di A e definiamo una relazione d’equivalenza su
M x S definita come segue:

(m,s) ~ (m',s") se e solo se esiste t € S tale che t(sm’ — s'm) = 0.

Denotiamo anche in questo caso con m/s la classe di equivalenza della coppia (m, s) e con
S~IM Dinsieme di tali frazioni. Su S™'M puod essere introdotta una naturale struttura
di S~'A-modulo definendo in modo ovvio 1’addizione e la moltiplicazione per uno scalare.
Anche in questo caso se p & un ideale primo di A scriviamo M, in luogo di (A~ p)~'M.

DEFINIZIONE 3.12. Sia A un anello ed M un A-modulo. Definiamo il supporto di M
come I'insieme Supp(M) := {p € Spec(A) | M, # 0}.

Come nel caso degli anelli abbiamo una naturale mappa f: M — S~'M definita come
f(m) = m/1 e continua a valere 'analogo della Proposizione[3.5e del suo corollario. Valgono
inoltre risultati del tutto analoghi a quelli dati per la creazione degli anelli di frazioni.

Sia poi u: M — N un omomorfismo di A-moduli. Esso da origine ad un omomorfismo
di S7'A-moduli S~tu: ST'M — STIN, definito come S~'u(m/s) = u(m)/s. Vale inoltre
che dati tre A-moduli M, N e P e due omomorfismi di A-moduli u: M — N ev: N —» P
allora S~ (vou) = S71(v) oS~ u. In altri termini si potrebbe dire, utilizzando il linguaggio
categorico, che S~! & un funtore covariante dalla categoria degli A-moduli a quella degli
S~1 A-moduli.

LEMMA 3.13. Sia A un anello ed S una sua parte moltiplicativa, allora il funtore S~1

N . . f g N . .

& esatto, ossia, se la successione M’ — M = M" & esatta in M, allora la successione
st st N . _

SIM E Ly g1 B9 M g esatta in STM.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che go f = 0, da cui S~'go S71f = S71(0) = 0, dunque
im(S71f) C ker(S~lg). Sia adesso m/s € ker(S~1g), allora g(m)/s = 0 in S~*M"; dunque
per definizione esiste ¢ € S tale che tg(m) = 0 in M”. Poiché g & un omomorfismo di
A-moduli allora tg(m) = g(tm) = 0, sicché tm € ker(g) = im(f) e pertanto tm = f(m') per
qualche m’ € M'. Allora in S~*M si ha che m/s = f(m/)/st = (S~1f)(m//st) € im(S~1f),
per tanto ker(S~1g) Cim(S1f). O

COROLLARIO 3.14. Sia A un anello ed S una sua parte moltiplicativa. Siano N, P
A-sottomoduli di un A-modulo M allora:
i) STYN+P)=S"IN+ S 1P;
ii) STYYNNP)=S"INNS~1P;
iii) SY(M/N) = (S7*M)/S™'N come S~!A-moduli.

DIMOSTRAZIONE. %) Segue dalla definizione. i) L’inclusione C & ovvia: se m/s €
S=Y(N N P) con m € NN P per definizione dunque m/s € ST'N N S~1P. Sia invece un
elemento in S~NNS~!P questo puod essere scritto come y/s = z/t cony € N, z € P, s,t €
S. Allora per definizione esiste u € S tale che u(ty —sz) = 0, sicché w = uty = usz € NNP.
Allora y/s = w/sut € S™1(N N P). iii) Grazie al lemma precedente & sufficiente applicare
S~1 alla successione esatta corta 0 — N < M — M/N — 0. g

PROPOSIZIONE 3.15. Sia A un anello ed S una sua parte moltiplicativa. Sia M un
A-modulo finitamente generato. Allora S~'M = 0 se e solo se esiste s € S tale che sM = 0.

DIMOSTRAZIONE. (=) Supponiamo S~!'M = 0. Siano allora 1, ...,, generatori di
M su A si ha che per ogni 1 < i < n esiste s; € S tale che s;z; = 0. Posto allora



3.2. PROPRIETA LOCALI 25

§ = 81...8, questo & ancora un elemento di S poiché parte moltiplicativa e si ha che
sM = 0. (<) Se esiste s € S tale che sM = 0 allora per ogni m € M et € S si ha che
x/t = (sm)/(st) = 0/(st) = 0; dunque S~ M = 0. O

COROLLARIO 3.16. Sia A un anello ed M un A-modulo finitamente generato. Allora
Supp M e l'insieme degli ideali primi di A contenenti 'annullatore di M.

DIMOSTRAZIONE. Stante la proposizione si ha che M, # 0 se e solo se non esiste
s € A~ p tale che sM = 0; dunque Ann(M) N (A N p) = @. In altre parole Ann(M) C p.
Pertanto p € Supp(M) se e solo se Ann(M) C p. O

OSSERVAZIONE 3.17. Consideriamo A ed un suo ideale primo p. Dal corollario alla
Proposizione segue che il passaggio da A alla suo localizzazione A, fa sparire tutti
gli ideali primi tranne quelli contenuti in p. Se consideriamo invece il passaggio da A al
suo quoziente A/p, scompaiono invece tutti gli ideali primi tranne quelli contenenti p. Ne
segue dunque che se p, ¢ sono ideali primi di A tali che q C p, localizzando rispetto a p
e prendendo poi il quoziente modulo qA, (tale processo puo essere in realta eseguito in
qualsiasi ordine stante il punto i¢) del Corollario , si restringe l'attenzione agli ideali
primi che si trovano tra p e q. In particolare, se p = q, cio che otteniamo e un campo, detto
il campo residuo di p. Questo puo essere ottenuto o come il campo delle frazioni del dominio
A/p oppure come il campo residuo dell’anello locale A,. Si denota con x(p).

3.2. Proprieta locali

Oltre all’importanza geometrica la localizzazione ha inoltre utili applicazioni in dimo-
strazioni in cui bisogna verificare certe proprieta, che chiameremo locali.

DEFINIZIONE 3.18. Una proprieta P degli anelli (o dei moduli) si dice una proprieta
locale se vale la seguente condizione: A (risp. M) possiede la proprietd P se e solo se A,
(risp. M,) possiede la proprieta P per ogni ideale primo p in A.

PROPOSIZIONE 3.19. Sia M un A-modulo. Allora le seguenti condizioni sono equivalenti:
i) M =0;
i) M, = 0 per ogni ideale primo p di A4;
iii) My, = 0 per ogni ideale massimale m di A.

DIMOSTRAZIONE. Chiaramente i) = ii) = 4ii). Supponiamo che valga la condizione
i7i) e M # 0. Sia z un elemento non nullo in M e poniamo I = Ann(z): I & un ideale
proprio di A ed ¢ dunque per questo contenuto in un ideale massimale m. Consideriamo
allora l'elemento x/1 € My,. Poiché per ipotesi My, = 0 si ha che /1 = 0, dunque z &
annullato in qualche elemento in A \ m; ma cio € assurdo poiché Ann(x) C m. 0

PROPOSIZIONE 3.20. Sia f: M — N un omomorfismo di A-moduli. Allora le seguenti
condizioni sono equivalenti:
i) f & iniettivo;
ii) f, € iniettivo per ogni p € Spec(A);
iii) fm € iniettivo per ogni m € Specm(A).

DIMOSTRAZIONE. i) = 4i) Se f ¢ iniettivo allora la successione 0 = M — N ¢ esatta,
dunque ¢ esatta la successione 0 — M, — N, per ogni p € Spec(A) e pertanto f, & iniettivo
per ogni p € Spec(A).

i) = i) Ovvio poiché ogni ideale massimale & anche primo .

iii) = i) Posto M’ = ker f la successione 0 — M’ < M — N & esatta, quindi & esatta
0 - M}, < My — N e dunque M| = ker f, = 0 poiché f, & iniettivo. Allora per la
Proposizione poiché M} = 0 per ogni m € Specm(A) vale che M’ = ker f = 0. O

Vale una proposizione analoga legata alla suriettivita:
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PRrROPOSIZIONE 3.21. Sia f: M — N un omomorfismo di A-moduli. Allora le seguenti
condizioni sono equivalenti:
i) f & suriettivo;
ii) f, & suriettivo per ogni p € Spec(A4);
iii) fw € suriettivo per ogni m € Specm(A).

DIMOSTRAZIONE. i) = ii) Se f & suriettivo allora & esatta la successione M — N — 0,
dunque ¢ esatta la successione M, — N, — 0 per ogni p € Spec(A) e pertanto f, & suriettivo
per ogni p € Spec(A).

1) = i) Anche in questo caso l'implicazione & ovvia poiché un ideale massimale ¢ in
particolare primo.

iii) = i) Consideriamo la successione esatta M — N — coker f — 0. Dunque & esatta
la successione My, — Ny —» coker f, — 0 per ogni m € Specm(A). Per ipotesi fy, &
suriettiva per ogni m € Specm(A) e pertanto coker fy, = 0 per ogni m € Specm(A). Allora
per la Proposizione coker f = 0. (]

Dalle due precedenti proposizione segue dunque che anche la biettivita € una proprieta
locale.

COROLLARIO 3.22. Sia f: M — N un omomorfismo di A-moduli. Allora le seguenti
condizioni sono equivalenti:
i) f & bigettiva;
ii) f, e bigettiva per ogni p € Spec(A);
iii) fi € bigettiva per ogni m € Specm(A).

3.3. Condizioni sulle catene

Una volta definita la lunghezza di un modulo, al fine di imporre alcune condizioni di
finitezza, la strada piu conveniente e quella delle “condizioni sulle catene”. Seguendo questo
approccio otteniamo delle simmetrie tra catene ascendenti e discendenti.

PROPOSIZIONE 3.23. Sia (¥, <) un insieme parzialmente ordinato mediante una rela-
zione <. Allora le seguenti condizioni su ¥ sono equivalenti:
i) Ogni successione crescente 1 < xo < ... in 3 & stazionaria.
ii) Ogni sottoinsieme non vuoto di ¥ possiede un elemento massimale.

DIMOSTRAZIONE. %) = i) Supponiamo che i7) non sia vera; allora esiste un sottoinsieme
non vuoto T di ¥ privo di elementi massimali. Grazie a questo possiamo costruire una
successione crescente non stazionaria in 7'.

1) < i) Se vale ii) allora data una successione crescente z; < x5 < ... l'insieme
{Zm}m>1 ha un elemento massimale, dunque la successione ¢ stazionaria. U

Sia M un A-modulo, consideriamo allora 3 I'insieme dei suoi A-sottomoduli. Se ¥ ¢
parzialmente ordinato mediante la relazione C la i) prende il nome di condizione sulle catene
ascendenti (a.c.c. in breve) e la 4i) prende il nome di condizione massimale. Se ordiniamo
invece ¥ mediante la relazione D la i) & la condizione sulle catene discendenti (d.c.c. in
breve) e la ii) ¢ la condizione minimale.

DEFINIZIONE 3.24. Un A-modulo M si dice noetheriano se I'insieme degli A-sottomoduli

di M soddisfa una o l'altra delle due condizioni equivalenti:

i) condizione sulle catene ascendenti;

ii) condizione massimale.
Si dice invece artiniano se l'insieme degli A-sottomoduli di M soddisfa una o I'altra delle
due condizioni equivalenti:

i) condizione sulle catene discendenti;

ii) condizione minimale.
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EsEmMPIO 3.25. 1) Un gruppo abeliano finito (come Z-modulo) soddisfa sia la a.c.c. che
la d.c.c..
2) L’anello Z come modulo su sé stesso soddisfa la a.c.c ma non la d.c.c.. Infatti, se a €
Z~40,+1,—1}, si ha (a) 2 (a?) 2 (¢®) 2 ... non ¢ stazionaria.
3) L’anello K[z] soddisfa la a.c.c. (poiché PID) ma non la d.c.c. sugli ideali (che sono suoi
sottomoduli). Ad esempio (x) 2 (22) D ... non & stazionaria.

Nel caso di moduli noetheriani, questi possono essere caratterizzati mediante una terza
condizione.

PrOPOSIZIONE 3.26. Un A-modulo M & noetheriano se e solo se ogni suo A-sottomodulo
¢ finitamente generato.

DIMOSTRAZIONE. (=-) Sia N un sottomodulo di M e sia 3 l'insieme di tutti i sotto-
moduli finitamente generati di N. Allora ¥ ¢ non vuoto poiché 0 € 3 e pertanto possiede
un elemento massimale Ny. Se N # Nj allora consideriamo il sottomodulo Ny + Ax con
x € N~ Ny. Esso e finitamente generato e contiene strettamente Ny, si ottiene cosi una
contraddizione. Dunque N = Ny e pertanto e finitamente generato.

(«<) Sia M; € M, C ... una catena ascendente di sottomoduli di M. Allora N =
Y n>1 M, € un sottomodulo di M, dunque & generato da un numero finito di elementi
T1,...,T,. Supponiamo che z; € M,,, e poniamo n = maxi<;<, ;; allora ciascun z; € M,
dunque M,, = N e la catena ¢ stazionaria. O

A seguito di questa proposizione possiamo in un qualche senso privilegiare la noethe-
rianita di un modulo, poiché questa garantisce la veridicita di molti teoremi ad esempio del
capitolo precedente.

PROPOSIZIONE 3.27. Sia 0 — M’ < M NS VN 0 una successione esatta di A-moduli.
Allora:

i) M & noetheriano se e solo se M’ ed M" sono noetheriani;
ii) se M ¢ finitamente generato allora M" ¢ finitamente generato. Se M’ ed M" sono
finitamente generati lo ¢ anche M.
iii) M ¢ artiniano se e solo se M’ ed M" sono artiniani.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione procede allo stesso modo nel caso 7) e nel caso #ii).

i) (=) Una catena di sottomoduli di M’ (o di M") da origine ad una catena in M,
dunque ¢ stazionaria.

(<) Consideriamo adesso una catena (L, ),>1 in M, questa da origine a due catene
(@ Y(Lp))n>1 in M e (B(Ln))n>1. Per n abbastanza grande entrambe le due catene sono
stazionarie e dunque ¢ stazionaria anche la catena (L, ),>1.

i) Se M ¢ finitamente generato con generatori x1, ..., x, allora 8(x1),...,B(x,) gene-
rano M". Stante i) se M’ ed M" sono finitamente generati sono noetheriani, dunque M &
noetheriano ed ¢ finitamente generato. O

COROLLARIO 3.28. Siano M, ..., M,, A-moduli noetheriani (risp. artiniani), tale risulta
EB?:I Mi‘

DIMOSTRAZIONE. Per induzione su n > 2 si applica la proposizione precedente alla
successione esatta corta

0— M, — @7 M; » &' 'M; -0

dove M,, — @ ;M; & la mappa z — (0,...,0,z) ed & M; — EB?;fMi ¢ la proiezione sui
primi n — 1 fattori. O

PROPOSIZIONE 3.29. Sia M un A-modulo noetheriano e sia S una parte moltiplicativa
di A. Allora S™'M ¢ un S~!'A-modulo noetheriano.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo mostrato come i sottomoduli del modulo delle frazioni S~ M
siano tutti moduli estesi. Allora se M & noetheriano ogni suo sottomodulo N & finitamente
generato e cosi risulta S™!N come sottomodulo di S~!A. O

OSSERVAZIONE 3.30. Un anello A si dice noetheriano (risp. artiniano) se risulta tale
come A-modulo, ossia, se soddisfa la a.c.c. (risp. d.c.c.) sugli ideali.

PROPOSIZIONE 3.31. Sia A un anello noetheriano (risp. artiniano), M un A-modulo
finitamente generato. Allora M & noetheriano (risp. artiniano).

DIMOSTRAZIONE. Se M ¢ finitamente generato sappiamo che ¢ quoziente di A™ per
qualche n. Poiché A & noetheriano (risp. artiniano), tale & A®™. Dato che M ¢ finita-
mente generato sappiamo che ¢ isomorfo ad un quoziente di A®", cio¢ esiste p: A®™ — M
suriettiva. Dunque considerando la successione esatta corta

0 — kerp — A®" B M — 0
con segue che M & noetheriano (risp. artiniano) per la Proposizione O

E chiaro sin dal primo capitolo, come I’anello per noi di maggior interesse sia quello dei
polinomi. Riguardo alla noetherianita di tale anello vi ¢ un importante risultato.

TEOREMA 3.32 (Teorema della base di Hilbert). Sia A un anello noetheriano. Allora
Alz] & un anello noetheriano.

DIMOSTRAZIONE. Sia I C A[z] vogliamo mostrare che questo & finitamente generato.
Scegliamo una sequenza di polinomi fi, f2,... in I come segue: prendiamo f; un polinomio
non nullo di grado minimo in . Per ogni ¢ > 1, scegliamo f;;1 un polinomio non nullo di
grado minimo tra quelli che stanno in I ma non in (f1,..., f;). Se I = (f1,..., fi), abbiamo
finito. Consideriamo a; il coefliciente direttore di f;. Dato che A & noetheriano allora Iideale
J = (a1,as,...) ¢ finitamente generato. Possiamo dunque scegliere tali generatori tra gli
a; stessi. Consideriamo m il pili piccolo intero positivo tale che ay,...,a, generano J.
Mostriamo che I = (f1,..., fm). Se cosi non fosse, allora dovremo scegliere f,, 1. Possiamo
scrivere dunque @41 = > ovq u;a; con u; € A per ogni i. Dato che, per come sono stati
scelti, il grado di f,,4+1 € maggiore o uguale del grado degli f1, ..., fi, possiamo definire un
polinomio

m
g=> uifixBlmmAs S (fy L f).
i=1
Tale polinomio g ha lo stesso grado di f,,,+1 e lo stesso coefficiente direttore. Dunque il
polinomio f,4+1—9g € IN(f1,- .., fm) con grado strettamente minore di f,,,+1 contraddicendo
la sua scelta. Dunque I = (fi,..., fi,) ¢ finitamente generato, cioé A[z] & noetheriano. [

Adesso che abbiamo dato delle condizioni di finitezza alle successioni di sottomoduli di
un A-modulo M possiamo definire e trattare la sua lunghezza.

DEFINIZIONE 3.33. Un A-modulo M si dice semplice se € non nullo e i suoi unici A-
sottomoduli sono 0 ed M stesso.

LEMMA 3.34. Sia A un anello e I, J C A ideali. Allora A/I ¢ A/J sono isomorfi come
A-moduli se e solo se I = J.

DIMOSTRAZIONE. (<) Ovvio.

(=) Osserviamo che Homy (A, M) = M tramite la mappa f — f(1). Se I C A ¢
un ideale abbiamo che Homyu(A/I, M) = {f € Homa(A,M) | kerf D I} = {x € M |
Anna(z) D I} per Posservazione precedente. Allora si ha che Homu(A/I,A/J) = {x €
A/J | Anng(x) DIt = {a+J e A/J|ac A(J:a) DI} conle Jidealidi A. Sia allora
U: A/T — A/J isomorfismo di A-moduli. Per quanto detto esiste a € A tale che (J:a) DI
e U(c+1I)=ac+ J. Analogamente esiste b € A tale che (I:0) 2 Je U~ (a+J)=ba+J.
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Si ha dunque che a + J = beca + J e dunque be — 1 € J. Pertanto, sia ¢ € T C (J : a)
abbiamo che ax € J e dunque abz € J. Allora z = abx — (ab— 1)z € J; dunque I C J.
Analogamente si ha altra inclusione. O

PRrROPOSIZIONE 3.35. Sia A anello. Allora esiste una corrispondenza biunivoca tra
Specm(A) e gli A-moduli semplici a meno di isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Sia M un A-modulo semplice. Sia x € M non nullo. Allora conside-
riamo la mappa @: A — M definita da a — ax. Abbiamo che tale mappa & suriettiva poiché
im® = Az C M ¢ un sottomodulo non nullo di M che ¢ semplice; dunque im® = M. Per
il primo teorema di omomorfismo si ha che A/ ker® = M. ker ® = Ann4(z) che dobbiamo
mostrare essere massimale. Se cosi non fosse avremo m 2 Anny4(z) ideale massimale e dun-
que A/ Anna(z) 2 m/Anng(x) 2 05 il che & assurdo. Siano adesso m e n ideali massimali
tali che A/m 2 A/n segue dal Lemma precedente che m = n. O

Sia M un A-modulo. Una catena di sottomoduli di M & una successione (M;)o<i<n di
sottomoduli di M tale che

M=My2M 2...2M, 12 M,=0.

La lunghezza di una catena ¢ l'intero non negativo n. Una serie di composizione di M ¢
una catena massimale; cioé ciascun quoziente M;/M;.1, detto fattore di composizione, & un
A-modulo semplice per ogni 0 <i <n — 1.

DEFINIZIONE 3.36. Sia M un A-modulo, denotiamo con length 4 M la lunghezza mi-
nima di una serie di composizione di M. length, M si dice la lunghezza di M. Poniamo
length 4, (M) = oo se M non possiede serie di composizione.

PRrROPOSIZIONE 3.37. Sia A un anello e sia M un A-modulo di lunghezza finita. Sia
M’ C M un A-sottomodulo. Allora M’ & un A-modulo di lunghezza finita e length 4, M’ <
length 4 M.

DIMOSTRAZIONE. Data una serie di composizione per M
M=My2M 2...2M,=0
vogliamo mostrare che da
M =MynM D...OM,NM =0

pud essere estratta una serie di composizione per M’.

Si ha che (M’ N M;)/(M' N M;1) = (M’ N M;) + M;+1)/M;41 e pertanto & contenuto
in M;/M;;1 che & semplice; dunque (M’ N M;)/(M' N M;y1) = M;/M;+1 oppure & nullo.
Vogliamo allora mostrare che (M'NM;)/(M'NM; 1) = M;/M; 1 non puod accadere per ogni
indice 7. Supponiamo per assurdo che cio si verifichi e proviamo per induzione discendente su
1 che M’ D M, per ogni . Il passo base dell’induzione & ovvio poiché M,, = 0. Supponiamo
per induzione che M’ O M, dunque & chiaro che M' N M; = (M’ N M;) + M1 = M;
per la nostra ipotesi di assurdo; segue percid che M’ O M;. Allora per induzione si ha
che M C M’; ma cio ¢ assurdo poiché avevamo supposto M’ un sottomodulo proprio di
M. Segue che la catena M’ = M'NMy D ... M' NM,_1 D M NM, =0 pud essere
modificata omettendo i termini tali per cui M’ N M; = M’ N M;, 1, ottenendo cosl una serie
di composizione per M’ di lunghezza strettamente minore di n. Dato che il processo puo
essere fatto per ogni serie di composizione per M segue che length 4 M’ < length, M. O

Al fine di mostrare la buona positura di tale definizione enunciamo e mostriamo il
seguente teorema.

TEOREMA 3.38 (Teorema di Jordan-Hélder). Siano A un anello ed M un A-modulo.

I) Se M ha una serie di composizione di lunghezza finita M = My 2 My 2 ... 2 M, =0
di lunghezza n, allora:
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i) ogni altra serie di composizione ha lunghezza n;

i) ogni catena di sottomoduli di M ha lunghezza minore od uguale ad n;

iii) la somma delle mappe naturali M — M, con p € Spec(A), da un isomorfismo
di A-moduli M = @, M,, dove la sommatoria varia tra gli ideali massimali p tali
che M;/M;1 = A/p per qualche i. Il numero degli M;/M; 1 isomorfi ad A/p ¢ la
lunghezza di M, come Ay-modulo, e cio non dipende dalla serie di composizione
scelta.

II) M possiede una serie di composizione di lunghezza finita se e solo se M ¢ un A-modulo

(1)

(2)

artiniano e noetheriano.
DIMOSTRAZIONE.  I) i) Sia
M=My2OMiDOM;2...2M, 12M,=0
una serie di composizione per M e consideriamo un’altra serie di composizione
M=Ny2N;2...2N,,=0.

Mostriamo per induzione su n che n = m. Per il passo base con n = 1 si ha che M
¢ un A-modulo semplice e dunque m = 1 = n. Sia adesson > 1. Se My = N = N
otteniamo dalle due serie di composizione per M due serie di composizione N = My 2
.2M,=0eN=N; 2...2 N, =0. Applicando l'ipotesi induttiva si ha che
n—1=m—1e dunque n = m. Se My # N;j questi sono massimali per definizione
di serie di composizione e dunque M; + N; = M. Otteniamo dunque per i teoremi
di isomorfismo che M/M; = Ny/(M; N Ny) e M/N; =2 M;/(My N Ny). Poniamo
dunque D = M; N N;. Per la Proposizione [3.37] D ammette una serie di composizione
D =Dy 2D ... 2 Dy =0. Tale serie puo essere estesa a due serie di composizione per
M ottenendo

M2M 2D2...20
MDN,2DD...20.

Troncando la prima di queste ad M; possiamo applicare 'ipotesi induttiva tra e
ed ottenere cosi che t+1 = n—1 e dunque n = t+2. Ripetendo lo stesso ragionamento
tra (2) e (@) troncando ad N; (applicando l'ipotesi induttiva sut¢+1=mn—1 < n) si
ottiene che t+1 = m —1 e dunque m = t+2. Si ¢ dunque mostrato che n =t+2 =m
ed e ben posta dunque length 4 M come la lunghezza di una — e quindi qualsiasi — serie
di composizione per M.

i) Sia M = Ny 2 Ny 2 ... 2 N una catena di sottomoduli. Mostriamo per
induzione su length, M che k& < length, M. Ancora & ovvio se length, M = 0,
dato che M = 0. Per la Proposizione abbiamo che length, N1 < length 4 M;
dunque per ipotesi induttiva abbiamo che k£ — 1 < length 4 N;. dato che length 4, N; <
length 4 M si ha che k <length, M.

1i1) Per il Corollario ¢ sufficiente mostrare che tale mappa € un isomorfismo
dopo aver localizzato ad ogni ideale massimale m di A. A tal fine studiamo cosa succede
alla localizzazione di un modulo di lunghezza finita. Nel caso in cui length, M = 1,
cio & banale poiché M & semplice e dunque M = A/ Ann(M). Se Ann(M) = m allora,
dato che A/m & un campo, gli elementi non in m sono invertibili in A/m; dunque
(A/m)y = A/m. D’altra parte se Ann(M) # m, allora dato che Ann(M) & massimale,
si ha che Ann(M) ¢ m e percid Ann(M)y = An dato che Ann(M)y, ¢ un ideale
di A, che contiene un invertibile. Avendo mostrato che la localizzazione commuta
con i quozienti si ha che (A/Ann(M))m = Am/Ann(M)y, = 0. Segue dunque in
particolare che se p e p’ sono due distinti ideali primi di A e length, M = 1, allora
(M), = 0. Tornando al caso generale, supponiamo che M sia un modulo di lunghezza
finita length 4 M = n < co. La serie di composizione per M localizza ad una catena
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di sottomoduli
My 2 (My)m2...2 (My)m =0.

Dato che i fattori di composizione M;/M; 1 hanno lunghezza 1, per quanto detto sopra
si ha che (Mi/Mi+1)m = Mi/MiJrl sem = Ann(Mi/MiJrl) ed (Mi/Mi+1)m = 0 altri-
menti. Allora M, ha una serie di composizione finita corrispondente alla sottoserie
di M ottenuta mantenendo solo i sottomoduli (M;)n tali che M;/M;11 =2 A/m. In
particolare dunque se nessuno dei fattori di composizione M;/M;; & isomorfo ad A/m,
allora My, = 0; dunque se m ed m’ sono ideali massimali distinti allora (My,)n = 0.
Considerando adesso allora la mappa ¢: M — @©, M, somma delle mappe di localiz-
zazione, con p che varia tra gli ideali massimali tali che ci sono fattori di composizione
M;/M; 11 = A/p. Da quanto mostrato sopra segue che possiamo senza problemi esten-
dere la somma a tutti gli ideali massimali; i nuovi termini sono tutti nulli. Per ogni
ideale massimale m ed ogni modulo M abbiamo che (My)m = My, dunque la mappa
identita fa parte della localizzazione della mappa :

Pm: Mm - (EB]JESpeCm(A)Mp)m = 69]:)eSpecm(A) (Mp)m~

Ma se p # m ed M ha lunghezza finita, abbiamo mostrato che (M;)m = 0. Dunque ¢
& la mappa identita per ogni ideale massimale m. Segue dunque che ¢ & un isomorfismo.

IT) («) Innanzitutto supponiamo che M sia artiniano e noetheriano. Dalla a.c.c. sui
sottomoduli possiamo prendere un sottomodulo proprio massimale M; di M, un sot-
tomodulo proprio massimale My di M; e cosl via. Dalla d.c.c. questa successione
di sottomoduli termina quando qualche M, = 0. In questo caso abbiamo trovato
M =My 2 M; 2 ... 2 M, =0 una serie di composizione per M.

(=) Abbiamo per I) che length 4 M fornisce un upper bound per tutte le catene di
A-sottomoduli di M e dunque M rispetta sia la a.c.c. che la d.c.c.; cioe & sia artiniano
che noetheriano.

O

PROPOSIZIONE 3.39. Sia A un anello e M un A-modulo. Sia m € Specm(A). Allora
Pomomorfismo di localizzazione M — My, € un isomorfismo se m C y/Ann(M).

DIMOSTRAZIONE. Usiamo la proprieta locale [3:22] sull’'omomorfismo di localizzazione
f: M — My. Sia n € Specm(A).
e Se n=m si ha che (My)m = My e dunque f, & 'identita.
e Se m # n, allora esiste z € m tale che « ¢ n. Per ipotesi esiste k € Z~ tale che
z*M = 0. Dunque per la Proposizione M, = 0. Sapendo che (My), = 0 si
ha che f, & I'unico omomorfismo tra moduli nulli.

Dunque M = M. U

Consideriamo adesso il caso particolare dei moduli sopra un campo K, cioe i K-spazi
vettoriali.

PrOPOSIZIONE 3.40. Sia V un K-spazio vettoriale. Allora le seguenti condizioni sono
equivalenti:

i) dimensione finita;
ii) lunghezza finita;
iii) a.c.c.;
iv) d.c.c..
Inoltre se una—e quindi tutte —tra le seguenti condizioni e rispettata, la dimensione coincide
con la lunghezza.

DIMOSTRAZIONE. ) implica i) & ovvia in quanto la dimensione da una maggiorazione
sulla lunghezza delle catene. Dal Teorema segue inoltre che 47) implica sia i) che iv).



32 3. LOCALIZZAZIONI E CONDIZIONI DI CATENA

Mostriamo adesso sia che #ii) e iv) implicano 7). Se per assurdo V non avesse dimensione
finita allora avremmo una successione infinita di elementi linearmente indipendenti {z,, }n>1.

Sia U, (risp. V) il sottospazio vettoriale generato da x1, ..., x, (riSp. Tp+1,Tpta-..,). Al-
lora la successione {Uy }n>1 (risp. {V,}n>1) € infinita e strettamente crescente (risp. decre-
scente) e non vale l'a.c.c. (risp. d.c.c. ); e questo ¢ assurdo. O

Vediamo adesso un raffinamento delle condizioni sulla finitezza della lunghezza di un
modulo se 'anello & noetheriano.

PRrOPOSIZIONE 3.41. Sia A un anello noetheriano e sia M un A-modulo finitamente
generato. Allora sono equivalenti le seguenti:
i) M ha lunghezza finita;
ii) M & un A-modulo artiniano;
ili) Supp(M) C Specm(A).

DIMOSTRAZIONE. L’equivalenza dei primi due punti segue dal Teorema e dalla
Proposizione Per il punto 4i7) [Eis95| pag. 77, Corollario 2.17]. O

Grazie alla proposizione precedente abbiamo il seguente risultato che lega la noetheria-
nita e Partinianita per gli anelli.

PROPOSIZIONE 3.42. Sia A un anello. Allora A & artiniano se e solo se A & noetheriano
edimA=0.

DIMOSTRAZIONE. (<) Segue immediatamente dalla proposizione precedente poiché se
dim A = 0 allora tutti gli ideali primi sono massimali e dunque la condizione 4ii) su Supp A
¢ tautologicamente verificata, A & finitamente generato su A e dunque A & artiniano.

(=) Vedi [AM16], pag. 135, Teorema 8.5]. O

3.4. Prodotto tensoriale e potenza esterna

Dedichiamo quest’ultima sezione del capitolo allo studio di un’importante costruzione
dell’algebra commutativa: il prodotto tensoriale. In particolare da questo ricaveremo poi
un oggetto a noi piu utile: la potenza esterna.

La costruzione del prodotto tensoriale risponde alla risoluzione universale di un proble-
ma di fattorizzazioni di mappe. In particolare ci chiediamo se ogni mappa A-bilineare dal
prodotto di due moduli in un terzo modulo possa essere sempre fattorizzata tramite una
mappa A-bilineare su di un oggetto ed una mappa A-lineare da quest’ultimo al codominio
della mappa A-bilineare iniziale. Abbiamo gia incontrato un problema di questo tipo nella
costruzione dell’anello delle frazioni relativo ad una parte moltiplicativa.

DEFINIZIONE 3.43. Siano M, My ed N tre A-moduli. §: M7 x My — M si dice A-
bilineare se, per ogni x1,y1 € My, x2,y2 € My e A € A vale che
Bx1 +y1,22) = B(z1,22) + By1, 22),
Bz1, 22 +y2) = B(x1,72) + B(T1,92),
B(Az1, z2) = B(x1, \r2) = A\B(x1, x2).
Siano dunque due A-moduli My, My e consideriamo 1’ A-modulo libero con base le coppie
ordinate (z,y) € My x My, C = AM>M2) - Gia adesso D il suo A-sottomodulo generato
dagli elementi dei tipi seguenti:
(1 + 22, y) — (21, 9) — (22,9),
(z,91 +y2) — (,y1) — (7, 92),
(Az,y) — (2, ),
A (z,y) — (Az,y)

con x,r1,xo € My, y,y1,y2 € Mo e A € A.
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DEFINIZIONE 3.44. Il prodotto tensoriale di due A-moduli M; ed Ms, denotato come
M; ® 4 M (o pitt brevemente M; ® Ms quando non c¢’¢ possibilitd di incomprensione), &
I’ A-modulo quoziente C'/D. Dati due elementi x € M; ed y € Ms 'elemento che & immagine
di (z,y) € C viene denotato come z ® y ed & chiamato il prodotto tensoriale di = ed y.

Abbiamo dunque una mappa canonica @: My x My — M; ® My definita come (z,y) —
T ® y. Si osserva facilmente come questa sia un mappa A-bilineare di moduli. Come
preannunciato il prodotto tensoriale insieme alla sua mappa canonica risponde al problema
universale di fattorizzazione delle forme A-bilineari.

TEOREMA 3.45 (Proprieta universale del prodotto tensoriale). Siano My, My ed N tre
A-moduli.
1) Sia f: M ® 4 My — N A-lineare. La mappa f o ® da M; x My in N & A-bilineare.
2) Sia 8: My x Ms — N una mappa A-bilineare. Allora esiste un’unica mappa A-lineare
g: My ®4 My — N tale che § =go®.
Abbiamo dunque un isomorfismo canonico tra gli A-moduli Bils (M7, Ma; N) delle forme
A-bilineari e Hom4 (M; ® 4 Ma, N).

DIMOSTRAZIONE. 1) Siano z,z1,z2 € My, y,y1,y2 € My e A € A allora f(z ® (y1 +
y2)) = f@@y1 +2@y2) = f(2®y1) + f(z ®y2) (analogamente f((z1 + 22) ® y) =
flar@y)+ fe2®y)) ed fAz@y) = f(z@ Ay) = f(Mz®@y) =Aflz®y).

2) La mappa A-bilineare 8 si estende naturalmente ad una mappa A-lineare 8: C' — N.
Per le proprieta di A-bilinearita inoltre questa e nulla sugli elementi che generano D, dunque
su tutto D. Dunque per la proprieta universale del quoziente esiste una mappa A-lineare
g: M1 ®4 My — N tale che, indicando con p: C — M; ®4 M, la mappa al quoziente,
B = gop. Tale g & unica poiché M; ®4 M, & generato dagli # ® y. Abbiamo dunque che
B=god. U

COROLLARIO 3.46. Siano My, My due A-moduli. Sia H un A-modulo ed h: My x My —
H una mappa A-bilineare tale che:
i) H & generato da h(M; x Ms) come A-modulo;
ii) per ogni A-modulo N e per ogni mappa A-bilineare 8: M; x My — N, esiste una mappa
A-lineare g: H — N tale che § =goh.
Allora esiste un unico isomorfismo di A-moduli ¥: M; ® 4 Ms — H tale che h = ¥ o .

DIMOSTRAZIONE. Questa ¢ una conseguenza diretta dell’esistenza ed unicita del pro-
dotto tensoriale dovuta all’analisi del seguente diagramma commutativo:

My @4 Mo H

gy ¥

Concentriamoci sul ramo destro del diagramma: per le proprieta di (H,h) essendo @ bili-
neare esiste U: H — M; ® 4 M> ed analogamente per (M; ® 4 Ma, §) essendo h bilineare
esiste f: My ® 4 My — H che fanno commutare il lato destro del diagramma. Poiché
commutano i due triangoli a destra commuta anche il triangolo di destra esterno conside-
rando la composizione f o ¥. Anche la mappa idy fa commutare il diagramma pertanto
idgoh = h = (foW¥)oh; dunque fo¥ coincide con idg su h(M; x Ms). h(M; x M) genera
H per ipotesi e dunque f oW = idy. Applicando lo stesso ragionamento al lato sinistro
applicando @ a se stessa si ottiene anche che W o f = idps, e 401, dunque f = ¥~ e U &
I’isomorfismo cercato. O
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A seguito una carrellata di proprieta del prodotto tensoriale che seguono direttamente
dalla sua proprieta universale. Siano M, N, P A-moduli allora esistono isomorfismi canonici:
(i) M®N - N®M definitoda s @ y — y @ .
(i) ( MON)®P - M® (N ® P) definito da (z @ y) @ 2 = 2@ (y ® 2).
(iii) A® M — M definito da a ® = — ax.
AT @a M = M/IM, con I C A ideale, definito da (a+ 1) ® v — ax + IM.
AJT@aA)J =2 A/(I+J), conl,J C Aideali, definito da (a+1)®(b+J) — ab+I1+J.

(iv

(v

— — — —

OSSERVAZIONE 3.47. Abbiamo gia visto come avendo un omomorfismo di anelli f: A —
B potessimo definire una struttura di A-modulo su di un B-modulo M tramite restrizione
degli scalari. Grazie al prodotto tensoriale possiamo costruire un B-modulo a partire da un
A-modulo M. Sappiamo gia che per restrizione degli scalari B puo essere considerato come
un A-modulo. Allora esiste unico il prodotto tensoriale Mg = B ® 4 M su cui pud essere
definita una struttura di B-modulo come b(d’ ® z) = bV’ ® x per ogni b,b’ € B e per ogni
x € M. Il B-modulo Mg si dice ottenuto da M per estensione degli scalari.

Il prodotto tensoriale gode di proprieta funtoriali, nel senso che dati My, Ms ed Ny, N
A-moduli con u: M; — Ny e v: My — No omomorfismi di A-moduli si verifica facilmente
che la mappa (z,y) — u(z) ® v(y) & A-bilineare, dunque per la proprieta universale del
prodotto tensoriale esiste ed € unica la mappa A-lineare w: M; ® My — Ny ® Ny tale che
w(z ®y) = u(z) ®@v(y) per ogni € My, y € M. Tale mappa viene denotata con v ® v ed
¢ chiamata il prodotto tensoriale delle mappe u e v.

Tale costruzione da una mappa A-bilineare canonica

HOIHA(Mth) X HOHlA(MQ,NQ) — HOHlA(M1 XA Mg,Nl XA NQ)

Per la proprieta universale del prodotto tensoriale dunque esiste ed ¢ unica una mappa
A-lineare

HOI’IIA(Ml, Nl) R A HOI’HA(M27 NQ) — HOIIIA(M1 XA MQ, N1 XA NQ)
che associa ad ogni elemento u ® v del prodotto tensoriale la mappa A-lineare u @ v: My ®
My — Ni ® Ns. Inoltre, siano M3, N3 due A-moduli, v': My — M3z e v': No — N3 due
mappe A-lineari segue che
(W ou)®@ (v ov)=(u0ov)® (uow).

OSSERVAZIONE 3.48. Il prodotto tensoriale di due moduli non nulli puo essere nullo.

Prendiamo ad esempio i due Z-moduli Z /3Z e Z /27: in Z /3Z Q7 /27 si ha
rRy=3@ry) -2y =0C32)ey -2 (2y) =0

perognix € Z /3Z ed y € Z /2 7.

Siano adesso (Ma)aca ed (Ng)gep due famiglie di A-moduli e poniamo M =[], Ma
ed N =[[4cp Ns. Abbiamo una mappa A-bilineare

fMxN— [ (Ma®Ng)
(a,B)EAXB
((za)aen: (Yp)peB) = (Ta @ Yp)
Dunque per la proprieta universale del prodotto tensoriale abbiamo una mappa A-lineare

(HaeA M,) ® (HBGB Ng) — H(aﬁ)eAxB(Ma ® Npg) definita come (z4)acn ® (yﬁ)ﬂGB =
(zo ® yg). Tale mappa non ¢ in generale né iniettiva né suriettiva. Consideriamo adesso
GacaMq ed SpepNg. Le due immersioni GaeaMa = [[oen Mo € ©peNg — H[,GB Ng
definiscono una mappa A-lineare (GacaMa) ® (BpenNg) — ([laer Ma) @ ([1sep Vo)
Post-componendo tale mappa con f si ottiene una mappa

(BacaMa) @ (BpeNg) = [[ (Mo ® Np)
(a,B)EAXB

(Ta)aer ® (Yp)pen = (Ta @ Yp)
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che diventa una mappa A-lineare g: (&M,) ® (®Ng) — &(M, ® Ng). La mappa ¢ ¢ un
isomorfismo di A-moduli. Possiamo difatti costruirne un’inversa esplicita. Costruiamo la
funzione inversa sulle componenti. Per ogni o € A abbiamo 'inclusione i, : My, < &M, e
per ogni 5 € B 'inclusione jz: Ng — @&Ng. Consideriamo allora per ogni (a, 8) € A x B la
mappa prodotto tensoriale hy g = io ® jg € poniamo dunque h = ®hy g. Osserviamo che le
composizioni g o h ed h o g sono I'identita sui generatori; dunque per A-linearita lo sono su
tutto (BM,) ® (BNg) e B(M, @ Ng).

COROLLARIO 3.49. Siano M ed N A-moduli liberi, allora il prodotto tensoriale M ® 4 N
¢ ancora un A-modulo libero.

DIMOSTRAZIONE. Poiché M ed N sono A-moduli liberi allora M = AP™ ed N = A®"
per qualche n,m € Z>q. Si ha pertanto che M @ N = A%" @ AP o2 A®mn, O

COROLLARIO 3.50. Siano M ed N due A-moduli finitamente generati, allora M ® 4 N
e finitamente generato.

DIMOSTRAZIONE. Dato che M ed N sono finitamente generati allora esistono due omo-
morfismi di A-moduli suriettivi f: A®™ — M e g: A®™ — N per qualche n.m € Zxo.
Allora la mappa prodotto tensoriale f ® g: A®™ ® A®" — M ® N & ancora suriettiva. Per
il Corollario [3.49] segue che anche M ® N ¢ finitamente generato. O

Avendo adesso ben chiara la costruzione e le proprieta basilari del prodotto tensoriale
possiamo passare ad un’altra costruzione per avvicinarci ulteriormente al nostro scopo.

DEFINIZIONE 3.51. Sia A un anello commutativo unitario ed M un A-modulo. Per
ogni n > 0 definiamo la n-esima potenza tensoriale di M come 1’ A-modulo T" (M) = M®".
Poniamo poi T*(M) = M e T°(M) = A.

Denotiamo con T'(M) I’ A-modulo @,,>0T™(M). Possiamo definire su tale modulo una
struttura di algebra N-graduata definendo per ogni coppia ordinata di interi non negativi
p, q 'omomorfismo di A-moduli

Mp.q: TP(M) @ T9(M) — TPI(M).

Per p,q > 0, m,, 4 € I'isomorfismo dato dall’associativita del prodotto tensoriale, mentre per
p = 0 (risp. ¢ = 0) mo,q (risp. mpo) € l'isomorfismo canonico di A ® T9(M) in T9(M)

(risp. di T?(M) ® A in T?(M)). Siano dunque z; € M ed a € A,
) (1®...0%p) (Tpr1® ... @Tp1q) =T1® ... QTp @ Tpt1 ® ... @ Tpig;
a-(11®...0z,) =a(z1®...01,).

Si verifica dunque facilmente che la moltiplicazione cosi definita ¢ associativa ed ha elemento
neutro 1 € T°(M) = A.

DEFINIZIONE 3.52. Sia M un A-modulo. L’algebra tensoriale di M, denotata con T' (M),
¢ Palgebra @,>0T"™ (M) con la moltiplicazione definita come in (f]). L’iniezione &: T (M) <
T (M) definisce I'inclusione canonica di M in T'(M).

Anche I’algebra tensoriale ha una proprieta universale.

TEOREMA 3.53 (Proprieta universale dell’algebra tensoriale). Sia F una A-algebra uni-
taria ed f: M — E un omomorfismo di A-moduli. Allora esiste ed & unico un omomorfismo
di A-algebre g: T(M) — E tale che f = go ®.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [Bou74l pag. 485, Proposizione 1]. O

OSSERVAZIONE 3.54. Supponiamo che E sia una algebra Z-graduata e supponiamo che
f(M) C Ey. Allora segue che g(T?(M)) C E, per ogni p > 0. Dunque g ¢ un omomorfismo
di algebre graduate.
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Nella dimostrazione della proprieta universale dell’algebra tensoriale e racchiuso un fatto
per noi pitt importante. Iniziamo con 'osservare che per definizione del prodotto in T(M)
abbiamo che

TR ...Q0x, =P(x1) - P(xy) = Pp(X1,...,%n).

Consideriamo adesso un omomorfismo di A-moduli f: M — N. Allora per ogni n > 0, la
mappa (z1,...,7,) = f(z1)--- f(z,) da M®" ad N ¢ A-multilineare. Ad essa corrispon-
de dunque un omomorfismo di A-moduli g,,: T"(M) — N tale che g,(21 ® ... ® x,) =
f(x1) ... f(z,). Dunque piti in generale, sia f: M®" — N una mappa A-multilineare allora
esiste ed ¢ unico un omomorfismo di A-moduli g,,: T"(M) — N tale che f = g,, 0 ®,. Cio
si traduce nella proprieta universale della n-esima potenza tensoriale tramite la quale si
fattorizzano tutte le mappe A-multilineari M®" — N,

E dall’algebra tensoriale, ed in particolare dalla n-esima potenza tensoriale, che possia-
mo adesso costruire 'oggetto a noi davvero utile: 1'algebra esterna.

DEFINIZIONE 3.55. Sia M un A-modulo. L’algebra esterna di M, denotata come A M,
¢ il quoziente dell’algebra tensoriale di M tramite 1'ideale bilatero J generato dagli elementi
r®x, conx € M.

OSSERVAZIONE 3.56. Indichiamo con 1 A --- Az, € A M la classe di equivalenza di
21 ®...®x, € T(M). Osserviamo che dalla relazione che definisce I'ideale J segue che per
ogni r,y € M

O=(@@+y)A(z+y)=zAz+axzAy+yAz+yAy=xcAy+yAz.
Ciotz ANy=—-yAzin A\ M.

Dato che l'ideale J & generato da termini omogenei di grado 2 risulta un ideale omogeneo.
Indichiamo adesso con J,, = JNT"(M), che risulta essere un sottomodulo di 7™ (M).
Allora 'algebra esterna risulta una algebra graduata con componenti omogenee A" M =
T"(M)/3,,. Osserviamo che Jo = J; = 0; pertanto A\’ = A e A\' M = T'(M) = M. Segue
dunque un’inclusione canonica ¥: M — A M tramite A\! M.

DEFINIZIONE 3.57. Sia M un A-modulo chiamiamo 'n-esima potenza esterna di M
I’ A-modulo A™ M.

TEOREMA 3.58 (Proprieta universale dell’algebra esterna). Sia E una A-algebra ed
f: M — E un omomorfismo di A-moduli tale che f(x)? = 0 per ogni x € M. Allora esiste
ed & unico un omomorfismo di A-algebre g: A M — F tale che f = go V.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [Bou74l pag. 507, Proposizione 1]. |

Anche in questo caso € racchiuso all’interno della dimostrazione della proprieta universa-
le della potenza esterna cio che a noi davvero interessa. Poniamo innanzitutto ¥, : M®" —
A" M come U, (21 ...,2,) =21 A+ Ay,

LEMMA 3.59 (Proprieta universale della potenza esterna). Sia A un anello e siano M
ed N A-moduli. Sia f: M®" — N una mappa A-alternante. Allora esiste ed ¢ unico
Pomomorfismo di A-moduli g,,: A" M — N tale che f =g, 0 U,,.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che le mappe A-lineari A™ M — N sono in corrisponden-
za biunivoca con le mappe A-lineari 7" (M) — N che si annullano in J,, ottenute associando
ad ogni g: A" M — N la mappa f = gop,, con p,: T*"(M) = T"(M)/TF, = \" M. Per la
proprieta universale della potenza tensoriale sappiamo che esiste ed & unica f,,: T"(M) - N
tale che f = f, o @,. Non resta che mostrare che f, si annulla su J,. Per definizione
fo(x1®...®x,) = f(x1,...,2,) che si annulla sugli elementi di J,, poiché f & alternante O
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Anche la potenza esterna gode di proprieta funtoriali. Sia u: M — N un omomorfismo
di A-moduli allora esiste ed & unico I'omomorfismo di A-moduli A*u: AFM — AFN
definito come

/\ku(xl Ao ANTp) =u(x) A Au(zy).

L’omomorfismo AFu prende dunque il nome di estensione di u a AF M. Inoltre, siano
u: M — N ev: N — P due omomorfismi di A-moduli, allora A*(vou) = A*vo AFu.

PROPOSIZIONE 3.60. Sia M un A-modulo libero di rango n generato dagli elementi
€1,-..,en. Allora per ogni k >0 A* M & un A-modulo libero di rango (Z) con base

{611/\/\61k|1§11§§2k§n}

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo innanzitutto & > 1 dato che il caso k = 0 ¢ triviale
dato che A® M = A che & libero di rango 1 e difatti (8) = 1. Supponiamo poi k < n dato
che per k£ > n si ha che (Z) = 0; dunque A\*¥ M = 0 per k > n. Consideriamo adesso la

mappa f: M¥ — T*(M) definita da

(my,...,mg) — Z sgn(0)Me1) @ ... @ Mg(k)-
ceSy,
Tale mappa e A-alternante, dunque per la proprieta universale della k-esima potenza esterna
si ha che esiste ed & unico 'omomorfismo di A-moduli ¢: A¥ M — M®F definita come
wr(my A= Amyg) = Z sgn(o)Me(1) @ ... @ Mgk
ceSy
Osserviamo che per k = 1 tale mappa e l'identita. Dato che gli elementi ey, ..., e, generano
M, allora gli (Z) elementi e;, A...Ae;,, conl < i <...<iy <mn,generano /\k M. Vogliamo
adesso provare che questi sono linearmente indipendenti: proviamo a tale scopo che ¢y ¢
infettiva. Sia w € A¥ M tale che @) (w) = 0. Scriviamo w = Y7, < <; <y Cir,in€iy A
-+ Aey con ¢, i € A Dunque dato che gy (w) = 0 abbiamo che
Z Ciy,... in Z sgn(cr)ea(l) XR...Q Co(k) = 0.
1< << <n 0€6y,

Scambiando le due sommatorie (ed alleggerendo la notazione sostituendo ¢;, .. ;. con ¢y e

eo(1) ® ... ® eq() con eq(py con I C {1,...,n} di cardinalita k) otteniamo che
Z ngn(a)cleg(l) = 0.
oces, I

Dato che gli {es(p)} sono linearmente indipendenti in M ®k segue che i ¢; = 0; dunque
w = 0. Allora gli e;, A...Ae;, sono A-linearmente indipendenti e generano A* M. Pertanto
abbiamo un isomorfismo Y ; Ae; — A* M; dunque A\* M & libero di rango (}). O






CAPITOLO 4

Rudimenti di geometria algebrica

Nel capitolo [I]abbiamo parlato nei termini della geometria proiettiva delle ipersuperfici,
per poi soffermarci e prendere in esame il caso particolare delle curve algebriche piane.
Per dimostrare al meglio il nostro risultato, ci siamo impegnati a sviluppare strumenti piu
sofisticati di algebra che, come vedremo piu avanti, ci consentiranno di legare la molteplicita
di intersezione che definiremo in [5| ad una quantita intrinseca alle curve: questi non sono
tuttavia gli unici necessari. Dobbiamo trovare un modo per descrivere in modo piu preciso
i nostri oggetti: questo viene fatto attraverso il linguaggio della geometria algebrica.

Assumiamo per tutto il capitolo K = K. Consideriamo allora A = K[zy,...,z,].
Sappiamo che, poiché K ¢ un dominio, ogni polinomio f € A induce una funzione po-
linomiale Ay — K. Ha dunque senso parlare degli zeri di f € A. Allora poniamo
V(f)={p € A" | f(p) = 0}. Pil in generale per ogni sottoinsieme T'C A poniamo

V(T):={pec A" | f(p) =0 per ogni f € T}.

DEFINIZIONE 4.1. Un sottoinsieme X C A" si dice un insieme algebrico affine o chiuso
algebrico affine se esiste T C K|z, ..., z,] tale che X = V(T).

OSSERVAZIONE 4.2. Segue dalle definizioni che, sia T' C K[zy,...,z,], allora V(T) =
V((T)) con (T) lideale generato da T. Allora per il Teorema [3.32] V(7)) si esprime come
luogo comune di zeri di un insieme finito di polinomi fi,..., f, € T.

PROPOSIZIONE 4.3. L’unione di due insiemi algebrici di A" & ancora un insieme alge-
brico. L’intersezione arbitraria di insiemi algebrici di A™ ¢ ancora un insieme algebrico di
A". Inoltre A" e @ sono insiemi algebrici.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [Har77, Proposizione 1.1, pag. 2]. O

Grazie alla precedente proposizione possiamo definire una topologia su A" i cui aperti
sono i complementari degli insiemi algebrici. Tale topologia prende il nome di topologia di
Zariski su Ag.

DEFINIZIONE 4.4. Uno spazio topologico X si dice irriducibile se & non vuoto e se non
esistono due sottoinsiemi chiusi Y7, Yo € X tali che X =Y, UYs.

PROPOSIZIONE 4.5. Sia X uno spazio topologico irriducibile, A C X aperto non vuoto.
Allora A & denso ed irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Se per assurdo A non fosse denso allora esisterebbe U C X aperto
non vuoto tale che ANU = @. Allora X = (X \ A) U (X \U): il che & assurdo poiché X
irriducibile.

Se per assurdo A non fosse irriducibile, allora esisterebbero due chiusi X, Xo di X tali
per cui A = (Xl ﬂA)U(XgﬁA) e X1 NA g A,XQ NA g A. Allora X = (X\A)U(Xl UXQ)

e siamo giunti di nuovo ad un assurdo. O

DEFINIZIONE 4.6. Siano X C A™ e Y C A™ chiusi di Zariski. Una mappa f: X - Y
si dice polinomiale se esistono f1,..., fm € K[x1,...,x,] tali che f(z) = (f1(z),..., fm(z))
per ogni z € X.
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40 4. RUDIMENTI DI GEOMETRIA ALGEBRICA

Avendo definito i chiusi affini, vogliamo adesso definire una costruzione che sia in un
qualche modo inversa. Sia X C A", definiamo l'ideale di X in K[x1,...,z,] come

I(X) ={f eKlz1,...,zn] | f(p) =0 per ogni p € X}.

Abbiamo adesso due mappe: V che mappa sottoinsiemi di K[zy, ..., x,] in insiemi algebrici
e I che mappa sottoinsiemi di A" in ideali di K[z1,...,z,]. Tale corrispondenza puo essere
arricchita dal seguente teorema.

TEOREMA 4.7 (Hilbert’s Nullstellensatz). Sia K un campo algebricamente chiuso, sia I
un ideale di K[z1,...,2z,] ed f € K[z1,...,2,] un polinomio che si annulla in ogni punto di
V(I). Allora f* € I per qualche k € Z~¢. Equivalentemente I(V (1)) = v/T.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [Har77), Teorema 1.3A, pag. 4]. |

COROLLARIO 4.8. Abbiamo una corrispondenza biunivoca che rovescia le inclusioni
tra gli insiemi algebrici di A" e gli ideali radicali di K[zq,...,z,], data da X — I(X) e
I'—V(I).

DIMOSTRAZIONE. Vedi [Har77, Corollario 1.4, pag. 4]. |

DEFINIZIONE 4.9. Sia X C A" un insieme algebrico. Definiamo il suo anello delle
coordinate affini K[X] =Kz, ..., z,]/I(X).

OSSERVAZIONE 4.10. Sia X un chiuso affine vale anche una versione relativa del Null-
stellensatz. Definiamo:
0 s5e Y CXIx(Y):={peK[X]|perogniyecY op(y) =0}
e se J C K[X] ideale, Vx(J) := {z € X minper ogni ¢ € J p(z) = 0}.
Sia K =K ed X C A" chiuso affine. Per ogni J C K[X] ideale si ha che Ix(Vx(J)) = /J.

PROPOSIZIONE 4.11. Sia K = K. Sia X C A" chiuso affine. Allora X & irriducibile se e
solo se I(X) & primo.

DimosTRAZIONE. [Har77, Corollario 1.4, pag. 4]. |

DEFINIZIONE 4.12. Uno spazio topologico X si dice noethertano se rispetta la d.c.c. sui
suoi sottoinsiemi chiusi.

OSSERVAZIONE 4.13. A" con la topologia di Zariski ¢ noetheriano. Siano Y; D Y5 D ...
una discendente di chiusi. Allora I(Y;) C I(Y2) C ... ¢ una catena ascendente di ideali in
K[z1,...,z,] che & noetheriano. Allora I(Y;) C I(Y2) C ... & stazionaria e dunque lo &
anche Y1 DY, D ...

PROPOSIZIONE 4.14. Sia X uno spazio topologico noetheriano. Allora ogni sottoinsieme
chiuso Y C X puo essere scritto come unione di chiusi irriducibili con la topologia di
sottospazio, cioe esistono Y7y,...,Y, CY chiusi irriducibili tali che Y =Y, U... UY,,.

Se richiediamo che Y; 2 Y; per ¢ # j, allora gli Y; sono univocamente determinati e
sono detti le componenti irriducibili di Y .

DIMOSTRAZIONE. Vedi [Har77), pag. 5, Proposizione 1.5]. |

Vogliamo adesso definire i chiusi di Zariski proiettivi. Sia f € K[zg,...,zy], esso non
puo essere utilizzato per definire una funzione su P"(K). Tuttavia, se f ¢ omogeneo, &
ben posto sulle coordinate omogenee dei punti di P"(K) I'annullarsi di f; dunque poniamo
V(f)={peP"(K)| f(p) = 0}. Sia pitt in generale T' C K[zg . .., x,] un insieme di elementi
omogenei, allora poniamo

V(T) = {p € P"(K) | f(p) =0 per ogni f € T}.

Se I C K[xzg,...,Z,] & un ideale omogeneo definiamo V(I) = V(T), con T l'insieme degli
elementi omogenei di I. Dato che K[xzo,...,Z,] & noetheriano, si ha che ogni insieme T' di
elementi omogenei ha un sottoinsieme finito f1, ..., f, tale che V(T) =V (f1,..., fr).
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DEFINIZIONE 4.15. Un sottoinsieme X C P"(K) si dice insieme algebrico proiettivo o
chiuso algebrico proiettivo se esiste un sottoinsieme T' C K[xo, ..., x,] di elementi omogenei
tale che X = V(7).

PROPOSIZIONE 4.16. L’unione di due insiemi algebrici di P"(K) ¢ un insieme algebrico
proiettivo di P"(K). L’intersezione arbitraria di insiemi algebrici di P"(K) & un insieme
algebrico di P"(K). Inoltre P"(K) e & sono insiemi algebrici proiettivi.

DIMOSTRAZIONE. Confronta Proposizione [£.3] O

Come per lo spazio affine n-dimensionale, stante la proposizione precedente, possiamo
definire la topologia di Zariski su P"(K) prendendo come aperti i complementari degli insiemi
algebrici. Sia X C P"(K), definiamo ’ideale omogeneo di X in K[zg ..., z,], denotato come
I(X), come l'ideale generato dall’insieme

{f €Klzog,...,zn] | f & omogeneo e f(p) =0 per ogni p € X}.

DEFINIZIONE 4.17. Sia X C P"(K) un insieme algebrico. Definiamo 'anello delle
coordinate omogeneo di X come K[X] = K]z, ..., z,]/I(X).

Gli iperpiani standard H; = {[z¢ : -+ : @,] € P"(K) | 2; = 0} definiti nel Capitolo
risultano facilmente essere chiusi della topologia di Zariski su P"(K) H; = V(z;); dunque
le carte affini standard U; = {[zg--- : 2] € P"(K) | 2; # 0} sono aperti di tale topologia.
Avevamo anche definito le mappe di immersione j;: A" — Us.

DEFINIZIONE 4.18. Sia X un chiuso affine. Fissata un’immersione di A" in P"(K)

tramite una carta affine, la chiusura proiettiva di X, indicata con X, & la chiusura topologica
di X in P"(K) dotato della topologia di Zariski.

PRrROPOSIZIONE 4.19. Consideriamo 'immersione di A" in Uy. Sia X C A" un chiuso
affine e sia I(X) l'ideale di X. Allora l'ideale generato dall’omogeneizzazione rispetto alla
variabile x( di tutti i polinomi di I(X) ¢ I'ideale omogeneo di X.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [SKKTO00, Teorema pag. 40]. O

DEFINIZIONE 4.20. Una wvarieta quasi-proiettiva € lintersezione tra un aperto ed un
chiuso di P"(K).

DEFINIZIONE 4.21. Siano X C P"(K) ed Y C P™(K) varietd quasi-proiettive. Una
mappa F': X — Y si dice un morfismo se per ogni punto p € X esiste un intorno aperto
U C X di p e polinomi omogenei dello stesso grado Fy, ..., Fy, € K[zo,...,x,] che non si
annullano contemporaneamente su U tali che F(x) = [Fo(z) : -+ : Fyp(x)] per ogni z € U.

Si ottiene quindi la categoria delle varieta quasi-proiettiva.

DEFINIZIONE 4.22. Una wvarieta affine € una varieta quasi-proiettiva isomorfa ad un
chiuso algebrico affine.

Una varieta proiettiva € una varieta quasi-proiettiva isomorfa ad un chiuso algebrico
proiettivo.

OSSERVAZIONE 4.23. B possibile mostrare che se una varieta quasi-proiettiva ¢ isomorfa
ad un chiuso proiettivo allora & essa stessa un chiuso proiettivo (vedi [Shal3l pag. 49, pag. 57
Teorema 1.10]). Dunque la definizione di varieta proiettiva non amplia la famiglia dei chiusi
proiettivi.

Nel caso affine invece abbiamo varieta che non sono essi stessi chiusi affini. Ad esempio
A' ~{0} non & un chiuso affine ma & isomorfo (secondo la Deﬁnizione aV(zy—1) C A%
¢ dunque una varieta affine.

OSSERVAZIONE 4.24. Ogni varieta quasi-proiettiva, se dotata della topologia di Zariski
come sottospazio dello spazio proiettivo, € uno spazio topologico noetheriano.
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DEFINIZIONE 4.25. Sia X una varieta affine. Definiamo ’anello delle coordinate di X,
denotato con K[X], come l'anello delle coordinate di un chiuso affine isomorfo ad X.

OSSERVAZIONE 4.26. La Definizione di anello delle coordinate per una varieta affine
& ben posta poiché si puo mostrare che due chiusi affini sono isomorfi se e solo se sono isomorfi
i loro anelli delle coordinate. Vedi [SKKTO0Q, Teorema pag. 24-26].

DEFINIZIONE 4.27. Sia X una varieta quasi-proiettiva in P"*(K). Una funzione f: X —
K si dice regolare in un punto p € X se esistono U C X intorno aperto di « e due polinomi
g, h € K|xo,...,x,] omogenei dello stesso grado tali che per ogni z € U h(z) # 0 ed
f(2) = g(@)/h().

Una funzione f: X — K si dice regolare su X se e regolare in ogni punto di X.
Indichiamo con O(X) la K-algebra delle funzioni regolari su X.

PROPOSIZIONE 4.28. Sia X una varieta quasi-proiettiva su K. Se dotiamo K della
topologia di Zariski, allora f € O(X) & continua.

DIMOSTRAZIONE. Poiché in K i chiusi propri sono insiemi finiti di punti & sufficiente
provare che per ogni A € K f~1(\) & chiuso in X.

Per ipotesi di regolarita possiamo trovare un ricoprimento aperto {U; }; e g;, h; polinomi
omogenei di grado d; tali che per ogni i vale che per ogni € U; hi(x) # 0 ed f(x) =
gi(x)/h;(z). Allora per ogni i si ha che f~1(X\)NU; = V(g; — Ah;) NU; chiuso in U;. Dunque
f71()\) & chiuso in X per ogni A € K. O

PROPOSIZIONE 4.29. Sia X varietda affine. Sia f € O(X) ed x € X allora esistono
p,q € K[X] tali che p(x) # 0 e per ogni y € X p(y) - f(y) = q(y).

DIMOSTRAZIONE. Senza perdere di generalitd possiamo pensare X C A",

Sia U C X intorno aperto di x, abbiamo g,h € K[zy,...,x,] tali che per ogni y € U
h(y) #0ed f(y) = g(y)/h(y). Poiché A™ & noetheriano posso decomporre X in componenti
irriducibili X = X3 U...UX, U X1 U...U X} tali che per ogni j < s X; NU # @ e per
ognij>s+1X;NU =a.

Su U vale che hf — g = 0. Si noti che g,h € O(X), quindi hf —g € O(X) ed & dunque
continua. Osserviamo che poiché hf — g = 0 su U, allora per la Proposizione hf—g=0
su X; per ogni j < s; dunque su X; U...U X,.

Poiché € U e UN (X411 U...UXg) = @ e X1 U...U X & un chiuso, esiste
a € K[zy,...,x,] tale che « =0 su Xg11 U...UXg e a(z) #0. Posti p=ah e ¢=ag si
ha la tesi. (|

COROLLARIO 4.30. Sia X C A" chiuso affine e sia f € O(X). Per ogni x € X esiste
hy € K[X] tale che hy(z) # 0 e hy f € K[X].

TEOREMA 4.31. Sia X C A" chiuso affine. Allora K[X] = O(X).

DIMOSTRAZIONE. L’inclusione K[X] C O(X) ¢ ovvia. Sia dunque f € O(X). Per il
Corollario [£.30] per ogni = € X esiste h, € K[X] tale che hy(z) # 0 ed h, f € K[X].

Sia allora J = (hy)gex lideale generato in K[X]. Abbiamo che Vx(J) = @ e dunque
per I'Osservazione abbiamo che 1 € J. Allora 1 = 22:1 Bihg,; con hy, € J e f; € K[X].
Allora f=1-f=73%"._; Bi(hg, f); dunque f € K[X]. O

DEFINIZIONE 4.32. Sia X C A" chiuso affine ed f € K[X]. Allora X \ V(f) : X si
dice aperto principale ed € un aperto affine di X.

LEMMA 4.33. Sia X C A" ed f € K[X]. Allora 'aperto principale X € una varieta
affine con anello delle coordinate K[X ;] = K[X];.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [SKKTO00, pag. 52-53]. O
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COROLLARIO 4.34. Sia X varieta quasi-proiettiva. Allora gli aperti affini sono una base
per la topologia di Zariski su X.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [SKKTO00, pag. 54] O

DEFINIZIONE 4.35. Siano X una varieta quasi-proiettiva ed x € X un punto. Definiamo
I'anello dei germi delle funzioni regolari attorno ad x, denotato con Ox ,, come I'anello delle
coppie ordinate (U, f) dove U C X & un intorno aperto di « ed f € O(U) modulo la relazione
di equivalenza data da

(U, f) ~ (V, g) se e solo se esiste W C U NV aperto tale che f|,, =g, ed 2 € W.

OSSERVAZIONE 4.36. Sia X varieta quasi-proiettiva ed x € X, Ox , € un anello locale
con ideale massimale m, = {[(U, f)] € Ox | f(z) = 0}.

OSSERVAZIONE 4.37. Sia X varieta quasi-proiettiva ed U C X aperto, allora per ogni
x € U si ha un isomorfismo naturale Ox ; = Op 4.

TEOREMA 4.38. Siano K = K, X varieta affine ed x € X. Posto .# = {f € O(X) |
f(z) =0} € Specm(O(X)) si ha che Ox , 2 O(X) «.

DIMOSTRAZIONE. Sia j: O(X) — Ox , 'omomorfismo naturale che manda una funzio-
ne regolare nel suo germe. Osserviamo che per ogni f € O(X) \ A, [(X, f)] & invertibile
in Ox,. Questo poiché f(z) # 0 e dunque & ben definita e regolare 1/f in un intorno
U C X dixede linversa di [(X, f)] = [(U, f,)]. Allora per la proprieta universale delle
localizzazioni esiste ed & unico j: O(X). 4 — Ox.. tale che, posto f: O(X) — O(X) 4
I'omomorfismo di localizzazione, j o f = j.

Vogliamo mostrare che j & un isomorfismo. Sia f/g € kerj, allora j(f) = 0. Esiste
dunque un introno U C X aperto di z tale per cui f|U =0. Sia X = XjU... X;UX1U. .. X
scomposizione in componenti irriducibili per X tale che p € X; per ogni j < sep ¢ X;
per ogni j > s+ 1 si ha, come nel Corollario che f|Xj = 0 per ogni j < s. Poiché
p ¢ Xep1U...UXy si ha per il Nullstellensatz relativo che # 2 Ix(Xep1U...UXy).
Allora esiste t € Iy (Xs11 U...UXy) \ A tale che tix,yo..ux, =0 Allora ft =0su X e
dunque f =01in O(X) 4.

Sia f = [(U,¢)] € Ox 4. Poiché gli aperti principali sono una base per la topologia di
X troviamo b € K[X] tale che z € X, C U, allora ¢, € O(X) = K[X], e dunque esiste
a € K[X] tale che ¢, = a/bF su Xp. Allora f = [(Xp,a/b%)] e a/b* € O(X)_ 4 perché
b(x) # 0. O

X






CAPITOLO 5

Teorema di Bézout

5.1. Risultante e molteplicita di intersezione

Dato un dominio a fattorizzazione unica (UFD) D vogliamo determinare delle condizioni
tramite le quali stabilire se due polinomi in D[z] hanno dei fattori comuni non costanti.

LEMMA 5.1. Sia D un UFD e siano f,g € D[z] due polinomi di gradi rispettivamente
n ed m. Allora f e g possiedono un fattore comune non costante se e solo se esistono
a,b € D[z] tali che dega < deg f, degb < degg e bf = ag.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f e g abbiano un fattore in comune non costante h,
allora abbiamo che f = ah e g = bh con dega < deg f e degb < degg. Pertanto bf = ag.
Viceversa supponiamo che esistano a, b € D[x] come nell’enunciato. Allora dall'uguaglianza
bf = ga, poiché dega < deg f uno dei fattori non costanti di g deve dividere f e dunque f
e g hanno un fattore in comune non costante. O

Il lemma precedente fornisce si una condizione necessaria e sufficiente per stabilire se due
polinomi abbiano un fattore comune non costante, tuttavia tale condizione non e facilmente
applicabile. Il lemma precedente sara tuttavia il risultato cardine che leghera la costruzione
che verra a seguire con il nostro obiettivo.

DEFINIZIONE 5.2. Sia A un anello e siano f, g € Alz] polinomi di gradi rispettivamente
n ed m. Supponiamo f e g della forma seguente:
f=ap+ap_12+ ...+ agz™;
9 ="bm +bm1z+... +boz"
con ag,...,0n, b, ..., b;m € A e ag,bp # 0. Costruiamo allora la matrice di Sylvester dei
polinomi f e g (di tipo (n,m))

an an71 ... ... aO 0 PR PR 0
O a/n an71 DY DY a/O O PR 0
0 0 Qp  Gp-—1 ao 0
. O DRI DR 0 an an—l DY DY ao
Sybam(fr0) =1y g 0 oo | € Mnm(A),
0 by bpq - e bo 0 --- 0
0o ... 0 by by -+ -+ by O
0o ... o 0 by bpey e e Do

con i coefficienti di f sulle prime m righe e quelli di g nelle successive n. Definiamo poi il
risultante di tipo (n,m) dei polinomi f e g come Res,, ([, g) == det(Syln m(f,9))-

OSSERVAZIONE 5.3. Nella definizione della matrice di Sylvester e del risultante la spe-
cifica del tipo (n,m) non & superflua. Difatti f e g possono essere considerati anche come
polinomi di gradi rispettivamente maggiori uguali ad n ed m con coefficienti nulli; conside-
riamo il caso in cui questi sono n’ > n ed m’ > m. In questo caso la matrice di Sylvester
di tipo (n/,m’) sara di dimensione n’ x m’ ed il corrispondente risultante sara certamente
nullo.
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NoTA 5.4. Da qui in poi Res(f,g) e Syl(f, g) staranno ad indicare risultante e matrice
di Sylvester di tipo (n,m) con n = deg f ed m = degg.

Come il risultante sia collegato alla fattorizzazione di due polinomi & chiarito dal se-
guente risultato.

PROPOSIZIONE 5.5. Sia D un UFD e siano f, g € D[z] come sopra. Allora f e g hanno
un fattore comune non costante se e solo se Res(f,g) = 0.

DIMOSTRAZIONE. (=) Supponiamo che f e g abbiano un fattore comune non costan-
te. Allora per il lemma precedente esistono a,b € D[z] tali che bf = ag con dega <

deg f,degb < degg. Tali a e b sono della forma
4= —0p1 — Qpok — ... —apz" 1
b= Bmfl + 5m72x +...+ 50337"_1

con «;, B # 0 per qualche j e k. L’identita bf = ag allora termine a termine si legge come
j J g gg

(6)

anﬂmfl = _bmanfﬁ
nBm—2 + Gn—1Pm-1 = —bmon_2 — by 10m—1;
(7)
aoBo = —bo-

Tali definiscono l’esistenza di una soluzione non banale del sistema lineare con matrice
associata la trasposta della matrice Syl, . (f, g); dunque 'annullarsi del risultante.

(<) Supponiamo che Res(f,g) = 0. Allora il sistema lineare con matrice associata
Syl(f,g)T ha una soluzione nelle incognite B,,_1, .-, B0, 0n_1,-- ., come in . Segue
dunque che i polinomi a e b con coefficienti la soluzione trovata costruiti come in @ sod-
disfano I'identita bf = ag. Ancora per il Lemma [5.1]1 polinomi f e g hanno un fattore in
comune non costante. |

Nel caso dunque di un campo algebricamente chiuso K, abbiamo trovato una facile
condizione necessaria e sufficiente affinché due polinomi f,g € K[z] abbiano una radice in
comune. Supponiamo adesso di prendere due polinomi F,G € Alxy,...,z,], per n > 2.
Questi possono essere considerati come polinomi in una sola delle variabili, senza perdere
di generalita consideriamo x,, i cui coefficienti sono polinomi nelle restanti z1,...,Z,_1.
Ponendo rispettivamente n ed m i loro gradi rispetto la variabile x,,, scriviamo dunque

F=A,+ A, 120+ ...+ Aoz);
G:Bm-l—.Bm,L%‘n—‘y—...—f—.B()LL'Z1
con An,...,A0,Bm,...,Bo € Alx1,...,2y_1] con Ay, By # 0. Possiamo dunque definire il

risultante dei due polinomi.

DEFINIZIONE 5.6. Sia A anello e siano F,G € Alzq,...,2,] polinomi come sopra. Po-
niamo il risultante di F' e G rispetto ad x.,, indicato con Res(F, G; x,,), come il determinante
della matrice di Sylvester di F' e G rispetto x,

A, A, e A 0 v .. 0
0 A, A, - .. Ay 0 - 0
0 0 Ap A - Ay O
0 0 A, A A

Syl(F,G;xy) = B. B. . By 0 ! 00
m m—
0 B, Bpn-1 By 0 0
0 0 Bm Bmfl BO 0
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OSSERVAZIONE 5.7. Dati F,G € Alxy,...,xz,] come sopra. Osserviamo che in questo
caso 1 coefficienti della matrice di Sylvester di F' e G sono polinomi nelle x1,...,x,_1 €
pertanto Res(F, G;x,,) € A[z1, ..., Tn_1].

PROPOSIZIONE 5.8. Sia A un anello e siano F,G € A[xy,...,x,], omogenei rispettiva-
mente di grado n ed m,

F=A,+A,1xn+ ...+ Aozy;
G = B’m + Bm_lxn + ...+ Bol‘:?
conA,,..., Ay, Bm,...,Bg € D]z1,...,x,_1] omogeneinelle z1, ..., z,_; di gradi deg Ay, =
ke degB; =jed Ay, By # 0. Allora Res(F, G;x,) € omogeneo di grado nm.
DIMOSTRAZIONE. Poniamo z = (z1,...,2,—1) ed abbiamo dunque per 1'omogeneita
degli Ay e dei B;
Res(F, G;x,)(tx) =

thA,, tnilAn_l s Ao 0 s 0

0 . A, 1A, . Ay 0

— det 0 cee 0 th A, tn_lAn,:L - Ay
N tmB,, t" 1B, _; e By 0 - 0
0 . tMB,, " 1B,y - By, 0

0 s 0 t"™B,, tmilefl .-+ By

Moltiplicando allora la i-esima riga del blocco superiore per t™ 1 e la j-esima riga del
blocco inferiore per t"~7*1 otteniamo, sviluppando poi per multilinearita del determinante
sulle colonne, t? Res(F,G;xzy)(tx) = t1Res(F,G;x,)(x) dove p = m+ (m — 1)+ ... +
l4n+n-1)+...41eqg=(m+m)+(n+m-—1)+ ...+ 1. Otteniamo allora
Res(F,G;xy,)(tr) = t7PRes(F,G;x,)(x) = t"" Res(F, G;xzy). Dunque Res(F,G;x,) €
omogeneo di grado nm. O

Anche nel caso di polinomi in piu variabili il risultante fornisce una condizione necessaria
e sufficiente affinché questi abbiano un fattore comune.

PROPOSIZIONE 5.9. Sia D un UFD e siano F,G € Dlzy,...,z,] omogenei di gradi
rispettivamente n ed m. Supponiamo che F(0,...,0,1),G(0,...,0,1) # 0. Allora F e G
hanno un fattore comune omogeneo non costante se e solo se Res(F, G;xz,) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Dato che D ¢ un UFD allora anche Dlx1,...,2z,—1] € un UFD. Per
la proposizione precedente allora abbiamo che F' e G hanno un fattore in comune visti come
polinomi in z, a coefficienti in D[z1,...,z,_1], ma cid & equivalente al fatto che F e G
abbiano un fattore comune come polinomi nelle x4, ..., x, a coefficienti in D. Poiché fattori
di polinomi omogenei sono omogenei la prova si chiude. O

OSSERVAZIONE 5.10. Siano F,G € Alxy,...,%,] polinomi omogenei esia ¢ = (¢1,...,¢p—1) €
A"~ tale che F(c,1),G(c,1) # 0. Abbiamo osservato come Res(F,G;x,) sia un polino-
mio nelle z1,...,2,_1. Abbiamo pertanto la cosiddetta proprietd di specializzazione del
risultante Res(F, G; z,,)(c) = Res(F(c, zy), G(c, zp)).

Nel capitolo [I] abbiamo visto come definire la molteplicita di intersezione di una iper-
superficie con una retta. Nel caso di IF’Q(K) questo equivale all’intersezione di due cur-
ve algebriche piane proiettive nel caso particolare in cui una di queste due sia una retta:
avendo definito il risultante possiamo adesso considerare il caso generale tra due curve di
qualsivoglia grado.
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DEFINIZIONE 5.11. Siano C e D due curve algebriche in ]P’Q(K) definite dai polinomi F e
G esiap=[p: p1:p2] € CND. Scegliamo un sistema di coordinate omogenee per il quale
[0:0:1] ¢ CUD e che p sia 'unico punto di C N D sulla retta congiungente p e [0: 0 : 1].
Definiamo la molteplicita di intersezione di C e D in p come la molteplicita di [pg : p1] come
radice omogenea di Res(F, G;x2) e la denotiamo con I(C, D, p).

OSSERVAZIONE 5.12. 1) Se p ¢ C N'D poniamo I(C,D,p) = 0.
2) Se C e D hanno una componente comune allora dallo studio del risultante sappiamo che
Res(F,G;x2) = 0 e dunque poniamo I(C, D, p) = oo nei punti p che appartengono a tale
componente.

La Definizione di molteplicita di intersezione tra curve piane proiettive € data
prendendo un opportuno sistema di coordinate omogenee. Nonostante cid questa € una
buona definizione, come verra dimostrato nella Sezione [5.2)

OSSERVAZIONE 5.13. La molteplicita di intersezione puo essere calcolata anche in carte
locali. Supponiamo p € U, e consideriamo adesso f e g i polinomi ottenuti deomogeneiz-
zando F e G rispetto alla variabile zp. Avendo supposto che [0 : 0 : 1] ¢ CUD, cid si
traduce nel fatto che f e g hanno lo stesso grado di F' e G. Per quanto visto sulle proprieta
di specializzazione del risultante si ha che Res(F, G;x2)(1,21) = Res(f, g;x2)(x1) e dunque
la molteplicita di intersezione di due curve un punto p puo essere calcolata in coordinate
locali.

5.2. Teorema di Bézout

Vogliamo adesso utilizzare le teoria sviluppata dell’algebra commutativa e gli invarianti
della geometria algebrica per mostrare la buona positura della definizione di molteplicita di
intersezione e che questa & invariante per cambi di coordinate lineari di P*(K).

PROPOSIZIONE 5.14. Siano K un campo, (A, m) anello locale, A una K-algebra. Sia
M un A-modulo. Supponiamo che A/m sia un’estensione di campo finita di K. Allora
M ha lunghezza finita come A-modulo se e solo se M ha dimensione finita come K-spazio
vettoriale. Se tali condizioni sono verificate allora dimg M = [A/m : K] - length 4 M.

DIMOSTRAZIONE. (=) Sia M = My 2 M; 2 ... 2 M, = 0 una serie di composizione
per M si ha che M;_1/M; = A/m per ogni 1 < i < r per la Proposizione Allora
dimg M = %", dimg M;_1/M; = length, M - dimg A/m = [A/m : K] - length , M.

(<) Se M & un K-spazio vettoriale di dimensione finita allora ha anche lunghezza finita
per la proposizione [3.40[ Dato che gli A-sottomoduli di M sono K-sottospazi vettoriali, M
ha lunghezza finita anche come A-modulo. |

Dobbiamo adesso introdurre una nuova famiglia di anelli ed elencare brevemente alcune
loro caratteristiche.

DEFINIZIONE 5.15. Sia K un campo. Una walutazione discreta su K & un’applicazione
suriettiva v: K* — Z tale che

1) v(zy) = v(z) + v(y), ossia & un omomorfismo suriettivo di gruppﬂ;
2) v(z +y) = min{v(z),v(y)}.
{zx € K" | v(z) > 0} U{0} & un anello, chiamato I’anello di valutazione di v.

OSSERVAZIONE 5.16. Talvolta conviene estendere la valutazione a tutto K come v(0) =

EsemPIO 5.17. Gli esempi chiave sono i seguenti.

Hn questo caso da v(zy) = v(z)+v(y) segue che v(1) = 0. Questo poiché v(1) = v(1-1) = v(1)+v(1) =
2v(1).
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1) Consideriamo K = Q. Fissato un numero primo p € Z arbitrario ogni elemento = € Q
puo essere scritto come x = (p™a)/b con a,b € Z primi rispetto a p e b # 0. Definiamo
dunque v,(z) = n. L’anello di valutazione di v ¢ dunque Z).

2) Sia adesso K(z) il campo delle funzioni razionali a coefficienti in K in una indeterminata.
Prendiamo adesso un polinomio irriducibile f € K[z]. Si ha che ogni elemento a/b € K(x)
pud essere scritto come f¥g/h con f { g,h e k € Z: poniamo dunque v¢(f*g/h) = k.
Abbiamo in questo caso che I'anello di valutazione di vy ¢ K[z]s). Caso particolare di
questo & f(xz) =x— X con A € K: in questo caso v, rappresenta la molteplicita di A come
zero/polo di un elemento ¢ € K(x).

DEFINIZIONE 5.18. Un dominio A prende il nome di anello di valutazione discreta
(DVR) se esiste una valutazione discreta v del suo campo delle frazioni Frac(A) tale che A
¢ l'anello di valutazione di v.

PROPOSIZIONE 5.19. Sia A un DVR, allora A €& locale con unico ideale massimale m =
{z € Frac(A) | v(z) > 0}.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [AM16] pag. 101, Proposizione 5.18]. O

TEOREMA 5.20. Sia (A, m) un dominio noetheriano locale. Allora le seguenti condizioni
sono equivalenti:

i) A & un dominio a valutazione discreta,

il) m & un ideale principale e non & zero;

iii) A & un PID e non & un campo;

iv) esiste t € A, detto uniformizzante, tale che tutti gli ideali non nulli di A appartengono
alla catena A D (t) 2 (t?) 2 ..

v) esiste t € A~ {0}, t ¢ A* tale che per ogni a € A esiste u € A* ed m € N tale che

a=ut™.
DIMOSTRAZIONE. Vedi [AM16] pag. 142, Proposizione 9.2]. O

PROPOSIZIONE 5.21. Sia A un DVR e sia v: A — NU {00} la sua valutazione. Per ogni
a € A si ha che lengthy A/(a) = v(a).

DIMOSTRAZIONE. Siat € A uniformizzante di A e sia dunque m = At 'ideale massimale
di A. Dato che per ogni a € A esiste u € A* ed n € N tale che a = ut™ si ha che v(a) =n
e (a) = m". Abbiamo pertanto che

A/(@) Dm/m" Dm?/m"D...Om" /m" D0

~

¢ una serie di composizione per A/(a) dato che per ogni i si ha (m?/m")/(mi*!/m")
m?/m?*1 per i teoremi di omomorfismo e m*/m‘*1 = A/m tramite la mappa a+m ~ at’+m’.
Dunque length 4 A/(a) = n = v(a). O

Per la prova del prossimo risultato € necessario il seguente lemma.

LEMMA 5.22 (Forma normale di Smith). Sia A un PID e sia P € M,, ,,,(A4) di rango
D 8), dove

r > 0. Allora esistono H € GL,(A) e K € GLy,(A) tali che HPK = ({r
D, € M,.(A) diagonale con elementi dy,...,d, € A~ {0}.

DIMOSTRAZIONE. Vedi [Hun74, pag. 339, Proposizione 2.11]. O

PRrROPOSIZIONE 5.23. Sia A un DVR con valutazione v. Sia M un A-modulo libero

di rango finito e sia ®: M — M un omomorfismo di A-moduli. Allora length 4 coker @ =
length 4 A/(det(P)).

DIMOSTRAZIONE. Sia n = rank4 M, allora @ e rappresentata da una matrice n X n a
coefficienti in A. Poiché A & un PID per il Teorema allora per la forma normale di
Smith (Lemma [5.22) esistono P, @ € GL,(A) tali che P®Q & una matrice diagonale D con
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elementi diagonali a1, ..., a,. Si ha dunque che coker @ = coker D = A/(a1)® ... B A/(an).
Sia v la valutazione discreta di A, allora per la Proposizione [5.21

length 4 coker & = Z length 4 A/(a;) = v(a;) =

i=1 i—

=v(ay - a,) = v(det ) = length 4 A/(det D).

=

]

OSSERVAZIONE 5.24. Sia A un anello, consideriamo I’anello dei polinomi Alz]. Siano
fy g € Alx] di gradi rispettivamente n ed m. Tali possono essere visti come elementi di

Alz]<ntm—1, che & un A-modulo libero di rango n +m con base {z" ™™~ ...z 1}. Allora
me Alz]<ptm—1 € libero di rango 1 generato da a"tm=I A Az Al stante la Proposizione

In A 4 A[z]<n4m—1 si ha pertanto che
c"TUEA AN f AFAZT i gA - Axg A g = Res(f,g)x" TN Az AL

Difatti osserviamo che z'f = agz™™ + -+ 4+ ap_12°T! + apz® e alg = boz? T + - +
b1zt + b,27. Sfruttando le proprieta di multilinearita ed alternanza della potenza
esterna possiamo sviluppare il membro di sinistra ed ottenere dunque il membro di destra.

PROPOSIZIONE 5.25. Sia A un anello e siano f, g € A[x] di gradi rispettivamente n
ed m. Supponiamo il coefficiente direttore di f sia invertibile in A. Allora A[z]/(f) ¢ un
A-modulo libero di rango n e Res(f,g) ¢ il determinante dell’omomorfismo di A-moduli
Alz]/(f) < Alz]/(f) dato dalla moltiplicazione per g a meno di associati.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo f = agz™ + -+ + a,,. Consideriamo la base di Afz]/(f)
come A-modulo data da B = {z"~!,... ,z,1}. Dato che ay € A* & invertibile & possibile
la divisione euclidea e dunque gz* = ¢;f +7; per ogni 0 < i <nm —1 con r; = ri70x"_1 +
e Tin—1Z + Tip—1 con 7;; € A. Abbiamo allora che il nostro omomorfismo rispetto alla
base B in arrivo e partenza risulta essere

"T—-1mn—-1 --- Tin-1 7TOomn-1
"Tm—1n—-2 .- Tin—-2 T0n-—2
M =
Tn—1,1 T1,1 To,1
Tn—1,0 71,0 70,0

Per ’osservazione precedente abbiamo percio in /\Trm Alz]l<ntm—1
Res(f,g)z" ™™ YA Az ALl=2™" YA L AYyfAFAZ IgA . ANTZgAg =
=2 A AU AFA (G f Frac) A A (@ f Fr) Algof o) =
=2 A LAY AFAT LA AT AT =
=™ VAL AYfAfAdet (M) AL AT AL =
=det(M)z™ Y f A AYFAFAZTIA L ATAL =

ap ap e Qp

ap a1 ... Qnp

= det(M) det "IN AT AL =

= det(M)ag'z™ ™™ AL AT AL

Dunque poiché /\ZH” Alz]<ptm—1 ¢ libero di rango uno per la Proposizione si ha che
Res(f, g) = det(M)ag". O
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Al fine di mostrare I'ultimo risultato & necessaria la seguente proposizione legata all’i-
somorfismo di localizzazioni di un modulo.

PROPOSIZIONE 5.26. Sia A un anello ed M un A-modulo. Siano S e T' parti moltipli-
cative di A tali che S C T. Sia &: S™'M — T-'M omomorfismo di A-moduli dato da
m/s +— m/s. Supponiamo che per ogni p € Spec(A) tale che p € Supp(M) epN S = & si
ha che pNT = @. Allora @ & un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che @ & anche un omomorfismo di S~!A-moduli dato
che S C T e dunque usiamo la proprieta locale per I'anello S~'A. Per la Proposizione
sappiamo che gli ideali primi in S~'A sono tutti ideali estesi e sono in corrispondenza
biunivoca con gli ideali primi di A che non incontrano S. Abbiamo dunque due casi:

e se pNT = o allora si ha anche che p NS = @. Si ha dunque che (S™'M), e
(T~*M), sono entrambi My, percid @, & l'identita su My;

esepNT # T epnS = sideve avere che M, = 0 per ipotesi. Dunque @, ¢ in
questo caso 'unico omomorfismo tra i moduli nulli, che & un isomorfismo.

Cio prova che @ e un isomorfismo. O

TEOREMA 5.27 (Invarianza della molteplicita di intersezione). Sia K = K campo. Siano
C e D due curve algebriche in P*(K) e sia p € CND. Siano F,G € Klzg,x1, 5] tali
che C = V(F) e D = V(G) ed f e g equazioni locali rispettivamente di C e D. Allora

I(Cv Dvp) = dimg O]P’2(K),p/(fa g)

DIMOSTRAZIONE. Grazie alla Proposizione [1.22] possiamo scegliere un sistema di coor-
dinate omogenee tale che [0 : 0 : 1] ¢ C U D e che tutte le rette passanti per [0 : 0 : 1]
incontrano al massimo un solo punto di C N D e tale che la retta di equazione zog = 0 non
incontri punti di C N D.

Possiamo dunque deomogeneizzare rispetto alla variabile xg i polinomi F' e G senza
perdita di grado con coordinate affini © = x1/xg ed y = z2/2. Otteniamo pertanto f =
aoy™+.. . +an_1y+an e g = boy™+. . . +bpm_1y+by, con a;, b; € K[z] di gradi rispettivamente
iejeapby #0. Siconsideri Res(f,g;y) che risulta essere il deomogeneizzato rispetto ad
xo di Res(F,G;x3). Avendo supposto che la retta di equazione x¢g = 0 non incontri punti
nell’intersezione delle due curve si ha che le radici di Res(f, g; y) sono in biezione con quelle
di Res(F, G; x2) per la Proposizione Sia A € K una radice di Res(f, g;y) esiapy € CND
il punto corrispondente. Sia poi vy: K(z) = ZU{oo} la valutazione relativa a A con anello
di valutazione A = K[z],—x) = {¢ € K(2) | va(¢) > 0} =Z Op1 5, dove I'isomorfismo ¢ dato
dal Teorema [1.38] Per definizione A & un DVR. Consideriamo poi v: A[y]/(f) — Aly]/(f)
I’omomorfismo di A-moduli dato dalla moltiplicazione per g. Si ha dunque che

I(C,D,p) = va(Res(f,g:y)) = va(det ) = length 4, A/(detr)) =
= length 4 coker(v)) = length 4 Afy]/(f, g) = dimg Afy]/(f, g)-

dove la prima uguaglianza € per definizione, la seconda segue dalla Proposizione la terza
dalla Proposizione la quarta per la Proposizione Osservando che coker(¢) =
(Alyl/ () /(g9) = Alyl/(f,g), P'ultima uguaglianza segue per la Proposizione poiché
(A, (x — \)) & una K-algebra locale e [A/(z — A\) : K] = 1 poiché A/(z — A) = (K[z]/(x —
A))(z—x) per la Proposizione e dato che Ann(K[z]/(z — X)) = (& — A) si ha per la
Proposizione isomorfismo (K[z]/(z — A))(@—x) = K[z]/(z — \) =K.

Non resta che mostrare che dimg Afy]/(f,9) = dimg Op2 k), /(f,g); mostriamo che i
due K]z, y]-moduli sono isomorfi. Poiché la retta di equazione xg = 0 non contiene punti
di ¢ N'D abbiamo che p € Uy e dunque Opz (k) , = Oy,,p- Tuttavia sappiamo che Uy = A?
e dunque per il Teorema abbiamo che Oy, = Op2, = Kz, y](z—x,y—p) con (A, p)
le coordinate affini in Uy di p. Osserviamo che Aly] = K[z],—x [yl = S~ K[z, y] con S =
K[z]\ (z—\) parte moltiplicativa di K[z] e K[z, y]. Ricordando la Proposizione [3.14]abbiamo
che quozienti commutano con la costruzione dei moduli di frazioni e dunque mostriamo che
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S K[z, y]/(f,9)) ¢ isomorfo a (K[z,y]/(f,9))@—ry—p)- Indicando con m = (z — X,y — )
e T = K[z,y] ~m si ha che (K[z,y]/(f, 9)) (z—ry—p) = T K[z,y]/(f,g)) ed applichiamo la
Proposizione[5.26|al K[z, y]-modulo M = K[z, y]/(f, g) con le parti moltiplicative S C T'. Sia
p € Spec(K[z, y]) tale che pNS = @ e tale che M, # 0, cioe p € Supp(M). Dalla Proposizione
abbiamo che p € Supp(M) se e solose p O Ann(M) = (f,g). Avendo che height(f, g) =
2 segue che heightp > 2; dunque p & massimale dato che dim K[z, y] = 2. Dall’inclusione
p 2 (f,g) segue poi che V(p) CV(f,g) = {p1,...,pn}. Allora si ha che p = (z —a,y — b)
ove (a,b) € V(f,g). Avendo che pNS = & segue che p NKz] C (x — A) K[z, y]; tuttavia
x—a€pnKz] C (z — \)K[z,y] e dunque a = \. Stante cido sappiamo che m corrisponde
al punto di CND di coordinate affini (A, ). Ma se p corrisponde ad uno dei punti di C "D
ed abbiamo mostrato che a = A poiché sulla retta x = A ¢’ solo un punto di C N D segue
che anche b = p e dunque p = m e dunque tautologicamente p NT = & e sono verificate le
ipotesi della Proposizione Pertanto S™'M = T~'M, cioe Aly]/(f,9) = Op2(x),/ ([, 9)
e dunque I(C,D,p) = dimg Aly]/(f,g) = dimk Opz2(x) /([ 9)- O

COROLLARIO 5.28. La Definizione [5.11] & ben posta.

COROLLARIO 5.29. Sia K = K campo. Siano C e D due curve algebriche di P?(K),
p € CND e g proiettivita di P*(K). Allora I(C,D,p) = I(9(C), 9(D), g(p)).

Possiamo adesso mostrare il Teorema di Bézout.

TEOREMA 5.30 (Teorema di Bézout). Sia K = K. Siano C e D due curve algebriche in
P? (K) di gradi rispettivamente n ed m senza componenti comuni. Allora

Z I(C,D,p) =nm

peCND

DIMOSTRAZIONE. Per la Proposizione possiamo scegliere un sistema di coordinate
omogenee tale che [0: 0: 1] ¢ CUD e che nessuna retta passante per [0 : 0 : 1] contenga pilt
di un punto di CND; in altri termini che [0: 0: 1] ¢ CUDUU, ,ccqp L(p, @) senza alterare
I'indice della molteplicita di intersezione per il Teorema Siano poi F, G € K[xzg, z1, 23]
polinomi omogenei rappresentanti rispettivamente C e D. Poiché C e D non hanno com-
ponenti in comune, ricordiamo che Res(F, G;z3) € K[z, 22] & un polinomio omogeneo non
nullo di grado nm e dunque per il Teorema ha esattamente nm radici omogenee con-
tate con molteplicita essendo K = K. Vogliamo adesso mostrare che le radici in P*(K) di
Res(F, G;x2) sono in corrispondenza biunivoca con i punti di C N D tramite la proiezione
dal punto [0 : 0 : 1] sull’iperpiano standard Hs. Osserviamo che identificando 'iperpiano
standard Hy con P'(K) abbiamo che m([zg : @1 : @2]) = [xo : #1], con 7 la proiezione.
Sia [ag : a1] una radice omogenea di Res(F,G;x2). Per la proprietd di specializzazione
del risultante cio implica che i polinomi F(ag, a1, x2) e G(ag, a1, z2) hanno una radice
in comune per la Proposizione [5.5] poiché il campo & algebricamente chiuso; dunque esiste
as € K tale che F(ag,a1,a2) = G(ag,a1,az) = 0, cioe [ag : a1 : az] € C ND. Dall’ipotesi
fatta sul sistema di coordinate omogenee si ha dunque la bigezione tra le radici omogenee
di Res(F,G;x2) ed i punti di CND. Sia allora p = [pg : p1 : p2] € CND: avendo definito
I(C, D, p) come la molteplicita di [pg : p1] come radice omogenea di Res(F, G; z2) si ha la tesi
per il Teorema Sia infatti p = [po: p1: p2] € C N'D denotiamo con m, la molteplicita
della corrispondente radice omogenea [po : p1] di Res(F, G;z2); segue che

nm = Z my = Z I1(C,D,p).

peCND peCND
(]

EsEMPIO 5.31. Sia K = C. Consideriamo le curve in P*(K) C = V(y —22) e D =
V(x(y — x3)) dove identifichiamo A? con la carta Uy. Si osserva facilmente che C e D non
hanno componenti in comune avendo dato i polinomi che le descrivono gia fattorizzati in



5.2. TEOREMA DI BEZOUT 53

termini irriducibili ed ¢ dunque applicabile il Teorema di Bézout. Troviamo i punti di
intersezione delle due curve. I punti di intersezione all’infinito sono dati dal sistema

22 =0
ri=0

la cui unica soluzione ¢ data dal punto [0: 0 : 1].
I punti di intersezione nella parte affine sono invece dati dalle soluzioni del sistema

zg—22=0 Ty = 13 Ty = 23
— . —
129 — 27 =0 3 —21=0 23(1—21) =0

da cui le soluzioni [1:0:0] e [1:1:1].

Calcoliamo adesso le molteplicita di intersezione tra C e D in tali punti come indicato
dal Teorema

Iniziamo da pg = [1 : 0 : 0]. Nella carta Uy identificata con A* diamo le coordinate affini
x = x1/70,y = T2/70. In tale carta abbiamo equazioni locali fo =y — 22 e go = z(y — 2°)
e calcoliamo dunque la dimensione di C[z, y](,,,)/(fo,90). In Clz,y] ) abbiamo che

(fo,90) = (y — 2*,a(y — 2°)) = (y — 2°, w(2® — 2°)) = (y — 2%, 2%(1 — 2)) = (y — 2°,2°)

poiché 1 — x ¢ invertibile in C[z,y](, ). Per la Proposizione |3_4| Cla, Yl (o, /(y — 22, 2°) =
(Clz,y]/(y — 22,2%)) (4. Osserviamo che /Ann(Clz,y]/(y — 22,23)) = (z,y) e dunque
per la Proposizione abbiamo che (Clz,y]/(y — 2%,2%))(4,y)) = Clz,y]/(y — 22, 2%) =
Clz]/(23) che ha dimensione 3 su C. Allora I(C,D,p) = 3.

Prendiamo adesso in considerazione p; = [0 : 0 : 1] che corrisponde al punto (0, 0) nella
carta Us con coordinate affini w = zg/x9,v = x1/x2. In questa carta abbiamo equazioni
locali fi =u—v%e g1 =u?v —v*. In Clu, V](u,v) abbiamo come nel caso precedente che

(flvgl) = (u - U27 (’LL2 - ’U3>’U) = (’LL - U27 (U4 - U3)U) = (U - U27 (U - 1)U4) = (u - U27U4)'
Ragionando come nel caso precedente si ottiene che Clu, v] v/ (v —v?,v*) = C[v]/(v*) che
ha dimensione 4. Allora I(C,D,p;) = 4.

Consideriamo adesso I'ultimo punto py = [1 : 1 : 1]. Utilizziamo come per il punto pg

la carta Uy con coordinate x ed y dove avevamo le equazioni locali fo e go. In questo caso
il punto py corrisponde al punto (1,1) e si ha in Clz,y](y—1,-1) che

(fo,g0) = (y —a*,2(y —2%)) = (y —a®,y —2%) = (y —2®,2% —2%) =
2

=2t (l-a)=(y-a’1-a)=(y—-2*1-2)=(z-1y—1)
poiché in questo caso sono invertibili z e dunque z2. Di nuovo per la Proposizione si
ha Cl, glo—1,y1/(2 — Ly — 1) 2 (Cli, )/ (@ — 1,y — 1))e_1y 1) © poiché AHH(C[MA/(
L,y—1)) = (z—1,y—1) sihache (Clz,y]/(x—1,y—1))(@—1,y-1) = Clz,y]/(z—1,y—1) = C.
Allora I(C,D,p2) = 1.
Abbiamo che degC = deg F' = 2 e degD = deg G = 4 e pertanto e facile verificare il
teorema di Bézout poiché 2-4 =8 =3 +4+ 1.
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