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Abstract

In questo scritto viene presentata la formulazione a loop della quantizzazione del campo
gravitazionale. La struttura fondamentale che ci permette di definire una rappresen-
tazione a loop della quantizzazione è quella del gruppo dei loop, a partire dal quale si
introducono degli operatori che ci portano a quelli già visti nelle teorie di gauge. La co-
struzione di quest’ultimi sarà fondamentale nella creazione di una teoria gauge invariante,
e invariante per diffeorfismi, quale dovrà essere una teoria quantistica della gravità.

A partire dalla definizione dello spazio su cui vivono tali operatori, si definisce un
insieme di oggetti gauge invariante e loop dipendenti, che coinvolgono l’uso di connes-
sioni, detti loop di Wilson. Insieme a questi sarà, poi, necessario definire come definire
una rappresentazione quantistica puramente in termini di loop. Verrà, allora, introdotta
una trasformata tra lo spazio delle connessioni e quello dei loop, la quale ha funzio-
ne di trasformare ogni ogni operatore gauge invariante, o funzione d’onda, nell’oggetto
corrispondente nello spazio dei loop.

Infine, verrà presentato il passo primo della gravità a loop, ossia il calcolo dei vin-
coli hamiltoniano e di diffeomorfismo nel linguaggio dei loop, sfruttando gli oggetti de-
finiti precedentemente. Si troverà che i loop di Wilson, dipendenti da loop non auto-
intersecanti e regolari, soddisfano i due vincoli, avendo fatto le appropriate considerazioni
sulla regolarizzazione degli stati fisici considerati.
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Introduzione

Uno dei più grandi successi empirici di questo secolo è sicuramente stato il rilevamento
di una particella che ha le proprietà di quella di Higgs (Atlas collaboration 2012, CMS
collaboration 2012), per cui ha permesso di dare una linea di demarcazione netta su ciò
che conosciamo riguardo la fisica delle particelle elementari, dimostrando teorie nate e
perfezionate da molte decadi. Possiamo dire che la fisica moderna è incastonata dentro
tre grandi teorie: la Meccanica Quantistica e la Teoria Quantistica dei Campi, forniscono
un quadro generale per tutte le teorie che descrivono particolari interazioni; il Modello
Standard delle particelle elementari SU(3)×SU(2)×U(1) che descrive tutta la materia
osservata finora direttamente, senza includere effetti gravitazionali; la Relatività Gene-
rale, che descrive ciò che classicamente chiamiamo gravità, lo spazio ed il tempo. In
questo modo, nonostante il grande successo già nominato vi sono molti problemi aperti
nella fisica moderna, la cui risoluzione non necessariamente porterebbe al ”termine” della
stessa come si potrebbe erroneamente pensare.

Tra i problemi aperti più noti vi sono: il trovare una teoria di unificazione e la for-
mulazione di una teoria di quantizzazione della gravità. Questi sono problemi varii, per
cui se ne potrebbero nominare molti altri 1. Il secondo riguarda la vecchia speranza di
poter ridurre il numero di gradi di libertà alla nostra descrizione elementare della natura
(spesso accade che gli ultimi due vengano confusi come lo stesso, ma non è necessaria-
mente correlato, come vedremo). Il terzo problema, su cui si discuterà in parte in questo
scritto, deriva dal ”semplice” fatto che le teorie di cui disponiamo oggi non sono capaci di
descrivere un comportamento quantistico del campo gravitazionale. Manca, dunque, una
teoria capace di poter descrivere fenomeni dove sia la gravità che la teoria quantistica
giocano un ruolo non indifferente. Si potrebbero portare come esempi noti quello della
descrizione del ”centro” di un buco nero, cosmologia primordiale, la struttura stessa della
natura a piccole scale (i problemi principali della fisica moderna sono quasi sempre legati
alla presenza di ”infiniti” nella teoria, e dunque legato strettamente alla rinormalizzazio-
ne). Il problema, se analizzato ancora più in fondo ci mostra come le nostre teorie, da
una parte la teoria quantistica dei campi e dall’altra la relatività generale, siano basate
su ipotesi contraddittorie. Da un lato, abbiamo un mondo formato da quanti discreti

1Si potrebbe discutere anche sull’aggiunta stessa del problema di una interpretazione della meccanica
quantistica.
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su uno spaziotempo piatto governato da simmetrie globali di Poincaré, mentre dall’altro
abbiamo uno spaziotempo curvo dove ”tutto” è regolare e deterministico (Rovelli 2015).

Dunque, finora non vi è alcuna evidenza chiara che contraddica totalmente le fonda-
menta di nessuna di queste teorie di base presentate, le quali diventano prive di significato
fisico solo in certi regimi fisici. Proprio in questi regimi ci si aspetta che le predizioni
di una teoria quantistica della gravità diventino rilevanti, anche se per adesso non si è
avuta alcun diretta osservazione o rilevazione per una giustificazione di una tale teoria
(contrariamente a quanto si potrebbe immaginare, è un fatto non drammatico, dato che
è un qualcosa di non nuovo nel terreno della fisica).

Ad oggi sono stati sviluppati due grandi tentativi della descrizione di un regime
quantistico del campo gravitazionale, essi sono la teoria delle stringhe e la gravità a loop
(chiamata spesso anche come gravità non perturbativa). Essi sono due modelli diversi,
poiché hanno distinte ipotesi fisiche, nonostante vi siano stati dei tentativi non banali
sulla possibilità di convergenza tra le teorie (Smolin 2007). Possiamo dire che il grande
merito della gravità quantistica a loop è che ha costruito una formulazione matematica
rigorosa di una teoria quantistica dei campi generalmente covariante non perturbativa e
background indipendente (ossia non viene assunta una struttura spaziotemporale fissa,
bens̀ı uno dinamico che evolve insieme ai campi quantizzati) [21].

La versione canonica della gravità quantistica a loop nasce dal riconoscimento di
soluzioni a loop della equazione di Wheeler-deWitt, o equazione di universo, ossia l’e-
quazione che formalmente viene dalla quantizzazione canonica della relatività generale,
riscritta nelle nuove variabili di Ashtekar. Infatti, la formulazione della gravità a loop
si fonda sulla formulazione di Ashtekar [20] della classica relatività generale, basata sul
concetto di connessioni usate come nuove variabili. Questo nuovo approccio, introdotto
per affrontare vari problemi della quantizzazione classica del campo gravitazionale, rende
il formalismo della relatività generale, che già di per sé è aperto a riformulazioni tramite
l’introduzione di nuove tetradi (o triadi in questo caso), molto più simile alla formulazione
delle teorie della fisica moderna già citate. Essenzialmente, dopo l’introduzione di que-
ste nuove variabili, si notò (Jacobson e Smolin 1988) che l’equazione di Wheeler-deWitt
riformulata in termini delle nuove variabili ammette una semplice classe di soluzioni: le
tracce delle olonomie delle connessioni di Ashtekar attorno a loop regolari e non auto-
intersecanti. In altre parole i loop di Wilson [14] delle connessioni di Ashtekar risolvono
questa equazione se i loop suddetti sono regolari e non auto-intersecanti. Questo è ciò che
effettivamente ha portato alla nascita di una rappresentazione a loop dello spazio, ossia
un cambio di base nello spazio di Hilbert della teoria, scegliendo proprio questi oggetti
come i nuovi stati di base per la gravità quantistica. Chiaramente, la teoria della gravità
a loop si è evoluta moltissimo negli anni con l’introduzione dei cosiddetti spin-network
[21], spin foams (Oriti 2004) e una applicazione molto importante alla cosmologia svi-
luppata dai fondatori di questa teoria, rendendola una delle teorie della quantizzazione
della gravità con moltissime implicazioni a livello teorico di non poca importanza.

Il testo qui presentato si propone di analizzare i concetti base della rappresentazione
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a loop della quantizzazione del campo gravitazionale. Nel primo capitolo verranno pre-
sentati gli strumenti necessari a costruire una teoria gauge invariante e invariante per
diffeomorfismi 2, ossia il linguaggio base di una teoria quantistica dei campi, ma espresse
nel linguaggio dei loop. Si vedrà proprio che gli stati di loop non sono degli oggetti loca-
lizzati nello spazio, ma sono quegli oggetti che definiscono essi stessi le eccitazioni fisiche
della geometria. Nel secondo capitolo, invece, viene presentata la formulazione hamilto-
niana della relatività generale, secondo il formalismo ADM [19], insieme alla definizione
delle nuove variabili di Ashtekar, che giocheranno un ruolo fondamentale nell’ultimo ca-
pitolo. Il terzo, ed ultimo, capitolo presenta l’applicazione della rappresentazione a loop
alla quantizzazione classica del campo gravitazionale, ossia, tramite gli strumenti definiti
nei primi capitoli, si dimostra che i loop di Wilson delle connessioni di Ashtekar soddisfa-
no questi vincoli, hamiltoniano e di diffeomorfismi in rappresentazione a loop, se i loop
sono regolari e non auto-intersecanti, grazie alle dovute considerazioni di regolarizzazione
sugli operatori di vincolo.

2L’invarianza per diffeomorfismi sta alla base della relatività generale, ed è quello che poi permette
formalmente di prendere un limite al continuo del reticolo, senza che questo sia indefinito [21].
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Capitolo 1

Il gruppo dei Loop e la sua
rappresentazione

In questo capitolo viene introdotto lo strumento matematico delle olonomie e concetti
ad esso collegati, importanti nella descrizione delle teorie di Gauge usate nei capitoli
successivi. Vengono presentati il gruppo dei loop e i suoi generatori infinitesimi, necessari
per descrivere le teorie di Gauge nel linguaggio dei loop. L’attenzione maggiore viene
data alle connessioni e ai suoi associati concetti di trasporto parallelo, dato il grande
uso fatto nella teoria quantistica dei campi, nelle teorie di campo di Yang-Mills e nella
relatività generale.

Bisogna poi evidenziare che, nel contesto delle teorie di gauge che descrivono le in-
terazioni fondamentali, la rappresentazione a loop è una di quelle che ha permesso di
eliminare il vincolo di prima classe delle teorie (e alcune ridondanze introdotte dalla teo-
ria stessa). Basata sulla costruzione di una teoria quantistica hamiltoniana delle teorie
di gauge, è ciò che ha permesso, insieme all’introduzione delle cosiddette variabili di
Ashtekar, di dare un quadro per l’introduzione di tecniche loop come via naturale non
perturbativa per la quantizzazione della teoria di Einstein.

Si mostrerà come le teorie di Gauge nascano come rappresentazioni del gruppo dei
loop, e che tutti i consueti concetti cinematici delle teorie di Gauge riflettono le proprietà
del gruppo dei loop. È, poi, importante rendersi conto che le identità e le proprietà
che dimostreremo in questo capitolo, non dipendono dalla scelta del gruppo di Gauge
per rappresentare il gruppo dei loop. In questo senso si può pensare ai corrispondenti
generatori del gruppo come associati ad una curvatura e connessione “astratta”. È,
infatti, solo quando si considera una particolare rappresentazione del gruppo dei loop, in
termini di un gruppo di Gauge, che queste quantità assumono il significato consueto di
connessioni e curvature nelle teorie di Gauge.
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1.1 Fibrati e fibrati principali

Ad introduzione di questo capitolo, si presenta la definizione di fibrato e di fibrato prin-
cipale e la nozione di spazio vettoriale verticale e connessione. Essi sono strutture fonda-
mentali nella geometria differenziale moderna e, vedremo, necessarie per definire il grup-
po dei loop ed i loop di Wilson, presentati nelle prossime sezioni. I testi di riferimento
usati per lo sviluppo di questa sezione sono [1] e [4]

1.1.1 Varietà degli spazi tangenti

Si inizia presentando anzitutto l’idea di Varietà degli spazi tangenti, fondamentale per
definire l’idea di fibrato in generale.

Definizione 1.1. Sia M una varietà differenziabile e sia TxM lo spazio tangente al punto
x ∈ M . Definiamo l’insieme TM come l’unione di tutti gli spazi tangenti in ogni punto
di M

TM :=
⋃
x∈M

TxM (1.1)

Tutti i vettori in ogni punto x ∈M sono visti come punti del nuovo insieme TM , tale
che se si assegna a un v ∈ TxM il suo punto di tangenza x si avrà una mappa suriettiva
detta proiezione canonica

π : TM →M TxM ∋ v 7→ x

Vediamo che l’insieme TM ha una struttura naturale di varietà differenziabile, che viene
introdotto dall’atlante sulla varietàM . Essenzialmente, al contrario della varietà generica
M , avremo bisogno di una 2n-upla di numero (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn) che corrisponde in
modo univoco a una carta indotta da quella su M

ψ : O → Rn[x1, . . . , xn], e

Ô := π−1(O) ⊂ TM

⇒ ψ̂ : Ô → R2n[x1, . . . , xn, v1, . . . , vn]

dove (x1, . . . , xn) indicano dove i vettori v risiedono e (v1, . . . , vn) danno la sua decompo-
sizione rispetto alle coordinate di base in TxM . In questo modo se {Oa, ψa} è un atlante
su M , allora {Ôa, ψ̂a} è un atlante su TM .

1.1.2 Fibrato

Fatta una breve introduzione sulla varietà TM , che fornisce un esempio paradigmatico
di un oggetto assai utile e fondamentale, definiamo l’idea di fibrato. Si noti che, per TM ,

2



a ogni punto x ∈ M si ha un’altra varietà, ossia lo spazio vettoriale TxM diffeomorfo a
Rn. Una generalizzazione, a questo punto, è naturale: a ogni punto x ∈ M avrò una
varietà Fx diffeomorfe a una varietà comune F .

La varietà F è detta fibra tipica, mentre Fx è la fibra su un punto x, M è detta base,
e

B :=
⋃
x∈M

Fx

è lo spazio totale. Tutti questi elementi insieme costituiscono una struttura detta fibrato.
Il concetto di fibrato è anche comprendente di due varietà, B ed M , e una mappa
suriettiva (proiezione canonica)

π : B →M.

Inoltre, le preimmagini Fx = π−1(x) devono essere diffeomorfe a una varietà comune F
e, in aggiunta, ogni Fx deve essere una sottovarietà in B. Infine, bisogna anche richiedere
una struttura locale di prodotto: esiste un ricoprimento U della base M e un sistema di
diffeomorfismi

Φ : π−1(U) → U × F

tale che
π1 ◦ Φ = π, ove π1 :M × F →M .

Infine, una notazione tipica del fibrato usata in letteratura è (B, π,M,F ). In questo
modo identifichiamo la struttura del capitolo precedente (TM, π,M,Rn) con il cosiddetto
fibrato tangente.

1.1.3 Fibrato principale

Prima di definire e parlare dei fibrati principali stessi, diamo una definizione assai utile
in questo contesto.
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Definizione 1.2. Definiamo azione destra da parte di un gruppo G su una varietà P
come una operazione

◁ : P ×G→ P

(p, g) 7→ ◁ (p, g) =: p ◁ g

tale che soddisfa:

(i) (p ◁ g1) ◁ g2 = p ◁ (g1 ◦ g2), ∀g1, g2 ∈ G ;

(ii) p ◁ e = p;

dove ◦ è l’operazione di composizione interna del gruppo G, ed e è il suo elemento neutro.
Inoltre, diciamo che un’azione ◁ è libera se ∀g1, g2 ∈ G e p ∈ P si ha che

(p ◁ g1 = p ◁ g2) ⇐⇒ (g1 = g2).

Mentre, un’azione è detta essere transitiva se ∀p, q ∈ P esiste un elemento g ∈ G tale
che p = q ◁ g.

Avendo definito cos’è un fibrato e l’azione di un gruppo, si può procedere a una
estensione, molto importante nelle sezioni successive, dal momento che fa da cornice e
struttura portante di tutte questi concetti su cui si appoggia la rappresentazione a loop
delle teorie di gauge. I fibrati principali sono dei fibrati su cui agisce un gruppo, detto
gruppo di struttura, dove in questo contesto di varietà differenziabili si richiede che G
sia un gruppo di Lie. Quello che si vuole ottenere, poi, è che l’azione del gruppo sia solo
sulle fibre del fibrato e non sulla base, come vedremo nella definizione.

Definizione 1.3. Sia G un gruppo di Lie che agisce da destra, tramite ◁, su una varietà
P, spazio totale di un fibrato (P, π,M). Diremo che (P, π,M,G) è un G-fibrato principale
se:

4



(i) l’azione è libera e transitiva sulle fibre;

(ii) ∀g ∈ G, p ∈ P
π(p ◁ g) = π(p)

(iii) Se (U,Φ) è una carta del fibrato, allora si ha

Φ(p ◁ g) = (π(p ◁ g), ϕ(p ◁ g)) = (π(p), ϕ(p) ◁ g) .

Questo significa che la seguente mappa debba commutare:

π−1(U) U ×G

π−1(U) U ×G

U

Φ

◁G

Φ

π

◁G

pr1

ossia deve valere{
Φ(p ◁ g) = Φ(p) ◁ g ∀g ∈ G, p ∈ π−1(U)
pr1 ◦ Φ = π

dove definiamo Φ(p) ◁ g per Φ(p) = (π(p), ϕ(p)) ∈ U ×G, come:

Φ(p) ◁ g = (π(p), ϕ(p)) ◁ g := (π(p), ϕ(p) ◁ g)

Si noti, che in questo caso l’azione di ◁ fa muovere i punti delle fibre sempre in altri
punti della stessa, come visto nelle definizione.

Equivalentemente, un’altra definizione che viene spesso data nel contesto di diffeo-
morfismi è:

Sia π : P →M un fibrato, dove P,M sono delle varietà. Se sullo spazio totale su cui
agisce un certo gruppo G, le fibre sono diffoemorfe a G (ossia, se y ∈ Px allora y ◁ g ∈ Px

∀g ∈ G), l’azione è verticale libera e transitiva (per ogni x ∈ M e y ∈ Px la mappa
G → Px che manda g a y ◁ g è un diffeomorfismo) è detto fibrato principale con un
gruppo G.

Infine, in letteratura un fibrato principale viene spesso identificato generalmente come
(P, π,M,G), ove G è un generico gruppo di struttura.
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Isomorfismo tra fibrati principali

Dalla definizione di fibrato principale questo porta con sé delle strutture principali: tre
varietà differenziabili, un gruppo di struttura e un’azione destra del gruppo sullo spazio
totale. Se vogliamo definire un isomorfismo tra fibrati principali dovremo chiaramente
richiedere varie condizioni sulle mappe che dovranno preservare le strutture del fibrato
principale. Siano (P, π,M,G) e (P ′, π′,M ′, G), rispettivamente con ◁ e ◁′, allora li diremo
isomorfi se

∃ χ : P → P ′ e ϕ :M →M ′ tali che

{
∀p ∈ P, g ∈ G : χ(p ◁ g) = χ(p) ◁′ g
ϕ ◦ π = π′ ◦ χ

Dunque, i fibrati principali saranno isomorfi e

(P, π,M,G) ∼= (P ′, π′,M ′, G)

Infine, se avessimo anche un gruppo di struttura diverso tra i due fibrati, G e G′, dovremo
avere un omomorfismo tra i due gruppi di Lie (f : G → G′), cos̀ı che la prima relazione
d’isomorfismo diventi:

χ(p ◁ g) = χ(p) ◁′ f(g) .

Definite queste strutture matematiche su cui agiremo nelle prossime sezioni è assai
importante introdurre altre due nozioni tra loro connesse, ossia il sottospazio verticale e
sottospazio orizzontale, o connessione.

1.1.4 Spazio verticale e connessione

Definizione 1.4. Sia π : P → M un fibrato. L’esistenza stessa della proiezione π
individua nello spazio tangente di ogni punto x ∈ P un sottospazio verticale

VerxP ≤ TxP Verx := Kerπ∗x,

dove π∗ : TP → TM è il push-forward della proiezione di π. Un vettore w ∈ TxP , allora,
è detto verticale se è proiettato in zero. Questo processo significa che w è tangente alla
fibra, ossia una curva arbitraria che rappresenta w ([γ] ≡ W ) va da x lungo la fibra in
cui risiede x.

Si rappresenta un generale campo vettoriale verticale, avendo le coordinate canoniche
(xi, vi) su TM , come

V = V i(x, v)
∂

∂vi
.
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Definizione 1.5. Sia π : P → M un fibrato. Definiamo sollevamento una procedura
generale che assegna un oggetto geometrico sulla base M a un oggetto geometrico sullo
spazio totale P del fibrato.

Si può introdurre un semplice sollevamento da M a TM , che si può generalizzare nel
contesto di fibrati principali in modo automatico. Sia

γ : R→M t 7→ γ(t)

una curva su M . Allora la curva

γ̂ : R→ TM t 7→ γ̇(t)

è chiamata sollevamento naturale della curva γ da M a TM . Si enunciano di seguito
delle proprietà fondamentali e immediate.

• La curva sollevata γ̂ è sempre esattamente sulla curva γ

π ◦ γ̂ = γ

• Se xa(t) sono le coordinate sulla curva γ, allora le coordinate sulla curva sollevata
sono (xa(t), ẋa(t)), tale che

γ(t) ↔ xa(t)
γ̂(t) ↔ (xa(t), va(t)) = (xa(t), ẋa(t))

Infine, consideriamo un vettore u su M , tale che u ∈ TxM ≡ π−1(x). Associamo una
curva nella fibra π−1(x) su x col vettore

σ(t) := υ + tu υ ∈ π−1(x)

Il vettore tangente a zero della curva è un vettore nel punto v ∈ TM

u↑ := σ̇(0) ≡ d

dt

∣∣∣∣
0

(v + tu)

Questo vettore è chiamato sollevamento verticale di un vettore u nel punto v ∈ TM .
Questo gode di alcune proprietà:

• le coordinate della curva σ(t) sono

xa(t) = xa va(t) = va + tua

• il vettore risultante è verticale

u↑ ≡ σ̇(0) ∈ VervTM ≤ TvTM
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Notiamo che un singolo vettore u può essere sollevato in questo modo a ogni punto della
fibra π−1 su x, dando origine a uno campo vettoriale verticale definito sulla fibra. Se
esiste un campo vettoriale u = ua(x)∂a su M , il sollevamento verticale genera un campo
vettoriale su TM , che è chiamato sollevamento verticale del campo u.

Si sono costruiti, in questo modo, un insieme di spazi vettoriali, sottospazi dello spazio
tangente, in ogni punto di P. A partire da questo possiamo associare ad ogni spazio
verticale definito, uno spazio orizzontale, tale che lo spazio tangente sarà scomponibile
come somma diretta dei due. Vedremo che la scelta di questi cosiddetti spazi orizzontali
sarà quello che viene chiamato come ”connessione”.

Connessione su un fibrato principale

Definiamo in questa breve sezione un oggetto largamente usato in teoria quantistica dei
campi. Partendo dal fibrato principale, procediamo con la definizione di un oggetto, che
definisce la nozione di trasporto parallelo sul fibrato, cioè un modo per ”connettere” o
identificare le fibre su punti vicini.

Definizione 1.6. Sia (P, π,M,G) un fibrato principale, diremo connessione la famiglia
di {HpP}p∈P ⊂ TP di sottospazi vettoriali di TpP , tale che

(i) TpP = HpP ⊕ VerxP ;

(ii) ∀g ∈ G : (◁g)∗HpP = Hp◁gP ;

(iii) ∀X su P , campo vettoriale liscio sulla fibra, questo si può scomporre in due campi
vettoriali lisci:

X = Xhor +Xver

dove Xhor : P → HP e Xver : P → V P .

La seconda condizione è particolare e meno immediata delle altre, ossia possiamo
considerare in modo equivalente un vettore orizzontale in un punto p ◁ g o prendere un
vettore orizzontale nel punto p e portarlo in p ◁ g tramite (◁g)∗, push-forward dell’azione
destra del gruppo (per questo motivo è possibile affermare che il sottospazio orizzontale
in p ∈ P genera ogni sottospazio orizzontale nella fibra Pπ(p)).

Connessione 1-forma

La definizione di connessione che si è data è di carattere totalmente geometrico, però
se volessimo definire un metodo più lineare per la valutazione di sottospazi orizzontali
dobbiamo definire un metodo algebrico nella assegnazione degli HpP ai VpP . La asse-
gnazione, come vedremo, sarà illustrata da una 1-forma a valori in un’algebra di Lie g,
ω ∈ Ω1(P, g) (è un fibrato cotangente con valori nell’algebra di Lie, definito in modo
complementare al fibrato tangente, spazio in cui vivono i covettori).
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Definizione 1.7. Sia (P, π,M,G) un fibrato principale, diremo che una ω ∈ Ω1(P, g) è
una connessione 1-forma sul fibrato se:

(i) ∀A ∈ g, p ∈ P : ωp(X
A
p ) = A 1 ;

(ii) ∀g ∈ G, p ∈ P , Xp ∈ TpP : ((◁g)∗ω)p(Xp) = g−1(ωp(Xp))g;

(iii) p 7→ ωp è una mappa liscia.

Allora la connessione su P è una 1-forma differenziale su P con valori nella algebra di
Lie g diG, che riproduce i generatori della algebra di Lie dei campi vettoriali fondamentali
su P . Si noti che, spesso, si identifica il termine ”G-connessione” con (P, ω), mentre ω
è chiamato lui stesso ”forma di connessione” o ”1-forma di connessione” del fibrato
principale.

Dunque, la connessione 1-forma è proprio una proiezione di TpP sul sottospazio
verticale VpP ∼= g, mentre lo spazio orizzontale è dato dal suo nucleo:

HpP := ker(ωp) := {vp ∈ TpP | ωp(vp) = 0} .

Si può, infine, dimostrare che il sottospazio orizzontale cos̀ı definito coincide con quello
definito precedentemente della definizione 1.6.

1.2 Olonomie e il gruppo dei loop

Il concetto di connessione è fondamentale, dal momento che permette di, presi due punti,
farne un confronto in una forma invariante. Infatti, se sappiamo come fare un trasporto
parallelo di un qualsiasi oggetto matematico lungo una curva, si può definire la derivata
covariante di questo oggetto in direzione della curva; viceversa, data la nozione di derivata
covariante si introduce quella di trasporto parallelo lungo una qualsiasi curva.

Data una curva chiusa arbitraria, il risultato del trasporto parallelo dipende in gene-
rale dalla scelta della curva. Per ogni curva chiusa γ in una varietà con origine in uno
stesso punto o il trasporto parallelo associa un elemento di H del gruppo di Lie associato
al fibrato. L’elemento parallelamente trasportato del fibrato è ottenuto dall’originale dal-
l’azione dell’elemeto di gruppo H ; l’oggetto dipendente dal percorso è chiamata olonomia
H(γ) (si veda A.1 per un approfondimento maggiore).

Generalizzando la nozione di olonomia può essere definita intrinsecamente senza al-
cun riferimento a connessioni; in questo modo ha più risvolti matematici e fisici. Esse
possono essere viste come omomorfismi da una struttura di gruppo definita, come classe
di equivalenze di curve chiuse, su un gruppo di Lie [2]. Ogni classe di equivalenza è ciò
che è tecnicamente chiameremo loop e la struttura di gruppo definita da essi è detto

1XA : P → TP è un campo vettoriale generato da un elemento A ∈ g: ∀f ∈ C∞(P ), p ∈ P
XA

p (f) = d
dt |0 f(p ◁ etA).
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gruppo dei loop (in questo contesto ci si riferirà spesso ad esso come spazio dei loop).
Il gruppo dei loop rappresenta la struttura base di tutte le formulazioni non locali delle
teorie di gauge in termini di olonomie.

Nonostante il fatto che il gruppo dei loop non è un gruppo di Lie, potremo definire
dei generatori infinitesimi per quest’ultimo, tale che quando sono rappresentati nello
spazio delle funzioni dei loop danno origine a operatori differenziali nello spazio dei
loop, che emergono in modo semplice e consistente come rappresentazione dei generatori
infinitesimi del gruppo dei loop.

In questa trattazione, al fine di fare emergere la struttura di gruppo dei loop si è
voluto usare dei loop non parametrizzati.

Iniziamo considerando un insieme di curve parametrizzate, su una varietà M che sono
continue e lisce a tratti. Una curva p è una mappa

p : [0, s1] ∪ [s1, s2] · · · [sn−1, 1] →M (1.2)

liscia in ogni intervallo chiuso [si, si+1] e continua in tutto il dominio. Possiamo dare una
naturale composizione di curve parametrizzate, infatti date due curve lisce a tratti p1
e p2 tale che ogni punto della prima è lo stesso punto iniziale della seconda denotiamo
p1 ◦ p2 la curva:

p1 ◦ p2(s) =
{
p1(2s) s ∈ [0, 1/2]
p2(2(s− 1/2)) s ∈ [1/2, 1]

(1.3)

Invece, la curva attraversata nella direzione opposta, è data da

p−1(s) := p(1− s) (1.4)

Seguiamo adesso con la definizione di una relazione di equivalenza identificando p con
p ◦ ϕ, per tutte le orientazioni, preservando parametrizzazioni differenziabili ϕ : [0, 1] →
[0, 1], al fine di trattare curve non parametrizzate. Da notare, inoltre che la composizione
di queste curve è ben definita e indipendenti dai membri della classi di equivalenza usati
nella loro definizione.

Consideriamo adesso delle curve chiuse l, m,· · · , che hanno inizio e fine nello stesso
punto o; denotiamo Lo l’insieme di queste curve chiuse. Questo insieme è un semigruppo
2 sotto la legge di composizione (l,m) → l◦m; l’identità è definita come la curva costante
i(s) = o per ogni s e ogni parametrizzazione. Non abbiamo, però, in questo modo una
struttura di gruppo, non essendo la curva opposta l−1 un elemento inverso del gruppo
tale che l ◦ l−1 ̸= i.

Le olonomie sono associate al trasporto parallelo attorno a curve chiuse. Nel caso di
un fibrato banale 3 la connessione è data da una 1-forma dell’algebra di Lie su M . Il
trasporto parallelo su una curva chiusa l ∈ Lo è una mappa dal fibrato su o a se stesso

2Un semigruppo è un insieme dotato di una operazione binaria associativa
3Un fibrato è detto banale quando è isomorfo al fibrato prodotto f : B → M × F .
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data dal cosiddetto esponenziale di percorso ordinato, indicato con operatore P (si veda
[3] per la sua definizione esatta):

HA(l) = P exp

∫
l

Aa(y)dy
a (1.5)

Nel caso generale di un fibrato principale (P, π,M,G), possiamo definire la mappa di
olonomia in modo seguente. Scelto un punto ô del fibrato su o, usiamo la connessione
A per alzare la cura l in M a una curva l̂ in P tale che il punto iniziale è l̂(0) = ô e il
punto di fine l̂(1) = l̂(0)HA(l) che definisce l’olonomia HA come elemento del gruppo G
(il prodotto indica proprio l’azione del gruppo G). La principale proprietà di HA è

HA(l ◦m) = HA(l)HA(m) (1.6)

Un cambio di punti del fibrato da o a un certo ô′ = ôg induce alla trasformazione

H ′
A(l) = g−1HA(l)g (1.7)

Dunque, ora, per trasformare l’insieme Lo in un gruppo dobbiamo introdurre una
relazione di equivalenza, ossia cercare di identificare tutte le curve chiuse che portano
alla stessa olonomia per tutte le connessioni lisce, essendo che le curve con la stessa
olonomia portano le stesse informazioni fisiche [2]. La classe di equivalenza sotto questa
relazione, ossia quelle curve che condividono la stessa olonomia, verrà chiamata da ora
in avanti loop, denotati con lettere greche.

Procediamo nel dare tre definizioni di questa relazione di equivalenza.

Definizione 1.8. Sia
HA : Lo → G (1.8)

la mappa di olonomia di una connessione A definita sul fibrato principale (P, π,M,G).
Due curve l,m ∈ Lo sono equivalenti, l ∼ m, se HA(l) = HA(m) per ogni (P, π,M,G) e
connessione liscia A.

Definizione 1.9. Definiamo i loop equivalenti alla identità. Data una curva chiusa l
è detta sottile [5] se esiste una omotopia di l alla curva nulla, in cui l’immagine della
omotopia è inclusa nella immagine di l. Questo tipo di curve non racchiude in sé alcun
tipo di area della varietà M. Date due curve chiuse l,m ∈ Lo sono equivalenti, l ∼ m, se
l ◦m−1 è sottile (equivalente a una curva nulla).

Definizione 1.10. Data le curve chiuse l ed m e tre curve aperte p1, p2, q tale che

l = p1 ◦ p2
m = p1 ◦ q ◦ q−1 ◦ p2

(1.9)

allora l ∼ m.

11



Può essere mostrato che le definizioni 2 e 3 sono equivalenti; inoltre, le curve equiva-
lenti secondo le definizioni 2 e 3 lo sono anche per la 1.

Date queste definizioni possiamo mostrare che la composizione tra loop è ben definita
ed è ancora un loop.

Definizione 1.11. Se α ≡ [l] e β ≡ [m], allora α◦β = [l ◦m], dove si è indicata la classe
di equivalenza con le parentesi quadre.

Definite le relazioni di equivalenza, definiamo l’inverso di un loop. Dal momento che
la composizione di una curva con il suo opposto porta a una curva nulla, allora diamo
tale definizione.

Definizione 1.12. Dato un loop α, α ◦ α−1 = ı, dove ı è l’insieme delle curve chiuse
equivalenti con la curva nulla (oppure detti loop sottili).

Definizione 1.13. Siano due loop α e β, sono detti vicini, se, preso α in intervallo Uϵ(β),
esistono almeno due curve parametrizzate a(s) ∈ α e b(s) ∈ β tale che a(s) ∈ Uϵ(b(s))
con la tipica topologia delle curve (indotta da spazio di curve continue).

Denotiamo, inoltre l’insieme dei loop con punto base o Lo, che costituisce un gruppo
non abeliano sotto la legge di composizione, e gruppo topologico secondo tale topologia,
è detto gruppo dei loop.

Un risultato importante è che ogni omomorfismo

ϕ : Lo → G (1.10)

dove G è un gruppo di Lie, definisce una olonomia associata a una connessione, che
in generale non è una funzione liscia. Imponendo ulteriori condizioni di derivabilità
sull’omomorfismo, si assicura che un fibrato e una connessione sono definite tali che H è
la olonomia di questa connessione [5].

Usando da ora in avanti funzioni dei loop, come l’olonomia che è la più importante,
sarà necessario introdurre la nozione di continuità nello spazio dei loop, dato che si
useranno frequentemente funzioni definite in questo spazio. Iniziamo presentando una
serie di operatori e proprietà di tale gruppo.

1.3 Generatori infinitesimi del gruppo dei loop

Consideriamo una rappresentazione del gruppo dei loop data da operatori agenti su
funzioni continue nella topologia introdotta nella precedente sezione. Introdurremo un
insieme di operatori differenziali agenti su queste funzioni in relazione con i generatori
infinitesimi del gruppo dei loop, in termini dei quali si possono costruire gli elementi del
gruppo.
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Figura 1.1: Il loop infinitesimo che definisce la derivata di loop

1.3.1 La derivata di loop

Data una certa funzione Ψ(γ) continua e a valori complessi di Lo vogliamo considerare
la sua variazione quando il loop γ cambia di un infinitesimo loop δγ con punto base x
connesso da un percorso πx

o al punto base di γ (come mostrato in Fig.1.1). Si vuole
valutare, dunque, il cambio di una funzione quando si modifica il suo argomento da γ
a πx

o ◦ δγ ◦ πo
x ◦ γ. Al fine di considerare questa variazione consideriamo una famiglia

infinitesima di loop δγ che contiene la curva, in particolari coordinate, ottenuta dall’at-
traversamento del vettore ua, va e i loro opposti in modo da formare un loop infinitesi-
mo. Denotiamo queste particolari curve con la notazione δuδvδūδv̄ (non considerando
la dipendenza da ϵi di ogni percorso).

Dato un certo percorso π e un loop γ, una funzione loop differenziabile dipende
soltanto dai vettori infinitesimi ϵ1u

a e ϵ2v
a, tale che assumiamo che la funzione abbia

rispetto a questi ultimi tale espansione,

Ψ(πx
o ◦ δγ ◦ πo

x ◦ γ) = Ψ(γ) + ϵ1u
aQa(π

x
o )Ψ(γ) + ϵ2v

aPa(π
x
o )Ψ(γ)

+
1

2
ϵ1ϵ2(u

avb + vaub)Sab(π
x
o )Ψ(γ)

+
1

2
ϵ1ϵ2(u

avb − vaub)∆ab(π
x
o )Ψ(γ)

(1.11)

dove Q,P, S,∆ sono operatori differenziali nello spazio delle funzioni Ψ(γ). Considerando
il caso in cui i vettori u è collineare col vettore v allora avremo δγ che è un loop nullo e
tutti i termini, eccetto uno, devono annullarsi; avremo Q = P = S = 0, ma essendo che
la combinazione antisimmetrica si annullerebbe già, ∆ non serve che sia nullo. Dunque,
una funzione dei loop è differenziabile se per ogni percorso πx

o e vettori u, v l’effetto
della infinitesima deformazione è completamente contenuto in un operatore simmetrico
dipendente dal percorso ∆(πx

o ),

Ψ(πx
o ◦ δγ ◦ πo

x ◦ γ) = (1 +
1

2
σab(x)∆ab(π

x
o ))Ψ(γ) (1.12)
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dove σab(x) = ϵ1ϵ2(u
[a b]
v ) è l’elemento d’area del loop infinitesimo. Chiameremo questo

operatore la derivata di loop [2].
Notiamo che ciò che è stato dimostrato per una funzione arbitraria nello spazio dei

loop, dove non contribuiscono gli altri operatori diversi da ∆, per le funzioni di curve
al posto di quelle nello spazio dei loop questi operatori sono in generale presenti e non
escludibili. Inoltre, notiamo che il risultato della applicazione della derivata di loop su
una funzione di un loop è ancora una funzione di un loop (per ogni percorso aperto c’è
una diversa derivata). Data questa definizione, poi, è cruciale avere un punto base fissato,
per ogni loop, su cui attaccare il percorso aperto che definisce la derivata; importante,
specialmente per le considerazioni successive sulle identità di Bianchi, che non si sarebbe
potuta dimostrare se avessimo avuto una derivata agente soltanto sui punti del loop[6].

Alla fine della sezione precedente si è notato come il gruppo dei loop agisse natural-
mente sui percorsi aperti, dando come risultato una deformazione stessa del percorso.
Possiamo, infatti, trovare un esempio di questo fatto nell’estensione della definizione di
derivata di loop per percorsi aperti 4

Ψ(πx ◦ δγ ◦ πx ◦ γy) = (1 +
1

2
σab(x)∆ab(π

x))Ψ(γy) (1.13)

1.3.2 Proprietà della derivata di loop

Caratteristiche tensoriali

Una prima e lampante proprietà della derivata di loop (1.12) è che si comporta come un
tensore sotto trasformazioni locali di coordinate contenente la fine del punto del percorso
πx per funzioni loop differenziabili. Richiediamo che tutta l’espressione sia invariante,
e notando che che la derivata di loop è contratta con il tensore d’area, per la legge
del quoziente esso deve essere un tensore. Inoltre notiamo che la derivata di loop è
associata alla superficie descritta dai vettori infinitesimi dua, dvb, piuttosto che ai vettori
infinitesimi individuali, essendo invariante sotto trasformazioni vettoriali che preservano
l’elemento d’area.

Operazioni di commutazione

Le derivate di loop sono operatori non commutativi, dato che, come vedremo, sono
naturalmente associate al fatto di essere generatori di un gruppo non abeliano. Pos-
siamo, però, determinare delle relazioni di commutazione direttamente da proprietà
geometriche. Consideriamo due loop infinitesimi δη1, δη2 dati da

δη1 = πx ◦ δuδvδūδv̄πx e δη2 = χy ◦ δqδrδq̄δr̄χy (1.14)

4Al fine di alleggerire la notazione si indicherà da ora in avanti un generico percorso πx oppure πx a
seconda del verso, sottintendendo il punto base o, ove non necessario.
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Figura 1.2: Il percorso deformato usato per derivare l’espressione delle relazioni di com-
mutazione.

e gli elementi d’area

σab
1 = ϵ1ϵ2(u

avb − vaub) e σab
2 ϵ3ϵ4(q

arb − raqb). (1.15)

Allora possiamo scrivere, espandendo l’espressione

Ψ(δη1 ◦ δη2 ◦ (δη1)−1 ◦ (δη2)−1 ◦ γ) =(1 +
1

2
σab
1 ∆ab(π

x))(1 +
1

2
σcd
2 ∆cd(χ

y))

× (1− 1

2
σef
1 ∆ef (π

x))(1− 1

2
σgh
2 ∆gh(χ

y))Ψ(γ)

= (1 +
1

4
σab
1 σ

cd
2 [∆ab(π

x),∆cd(χ
y)])Ψ(γ) (1.16)

Definendo e, semplificando la relazione, la composizione dei due percorsi χ′y = δη1◦χy,
possiamo riscrivere il tutto come

Ψ(δη1 ◦ δη2 ◦ (δη1)−1 ◦ (δη2)−1 ◦ γ) =

(1 +
1

2
σab
2 ∆ab(χ

′y))(1− 1
2
σcd
2 ∆cd(χ

y))Ψ(γ). (1.17)

per cui, usando la definizione di derivata di loop per curve aperte e lasciando solo i
termini al primo ordine per ogni ϵi, otteniamo

Ψ(δη1 ◦ δη2δη−1
1 ◦ δη−1

2 ◦ γ) = (1 +
1

4
σab
1 σ

cd
2 ∆ab(π

x)[∆cd(χ
y)])Ψ(γ) (1.18)

dove ∆ab(π
x)[∆cd(χ

y)] rappresenta l’azione della prima derivata di loop solo sulla dipen-
denza dal percorso della seconda derivata, tale che guardando alle ultime due relazioni
si arriva a

[∆ab(π
x),∆cd(χ

y)] = ∆ab(π
x)[∆cd(χ

y)]) (1.19)

da cui si ha l’antisimmetria di

∆ab(π
x)[∆cd(χ

y)]) = −∆cd(χ
y)[∆ab(π

x)]). (1.20)
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Figura 1.3: Il loop per ricavare l’identità di Bianchi.

Da queste espressioni possiamo evidenziare la dipendenza dal percorso della derivata
di loop, nel senso che essi esprimono la variazione della derivata quando il percorso stesso
è variato. Queste operazioni possono essere viste sotto un’altra luce. Introduciamo un
operatore dipendente dal loop U(α) nello spazio delle funzione dei loop che ha effetto di
dare una deformazione finita all’argomento della funzione

U(α)Ψ(γ) ≡ Ψ(α ◦ γ) t.c.

U(α)−1 = U(α−1), U(α)U(β)Ψ(γ) = U(α ◦ β)Ψ(γ)
(1.21)

Avendo definito l’operatore inverso e la legge di composizione, consideriamo ora l’azio-
ne della derivata di loop lungo un percorso deformato su una funzione di loop, applicando
la definizione (1.12)

(1 +
1

2
σab(x)∆ab(α ◦ πx)Ψ(γ) = Ψ(α ◦ πx ◦ δγ ◦ πx ◦ α−1 ◦ γ). (1.22)

Usiamo allora la definizione dell’operatore 1.21 per avere

Ψ(α ◦ πx ◦ δγ ◦ πx ◦ α−1 ◦ γ) = U(α)(1 +
1

2
σab(x)∆ab(π

x))U(α)−1Ψ(γ) (1.23)

da cui abbiamo l’identità

∆ab(α ◦ πx) = U(α)∆ab(π
x)U(α)−1, (1.24)

che esprime la proprietà di trasformazione della derivata di loop sotto trasformazioni
finite del suo percorso.

Identità di Bianchi

Quest’altro insieme di relazioni può essere ottenuto ancora dalle proprietà geometriche
dei loop. Introduciamo le usuali identità di Bianchi, usando un nuovo operatore differen-
ziale chiamato derivata di fine punto che agisce su funzioni di percorsi aperti [7]. Data
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una funzione Ψ(πx), una carta di coordinate sul punto x e un vettore in quella carta
ua, definiamo l’operatore di percorso aperto o derivata di Mandelstam, considerando
la variazione di una funzione quando il percorso è esteso da x a x + ϵu dal percorso
infinitesimo δu:

Ψ(πx ◦ δu) = (1 + ϵuaDa)Ψ(πx). (1.25)

Denotiamo il nuovo percorso come πx+ϵu. Inoltre, si può facilmente notare che, per la
legge del quoziente dei tensori, Da trasforma come una 1-forma.

Avendo introdotto l’operatore deriviamo l’identità di Bianchi, consideriamo un loop
sottile ı, rappresentato da una forma infinitesima di cubo con lati δu, δv, δw connessi
dal percorso πx, mostrato in Fig.1.3. Notando che le curve infinitesime rappresentano
a tutti gli effetti un prolungamento di un infinitesimo tale che lo scriviamo come πx+ϵu.
Essendo, poi, ı indistinguibile dal loop identità possiamo avere che Ψ(γ) = Ψ(ı ◦γ) ∀γ.
Esplicitamente si ha

ι = πx ◦ δuδvδuδūδū ◦ πx ◦ πx ◦ δuδwδūδv̄ ◦ πx
◦πx ◦ δwδūδūδū ◦ πx ◦ πx ◦ δwδwδw̄δv̄ ◦ πx

◦πx ◦ δvδwδūδūδūδv̄ ◦ πx ◦ πx ◦ δvδwδv̄δv̄δū ◦ πx (1.26)

Notando che questo ı è formato da sei loop infinitesimi connessi dal percorso, scri-
viamo l’ultima identità in termini della derivata di loop

Ψ(γ) = (1 + ϵ2ϵ3v
awb∆ab(π

x+ϵ1u))(1 + ϵ1ϵ3u
cwd∆cd(π

x))

(1 + ϵ1ϵ2u
evf∆ef (π

x+ϵ3w))(1 + ϵ3ϵ2w
swd∆gh(π

x))

(1 + ϵ3ϵ1w
iuj∆ij(π

x+ϵ2v))(1 + ϵ2ϵ1v
i∆kl(π

x))Ψ(γ). (1.27)

Raccogliendo i termini al solo primo ordine e applicando la definizione (1.25), notando
che i vettori u, v, w sono arbitrari avremo le identità di Bianchi

Da∆bc(π
x) +Db∆ca(π

x) +Dc∆ab(π
x) = 0. (1.28)

Identità di Ricci

Consideriamo l’azione di quattro derivate di Mandelstam lungo i vettori u, v su una
funzione di un percorso aperto Ψ(πx). Mantenendo i termini al primo ordine otteniamo
i termini

(1 + ϵ1u
aDa)(1 + ϵ2v

bDb)(1− ϵ1u
cDc)(1− ϵ2v

dDd)Ψ(πx) =

(1 + ϵ1ϵ2u
avb[Da, Db])Ψ(πx). (1.29)

Questo è equivalente ad aggiungere un loop infinitesimo alla fine di un percorso tale che
possiamo riscriverlo in termini della derivata di loop per la funzione
Ψ(πx ◦ δuδvδūδv̄ ◦ πx ◦ πx), ottenendo

[Da, Db]Ψ(πx) = ∆(πx)Ψ(πx) (1.30)
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Figura 1.4: La costruzione di un loop finito a partire dalla derivata di loop. Le curve δηi
sono determinate da due elementi nella famiglia di curve η(t).

L’espressione è evidentemente analoga a quella del commutatore per le derivate covarianti
in termini della curvatura.

Generatori del gruppo dei loop

Mostriamo, adesso, come, con la sovrapposizione di derivate di loop, generare ogni loop
finito omotopico alla identità. Introduciamo una parametrizzazione per dimostrarlo, sia
γ(s) una curva parametrizzata appartenente alla classe di equivalenza che definisce il
loop finito γ tale che s ∈ [0, 1]. Si consideri una famiglia di loop parametrizzati η(s, t)
interpolando in modo liscio tra γ(s) e il loop identità, tale che η(s, 0) è nella classe
di equivalenza della identità, e η(s, 1) = γ(s). Nei seguenti passaggi dimostrativi si
ometterà la dipendenza da s ove non necessario.

Consideriamo le curve η(s, 1), η(s, 1− ϵ), esse differiscono di un infinitesimo elemento
di area. La dimostrazione esposta di seguito consiste nel ricoprire questa area infinitesima
che separa le due curve, tale che lungo esse possiamo definire una derivata di loop (avendo
identificato proprio n curve chiuse tra le due curve). Esprimiamo, ora, la curva

γ(s) = lim
n→∞

η(s, 1− ϵ) ◦ δη1 ◦ · · · ◦ δηn, (1.31)

dove δηi sono quelli5 mostrati in figura 1.4. Possiamo ora scrivere, espandendo al primo

5Si noti bene che, analiticamente, l’aumento di n è correlato strettamente alla diminuzione di ϵ, che
garantisce che le curve δηi diventino sempre più piccole e l’approssimazione della curva γ(s) = η(s, 1)
sia precisa.
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ordine e usando la definizione (1.12),

Ψ(η(1)) = Ψ(η(1− ϵ)) + ϵ

∫ 1

0

dsη̇a(1− ϵ, s)η′b(1− ϵ, s)∆ab(η(1− ϵ)so)Ψ(η(1− ϵ)), (1.32)

dove η̇(t, s) ≡ dη(t, s)/ds e η′(t, s) ≡ dη(t, s)/dt (essi rappresentano proprio gli elementi
d’area infinitesima). Passeremo da η(1− ϵ, s), aumentando il parametro n, per arrivare
a η(0), iterando la stessa costruzione per arrivare alla forma completa esponenziale,
ordinata t.

Ψ(η(1)) = T exp

(∫ 1

0

dt

∮ 1

0

dsη̇a(t, s)η′b(t, s)∆ab(η(t)
s)Ψ(η(0))

)
(1.33)

dove l’integrale nell’esponenziale è detto T-ordinato (data la natura non abeliani dei
loop). L’espressione data è il risultato di un processo iterativo non banale, che, oltre che
mostrare la versione loop del teorema di Stokes non abeliano [8], rende evidente che la
derivata di loop è un generatore dello spazio dei loop, tale che consente di generare ogni
loop finito omotopo alla identità.

Notiamo che l’espressione per l’elemento finito del gruppo coinvolge la sovrapposizione
di infiniti numeri di generatori associati a diversi percorsi, che esprime una situazione
totalmente diversa da quella data dalla struttura del gruppo di Lie. Sappiamo bene che
date le equazioni di struttura di un gruppo di Lie, che determinano un numero finito
di generatori, per cui basta prendere l’esponenziale dei generatori per esprimere ogni
elemento del gruppo; al contrario, qui è evidentemente differente, dato che non possiamo
definire un numero non intero di potenze di δη. Identificando, infine, la derivata di loop
come generatore del gruppo dei loop, grazie all’espressione (1.33), possiamo riscrivere le
relazioni di commutazione della derivata di loop

[∆ab(π
x),∆cd(χ

y)] = lim
ϵi→0

1

σab
(∆cd(δη1 ◦ χy)−∆cd(χ

y)). (1.34)

Si noti che l’espressione può essere ottenuta facilmente uguagliando la (1.16) e (1.17),
prendendone il limite, con le dovute semplificazioni.

1.4 La derivata di connessione

Abbiamo visto nella sezione precedente le proprietà dell’operatore della derivata di loop
che ricalcano quelle dell’operatore di curvatura o tensore di campo nel contesto delle
teorie di Gauge.

Introduciamo in questo contesto un altro operatore differenziale fondamentale nel
contesto della definizione di una teoria di Gauge. Questo operatore appare naturalmente
nella costruzione di teorie di gauge usando il gruppo dei loop, anche se essa può essere
formulata totalmente in termini della derivata di loop dipendente dal percorso.
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Figura 1.5: Il percorso che definisce la derivata di connessione. Si assume che il punto
di origine sia nella stessa carta di coordinate.

Consideriamo un ricoprimento di una varietà con una regione di coordinate su essa
disposta. Attribuiamo a ogni regione di coordinate P i un percorso πyi , dall’origine al
punto generico yi ∈ P i. Introduciamo anche una funzione continua con supporto sui
punti della carta di coordinate tale che associ ad ogni punto x sulla carta un percorso
πx
yi
. Dato un vettore u in x, la derivata di connessione di una funzione continua Ψ(γ) sarà

ottenuta dal considerare la deformazione del loop dato dal percorso πyi◦πx
yi
◦δu◦πyi

x+ϵu◦πyi
in figura 1.5. Diremo, dunque, che la derivata di connessione esiste ed è ben definita se
la funzione di loop del loop deformato ammette una espasione in termini di ϵua

Ψ(πx ◦ δu ◦ πx+ϵu ◦ γ) = (1 + ϵuaδa(x))Ψ(γ) (1.35)

dove si è indicato πyi ◦πx
yi
con πx e viceversa per l’altra curva. La definizione, adesso, può

essere estesa immediatamente per funzioni su percorsi aperti, come è stato fatto per la
derivata di loop. Il nome di quest’ultima non verrà distinto da quella sui loop, il contesto
determinerà univocamente a quale derivata ci stiamo riferendo.

Notiamo che la deformazione introdotta nella figura 1.4 sarebbe stata potuta generare
da applicazioni di successive derivate di loop. Questo implica che ogni funzione che è loop
differenziabile dovrebbe essere differenziabile rispetto alla connessione, tale che possiamo
stabilire una naturale relazione tra i due operatori. Notiamo anzitutto che la seguente
dimostrazione ci condurrà ad avere la stessa forma della relazione nota tra connessione
e curvatura (o potenziale vettore e campo) nelle teorie di Gauge [10].

Consideriamo la seguente identità nello spazio dei loop, mostrata in fig.1.6

δγ ≡ πx ◦ δuδvδūδv̄ ◦ πx =

= πx ◦ δu ◦ πx+ϵu ◦ πx+ϵu ◦ δv ◦ πx+ϵ1u+ϵ2v ◦ πx+ϵ1u+ϵ2v ◦ δū ◦ πx+ϵ2vπ
x+ϵ2v ◦ δv̄ ◦ πx.

(1.36)

Notiamo che il primo membro è la stessa struttura di percorso usato per definire la
derivata di loop, mentre il seconda ha quella di derivata di connessione. Questo implica
la seguente identità tra i due operatori differenziali,
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Figura 1.6: Il percorso che definisce la relazione tra derivata di connessione e derivata
di loop.

(1 + ϵ1ϵ2u
avb∆ab(π

x))Ψ(γ) = (1 + ϵ1u
aδa(x))(1 + ϵ2v

bδb(x+ ϵ1u))

×(1− ϵ1u
cδc(x+ ϵ1u+ ϵ2v))(1− ϵ2v

aδd(x+ ϵ2v))Ψ(γ) . (1.37)

Riscrivendo la relazione tenendola al primo ordine per ϵ1ϵ2, si avrà

∆ab(π
x) = ∂aδb(x)− ∂bδa(x) + [δa(x), δb(x)]. (1.38)

Si è ottenuto la derivata di loop per il percorso πx in relazione con la derivata di connes-
sione [2]. Questo implica che questa derivata di loop soddisferà tutte le relazioni descritte
nella sezione precedente, dato che è derivata da una costruzione nello stesso spazio di
loop totalmente simile a quello usato per derivare le sue proprietà.

Nelle teorie di gauge la connessione, è detto essere gauge dipendente, ossia non è
univocamente determinato. In uno spazio di loop una connessione si manifesta come
tale attraverso la scelta di certi percorsi usati per calcolare la derivata di connessione.

Consideriamo una derivata di connessione nel punto x e due percorsi dall’origine al
punto, dati da due funzioni πx = f(x) e χx = g(x). Consideriamo due percorsi equivalenti
nello spazio dei loop

χx ◦ δu ◦ χx+ϵu = χx ◦ πx ◦ πx ◦ δu ◦ πx+ϵu ◦ πx+ϵu ◦ χx+ϵu. (1.39)

Introduciamo un operatore dipendente dal punto U(x), costruito dall’operatore di loop
di deformazione U(γ) in sezione 1.3.2, e il loop associato al punto x, tale che U(x) ≡
U(χx ◦ πx). Questo ci porta alla identità tra gli operatori

(1 + ϵuaδ(x)a (x))Ψ(γ) = U(x)(1 + ϵuaδ(π)a (x))U−1(x+ ϵu)Ψ(γ). (1.40)
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Figura 1.7: La generazione di un loop finito usando i generatori infinitesimi.

Da questo possiamo immediatamente calcolare la variazione della derivata di connes-
sione quando variano le coordinate nel percorso,

δ(χ)a (x) = U(x)δ(π)a (x)U(x)−1 + U(x)∂aU(x)
−1, (1.41)

che rappresenta una analoga legge di trasformazione per una connessione di gauge sotto
cambio del gauge.

Questa relazione è una espressione del fatto che generatori infinitesimi associati con
la connessione permettono di costruire loop finiti [9]. Si possono usare incrementi infi-
nitesimi generati dalla derivata di connessione per costruire un loop. L’espressione di
quanto detto, nello spazio dei loop, è

γ = lim
n→∞

δγ1 ◦ δγ2 ◦ · · · ◦ δγn, (1.42)

dove, infatti, δγi = πxiδuiπxi+ϵui
6. Questa relazione, poi, connette l’operatore di

deformazione con la derivata di connessione,

U(γ) = lim
k→∞

(1 +
(x2 − x1)

a

k
δa(x1))

×(1 +
(x3 − x2)

a

k
δa(x2)) · · · (1 +

(xk+1 − xk)
a

k
δa(x)). (1.43)

Da questa espressione, avendo usato le proprietà dell’operatore mostrate in sezione 1.3.2
per ottenere l’espressione di U(δγi), possiamo ricavare la forma di un esponenziale di

6si è diviso il percorso in segmenti uguali, evitando di esprimere ϵua, ma nel modo in cui è scritta
l’espressione
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percorso ordinato, scritta come

U(γ) = Pexp

(∫
γ

dyaδa(y)

)
. (1.44)

Ancora una volta questo ci riporta una espressione già vista nelle teorie di gauge, ossia
l’olonomia in termini dell’esponenziale di percorso ordinato di una connessione δa(y),
come 1-forma di gauge con valori nell’algebra dei loop Lo.

1.5 Derivata di contatto e derivata funzionale

Nei precedenti paragrafi sono stati introdotti degli operatori e caratteristiche tipiche del
gruppo dei loop, senza alcun diretto analogo nello spazio delle curve parametrizzate.
Adesso analizziamo una possibile relazione tra questi operatori e la derivata funzionale
δ/ δp(s) che agisce sui funzionali di curve parametrizzate Ψ[p(s)]. L’operatore che ci
permette di fare questo collegamento è la cosiddetta derivata di contatto Ca(x), che,
come vedremo nell’ultimo capitolo, giocherà un ruolo fondamentale nella costruzione di
una teoria invariante per diffeomorfismi.

Definiamo la derivata di contatto di una funzione di loop come

Ca(x)Ψ(γ) =

∮
γ

dybδ(x− y)∆ab(γ
y)Ψ(γ). (1.45)

Può essere considerata come la proiezione della derivata di loop sulla tangente del loop
γ stesso,

Xa(x, γ) =

∮
γ

dyaδ(x− y). (1.46)

Evidenziamo una importante proprietà: la derivata di contatto è generatrice di dif-
feomorfismi su funzioni di loop. Adesso, dato un diffeomorfismo infinitesimo x → x′a =
xa + ϵua, l’espressione per Ψ(γ′ϵ), dove il loop considerato è quello ottenuto trascinando
γ col diffeomorfismo, è data da

Ψ(γ′ϵ) = (1 + ϵ

∫
d3xua(x)Ca(x))Ψ(γ)

= (1 + ϵ

∮
γ

dybua(y)∆ab(γ
y))Ψ(γ). (1.47)

Dimostriamo adesso che Ca è un generatore di diffeomorfismi, ossia soddisfa la corri-
spondente algebra[∫

d3xNa(x)Ca(x),
∫
d3yMa(y)Ca(y)

]
=

∫
d3x£M⃗N

a(x)Ca(x), (1.48)
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dove Na ed Ma sono campi vettoriali arbitrari su una varietà tridimensionale.
Iniziamo un calcolo che sarà utile nella dimostrazione, ossia valutiamo l’azione della

derivata di loop su una derivata di contatto,

(1 +
1

2
σcd∆cd(γ

z))

∫
γ

dyaδ(y − x)∆ab(γ
y)Ψ(γ) :=∫

δγz◦γ
dyaδ(y − x)∆ab((δγz ◦ γ)y)Ψ(δγz ◦ γ). (1.49)

In questa espressione δγz è il loop infinitesimo aggiunto a γ tramite un percorso dal-
l’origine fino al punto z. Dunque, ciò che si è ottenuto è l’azione di una deformazione
infinitesima di area che agisce su una derivata di contatto.

Adesso, espandendo il lato destro di quest’ultima uguaglianza, e riscrivendola usando
le derivate di Mandelstam,

∆ab(γ
z+u) = (1 + ucDc)∆ab(γ

z), (1.50)

∆ab(γ
z+u+v) = (1 + vdDd)(1 + ucDc)∆ab(γ

z), (1.51)

δ(z + u− x) = (1 + ua∂a)δ(z − x). (1.52)

otteniamo una espressione combinata, dove osserviamo il contributo della derivata di
loop [2], avendo eliminato i termini di ordine superiore,

∆cd(γz)

∮
γ

dyaδ(x− y)∆ab(γ
y)Ψ(γ) =

2(∂[cδ(z − x)∆d]b(γ
z) + δ(z − x)D[c∆d]b(γ

z))Ψ(γ)

+

∮
γ

dyaΘ(y − z)δ(y − x)∆cd(γ
z)[∆ab(γ

y)]Ψ(γ)

+

∮
γ

dyaδ(y − x)∆cd(γ
z)∆cd(γ

y)Ψ(γ). (1.53)

In questo modo possiamo calcolare l’azione di due diffeomorfismi,

C(N⃗)C(M⃗)Ψ(γ) =

∫
d3wNd(w)

∮
γ

dzcδ(w − z)∆cd(γ
z)

·
∫
d3xM b(x)

∮
γ

dyaδ(y − x)∆ab(γ
y)Ψ(γ) . (1.54)

Espandendo, cos̀ı, questa espressione per i due diffeomorfismi di campi vettoriali. otter-
remo sei termini, che ricombinati ci danno la corretta espressione di C(£N⃗M⃗), mostrata
nella relazione (1.48). I calcoli, per brevità e semplicità sono stati omessi.
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Si conclude mostrando la relazione tra la derivata di contatto e l’usuale derivata
funzionale. Possiamo, anzitutto, scrivere l’espressione

∫
d3x ua(x)Ca in termini di curve

parametrizzate ∫
d3xua(x)Ca(x) =

∮ 1

0

dsua(p(s))
δ

δpa(s)
, (1.55)

dove p(s) è una delle curve parametrizzate nella classe di equivalenza dei loop γ. Lo
si nota se consideriamo γ classe di equivalenza delle curve [pa(s)], tale che Ψ(γ′) =
Ψ[pa(s) + ϵua(p(s))]. Allora possiamo affermare,

Ca(x) =
∮
dsδ(x− p(s))

δ

δp(s)a
, (1.56)

che mette in relazione le due derivate. E’ chiaro ed evidente notare che queste espressioni
si equivalgono solo quando agiscono su funzioni di loop, essendo che la derivata funzionale
agisce su funzioni di curve parametrizzate, su cui la derivata di contatto non è propria-
mente definita. Dunque, l’uguaglianza tra la derivata funzionale e quella di contatto
è garantita nel contesto delle funzioni dei loop, ovvero le funzioni che dipendono dalla
forma globale del loop piuttosto che dalla specifica parametrizzazione delle curve che lo
compongono. Questo significa che per qualsiasi funzione che dipende solo dalla topologia
del loop, possiamo trattare le derivate funzionali e di contatto come equivalenti. Questa
uguaglianza, poi, è particolarmente utile nelle teorie di gauge e nella rappresentazione dei
loop dove le funzioni di loop giocano un ruolo cruciale come vedremo successivamente.

1.6 Rappresentazione del gruppo dei loop

Nelle sezioni precedenti abbiamo mostrato le relazioni tra i generatori del gruppo dei loop,
indipendenti in generale da una particolare rappresentazione. Studiamo in particolare la
loro forma in un contesto di una particolare rappresentazione in termini di un dato gruppo
di gauge. Ricordiamo che questo è essenzialmente un gruppo di Lie che rappresenta
simmetrie locali nelle teorie di gauge, come fa la teoria di Yang-Mills [11].

Le teorie di gauge sorgono come rappresentazioni, omomorfismi, del gruppo dei loop
su un certo gruppo di gauge G.

H : Lo → G t.c.
γ → H(γ),

(1.57)

tale che H(γ1)H(γ2) = H(γ1 ◦ γ2).
Assumiamo di considerare uno specifico gruppo di Lie, ossia SU(N) con N2 − 1

genertori X i tale che TrX i = 0 e

[X i, Xj] = Cij
k X

k, (1.58)
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dove Cij
k sono le costanti di struttura del gruppo. Assumeremo che questa rappresen-

tazione sia loop differenziabile, perché se cos̀ı non fosse non avremmo di fronte delle
olonomie come già definito, ma delle olonomie generalizzate. In questo modo otterremo
la solita struttura degli oggetti associati alle teorie di gauge, ma nel linguaggio dei loop.

Calcoliamo l’azione della derivata di connessione in questa rappresentazione

(1 + ϵuaδa(x))H(γ) = H(πx ◦ δu ◦ πx+ϵu ◦ γ) = H(πx ◦ δu ◦ πx+ϵu)H(γ). (1.59)

Essendo il loop nella prima olonomia vicini alla identità, considerata la topologia dello
spazio dei loop, ed essendo H continua e differenziabile,

H(πx ◦ δu ◦ πx+ϵu) = 1 + iϵuaAa(x), (1.60)

dove Aa(x) è un elemento della algebra del gruppo, ossia in quella considerata Aa(x) =
Ai

aX
i. Allora possiamo concludere

δa(x)H(γ) = iAa(x)H(γ). (1.61)

Seguendo lo stesso ragionamento possiamo ottenere l’azione della derivata di loop,

∆ab(π
x)H(γ) = iFab(x)H(γ), (1.62)

dove Fab è un campo tensoriale antisimmetrico.
Ricordando che il percorso è quello che determina la trasformazione di gauge, sup-

poniamo di cambiare il percorso πx → π′x = π′x ◦ πx ◦ πx. Usando l’equazione di
trasformazione, il campo trasforma come

F ′
ab = H(x)Fab(x)H(x)−1, (1.63)

doveH(x) = H(π′x◦πx). Da qui arriviamo alla usuale relazione che definisce la curvatura
in termini del potenziale,

Fab(x) = ∂aAb(x)− ∂bAa(x) + i[Aa, Ab]. (1.64)

Arriviamo cos̀ı alle trasformazioni di gauge in termini della connessione da (1.41),

Aa(x)
′ = H(x)Aa(x)H(x)−1 − iH(x)∂aH(x)−1. (1.65)

Consideriamo nuovamente l’operatore di deformazione U(γ) introdotto in sezione 1.3.2,

U(η)H(γ) = H(η ◦ γ) = H(η)H(γ). (1.66)

Applicando la eq.(1.44)

U(η)H(γ) = P exp

(∮
η

dyaδa(y)

)
H(γ), (1.67)
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e sostituendo con la relazione 1.61

H(η) = P exp

(
i

∮
η

dyaAa(y)

)
, (1.68)

mostra l’usuale rappresentazione dell’olonomia in termini della connessione.
Mostriamo adesso che l’uso di percorsi aperti è naturalmente connesso con i campi

materiali accoppiati alle teorie di gauge. Consideriamo campi materiali che trasformano
sotto rappresentazioni fondamentali del gruppo di gauge considerato SU(N). Infatti,
basta prendere la rappresentazione introdotta all’inizio della sezione nel caso di percorsi,
ossia

Ψ(γ ◦ πx) ≡ H(γ)Ψ(πx). (1.69)

Il ruolo della scelta del percorso è ciò che determina la trasformazione di gauge. Le
funzioni Ψ diventano funzioni di punti etichettate da un percorso fissato usato per deter-
minare Ψ(π)(x). Vediamo, infine che la funzione trasforma in base al percorso in questo
modo

Ψ(π′)(x) = H(π′x ◦ πx)Ψ(π)(x). (1.70)

In conclusione andiamo a vedere come la derivata di Mandelstam diventa l’usuale
derivata covariante delle teorie di gauge [2]. Consideriamo la sua azione su un percorso
aperto,

(1 + ϵuaDa)Ψ(πx) = Ψ(πx ◦ δu) = Ψ(πx ◦ δu ◦ πx+ϵu ◦ πx+ϵu)

= (1 + ϵuaδa(x))(1 + ϵub∂b)Ψ(πx) , (1.71)

che espandendo al primo ordine otteniamo

DaΨ(πx) = ∂aΨ
(π)(x) + δa(x)Ψ(πx). (1.72)

Usando le relazioni già introdotte in (1.61) (o dalla rappresentazione (1.30)), otteniamo
la forma usuale della identità di Ricci

[Da, Db]Ψ(πx) = iFab. (1.73)

1.7 I loop di Wilson

In una teoria di gauge le quantità osservabili devono essere invarianti per gauge, allo
stesso modo delle funzioni d’onda in una rappresentazione di gauge. A questo proposito
è molto utile introdurre delle quantità, espresse in termini di connessioni, per cui ogni
oggetto gauge invariante può essere scritto. Mostreremo adesso che esistono degli oggetti
particolari, detti loop di Wilson, introdotti nel contesto della teoria quantistica dei campi
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[14], che sono invarianti per piccole e grandi trasformazioni di gauge. Essi sono costruiti
prendendo la traccia della olonomia,

WA(γ) = TrP

[
exp

(
i

∮
γ

dyaAa

)]
. (1.74)

L’invarianza di gauge di questa quantità segue immediatamente dalle proprietà della
connessione e dell’olonomia, essendo la traccia di quest’ultima invariante per deforma-
zioni continue del percorso chiuso nel gruppo di gauge. Sono, dunque, osservabili in un
senso canonico (le parentesi di Poisson rispetto ai vincoli della teoria sono nulle).

Gli oggetti sono loop dipendenti e hanno, invece, una dipendenza non locale dalla
connessione di gauge. Inoltre, sono funzioni di loop senza punto base [2].

Possiamo evidenziare due fondamentali proprietà, di cui soltanto una verrà discus-
sa: le identità di Mandelstam e le proprietà di ricostruzione. La prima è un insieme di
relazioni tra loop di Wilson, che riflettono la struttura del particolare gruppo di gauge
considerato. La seconda è un procedimento inverso, che permette di ricostruire tutte le
informazioni gauge invarianti date le funzioni di loop di Wilson. In particolare, è una
procedura che consente di costruire una olonomia dato un insieme di quantità che soddi-
sfano le identità di Mandelstam, dimostrando, poi, che si può ottenere una olonomia da
un loop di Wilson [15]. Entrambe le proprietà implicano che i loop di Wilson costitui-
scono una rappresentazione del gruppo dei loop. Dunque, ogni funzione invariante per
gauge può essere espressa come combinazione di prodotti dei loop di Wilson.

1.7.1 Le identità di Mandelstam

Le identità di Mandelstam sono un riflesso delle proprietà del gruppo di gauge usato
per definire le olonomie e le generiche proprietà delle tracce nel linguaggio dei loop di
Wilson. Vedremo specialmente proprietà di gruppo, tra cui unitarietà, dimensione della
rappresentazione e valore del determinante della rappresentazione matriciale. Questi
permettono di esprimere il prodotto di loop di Wilson in termini di somme e prodotti,
coinvolgendo un numero minore di loop di questo genere.

Consideriamo in generale gruppi di gauge che ammettono rappresentazioni fonda-
mentali in termini di matrici N ×N . Si noterà, dunque, come le identità di Mandelstam
emergono dalle proprietà delle tracce di queste matrici.

Vi sono due tipi di identità, chiamate del primo e del secondo tipo.
Concentriamoci sulle identità del primo tipo, che si sviluppano come conseguenza

della ciclicità delle tracce (da qui in poi si ometterà la dipendenza del loop di Wilson
dalla connessione),

W (γ1 ◦ γ2) = W (γ2 ◦ γ1). (1.75)

Sono identità che valgono per ogni gruppo di gauge di ogni dimensione. Riguardo le
identità del secondo tipo consideriamo una prima famiglia di vincoli non lineari che
assicurano che W (γ) sia effettivamente traccia di una matrice N ×N .
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Osserviamo che in N dimensioni ogni oggetto con N+1 indici totalmente antisimme-
trici si annulla, scrivendo questa identità in maniera compatta per un numero arbitrario
di termini dipendenti da k loop [2],

(k + 1)Mk+1(γ1, . . . , γk+1) ≡ W (γk+1)Mk(γ1, . . . , γk)

−Mk(γ1 ◦ γk+1,γ2,...,γk)− · · · −Mk(γ1, γ2, . . . , γk ◦ γk+1), (1.76)

dove la quantità Mk è espressa in generale come

Mk(γ1, . . . , γk) =
1

k
[W (γ1) . . .W (γk)−W (γ1 ◦ · · · ◦ γk)]. (1.77)

L’identità per un gruppo di matrici N ×N è scritto come

MN+1(γ1, . . . , γN+1) = 0. (1.78)

Una conseguenza immediata della relazione (1.76), ottenuta identificando il loopN+1
con ı è

(N + 1)MN+1(γ1, . . . , γN , ı) = (W (ı−N)) =MN(γ1, . . . , γN) = 0, (1.79)

da cui si ha
W (ı) = N. (1.80)

Analizziamo un esempio quando N = 1, l’identità diventa:

W (γ1)W (γ2)−W (γ1 ◦ γ2) = 0 , (1.81)

come per matrici nel gruppo U(1). Inoltre, per le matrici 2 × 2, possiamo espandere il
prodotto di tre tracce in termini di due,

W (γ1)W (γ2)W (γ3) = W (γ1 ◦ γ2)W (γ3) +W (γ2 ◦ γ3)W (γ1) (1.82)

+W (γ3 ◦ γ1)W (γ2)−W (γ1 ◦ γ2 ◦ γ3)−W (γ1 ◦ γ3 ◦ γ2). (1.83)

Infatti, i gruppi che ammettono una rappresentazione fondamentale in termini di matrici
2× 2 formano loop di Wilson che soddisfano quest’ultima identità. Adesso andremo ad
analizzare altre identità che riflettono altre proprietà, al di là della loro rappresentazione
di natura matriciale.

Un’altra identità, considerando ancora il gruppo speciale, che ammette una rappre-
sentazione fondamentale in termini di matrice di determinante unitario, appare imme-
diata. Per un gruppo di questo tipo vale la seguente identità [16]:

MN(γ1 ◦ γ, γ2 ◦ γ, · · ·, γN ◦ γ) =MN(γ1, γ2, · · ·, γN) (1.84)
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da cui segue banalmente che MN(γ, γ, . . . , γ) = 1. Questo ci permette di esprimere il
prodotto di N loop di Wilson in termini di N − 1 prendendo l’arbitrario γ = γi per un
qualche i = 1, . . . , N .

Per esempio per un gruppo speciale di matrici 2× 2,

M2(γ1, γ2) =M2(γ1 ◦ γ−1
2 , ı), (1.85)

di conseguenza,
W (γ1)W (γ2) = W (γ1 ◦ γ2−1) +W (γ1 ◦ γ2). (1.86)

Infine, discutiamo le identità di Mandelstam del secondo tipo che riflettono l’unita-
rietà del gruppo. Se il gruppo ammette una rappresentazione fondamentale in termini
di matrici unitarie N ×N , allora i loop di Wilson soddisfano

W (γ) = W ∗(γ−1), (1.87)

dove il segno ∗ indica il complesso coniugato.
In generale, i loop di Wilson soddisfano una serie di disuguaglianze. Ad esempio, per

gruppi unitari, vale
|W (γ)| ≤ |W (ı)| = N. (1.88)

Si conclude riassumendo le identità di Mandelstam per il gruppo SU(2), che verrà
usato anche nei capitoli successivi.

Identità del primo tipo,

W (γ1 ◦ γ2) = W (γ2 ◦ γ1). (1.89)

Identità del secondo tipo,

W (γ1)W (γ2) = W (γ1 ◦ γ2−1) +W (γ1 ◦ γ2). (1.90)

Da cui, banalmente, proviamo che scegliendo γ1 = ı,

W (γ) = W (γ−1), (1.91)

e da questo e dalla proprietà di unitarietà segue che W (γ) è reale e minore uguale a due
in valore assoluto.

1.8 La rappresentazione a loop

Da quanto espresso nella precedente sezione è immediato costruire una rappresentazione
quantistica puramente in termini di loop. In questo contesto sono state introdotti due
strumenti matematici atti a definire una rappresentazione quantistica per teorie di gauge
di loop. La prima è una trasformazione definita tra connessione e rappresentazione a
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loop, che permette di convertire ogni operatore gauge invariante, o funzione d’onda, in
un oggetto corrispondente nella rappresentazione a loop. Il secondo è una procedura
più complessa, ma pari allo stesso modo, che riguarda l’introduzione di un’algebra di
quantità parametrizzate da loop, come primo passo per essere usati nella procedura di
quantizzazione di Dirac. In questo testo sarà analizzata unicamente la rappresentazione
a loop usando un approccio di trasformazioni.

L’obbiettivo sarà quello quello di costruire una nuova rappresentazione del sistema
applicando i concetti che useremo per costruire la rappresentazione a loop.

Consideriamo un sistema quanto meccanico, dove indichiamo Wk = eikx una base di
stati parametrizzati da variabile continua k. Ogni funzione d’onda può essere espansa in
termini della base, tale che possiamo introdurre una rappresentazione nello spazio degli
impulsi come, data funzione d’onda Ψ(x)

Ψ(y) ≡
∫
dxW ∗

k (x)Ψ(x). (1.92)

Inoltre, ogni operatore nella rappresentazione della posizione Ôx con un ordine specifico
nelle variabili canoniche, che agisce sulle funzioni d’onda Ψ(x) può essere tradotto in una
rappresentazione nello spazio degli impulsi

ÔyΨ(y) ≡
∫
dxW ∗

k (x)ÔxΨ(x) =

∫
dx(Ô†

xWk(x))
∗Ψ(x). (1.93)

Consideriamo adesso una teoria di gauge in tre dimensioni (ossia SU(2)) descritta
dalle coordinate canoniche Aa, la connessione, e Ea, densità del momento, con le usuali
parentesi di Poisson. Dal punto di vista quanto meccanico, consideriamo funzioni d’onda
dipendenti dalla connessione, Ψ[A]. Una base di stati, come mostrato alla fine della
precedente sezione, può essere data dai loop di Wilson Wγ[A]. La base è parametrizzata
da parametri continui, in questo caso il loop γ.

Possiamo definire una rappresentazione a loop in termini di una trasformazione

Ψ(γ) =

∫
dAWγ[A]

∗Ψ[A]. (1.94)

Possiamo trasformare ogni operatore usando questa trasformazione, che, però, è qui
usata in senso formale, e non è ben definita come quella di Fourier. Notiamo, inoltre,
che l’introduzione della trasformata di loop può essere pensata come prodotto interno
in rappresentazione in termini della connessione, tra una funzione d’onda |Ψ > e gli
elementi della base < γ|. Allora,

Ψ(γ) =< γ|Ψ >=

∫
dA < γ|A >< A|Ψ >, (1.95)

ossia significa che avere una trasformazione ben definita è equivalente ad avere un
prodotto interno nella rappresentazione in termini della connessione

∫
dA|A >< A| = 1.

31



Infine, non è necessariamente vero che per un gruppo di gauge i singoli loop di Wilson
sono basi di funzioni gauge invarianti, ma bisogna invece considerare il prodotto di loop
di Wilson. Questo verrà analizzato nella sezione seguente.

1.8.1 La trasformazione di loop

Abbiamo visto che in questo modo la trasformata di loop coinvolge un integrale funzio-
nale nello spazio delle connessioni, nel contesto delle trasformazioni di gauge. Questo lo
rende ancora più adatto ad un contesto dei gruppi di gauge, rispetto alle trasformazioni
di Fourier nel contesto della meccanica quantistica ordinaria. La sua formulazione mate-
matica precisa è stata formulata da Ashtekar ed altri, soltanto anni successivi rispetto
al suo primo uso nel contesto della gravità quantistica a loop [17].

In questa sezione viene data una introduzione euristica della formulazione matemati-
ca. L’idea chiave che permette di definire la misura dell’integrazione su spazi non lineari
delle connessioni delle trasformazioni di gauge è quella di usare i loop di Wilson come
operatori di proiezione. Questo, di conseguenza, permette di dare una definizione delle
cosiddette ”misure cilindriche”, che riducono l’integrale infinito dimensionale ad un fini-
to insieme di integrali sul gruppo di gauge. Richiedendo, poi, la consistenza delle varie
proiezioni si finisce con una teoria della integrazione in spazi infinito dimensionali, come
il campo scalare di Klein-Gordon.

Si consideri un campo scalare ϕ in uno spazio tempo piatto. Lo spazio delle configu-
razioni sarà l’insieme di tutti i campi lisci in una varietà spaziale che va opportunamente
all’infinito. Gli stati quantistici in questo caso sono funzioni sullo spazio delle classiche
configurazioni Ψ(ϕ). L’obbiettivo sarà quello di introdurre un prodotto interno, il cui
integrale varia nello spazio delle configurazioni, introducendo una misura µ adatta per
eseguire l’integrale.

Consideriamo delle funzioni particolari nello spazio delle fasi. Introduciamo dei
funzionali F definiti da delle funzioni f(x) della varietà spaziale, di cui facciamo la
convoluzione con le configurazioni classiche

Ff (ϕ) ≡
∫
d3xf(x)ϕ(x), (1.96)

richiediamo anche che f(x) abbia regolarità e un certo andamento tale che l’integrale sia
ben definito. Adesso si può introdurre la definizione di funzioni cilindriche.

Sia Vn un sottospazio finito dimensionale dello spazio di Schwartz, e sia una base di
funzioni in questo spazio (e1, . . . , en). Data una classica configurazione ϕ(x), si definisce
la sua proiezione nel sottospazio finito dimensionale che porta a un insieme di n elementi
(Fe1(ϕ), . . . , Fen(ϕ)).

Definizione 1.14. Una funzione nello spazio di configurazioni classico è detta cilindrica
rispetto a Vn se la sua dipendenza dalle configurazioni classiche è proprio data attraverso
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l’insieme degli n elementi appena introdotti, per qualche insieme di ei. Dunque una certa
g(ϕ) è cilindrica se

g(ϕ) = G(Fe1(ϕ), . . . , Fen(ϕ)), (1.97)

per qualche funzione di n variabili reali G.

Una misura cilindrica µ è una misura che permette di integrare funzioni cilindriche,
che deve essere definita da una famiglia consistente di misure. Le misure {µe1,...,en)} sono
ognuna definita su uno spazio finito dimensionale Rn associata a ogni base di vettori
(e1, . . . , en). Grazie a queste misure l’integrale di funzioni cilindriche è semplicemente
definito come un integrale su Rn,∫

Dµ(ϕ)g(ϕ) =

∫
G(x1, . . . , xn)Dµe1,...,en (x1,...,xn). (1.98)

In generale questa espressione deve essere ben definita per ogni insieme Vn scelto. Di
conseguenza, questo restringe ancora il campo delle misure da usare, e impone di usare
delle condizioni di consistenza ulteriori.

Si consideri, in primis, il caso di funzioni cilindriche rispetto a due sottospazi disgiunti
Vn, V

′
m. Le funzioni devono essere necessariamente costanti, allora gli integrali di queste

costanti con µe1,...,en e µe′1,...,e
′
n
devono essere gli stessi; abbiamo cos̀ı fissato la prima

condizione di normalizzazione per le misure.
Ora, in secundis, si prenda la funzione g(ϕ) cilindrica rispetto ai due sottospazi Vn ⊂

V ′
m. Una tale funzione è associata per definizione a due funzioni di n ed m variabili
G(x1, . . . , xn) e G′(x1, . . . , xm). Essendo la base di Vn una combinazione lineare della
base di V ′

m si può dare una precisa relazione tra le funzioni G e G′. Essendo che gli
integrali delle due funzioni con le due diverse misure devono essere uguali, questo impone
un’ulteriore condizione di consistenza sugli elementi della famiglia {µe1,...,en}.

Questa struttura matematica cos̀ı definita è applicabile immediatamente per teorie
abeliane di ogni tipo, comprese le teorie di gauge U(1) per l’elettromagnetismo, ripetendo
le costruzioni sopramenzionate per funzioni di uno spazio di configurazioni classico, dato
dai campi magnetici.

Nel caso di teorie non abeliane lo spazio è chiaramente non lineare. Questo porta a
dover sfruttare proprietà delle olonomie per fornire un analogo dei funzionali introdotti
in precedenza.

Definizione 1.15. Dato un insieme fissato di loop indipendenti 7 β1, . . . , βn, diciamo che
una funzione g(A) dello spazio delle connessioni per trasformazioni di gauge è cilindrica,
rispetto a questo insieme di loop, se e solo se dipende dalla connessione attraverso il
valore delle olonomie associato ai βi,

g(A) = G(HA(β1), . . . , HA(βn)), (1.99)

7Per loop indipendenti si intendono dei loop che hanno almeno un segmento non condiviso dagli altri
loop con un numero finito di intersezioni con gli altri loop.
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dove G è una funzione definita sulle n copie del gruppo di gauge.

Una misura cilindrica in questo caso è definita in maniera analoga alla precedente,
come una famiglia di misure {µβ1,...,βn} sul gruppo di gauge. Anche in questo caso si
avrà bisogno di condizioni di consistenza, ancora più implicate rispetto alle precedenti,
per le quali si rimanda a [21]. Inoltre, si hanno delle famiglie che definiscono le misure
in modo consistente, senza dover introdurre alcuna struttura di fondo. Questo comporta
che siano invarianti per diffeomorfismi, cosa che permette di analizzare problemi in teorie
invarianti per diffeomorfismi [2].

1.8.2 Le funzioni d’onda nella rappresentazione a loop

Come è stato introdotto all’inizio della sezione, le funzioni d’onda nella rappresentazione
a loop possono essere pensate come trasformazione di funzionali di connessione, pesati
dai loop di Wilson,

Ψ(γ1, · · ··, γn) =
∫
dAW ∗

A(γ1) · · ·W ∗
A(γn)Ψ[A]. (1.100)

Una proprietà immediata, che segue dal fatto che i loop di Wilson appaiono nella
trasformazione come prodotto, è che le funzioni d’onda sono simmetriche sotto scambio
di argomento,

Ψ(γ1, · · ·, γi, · · ·, γj, · · ·, γn) = Ψ(γ1, · · ·, γj, · · ·, γi, ··, γn). (1.101)

Infatti, le funzioni d’onda nella rappresentazione a loop ereditano una serie di pro-
prietà dei loop di Wilson. Anzitutto, esse sono funzioni con dominio nel gruppo dei loop
Lo. Inoltre, essendo i loop di Wilson tracce di olonomie, essi sono in realtà funzioni di
classi di coniugazione del gruppo dei loop. Per esempio, per una funzione a un loop,

Ψ(γ) = Ψ(η ◦ γ ◦ η−1) ∀η. (1.102)

Invece, per funzioni dipendenti da più loop vale una espressione simile, per ogni entrata,
tale che

Ψ(γ ◦ η) = Ψ(η ◦ γ). (1.103)

Precedentemente, le funzioni d’onda di loop erano considerati solamente come funzio-
nali di curve parametrizzate con restrizioni addizionali. Questo approccio, poi, assicura
che l’applicazione di operatori differenziali, definiti nelle precedenti sezioni, preservi la
consistenza e le condizioni imposte sullo spazio funzionale.

Un’altra importante proprietà da sottolineare è che le funzioni d’onda ereditano le
identità di Mandelstam sui loop di Wilson, discussi in 1.7.1. Infatti, grazie a queste
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riusciamo ad esprimere un prodotto di loop di Wilson in termini di espressioni che coin-
volgono al massimo N fattori, e, di conseguenza, ridurre la dipendenza di ogni funzione
d’onda al massimo a N loop (si intende in un gruppo generico di matrici N ×N).

Discutiamo le implicazioni di queste identità nel caso di gruppi speciali a due dimen-
sioni. In questo caso l’identità fondamentale sarà

Ψ(γ1, · · ·, γi, γj, · · ·γn) = Ψ(γ1, · · ·, γi ◦ γj, · · ·, γn)
+Ψ(γ1, · · · · γi ◦ γ−1

j , · · ·, γn).
(1.104)

Un’importante conseguenza di questa identità è che rende possibile esprimere ogni fun-
zionale di un numero arbitrario di loop in termini di un funzionale di un singolo loop.
Dunque, si può costruire una rappresentazione a loop considerando soltanto funzioni a
un singolo loop.

Consideriamo adesso una serie di uguaglianze che saranno generalizzabili anche nel
caso di più loop. Nel caso in cui γj = ı e γi = η, allora

Ψ(η, ı) = 2Ψ(η), (1.105)

che implica, sempre considerando (1.104) ma con γi = ı e γj = η che

Ψ(η) = Ψ(η−1) (1.106)

Applicando infine la (1.104) a

Ψ(γ ◦ η, β) = Ψ(η ◦ γ, β), (1.107)

allora si ottiene,

Ψ(γ ◦ η ◦ β) + Ψ(γ ◦ η ◦ β−1) = Ψ(η ◦ γ ◦ β) + Ψ(η ◦ γ ◦ β−1). (1.108)

Queste relazioni sono fondamentali dato che implicano relazioni non banali tra fun-
zioni d’onda, anche con singoli loop.
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Capitolo 2

Formulazione Hamiltoniana della
Relatività Generale e variabili di
Ashtekar

Dalla seconda metà del secolo scorso ci sono stati diversi tentativi nel dare una descrizione
quantistica dei fenomeni gravitazionali, sulla falsa riga delle teorie di gauge non abeliane.
Ciononostante, non ci sono ancora prove sperimentali immediate di effetti quantistici sul
campo gravitazionale. Infatti, ci si aspetta che questi effetti quantistici possano essere
osservabili a grandi energie. Il fatto che le teorie quantistiche dei campi in generale, poi,
riguardino processi ad alte energie potrebbe suggerire ugualmente che una comprensione
della gravità quantistica potrebbe essere necessaria a dare una quadro completo dei campi
quantizzati. D’altra parte, però, la formulazione classica della relatività generale presenta
delle singolarità in cui energia e campi diventano abbastanza intense da suggerire l’uso di
correzioni quanto-gravitazionali. Nonostante i numerosi tentativi di applicare le regole
della meccanica quantistica al campo gravitazionale, questi rimangono incompleti a tal
punto che sorgono molte difficoltà concettuali e tecniche.

L’uso delle tecniche della quantizzazione canonica del campo gravitazionale sono alla
base della formulazione a loop della gravità quantistica. Infatti, si ottengono considerevo-
li progressi rispetto alla prima, in quanto è essa stessa una via naturale non perturbativa
per la quantizzazione della teoria di Einstein, come si osserva dalla introduzione delle
nuove variabili. Dunque, la scelta della relatività generale come teoria gravitazionale
per essere quantizzata è basata dal fatto che è la più semplice e pura teoria geometri-
ca disponibile, e di conseguenza adatta ad essere un banco di prova delle tecniche di
quantizzazione [2].

L’approccio canonico alla relatività generale è stato ampiamente formulato con l’intro-
duzione della azione di Einstein-Hilbert, per poi arrivare ai sistemi hamiltoniani vincolati
di Dirac con non poche complicazioni. Il punto di vista cambia con l’introduzione di un
nuovo insieme di variabili che hanno permesso un significativo progresso nella teoria non
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perturbativa della gravità. Queste vengono introdotte in modo simile a quelle delle teorie
di Yang-Mills e, dunque, adatte alle tecniche di gauge, già trattate nel primo capitolo.

2.1 Formulazione hamiltoniana di un sistema con

vincoli

L’idea di sistemi hamiltoniani vincolati è una idea matematica fondante per i programmi
di quantizzazione classica del campo gravitazionale. Fu introdotta da Dirac negli anni
cinquanta del novecento ed è ormai ben consolidata.

In questo breve paragrafo verrà introdotta la trattazione fatta da Dirac in breve, per
riferimenti più approfonditi si rimanda a [12], [21].

Assumiamo di avere un sistema hamiltoniano descritto da un insieme di variabili
canoniche qi, pi, che seguono la relazione di Poisson qi, pi = δij. Assumiamo che ϕa(q, p),
con a = 1, . . . , n, è un insieme di vincoli tale che

ϕa(q, p) = 0. (2.1)

Nella terminologia di Dirac chiamiamo vincoli di prima classe l’insieme di quelli che
obbedisce alla relazione delle parentesi di Poisson

{ϕa, ϕb} = f c
abϕc (2.2)

per qualche funzione liscia f c
ab, e sono compatibili con l’evoluzione temporale,

{ϕa, H} = dbaϕb. (2.3)

Vincoli che non obbediscono a queste ultime relazioni sono detti vincoli di seconda
classe.

Possiamo, inoltre, aggiungere i vincoli di prima classe all’azione con i moltiplicatori
di Lagrange λa,

S =

∫
dτ(pq̇ −H − λaϕa). (2.4)

Di conseguenza l’evoluzione temporale di una funzione generica viene scritta come

Ȧ(q, p) = {A,H}+ λa{a, ϕa}. (2.5)

I parametri di Lagrange introducono una arbitrarietà nella evoluzione. Infatti, i vincoli di
prima classe generano trasformazioni di gauge. Sia A(q(τ), p(τ)), facendo una espansione

attorno a τ = 0 al primo ordine per due valori differenti λ
(1)
a e λ

(2)
a e facendo il differenziale

δA, otteniamo
δA = ϵa{A, ϕa}, (2.6)
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dove ϵa∆τ(λa(0)
(1) − λ

(2)
a (0)). I vincoli (2.1) definiscono una ipersuperficie di vincolo e

generano una trasformazione di gauge su questa ipersuperficie[13]. Infatti, per vincoli
di seconda classe, i parametri di lagrange possono essere determinati scegliendo A = ϕb

in (2.5) scegliendo ϕb = 0. Se consideriamo, poi, funzioni per cui vale {A, ϕa} = 0 sono
spesso detti osservabili, poiché non cambiano sotto trasformazioni di gauge.

Introdotti questi concetti e questa notazione, si può evidenziare come nella tratta-
zione verranno discussi unicamente i vincoli di prima classe. Non verranno menzionati
vincoli di seconda classe, dal momento che esiste una procedura (parentesi di Dirac) per
trasformare questi in vincoli di prima classe; inoltre, molte delle teorie che ci portano
alla formulazione a loop della gravità quantistica presentano unicamente vincoli di prima
classe. Infine, anche se esistono teorie di gauge che presentano certi vincoli di seconda
classe, la formulazione a loop, presentata nel precedente capitolo, non ha bisogno di avere
una ”correzione di gauge” essendo automaticamente invariante per gauge.

2.2 Ipersuperfici, curvatura e foliazioni

Definiamo in questa sezione dei concetti matematici che verranno usati nel capitolo
successivo per la costruzione di una formulazione hamiltoniana della relatività generale.

Definizione 2.1. Si definisce una ipersuperficie Σ dello spaziotempoM come l’immagine
di una varietà 3-dimensionale Σ̂ attraverso un’immersione Φ : Σ̂ → M , mappa differen-
ziabile, invertibile e con inversa iniettiva; la mappa deve essere, inoltre, un omeomorfismo,
per definizione di immersione, in modo che non si intersechi da sola.

Possiamo anche definire una ipersuperficie in modo locale. Dato un campo scalare
t :M → R, una ipersuperficie è definita localmente se per un insieme di punti, per cui

∀p ∈M, p ∈ Σ ⇐⇒ t(p) = 0

Supponiamo, adesso, che (t, x, y, z) sia un sistema di coordinate sulla varietà M e che Σ
sia sotto varietà diM con topologia di R3. Σ allora è definita localmente dalla condizione
che i punti abbiano coordinata t = 0 e si può trovare una forma esplicita per l’immersione
Φ considerando (x, y, z) come coordinate sulla varietà Σ̂

Φ : Σ̂ −→ M
(x, y, z) 7−→ (0, x, y, z).

Da qui, si osserva che Φ mappa curve di Σ̂ in curve in M , lo stesso vale per i vettori in
queste varietà. Allora, definisce una mappa tra gli spazi tangenti Tp(Σ̂) e Tp(M) detto
push-forward

Φ∗ : T∗(Σ̂) −→ T∗(M)
v = (vx, vy, vz) 7→ Φ∗v = (0, vx, vy, vz),
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dove v è un vettore rispetto alla base canonica dello spazio tangente delle coordinate
date.

Assumiamo, allora che in questo contesto Σ̂ coincida con Σ = Φ(Σ̂), tale che identifi-
chiamo i vettori v ∈ Σ̂ con il loro push-forward Φ∗v in M . In questi caso si può definire
una metrica indotta sulla superficie da M ; se g è il tensore metrico di M , allora posso
definire la metrica indotta su Σ come

h = Φ∗g o hij = gij ,

detta anche prima forma fondamentale.
Possiamo anche classificare le ipersuperfici immerse nello spaziotempo come: ipersu-

perfici di tipo spazio quando h è definita positiva; ipersuperfici di tipo tempo quando h è
non definita positiva (segnatura di Minkowski); ipersuperfici di tipo luce o nulle quando
h è non degenere.

2.2.1 Curvatura estrinseca

Oltre la curvatura intrinseca, definita attraverso il tensore di Riemann Rρ
µνσ [1], possiamo

definire una curvatura che riguarda le ipersuperfici e riguardante la flessione di Σ in
M . Questa riguarda il cambio di direzione della normale n mentre ci si sposta su Σ.
Precisamente, si definisce un mappa di Weingarten come l’endomorfismo di Tp(Σ) che
associa ogni vettore tangente a Σ la variazione della normale lungo quel vettore. Questa
variazione è data dalla connessione ∇, definita dalla mappa

χ : Tp(Σ) −→ Tp(Σ)
v 7−→ ∇v n.

è una applicazione ben definita, essendo che

n · χ(v) = n · ∇v n =
1

2
∇v(n · n) = 0,

tale che χ(v) ∈ Tp(Σ). Dunque, la mappa è definita per ipersuperfici di tipo spazio e
tempo.

Vediamo adesso la proprietà fondamentale della mappa, ossia quella di essere autoag-
giunta rispetto alla metrica h di M

∀(u, v) ∈ Tp(Σ)× Tp(Σ), u · χ(v) = X(u) · v .

Allora, per definizione

u · χ(v) = u · ∇vn

= ∇v(u · n)− n · ∇vu

= v · (∇uv − [u, v])

= v · ∇un+ n · [u, v] .
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Gli autovalori della mappa di Weingarten, che sono tutti reali essendo autoaggiunta,
sono dette curvtature principali sull’ipersuperficie Σ e i corrispondenti autovettori sono
detti direzioni principali di Σ. La curvatura media su una ipersuperficie Σ, inoltre, è
definita come la media aritmetica della curvatura principale:

H :=
1

3
(κ1 + κ2 + κ3) ,

dove κi sono i tre autovalori di χ. Si noti che la curvatura cos̀ı definita non è da confonder-
si con quella intrinseca definita dalla metrica, poiché quest’ultima è appunto una quantità
intrinseca e indipendente dall’immersione della ipersuperficie nella varietà M ; mentre, le
curvature principali e la curvatura media dipendono esplicitamente dall’immersione (per
questo sono qualificate come estrinseche).

Definiamo adesso la cosiddetta seconda forma fondamentale dell’ipersuperficie Σ con
la mappa bilineare

K : Tp(Σ)
⊗

Tp(Σ) −→ R

(u, v) 7−→ K(u, v) = −u · χ(v),

che è simmetrica grazie alle proprietà di autoaggiunzione di χ. E’ evidente come la
seconda forma fondamentale e mappa di Weingarten hanno dentro lo stesso significato
di curvatura su una ipersuperficie Σ [18].

Se, infine, vogliamo esplicitare il valore di χ nella definizione di seconda forma
fondamentale avremo

∀(u, v) ∈ Tp(Σ)× Tp(Σ), K(u, v) = −u · ∇vn .

Denoteremo, poi, la traccia della forma bilineare K rispetto alla metrica h, come l’op-
posto della traccia dell’endomorfismo χ:

K := hijKij = −3H .

2.2.2 Foliazioni

Avendo esaminato il concetto di ipersuperficie immersa in una varietà (M, g), si può
considerare un insieme di ipersuperfici continue che ricoprono l’intera varietà.

Definizione 2.2. Sia Σ una ipersuperficie in M varietà, definiamo superficie di Cauchy
una ipersuperficie Σ′ tale che ogni curva causale (curva per cui in ogni punto il vettore
tangente non è di tipo spazio), senza punto di fine, interseca con questa ipersuperficie
una volta sola. Viceversa, Σ′ è di Cauchy se e solo se il suo dominio è tutto M .

A questo proposito, non tutti gli spaziotempo ammettono superfici di Cauchy (ad
esempio, uno spaziotempo con curve di tipo tempo chiuse non le ammette).
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Figura 2.1: Varietà dello spaziotempo M con delle foglie di foliazione Σt

Definizione 2.3. Sia (M, g) uno spaziotempo che ammette superfici di Cauchy è detto
globalmente iperbolico. La topologia di uno spaziotempoM globalmente iperbolico deve
essere necessariamente Σ×R, tale che gli è topologicamente equivalente M ≃ Σ×R.

Adesso, procediamo alla definizione delle foliazioni.

Definizione 2.4. Sia (M, g) uno spaziotempo iperbolico, definiamo (Σt)t∈R foliazione
dello spaziotempo come la famiglia di superfici di livello, date da un campo scalare
regolare t̂ su M

∀t ∈ R, Σt :=
{
p ∈M | t̂(p) = t

}
.

Essendo t̂ regolare si può assumere che

Σt ∩ Σt′ = ∅ for t ̸= t′.

Ogni ipersuperficie Σt è detta foglia della foliazione e si assume sia di tipo spazio. Inoltre
si richiede che la foliazione ricopra lo spaziotempo

M =
⋃
t∈R

Σt .

Si noti, poi, che in figura 2.1 il vettore n è necessariamente collineare al vettore ∇t,
ossia il vettore duale della 1-forma dt. Definiamo la funzione di intervallo N tale che

n = −N∇t,
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per cui
N = |∇t · ∇t|−1/2 .

Si definisce, infine, il vettore normale di evoluzione

m = Nn,

che ha la proprietà di contrarsi con la 1-forma dt, ossia ⟨dt,m⟩ = mµ∇µt = 1. Ciò
significa che il vettore normale m è adattato al campo scalare t̂, contrario al vettore
normale n. Questo permette di ottenere ipersuperfici del tipo Σt+δt dalla ipersuperficie
vicina Σt, attraverso uno spostamento mδt su ogni punto di Σt. Avrò allora

t(p′) = t(p+ δtm) = t(p) + ⟨δt, δtm⟩
= t(p) + δt⟨δt, δtm⟩ = t(p) + δt.

Questa uguaglianza mostra che p′ ∈ Σt+δt, dunque, il vettore δtm trasporta l’ipersuper-
ficie Σt a quella vicina Σt+δt. Equivalentemente, si può dire che Σt è Lie dragged dal
vettore m. Una conseguenza immediata è che la derivata di Lie lungo m di qualsiasi
vettore tangente a Σt è ancora un vettore tangente a Σt:

∀v ∈ T (Σt), £mv ∈ T (Σt) ,

immediato se si guarda al significato geometrico della derivata di Lie [18].

2.3 Formulazione hamiltoniana della relatività gene-

rale

La teoria della relatività generale è una teoria della gravità, dove l’interazione gravi-
tazionale è data dalla deformazione dello spaziotempo. In questo contesto la variabile
fondamentale è data dal tensore metrico dello spaziotempo gµν . Anzitutto, un impor-
tante passo verso il formalismo Hamiltoniano è stato dato dalla cosiddetta azione di
Hilbert-Einstein,

S =

∫
d4x

√
−g(R− Λ) +

∫
d4x

√
−gLmateria , (2.7)

dove si è usata la costante cosmologica, aggiunta da Einstein per rendere il modello
cosmologico consistente con un universo statico. A partire da questa azione, variandola
rispetto alla metrica, si ottengono le equazioni del moto

δS

δgµν
= 0 : Rµν − 1

2
Rgµν =

δSmateria

δgµν
, (2.8)

da cui, infine, si ricostruisce l’equazione di campo di Einstein.
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2.3.1 La decomposizione 3+1 dello spaziotempo

Presentiamo di seguito il formalismo introdotto dai fisici Arnowitt, Deser and Misner
(ADM). Viene descritta, dunque, la teoria in forma canonica con una scelta di variabili
precise. Per formulare la teoria canonicamente avremo bisogno di dividere lo spaziotempo
in spazio e tempo per poter descrivere una Hamiltoniana ”tradizionale”, cosa che in prima
battuta potrebbe essere in contrasto con la covarianza dello spaziotempo. Si vedrà che,
in realtà, sarà il formalismo stesso a dirci che non importa con quale direzione temporale
si inizia, ossia la coviaranza è preservata consentendo la possibilità di considerare tutte
le possibili foliazioni tridimensionali di tipo spazio.

Iniziamo considerando lo spaziotempo (M, g) come globalmente iperbolico, che pos-
siede superfici tali che i coni di luce da questa superficie abbracciano tutto lo spazio
tempo del futuro della suddetta superficie. Dunque, dalle considerazioni fatte in 2.2.2,
si inizia eseguendo una foliazione dello spaziotempo in superfici di Cauchy Σt, dove t
è proprio la funzione del tempo globale. Il campo vettoriale corrispondente è denotato
da tµ, diretto verso il futuro e dunque normale alla superficie, tale che tµ∇µt = 1. La
metrica gµν induce una metrica tridimensionale su ogni Σt

hµν = gµν + nµnν , (2.9)

dove nµ denota l’unità normale a Σt, con n
µnµ = −1.

Dunque, è facile osservare che questa metrica agisce come proiettore su Σt tale che
preso un qualsiasi vettore normale alla superficie nν avrò sempre hµνn

ν = 0, per definizio-
ne stessa di matrice tridimensionale della ipersuperficie. Allora, essendoci un isomorfismo
tra i campi tensoriali su M , che sono ortogonali a nµ, e campi tensoriali su Σt (come
visto nella sezione precedente, per la metrica indotta).

Procediamo ora alla decomposizione del campo tµ, che soddisfa lo stessa relazione del
campo normale di evoluzione m (si veda 2.2.2). Questo implica che il Lie dragging della
superficie Σt lungo t

µ differisce di un certo vettore N ortogonale a n di componenti Nµ

(detto vettore di spostamento). Allora,

tµ = m+N = Nnµ +Nµ , (2.10)

che indica la decomposizione del campo in tangente e normale a Σt. Indichiamo, inoltre
la funzione di intervallo come N = −tµnµ da cui

N =
1

nµ∇µt
. (2.11)

Mostriamo, ora, l’interpretazione geometrica dei vettori di intervallo e spostamento,
illustrata in Fig. 2.2: Ẋµ ≡ tµ è un vettore che punta da un punto con coordinate
(spaziali) xa su t = cost. a un punto con le stesse coordinate su un’ipersuperficie vicina
t + dt = cost. . La distanza puramente temporale tra le ipersuperfici è data da N , ecco
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Figura 2.2: L’interpretazione geometrica dei vettori di intervallo e spostamento

perché è chiamata funzione di intervallo. Analogamente, Na è un vettore che punta
dal punto di coordinate xa su t = cost. al punto sulla stessa ipersuperficie, da cui la
normale raggiunge il punto di coordinate xa su t+ dt = cost., esso è chiamato vettore di
spostamento.

Possiamo decomporre, a questo punto, la metrica in questo modo 1 [13] :

rlds2 = gµνdx
µdxν = −N2dt2 + hab(dx

a +Nadt)(dxb +N bdt)

= (habN
aN b −N2)dt2 + 2habN

adxbdt+ habdx
adxb , (2.12)

che ci porta ad avere

gµν =

(
NaN

a −N2 Nb

Nc hab

)
, (2.13)

mentre, la sua inversa,

gµν =

(
− 1

N2
Nb

N2

Nc

N2 hab − NaNb

N2

)
. (2.14)

Si nota dalla matrice inversa che la parte spaziale di gµν non è identica con hab, ma
ha termini addizionali che coinvolgono il vettore di spostamento. Le componenti, poi,
del vettore normale possono essere trovate considerando la 1-forma nµdx

µ = −Ndt, che
porta a

nµ = gµνnν =

(
1

N
,−N

N

)
. (2.15)

Lo spaziotempo iperbolico può essere allora interpretato come l’evoluzione della me-
trica su una varietà fissata Σ, ossia l’evoluzione da hab(t0) a hab(t), che suggerisce l’uso
di questa metrica come appropriata variabile dinamica per il formalismo canonico. Lo
spaziotempo diventa essenzialmente una traiettoria di spazi.

1Le componenti coordinate di h, metrica indotta, sono indicate con hab.
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Figura 2.3: L’interpretazione geometrica della curvatura estrinseca.

Per introdurre la ”velocità” corrispondente alla metrica, si inizia riprendendo la
definizione della curvatura estrinseca 2

Kµν = h ρ
µ∇ρnν . (2.16)

Questo è un campo tensoriale puramente spaziale, essendo che Kµνn
µ = 0 = Kµνn

ν .
Guardando alla fig.2.3 si nota che la differenza tra nµ e ñµ è la misura per la curvatura
immersa di Σ in M a P . Quindi, si può usare (2.16) per descrivere questa curvatura
immersa, essendo che svanisce per nµ = ñµ.

Si può verificare e riscrivere

Kµν =
1

2
£nhµν , (2.17)

in termini della derivata di Lie lungo il campo vettoriale normale n. Possiamo, allora
interpretare il campo tensoriale come la ”velocità” associata a hab da

K ≡ K a
a = habKab ≡ θ , (2.18)

detta anche curvatura estrinseca, vista anche come espansione di una congruenza geode-
sica ortogonale a Σ (infatti per la cosmologia di Friedmann questo parametro è tre volte
la costante di Hubble). In termini dei vettori di intervallo e spostamento, la riscriviamo
come

Kab =
1

2N

(
ḣab −DaNb −DbNa

)
, (2.19)

dove ḣab = £thab e le due derivate covarianti sono entrambe equivalenti a −£Nhab.

2.3.2 Forma hamiltoniana della azione di Einstein-Hilbert

Adesso possiamo riformulare la nota azione di Einstein-Hilbert (2.7) in termini delle
variabili canoniche hab e Kab. Mostriamo, a tale proposito, la relazione tra la curvatura

2Si nota che in questo caso viene definita in forma indiciale usando il proiettore, che proietta sul piano
tangente tramite il tensore metrico indotto, ossia restringe la derivata covariante del campo normale al
piano tangente della varietà Σ.
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tridimensionale e tetradimensionale, dalla equazione di Gauss per dimensioni maggiori

Rρ
µνλ = h µ′

µ h ν′

ν h λ′

λ hρρ′R
ρ′

µ′ −KµλK
ρ

ν +KνλK
ρ

µ , (2.20)

e l’equazione di Codazzi generalizzata [18]

DµKνλ −DνKµλ = h µ′

µ h ν′

ν h λ′

λ Rµ′ν′λ′ρ n
ρ . (2.21)

La contrazione con gµλ dà

DµK
µ
ν −DνK = Rρλn

λhρν . (2.22)

Adesso, considerando le 3 + 1 dimensioni e l’equazione di Einstein per il vuoto Gµν = 0,
senza costante cosmologica, si trova per le sue componenti spazio-tempo

0 = hµρGµνn
ν = hµρRµνn

ν , (2.23)

che riscriviamo insieme alla (2.22)

DbK
b
a −DaK = 0 . (2.24)

Invece, per la componente tempo-tempo si ha

Gµνn
µnν = Rµνn

µnν +
R

2
= 0 . (2.25)

Allora, dalla (2.20), contraendo gli indici

R +Kµ
µKν

ν −KµνK
µν = hµµ

′
hν

ν′hµ
λ′
hνρ′R

ν
µ′ν′ . (2.26)

Allora, le componenti tempo-tempo saranno

R + 2Rµνn
µnν = 2Gµνn

µnν =⇒ K2 −KabK
ab + (3)R = 0 . (2.27)

Questa è la formulazione 3 + 1 dimensionale del noto theorema egregium [13]. Infatti,
a partire da questo si possono semplicemente specificare i dati iniziali (hab, Kcd) su Σ,
dove i due soddisfano i vincoli (2.24) e (2.27). Si può quindi dimostrare che esiste uno
spazio-tempo globalmente iperbolico che obbedisce alle equazioni di Einstein, il quale ha
una superficie di Cauchy sulla quale la metrica indotta e la curvatura estrinseca sono
esattamente hab e Kcd, rispettivamente.

Riscriviamo, adesso, l’azione di Einstein-Hilbert (2.7). Esprimiamo l’elemento di
volume e lo scalare di Ricci in termini di hab e Kcd. Troviamo, anzitutto, che

√
−g = N

√
h , (2.28)
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ricavabile facilmente dalla regola di Cramer e vedere le relazioni con i cofattori e le due
metriche.

Per ricavare la relazione con la curvatura scalare, assumiamo che Σ sia compatta
senza bordo. Usiamo la (2.27) per scrivere

R = 3R +K2 −KabK
ab − 2Rµνn

µnν . (2.29)

Usiamo la definizione del tensore di Riemann in termini delle derivate seconde [1]

Rρ
µρνn

µ = ∇ρ∇νn
ρ −∇ν∇ρn

ρ , (2.30)

dove il secondo termine nella parte destra può essere riscritto come

−2Rµνn
µnν = 2(∇ρn

ν)(∇νn
ρ)− 2∇ρ(n

ν∇νn
ρ)

= −2(∇νn
ν)(∇ρn

ρ) + 2∇ν(n
ν∇ρn

ρ) .

= 2KabK
ab − 2K2 .

(2.31)

Allora, avendo raggruppato tutti i termini di superficie ed avendo eliminato quelli che
non contribuiscono, riscriviamo l’azione

16πG SEH =

∫
M

dtd3x N
√
h(KabK

ab −K2 + 3R− 2Λ) . (2.32)

Questa rappresenta l’azione ADM, che ha una formulazione classica di energia cinetica
sottraendo il potenziale. Il successivo obiettivo è quello di scrivere i momenti coniugati
canonici a partire dalla forma della densità lagrangiana

SEH ≡
∫
M

dtd3xLg . (2.33)

Calcoliamo i momenti

πN ≡ ∂Lg

∂Ṅ
= 0 , πg

a ≡ ∂Lg

∂Ṅa
= 0 . (2.34)

Questi sono detti vincoli primari della formulazione canonica, dal momento che sono
nulli. Invece l’altro momento coniugato,

π̃ab ≡ ∂Lg

∂ḣab
=

1

16πG
(Kab −Khab) . (2.35)

Si noti, che le variabili π̃ab e hab hanno struttura simplettica di coppia coniugata tale che

{hab(x), pcd(y)} = δc(aδ
d
b)δ(x, y) . (2.36)

Possiamo calcolare, a questo punto, la densità hamiltoniana canonica facendo la trasfor-
mata di Legendre

Hg = π̃abḣab − Lg , (2.37)
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dove

ḣab =
32πGN√

h

(
π̃ab −

1

2
π̃hab

)
+DaNb +DbNa , (2.38)

dalla definizione (2.18) e dalla definizione di momento coniugato, ove π̃ = π̃abḣab. Allora,

Hg = NKabπ̃
ab −N

√
h(3R− 2Λ)

16πG
− 2Nb(Daπ̃

ab) . (2.39)

Da cui, integrando, la Hamiltoniana totale è

Hg ≡
∫

d3x Hg ≡
∫

d3x (NHg
⊥ +NaHg

a) , (2.40)

dove abbiamo definito le due hamiltoniane 3 come

Hg
⊥ = Kabπ̃

ab −
√
h

16πG
((3)R− 2Λ) = 0 , (2.41)

Hg
a = −2Dbπ̃

b
a = 0 . (2.42)

Questi sono chiamati vincoli secondari detti anche vincolo hamiltoniano e vincolo di dif-
feomorfismo, e presentano somiglianze, rispettivamente, con le equazioni (2.24) e (2.27).
Si noti, poi, che queste equazioni devono essere soddisfatti in ogni ipersuperficie.

Adesso, consideriamo la presenza di una sorgente Tµν . Verrà modificata la (2.23) in
modo da ottenere questi vincoli hamiltoniani

H⊥ = Kabπ̃
ab −

√
h

16πG
((3)R− 2Λ) +

√
h ρ = 0 (2.43)

Ha = −2Db p
b
a +

√
hJa = 0 , (2.44)

dove ρ = Tµνn
µnν e Ja = hµaTµνn

ν è il vettore di Poynting. Infatti, queste equazioni
hanno lo stesso carattere della legge di Gauss per l’elettromagnetismo, la quale ci dice
che non qualsiasi campo vettoriale funzionerebbe necessariamente come campo elettrico,
ma deve avere una divergenza nulla nel vuoto.

La presenza dei vincoli, cos̀ı derivati, significa che solo parte delle variabili costituisce
gradi di libertà fisici. Infatti, la metrica hab è caratterizzata da sei numeri per punti
dello spazio 6×∞3; il vincolo (2.42) genera trasformazioni delle coordinate sul 3-spazio,
caratterizzati da tre numeri per punti; il vincolo (2.41) corrisponde a una variabile per
punto dello spazio che descrive la posizione di Σ nello spaziotempo (essa cambia sotto
deformazioni normali). Allora, nel totale rimangono 2×∞3 gradi di libertà (come se la
3-geometria portasse informazioni sul tempo). Si conclude che il campo gravitazionale
sembra essere caratterizzato proprio da 2×∞3 gradi di libertà intrinseci [19].

3questa forma segue dalla preservazione dei vincoli primari {πN , Hg} = 0 = {πg
a, H

′}.
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2.4 Le nuove variabili di Ashtekar

Nella descrizione del formalismo canonico hamiltoniano della relatività generale il punto
chiave è nella scelta delle variabili canoniche, che nel paragrafo precedente erano proprio
hab e il suo momento π̃ab. In questo paragrafo si introduce una nuova formulazione
introdotta da Ashtekar [20]. Queste variabili sono molto usate nella formulazione a loop
della quantizzazione del campo gravitazionale, che verrà esposta nel capitolo successivo.
Queste nuove variabili sfruttano l’uso di connessioni, che stanno alla base delle teorie di
gauge abeliane e non abeliane.

Il punto primario è introdurre le cosiddette triadi, che avranno il ruolo dell’impulso
canonico. Esse sono assimilabili alle cosiddette tetradi (vierbeine), date dalle variabili
eai (x) (a = 1, 2, 3 e i = 1, 2, 3 sono indici interni numeranti dei vettori, essendo gli i indici
arbitrari), definiscono similmente una base ortonormale per ogni punto dello spazio. Si
ha la condizione di ortonormalità

habe
a
i e

b
j = δij , (2.45)

per cui
hab = δijeai e

b
j ≡ eai e

b
j . (2.46)

Questo introduce una simmetria SO(3) nel formalismo, essendo la metrica invariante
sotto rotazioni locali delle triadi. Associato con eai (x) c’è un sistema ortonormale nello
spazio cotangente dato da eia(x), base di uno-forme, allora

eiae
a
j = δij , eiae

b
i = δba . (2.47)

Il formalismo tridimensionale usando le triadi può essere ottenuto dal formalismo
corrispondente usando e0a = −na = Nt,a per le uno-forme (dove hab = δab + nanb è il
proiettore sulla superficie tridimensionale).

Definiamo la versione densificata

Ẽa
i (x) ≡

√
heai (x) , (2.48)

dove
√
h = |det(eia)|. Si noti, poi, che questo lascia una certa libertà nel dare diverse

orientazioni della triade.
Per trovare la quantità canonica coniugata, si consideri prima la curvatura estrinseca

nella forma
Ki

a(x) ≡ Kab(x)e
bi(x) , (2.49)

dove Kab(x) denota l’espressione della curvatura estrinseca definita nel paragrafo prece-
dente. Mostriamo che Ki

a e Ẽa
i sono variabili coniugate

Ki
aδẼ

ia =
Kab

2
√
h
δ
(
ẼiaẼib

)
=

Kab

2
√
h

(
hδhab + habδh

)
= −

√
h

2

(
Kab −Khab

)
δhab = −8πGp̃abδhab , (2.50)
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dove è stato usato δh = −hhabδhab. Le rotazioni SO(3), come quanto detto nell’intro-
duzione riguardo le triadi, è generata dai vincoli

Gi(x) ≡ ϵijkK
j
a(x)Ẽ

ka(x) = 0 , (2.51)

che ha la struttura di un generatore di rotazioni. Questi sono chiamati vincoli di Gauss,
e la loro presenza garantisce anche la simmetria di Kab

4.
Un campo vettoriale può essere decomposto in componenti rispetto alle triadi, come

va = vieai . (2.52)

Definiamo la derivata covariante rispetto a un generico campo vettoriale

Dav
i = ∂av

i + ωi
a jv

j , (2.53)

dove ωi
a j sono le componenti della connessione spaziale. Quest’ultima viene messa in

relazione con la connessione di Levi-Civita

ωi
a j = Γi

kje
k
a , (2.54)

dove Γi
kj sono i cosiddetti simboli di Christoffel, o connessione affine [1], rispetto alle

triadi. Questa ha componenti

Γi
kj = edke

f
j e

i
cΓ

c
dg − edke

f
j ∂de

i
f . (2.55)

Ora, inserendola nella definizione di derivata covariante

Dae
i
b = ∂ae

i
b − Γc

abe
i
c + ωi

aje
j
b , (2.56)

troviamo che
Dae

i
b = 0 , (2.57)

in analogia con Dahbc = 0. Il trasporto parallelo, invece, è definito da

dvi = −ω i
a jv

jdxa . (2.58)

Definendo
Γi
a = −1

2
ωajkϵ

ijk , (2.59)

questo trasporto parallelo corrisponde alla rotazione infinitesima di un vettore di un certo
angolo

δωi = Γi
adx

a , (2.60)

4Si osserva inserendo la definizione di curvatura estrinseca nel vincolo di gauss e moltiplicando con
ϵilm, per poi contrarre gli indici.
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quindi,
dvi = ϵijkv

jδωk (2.61)

Dalla (2.57) si trova (sapendo che per un sistema ortonormale si ha ωajk = −ωakj)

∂[ae
i
b] = −ω[aje

j
b] = −ϵijkΓ

j
[ae

k
b] . (2.62)

Ora consideriamo il trasporto parallelo su un percorso chiuso, che ci porta a definire il
tensore di curvatura, procedendo allo stesso modo di una connessione metrica,

dvi = −Ri
jabv

jdxadxb ≡ ϵijkv
jδωk , (2.63)

dove Ri
jab sono le componenti della curvatura. L’angolo δωk può essere scritto come

δωk = −Rk
abdx

adxb , (2.64)

con Rk
abϵ

i
ijk ≡ Ri

iab. Le componenti della curvatura Ri
ab obbediscono a

Ri
ab = 2∂[aΓ

i
b] + ϵijkΓ

j
aΓ

k
b (2.65)

e l’identità ciclica
Ri

abe
b
i = 0 . (2.66)

Otteniamo la curvatura scalare da

R[e] = −Ri
abϵ

jk
i e

a
je

b
k = −Rj

kabe
a
je

bk . (2.67)

Questo formalismo è stato usato da Ashtekar per unire le variabili Ẽa
i e Ki

a in una
connessione Ai

a. Questo è definito da

GAi
a(x) = Γi

a(x) + βKi
a(x) , (2.68)

dove β ∈ C è detto parametro di ”Barbero-Immirzi”. Si noti che il lato sinistro ha
le dimensioni dell’inverso di una lunghezza, ma la connessione Ai

a ha le dimensioni di
una massa su una lunghezza al quadrato. Il fatto importante è che Ai

a e Ẽa
i /8πβ sono

variabili canoniche coniugate

{Ai
a(x), Ẽ

b
j (y)} = 8πβδijδ

b
aδ(x, y) . (2.69)

Inoltre, si ha
{Ai

a(x), A
j
b(y)} = 0 . (2.70)

Nella seguente sezione si considera Ai
a come la nuova variabile di configurazione e Ẽb

j

sarà il corrispondente impulso canonico.

51



2.4.1 Discussione dei vincoli

Avendo descritto le relazioni necessarie possiamo riscrivere tutti i vincoli in termini delle
nuove variabili. Si inizia considerando i vincoli di Gauss, che sono presenti solamente
grazie all’uso delle triadi al posto della metrica. Usando la (2.68) si trova, dopo aver
sfruttato le identità dei simboli di Christoffel, a meno di β

Gi = ∂aẼ
a
i +GϵijkA

j
aẼ

ka ≡ DaẼ
a
i = 0 . (2.71)

Nel termine del vincolo di Gauss si è definita la derivata covariante Da associata con Ai
a,

tale che la sua curvatura associata è

F i
ab = 2G∂[aA

i
b] +G2ϵijkA

j
aA

k
b . (2.72)

Il vincolo di Gauss, inoltre, genera trasformazioni di

δẼa
j (x) =

∫
dy {Ẽa

j (x),Gi(y)}ξi(y) = −8πβGϵijkẼ
kaξi , (2.73)

e

δAi
a(x) =

∫
dy {Ai

a(x),Gi(y)}ξi(y) = −8πβDaξ
i . (2.74)

Può essere conveniente introdurre delle matrici di SU(2), che vedremo essere essenzial-
mente i suoi generatori

Ẽa = τ iẼa
i , Aa = τiA

i
a , (2.75)

dove τi = iσi

2
, con σi le matrici di Pauli, sono i generatori di SU(2). Dunque, sotto

trasformazione SU(2) g si ha

Ẽa → gẼag−1 , Aa → g(Aa + ∂a)g
−1 . (2.76)

Il passo successivo è riscrivere i vincoli già visti nel paragrafo precedente (2.41) e
(2.42) in termini delle nuove variabili. Introducendo delle forme riscalate dei vincoli
H̃⊥ = −8πGβ2Hg

⊥ e H̃a = −8πGβHg
a , la nuova forma sarà

H̃⊥ = −σ
2

ϵijkF
k
ab√

|detẼa
i |
Ẽa

i Ẽ
b
j +

β2σ − 1

β2

√
|detẼa

i |
Ẽa

[iẼ
b
j](GA

i
a − Γi

a)(GA
j
b − Γj

b) = 0 , (2.77)

e
H̃a = F i

abẼ
b
i = 0 . (2.78)

Quest’ultima equazione ha la forma della identità ciclica con Ri
ab (2.66), avendo cambiato

la definizione di curvatura.
Se guardiamo ai parametri introdotti possiamo distinguere due casi: lorenziano per

σ = −1 e σ = 1 per quello euclideo; inoltre, il primo vincolo si semplifica ulteriormente
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scegliendo β = ±i per il caso lorenziano e β = ±1 per quello euclideo. Infatti, una prima
scelta per β = i ci porta a vedere che il termine di potenziale svanisce, trovando tale
versione densificata di hamiltoniana

2

√
|detẼa

i |H̃⊥ = ϵijkF
k
abẼ

a
i Ẽ

b
j = 0 . (2.79)

Questo porta a una definizione di connessione complessa Ai
a, che rende necessaria l’im-

plementazione di condizioni affinché l’hamiltoniana sia reale, per recuperare la relatività
generale [21]. Si noti che le condizioni di realtà di cui si parla acquisiscono una diversa
connotazione a livello quantistico. Considerando di dover applicare la quantizzazione
classica, dopo aver trovato lo spazio fisico degli stati (quindi cercando un adatto pro-
dotto interno) si usano le condizioni di realtà per scegliere una tale operazione che le
implementi. Esse possono essere una vera guida, in questi passaggi, per trovare il cor-
retto prodotto interno nella teoria considerata. Basta, poi, richiedere che le quantità
della teoria classica diventano operatori autoaggiunti sotto il prodotto interno scelto.
Per evitare problemi che coinvolgerebbero condizioni ulteriori si lavorerà con variabili
reali. Dunque, scegliamo β = −1 per il caso lorenziano (non sembra avere un particolare
significato geometrico), tale che il vincolo hamiltoniano sarà

H̃⊥ =
ϵijkẼa

i Ẽ
b
j

2
√
h

(Fabk − 2Rabk) = 0 . (2.80)

Una forma alternativa, contraendo gli indici dopo aver sviluppato il simbolo di Levi-
Civita è

H̃⊥ =
1√
h
tr
(
(Fab − 2Rab)[Ẽ

a, Ẽb]
)
. (2.81)

Inoltre, si ha la relazione per i generatori di SO(3)

{Gi(x),Gj(y)} = ϵ k
ij Gk(x)δ(x, y) . (2.82)

Adesso, nel caso lorenziano (σ = −1 e β = i), possiamo presentare la struttura
dell’algebra dei vincoli, dati da (2.71) (2.78) (2.79). Questa è semplice da calcolare, e i
risultati vengono sintetizzati in queste semplice espressioni [2]

G(Ni) =

∫
d3xNi(DaẼ

a)i, (2.83)

H[Na] =

∫
d3xN bF i

abẼ
b
i − G(NaAi

a), (2.84)

H[N ] =

∫
d3x N(x)H⊥(x) =

∫
d3xNϵijkẼ

a
i Ẽ

b
jF

k
ab, (2.85)
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Allora l’algebra dei vincoli è data da

{G(Ni),G(Nj)} = G([Ni, Nj]), (2.86)

{H[Na], H[M b]} = H[£NM], (2.87)

{H[N ], H[M ]} = H[Ka]− G(Ai
aK

a), (2.88)

{H[Na],G(Ni)} = G(£NNi), (2.89)

{H[Na],H[M ]} = H[£NM ] , (2.90)

{G(Ni), H[N ])} = 0. (2.91)

Identifichiamo, nei vincoli appena descrittiKa = 2Ẽa
i Ẽ

b
i (N∂aM−M∂aN) e £ la derivata

di Lie. Dunque, qui si vede chiaramente che si parla di vincoli di prima classe. Inoltre,
bisogna notare che quest’algebra non è una algebra di Lie, dal momento che una delle
costanti di struttura (della equazione (2.88)) non è costante ma dipende dal campo Ẽa

i ,
dalla definizione di Ka.

In questo modo abbiamo ottenuto una consistenza dinamica del sistema vincolato,
ossia questi sono preservati nel tempo, che è valido quando le parentesi di Poisson tra
tutti i vincoli sono combinazioni dei vincoli stessi.

Consideriamo adesso di riscrivere il vincolo hamiltoniano in un modo comodo per
la trattazione del capitolo seguente. Anzitutto, prendiamo la parte ”euclidea”, avendo
posto β = σ = 1, per l’espressione del vincolo hamiltoniano

HE =
tr(Fab[Ẽ

a, Ẽb])√
h

. (2.92)

Riprendendo la (2.75) si trova

[Ẽa, Ẽb]i = −
√
hϵabceic , (2.93)

dove si è usata la forma del determinante

(detedi )ϵ
abc = eai e

b
je

c
kϵ

ijk . (2.94)

Inoltre, dalla espressione del volume

V =

∫
Σ

d3x
√
h =

∫
Σ

d3x

√
|detẼa

i | , (2.95)

si ha 2δV/δẼc
i (x) = eic(x), e quindi

[Ẽa, Ẽb]i√
h

= −2ϵabc
δV

δẼc
i

= −2
ϵabc

8πβ
{Ai

c, V } . (2.96)
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Questo ci porta alla espressione

HE = − 1

4πβ
ϵabctr(Fab{Ac, V }) . (2.97)

Considerando, poi, anche l’espressione della traccia integrata della curvatura estrin-
seca,

T ≡
∫
Σ

d3x
√
hK =

∫
Σ

d3x Ki
aẼ

a
i , (2.98)

per cui,
{Ai

a(x), T} = 8πβKi
a(x) . (2.99)

Infatti, per HE ≡
∫
d3xHE si trova

{HE, V } = 8πβ2GT . (2.100)

Infine, consideriamo questa somma per un qualsiasi β,

H̃⊥ +
1− β2(σ + 1)

β2
HE =

β2σ − 1

2β2| det Ẽa
i |
(
F i
ab −Ri

ab

)
[Ẽa, Ẽb]i . (2.101)

Questa combinazione di termini è fatta in modo da eliminare il termine di curvatura.
Adesso, dalla (2.65) e (2.68)

Ri
ab = F i

ab + β2ϵijkK
j
aK

k
b + 2βD[bK

i
a] . (2.102)

Poi, usando la (2.93) e (2.99) si trova, dopo altre manipolazioni [22]

H̃⊥ = −1− β2(σ + 1)

β2
HE +

β2σ − 1

2(4πβ)3
ϵabctr ({Aa, T}{Ab, T}{Ac, V }) . (2.103)

Questa è l’espressione, il punto di partenza, necessaria per la discussione della hamilto-
niana quantistica nel prossimo capitolo. Questa forma di H̃⊥, essendo espressa attraverso
le parentesi di Poisson con operatori geometrici, sarà proprio quella che ci permetterà di
vincolare la teoria quantistica.
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Capitolo 3

La rappresentazione a loop della
Gravità Quantistica

Nel capitolo precedente si è formulata la teoria della relatività generale come teoria
hamiltoniana di connessioni. In questo capitolo si applicheranno queste tecniche per
costruire una rappresentazione a loop della quantizzazione del campo gravitazionale,
sfruttando il programma di quantizzazione di Dirac.

Bisogna richiamare alla memoria che si stanno considerando connessioni complesse
in SU(2), in quanto gruppo di gauge esteso al gruppo dei loop visto in 1.6. Inoltre, si è
osservato in 1.8 che la rappresentazione a loop è stata introdotta tramite una trasformata
di loop. Questi strumenti verranno usati per descrivere e ricavare i vincoli di Gauss ed
hamiltoniani, insieme a quello di diffeomorfismo, in termini dei loop. Nonostante, for-
malmente, questo possa essere eseguito tramite una trascrizione dei termini secondo una
adatta algebra di operatori, detta T algebra, qui verrà descritto solo la rappresentazione
tramite la trasformata di loop già introdotta precedentemente.

Lo spazio degli stati di una teoria SU(2) in termini della rappresentazione a loop è
formata da funzioni d’onda con supporto nel gruppo dei loop

Ψ(γ) t.c. Ψ(γ) = Ψ(γ−1) , (3.1)

che soddisfa tutte quelle identità di Mandelstam già discusse nel primo capitolo. Il
vantaggio di avere queste identità, come già detto, sta nel fatto di poter scrivere la
funzione d’onda dipendente da più loop in termini di un singolo loop, restringendo lo
studio solamente a queste funzioni d’onda.

La prima parte, dunque, tratterà della applicazione delle idee della rappresentazione
a loop alla quantizzazione della relatività generale basata sulla formulazione delle nuove
variabili di Ashtekar, per poi introdurre le espressioni esplicite per le equazioni di vin-
colo. La seconda, invece, riguarda una parte più tecnica, ossia la regolarizzazione della
hamiltoniana in termini dei loop, e la discussione di questioni generali riguardanti lo
spazio degli stati della teoria.
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3.1 Vincoli per la trasformata di loop

In questo capitolo si cercherà di ottenere la versione quantistica dei vincoli visti nel
capitolo precedente tramite la trasformata di loop. Una grande differenza è l’uso di una
connessione complessa nel caso generale, da cui, come si è detto, si dovrà recuperare la
complessa coniugata dalle condizioni di realtà.

Programma di quantizzazione di Dirac

Bisogna, anzitutto, illustrare il programma di quantizzazione di Dirac, che ha una formu-
lazione ben più generale, oltre la formulazione hamiltoniana della relatività generale. Il
fatto che i vincoli includono tutta la dinamica è al cuore della teoria. Questo è sfruttato
molto dall’approccio di quantizzazione proposto da Dirac, che è basato sulla definizione
di stati dinamici fisici come quelli annichilati dai vincoli. Si può dividere la procedure in
tre passi:

1. Trovare una rappresentazione delle variabili dello spazio delle fasi della teoria come
operatori in uno spazio di Hilbert ausiliario ”cinematico” Hkin, che soddisfa le
relazioni di commutazione standard

{., .} → 1

iℏ
[., .] ;

2. Promuovere i vincoli a operatori Ĥµ in Hkin;

3. Caratterizzare lo spazio delle soluzioni dei vincoli Hphys,

Ĥµψ = 0 ∀ψ ∈ Hphys

Questi, poi, dovrebbero essere completati con una conoscenza esplicita del prodotto
scalare in Hkin, e una interpretazione fisica degli osservabili quantistici [21].

Nel capitolo seguente, ci si soffermerà sulla prima parte, senza entrare in dettaglio sul-
la interpretazione fisica di osservabili, per non rendere eccessivamente lunga e complessa
la trattazione.

Calcolo dei vincoli

Al fine di procedere con i calcoli sui vincoli assumiamo che A sia reale, operazione non in-
giustificata dato che le manipolazioni in termini di questa connessione porta a espressioni
operatoriali nella rappresentazione di loop che hanno le stesse relazioni di commutazione
come la loro controparte nella rappresentazione di connessioni. In questo modo, la tra-
sformazione di loop è un metodo euristico per trovare l’appropriata controparte di loop
agli operatori nella rappresentazione di connessione. Nonostante i seguenti calcoli siano
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alquanto euristici, bisogna evidenziare che si ottengono le stesse espressioni per i vincoli
rispetto a quelle ottenute in termini della cosiddetta T algebra.

Iniziamo col considerare la parentesi di Poisson (2.69), vista nel capitolo preceden-
te, tra la tetrade densificata Ẽb

j e la connessione SU(2) Ai
a(x). Queste variabili sono

formalmente trasformate in operatori, che obbediscono alla relazione di commutazione 1[
Âi

a(x),
ˆ̃Eb
j (y)

]
= 8πβiℏδijδbaδ(x, y) . (3.2)

La relazione può essere implementata tramite i due singoli operatori

Âi
a(x)Ψ[A] = Ai

a(x)Ψ[A] , (3.3)

ˆ̃Eb
j (y)Ψ[A] = 8πβ

ℏ
i

δ

δAj
b(y)

Ψ[A] , (3.4)

dove A negli argomenti dei funzionali d’onda è una abbreviazione per Ai
a(x).

A questo punto possiamo riscrivere il vincolo di Gauss, visto nella (2.71)

ĜiΨ = 0 −→ Da
δΨ

δAi
a

= 0 . (3.5)

Essa esprime l’invarianza del funzionale d’onda rispetto alle trasformazioni di gauge della
correzione. Invece, il vincolo di diffeomorfismo (2.78)

ˆ̃HaΨ = 0 −→ F i
ab

δΨ

δAi
b

= 0 . (3.6)

Similmente al caso classico, esprime l’invarianza del funzionale d’onda sotto combinazione
di diffeomorfismi infinitesimi e trasformazioni di gauge.

Adesso, da quanto visto nel paragrafo 1.8, definiamo

ÔΨ(γ) ≡
∫
dAWγ[A]ÔΨ[A] =

∫
dAÔ†Wγ[A]Ψ[A] . (3.7)

Allora si procede al calcolo per trasformare un operatore: bisogna calcolare l’azione di
questo operatore su un loop di Wilson per ottenere un risultato puramente in termini
di loop. Ricordiamo che, considerando l’azione sul loop di Wilson, si deve scegliere, per
l’operatore che si vuole trasformare, il fattore di ordinamento opposto a quello scelto per
la sua azione sulle funzioni d’onda Ψ[A].

Iniziamo con la (3.6), la cui azione è data da

F i
ab(x)

δ

δAi
a(x)

Wγ[A] = F i
ab(x)

∮
γ

dyaδ(y − x)Tr(H(γy)τ iH(γy))

=

∮
γ

dyaδ(y − x)Tr(H(γx)FabH(γx)) . (3.8)

1Questo risulta formalmente essere il primo passo della quantizzazione di Dirac.
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Richiamando, poi, l’azione di una derivata di loop su un loop di Wilson, riprendendo
la nozione di derivata di contatto e il legame con la derivata funzionale,

F i
ab(x)

δ

δAi
a(x)

Wγ[A] =

∮
γ

dyaδ(y − x)∆ab(γ
y)Wγ[A] , (3.9)

allora, riscriviamo il vincolo di diffeomorfismo nella rappresentazione di loop, usando la
notazione usata nel primo capitolo (sezione 1.5),

Ĉ(N⃗) =

∫
d3xN b(x)

∮
γ

dyaδ(x− y)∆ab(γ
y) , (3.10)

dove N⃗ è il vettore dato dalle componenti Na. Questa è l’espressione esatta introdotta
nel paragrafo prima menzionato, come il generatore di diffeomorfismi su funzioni del
gruppo dei loop, tale che soddisfaceva l’algebra dei diffeomorfismi (ricalca quanto visto
nell’espressione (2.87))

[Ĉ(N⃗), Ĉ(M⃗)] = Ĉ(£N⃗M⃗). (3.11)

Si osserva qui un fatto assai notevole, ossia che un formalismo cos̀ı euristico porta ai
risultati aspettati, ossia l’espressione geometrica desiderata in termini di loop. A partire
da questo risultato si procede a calcolare il vincolo hamiltoniano.

I calcoli per il vincolo hamiltoniano (2.79) hanno la stessa natura, la unica grande
differenza sta nell’avere una seconda derivata funzionale, che ha bisogno di una ulteriore
regolarizzazione. In questo paragrafo si esegue solamente il calcolo formale, mentre la sua
regolarizzazione viene trattata, per quanto possibile, nel seguente paragrafo. Eseguiamo
il calcolo per il vincolo che si presenta inizialmente in questo modo 2 3,

ˆ̃H⊥(x)Wγ[A] = ϵijkF i
ab(x)

δ

δAj
a

δ

δAk
b

Wγ[A]

= F k
ab(x)ϵijk

∮
γ

dyb
∮
γy
o

dzaδ(x− y)δ(x− z)Tr(τ iH(γyz )τ
jH(γzy o))

+ F k
ab(x)ϵijk

∮
γ

dyb
∮
γo′
y

dzaδ(x− y)δ(x− z)Tr(τ jH(γzy)τ
iH(γyz o)) . (3.12)

Svolgiamo i calcoli usando l’espressione

iϵlmnTr(τmAτnB) = Tr(τ lA)Tr(B)− Tr(A)Tr(τ lB), (3.13)

2In questo caso sono stati esplicitati i termini di inizio e fine dei cammini di integrazione γy
o e γo′

y ,
poiché a priori formalmente diversi.

3γy
z o e γz

y o sono loop che includono l’origine, ossia che vanno dal punto z a y (o viceversa) nel loop
stesso.
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dove A,B ∈ SU(2) sono matrici. Si noti che vale anche,

Tr(H(γzy o)) = Tr(H(γyz o)), (3.14)

Tr(τ kH(γyz )) = −Tr(τ k H(γzy)), (3.15)

avremo l’azione della hamiltoniana sul loop di Wilson, inglobando anche F i
ab nelle olo-

nomie [2],

ˆ̃H⊥(x)Wγ[A] =

∮
γ

dyb
∮
γ

dzaδ(x− y)δ(x− z)

× Tr(Fab(x)H(γyz o))Tr(H(γzy))− Tr(Hy
z o)Tr(Fab(x)H(γzy)). (3.16)

Adesso, riscriviamo i prodotti delle olonomie in una singola, usando le identità di
Mandelstam generalizzate, quando gli elementi dell’algebra sono coinvolti. L’identità
che serve è data da

Tr(τ iA) Tr(B) = Tr(τ i(AB + AB−1)) = Tr(τ i(BA+B−1A)), (3.17)

usando sempre delle matrici di SU(2), come in precedenza. Allora, otteniamo

ˆ̃H⊥(x)Wγ[A] =

∮
γ

dy[b
∮
γ

dza]δ(x− y)δ(x− z)

× Tr(Fab(x)[H(γzy)H(γzy o) +H(γzy o)H(γzy)]), (3.18)

usando, poi, la derivata di loop

ˆ̃H⊥(x)Wγ[A] =

∮
γ

dy[b
∮
γ

dza]δ(x− y)δ(x− z)

×∆ab(γ
x)Tr([H(γzy ◦ γzy o) + H(γzy o ◦ γzy)]), (3.19)

da cui otteniamo4, infine l’espressione per il vincolo hamiltoniano nella rappresentazione
a loop,

ˆ̃H⊥(N)Ψ(γ) =

∫
d3xN(x)

∮
γ

dy[b
∮
γ

dza]δ(x− y)δ(x− z)

×∆ab(γ
x)[Ψ(γzy ◦ γzy o) + Ψ(γzy o ◦ γzy)]. (3.20)

Si evidenzia, inoltre, che la notazione usata nella precedente espressione significa
precisamente5

∆ab(γ
x)Ψ(γzy ◦ γzy o) ≡ ∆ab(β

x)Ψ(β)|β=γz
y◦γz

y o
, (3.21)

4Si ricordi che possiamo sempre usare l’identità Ψ(γ) = H(γ)Ψ(ι).
5Bisogna intendere γz

y ◦ γz
y come un loop che va da y a z includendo l’origine e chiude ritornando da

y a z senza la parte che include l’origine.
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che indica lo stesso per l’azione della derivata di loop sulla olonomia.
Possiamo, infine, riscrivere e semplificare ulteriormente l’espressione del vincolo ha-

miltoniano. Tornando alla (3.18), notiamo l’uguaglianza dei termini, grazie alle identità
sulle tracce introdotte precedentemente:

ˆ̃H⊥(N)Ψ(γ) = 2

∫
d3xN(x)

∮
γ

dy[b
∮
γ

dza]δ(x− y)δ(x− z)

×∆ab(γ
x)Ψ(γzy ◦ γzy o). (3.22)

In questo modo, con una cos̀ı compatta espressione, si recuperano nel linguaggio dei loop
le informazioni delle equazioni di Einstein.

3.2 Regolarizzazione e stati fisici

In questa ultima sezione concludiamo con la discussione di come sarà possibile una co-
struzione delle soluzioni di questi vincoli. Inizieremo a discutere su come trattare esatta-
mente questi vincoli, senza calcolare direttamente le loro soluzioni, che allungherebbero e
complicherebbero la trattazione, quanto più il soddisfacimento dei vincoli trattati (punto
di partenza fondamentale per garantire che si abbia un candidato per rappresentare uno
stato fisico del sistema). Questo significa che la funzione d’onda rispetterà tutte le condi-
zioni necessarie imposte dalla teoria della relatività generale quantistica, ossia garantisce
che lo stato rappresentato dalla funzione d’onda sia fisicamente valido e consistente con
i postulati delle due teorie.

3.2.1 Vincolo di diffeomorfismo

Iniziamo a trattare la regolarizzazione per il vincolo di diffeomorfismo. Abbiamo visto in
dettaglio nella sezione 1.5 come un vincolo diffeomorfo agisce su funzioni di loop defor-
mando infinitesimamente l’argomento di loop lungo il vettore N⃗ . Questa deformazione
è essenzialmente la stessa che un loop subirebbe se esistesse in una varietà spaziale su
cui viene eseguito un diffeomorfismo lungo un vettore N⃗ . Per cui, la funzione d’onda
Ψ(γ) nella rappresentazione a loop deve essere annullata dal vincolo di diffeomorfismo,
dovrebbe essere invariante sotto deformazioni dell’argomento del loop. Chiaramente,
considerando questo tipo di funzioni, soddisfano immediatamente il vincolo di diffeo-
morfismo. Questa classe di funzioni è detta invariante dei nodi (knot invariant), che
coinvolge una teoria matematica ben più complessa, di cui in questo contesto si accen-
nerà soltanto al nome. Si noti, però, che una connessione tra teoria dei nodi e gravità
quantistica fu notata per la prima volta da Rovelli e Smolin.

Tornando alla invarianza per diffeomorfismi, questa implica che si sta lavorando con
funzionali della ”geometria” piuttosto che con funzionali di una metrica, come nella
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gravità quantistica con le variabili tradizionali. Questo significa che i funzionali rilevan-
ti sono quelli che dipendono dalle proprietà invarianti sotto diffeomorfismi dello spazio
piuttosto che da una specifica configurazione metrica. Inoltre, la situazione è anche
qualitativamente diversa rispetto a quella nella rappresentazione delle connessioni già
discussa, ossia dove si dovevano considerare funzioni di connessioni invarianti per diffeo-
morfismi. Invece, è evidente che per funzioni di loop si possono costruire in più modi
funzioni invarianti per diffeomorfismi, ossia funzioni che dipendono dal numero di inter-
sezioni di un loop; oppure, il numero di angoli o ”kink”, nodi, nel loop. Questi sono
esempi di funzioni che sono invarianti per diffeomorfismi, di cui andremo a vedere in det-
taglio il modo in cui trattarle. Dunque, vediamo come il cambio di prospettiva dato dalla
rappresentazione a loop è molto importante nel trovare gli stati fisici che sono annullati
dai vincoli. Anche se, troveremo molte soluzioni dei vincoli nella rappresentazione a loop,
di cui il corrispettivo in termini di connessioni non è noto o ci si aspetta sia piuttosto
complicato o mal definito.

3.2.2 Vincolo hamiltoniano

Trattato il vincolo di diffeomorfismi, che impone che le funzioni d’onda siano invarianti
sotto trasformazioni diffeomorfe, trattiamo la regolarizzazione del vincolo hamiltonia-
no che dovrà essere compatibile con l’invarianza per diffeomorfismi. Discuteremo della
azione del vincolo hamiltoniano su una generica funzione di loop, che non assumeremo
essere invariante sotto deformazioni di loop, ossia in generale Ψ(γ) non sarà annulla-
ta dal vincolo di diffeomorfismi. Dato che il vincolo hamiltoniano è un operatore non
invariante per diffeomorfismi, questa è la cosa più naturale da considerare. Vedremo,
infatti, che in generale l’azione della hamiltoniana su una funzione che soddisfa il vincolo
di diffeomorfismi produce come risultato una funzione di loop che non è invariante per
diffeomorfismi.

Il motivo per cui adesso vogliamo considerare l’azione della hamiltoniana su tutte
le funzioni di loop è relativo al fatto che la derivata di loop non è ben definita per
funzioni invarianti per diffeomorfismi. La nozione di derivata di loop, infatti, coinvolge
in generale un cambio di topologia nel loop, ossia i due loop possono appartenere a due
distinti classi diverse di ”nodi”. Infatti, due loop sono considerati equivalenti se possono
essere trasformati uno nell’altro attraverso una serie di deformazioni continue, senza
tagliare o incrociare se stessi. Queste deformazioni sono chiamate omotopie di loop.
Ogni classe di equivalenza rappresenta un tipo di nodo distintivo. Dunque, l’aggiunta
del loop infinitesimale quindi non equivarrebbe ad una piccola variazione nella funzione
del loop, ed il limite coinvolto nella derivata non è ben definito. Quello che si vuole
fare, allora, è considerare le funzioni invarianti rispetto a diffeomorfismi come limiti
opportuni di funzioni non invarianti che sono loop differenziabili. Anche l’azione del
vincolo hamiltoniano su una funzione invariante di diffeomorfismo sarà definita in un
processo limitante.
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Figura 3.1: Il loop usato nelle identità di Mandelstam che non è soddisfatto dagli stati
fisici ”naive”.

Per uno studio approfondito dobbiamo anzitutto considerare che l’azione del vincolo
hamiltoniano è differente se consideriamo un loop con o sena intersezioni, per cui dovremo
studiare separatamente l’azione del vincolo su una generica funzione di loop per loop
regolari, loop con un nodo o loop con intersezioni. In generale, l’azione dell’Hamiltoniana
comporta una scissione e un ricalcolo dell’argomento della funzione d’onda. Nel caso di
loop o nodi non intersecanti, il contributo restituisce lo stesso anello originale poiché
γzy → γ e γzy o → ι nel limite. Chiaramente il ricalcolo dell’argomento non è banale
solo per le intersezioni. A livello formale di questa discussione, l’hamiltoniano ha un
contributo non nullo nelle intersezioni e nei nodi, ma non nei punti in cui i loop sono
regolari.

Il fatto che il vincolo hamiltoniano formalmente si annulla nei punti dove i loop sono
regolari e non intersecanti ha portato alla costruzione di un importante insieme di ”stati
fisici”, considerando le funzioni d’onda Ψ(γ) con supporto solo su loop non intersecanti
e regolari,

Ψ(γ) =

{
Ψ0(γ) se γ é regolare e non intersecante,
0 altrimenti,

dove Ψ0(γ) è un invariante di nodi qualsiasi. Formalmente, però, l’hamiltoniana si an-
nulla su questi stati, dato che non dà contributo se il loop γ è o regolare o intersecante
per quanto già detto. In questo modo, questo stato ha la forma di una funzione a gradi-
no nello spazio dei loop. Tuttavia, bisogna evidenziare che una definizione cos̀ı ”naive”
degli stati fisici porta a dei problemi legati alle proprietà che essi devono soddisfare, tra
cui le identità di Mandelstam. Queste implicano relazioni tra i valori che una funzione
d’onda assume quando valutata su loop con e senza intersezione. E’ facile verificare
che le funzioni d’onda sopra proposte non soddisfano le opportune relazioni. Infatti, se
consideriamo un loop non intersecante γ ottenuto dalla composizione di altri tre loop
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γ1, γ2, γ3, come mostrato in figura 3.1, e applicando le identità di Mandelstam,

Ψ(γ1 ◦ γ2 ◦ γ3) + Ψ(γ1 ◦ γ2 ◦ γ−1
3 ) = Ψ(γ2 ◦ γ1 ◦ γ3) + Ψ(γ2 ◦ γ1 ◦ γ−1

3 ) , (3.23)

si vede immediatamente che secondo quanto evidenziato precedentemente il primo ter-
mine è l’unico che non coinvolge intersezione tra i vari componenti, quindi l’unico non
nullo. Quindi, quello che concludiamo è una vera e propria contraddizione: Ψ0(γ) = 0.

Una soluzione può essere considerando di costruire insiemi di stati composti da quelli
non intersecanti assegnando valori appropriati ai loop con intersezioni tramite l’identità
di Mandelstam. Invece, lavori successivi hanno suggerito l’introduzione del concetto di
”spin network” che dà un significato concreto a tale costruzione degli stati fisici dei loop.

Calcoli regolarizzati sul vincolo hamiltoniano

Abbandonando queste discussioni che richiedono sviluppi successivi legati a considera-
zioni ben più complesse, viriamo verso la discussione dell’azione regolarizzata del vincolo
hamiltoniano.

Consideriamo il vincolo (3.22) ottenuto nell’ultima sezione, dove procediamo con il
dividere i punti, valutando una delle delta di Dirac in questo modo:

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) =

∫
d3xN(x)

∮
γ

dy[b
∮
γ

dza]δ(x− y)fϵ(y − z)

×∆ab(γ
y
o )Ψ(γzy ◦ γzy o), (3.24)

dove fϵ(y − z) è una funzione simmetrica della famiglia delle gaussiane,

fϵ(x− y) = (πϵ)−3/2 exp

(
−|x− y|2

ϵ

)
. (3.25)

Si noti che si possono sempre considerare altre famiglie di funzioni di regolarizzazione,
come quella di Heaviside fϵ(y − z) = Θϵ(x, y)/ϵ

3 od altre. La metrica di fondo entra in
ogni caso dato che si deve calcolare la distanza tra x ed y. Inoltre, è chiaro che vi sono
diverse possibilità per regolarizzare il vincolo e cambiano a seconda di quale scelta viene
eseguita, ma tutte dovranno coincidere nel limite.

Ciò che si è considerato è detto in generale ”point splitting”, che, rappresentato dalla
funzione di regolarizzazione, implica che il percorso nell’espressione regolarizzata non
chiude il loop. Questa regolarizzazione permette di trattare i contributi locali in modo
finito, evitando divergenze, che si sarebbero avute quando i campi sono valutati nello
stesso punto. Questo, è chiaramente equivalente a un operazione non gauge invariante,
che si manifesta nel linguaggio dei loop come la presenza di un percorso aperto. Tuttavia,
quando le funzioni di regolarizzazione sono rimosse le estremità dei percorsi coincideran-
no e si recupera la gauge invarianza. Quindi, si può semplicemente scegliere di lavorare
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in una struttura regolarizzata con loop aperti e poi recuperare la gauge invarianza come
limite dopo la regolarizzazione. Un’altra procedura è chiudere i loop aggiungendo percor-
si infinitesimali, tale che nel limite il loro contributo si annulla. Si noti, però, che queste
costruzioni nascondono implicite assunzioni sul comportamento delle funzioni d’onda di
loop, dato che non è vero per tutte le funzioni che i contributi di percorsi infinitesimi si
annullano nel limite.

Eseguiamo, adesso, i calcoli in modo esplicito introducendo una parametrizzazione
per i loop γa(s) con s ∈ [0, 1] e riscriviamo l’espressione dell’hamiltoniano,

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) =

∫ 1

0

ds

∫ 1

0

dtγ̇[b(s)γ̇a](t)N(γ(s))

× fϵ(γ(s)− γ(t))∆ab(γ
s
o)Ψ(γts ◦ γts o) , (3.26)

dove, γ̇a è il vettore tangente al loop in questa parametrizzazione. Dividiamo, adesso,
l’integrale in t, tale che

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) =

(∫ 1

0

ds

∫ 1

s

dt+

∫ 1

0

ds

∫ s

0

dt

)
γ̇[b(s)γ̇a](t)

×N(γ(s))fϵ(γ(s)− γ(t))∆ab(γ
s
o)Ψ(γts ◦ γts o). (3.27)

Questa espressione, come già anticipato, coinvolge loop aperti. Di conseguenza bisogna
chiuderli aggiungendo ad essi loop che vanno, da s a t in uno dei termini, e da t ad
s nell’altro. Dato che assumiamo che il punto d’azione sia regolare, non c’è ambiguità
nel processo in cui chiudiamo i percorsi, tale che otteniamo γts ◦ γts o → γ−1 quando
t > s e γts ◦ γts o → γ quando t < s. Quanto detto è immediato e semplice da verificare
graficamente, guardando i discorsi fatti nei primi capitoli. Adesso facciamo delle ulteriori
considerazioni per semplificare ancora di più l’espressione del vincolo.

Se consideriamo che nel limite ϵ→ 0, γ̇a(t) → γ̇a(s)+ γ̈a(s)(t− s) e γa(s)− γa(t) →
γ̇a(s)(s− t), i termini che coinvolgono i due vettori tangenti si cancellano. Introduciamo,
poi, una nuova variabile u = t− s per il primo integrale e u = s− t per il secondo, per
cui otterremo

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) = 2

∫ 1

0

∫ 1

0

dsdu uγ̇[b(s)γ̈a](s)N(γ(s))fϵ(u γ̇(s))∆ab(γ
s
o)Ψ(γ) (3.28)

e notando che con la funzione di regolarizzazione gaussiana

ϵ

2|γ̇|2
∂ufϵ(uγ̇(s)) = −ufϵ(uγ̇(s)), (3.29)

abbiamo questa espressione dell’hamiltoniano

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) = − 1

π3/2ϵ1/2

∫ 1

0

ds
γ̇(b(s)γ̈a|(s)

|γ̇(s)|2
N(γ(s))∆ab(γ

s
o)Ψ(γ). (3.30)
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Si osserva immediatamente che l’azione della hamiltoniana è divergente nel limite. Que-
sto è il caso per tutti i tipi di loop, tale che siamo forzati a definire un Hamiltoniano
rinormalizzato come l’operatore regolato che ha limite finito per ϵ→ 0, ossia

ˆ̃H = lim
ϵ→0

√
ϵ ˆ̃Hϵ . (3.31)

Se guardiamo l’azione del vincolo hamiltoniano su un punto differenziabile di un loop
è propriamente regolarizzato e rinormalizzato e soprattutto non si annulla. I termini ri-
sultanti dipendono da derivate di ordine superiore del loop e sono definiti come ”termini
di accelerazione”. Il risultato ottenuto (3.30), poi, è invariante per scelta di parametriz-
zazione dei loop ma dipende esplicitamente dalla metrica attraverso |γ̇(s)|2, che riflette
il fatto che la funzione di regolarizzazione non è invariante per diffeomorfismi.

Notiamo, inoltre, che l’espressione (3.30) può essere reinterpretata come l’azione su
uno stato di loop di un diffeomorfismo lungo il campo vettoriale γ̇(b(s)γ̈a|(s)/|γ̇(s)|2 [2].
Questo, chiaramente non è un diffeomorfismo standard lungo un campo vettoriale esterno
fissato, ma il campo vettoriale è definito dal loop stesso. Se il loop ha intersezioni, allora
il campo vettoriale non è ben definito; mentre, se il loop è regolare si può costruire un
campo vettoriale N⃗ sulla varietà, tale che sul loop prenda valori come γ̇(b(s)γ̈a|(s)/|γ̇(s)|2
e la funzione d’onda si annulli (se invariante per diffeomorfismi). Quindi, questa reinter-
pretazione si basa sull’idea che il vincolo hamiltoniano può agire come un generatore di
diffeomorfismo lungo il campo vettoriale definito dal loop (se il loop è regolare, il campo
vettoriale è ben definito e l’invarianza della funzione d’onda può essere verificata in modo
coerente utilizzando la derivata di Lie, come visto in sezione 1.5). I contributi dati dai
termini di accelerazione si annullano se, appunto, si considerano funzioni d’onda di loop
regolari che sono invarianti per diffeomorfismi, ed infine risolvere il vincolo hamiltoniano.
Si noti, poi, che in generale la presenza dei termini di accelerazione trovati potrebbero
includere termini che rappresentano discontinuità, indicando un’accelerazione infinita o
indefinita nel punto, per cui in generale in questo modo i loop di Wilson non soddisfano
il vincolo hamiltoniano. Nella rappresentazione a loop, dato che trattiamo stati inva-
rianti per diffeomorfismi, si possono far sparire i termini di accelerazione e considerare
gli stati knot invarianti come quelli che soddisfano il vincolo, senza intersezioni (senza
considerare quanto detto sulle identità di Mandelstam). Chiaramente, in questo contesto
è immediato verificare che quanto detto riguardo i loop regolari ci porti a verificare che i
loop di Wilson soddisfino effettivamente il vincolo hamiltoniano (ossia, quando applicati,
gli operatori di vincolo annichilano lo stato descritto dai loop di Wilson).

Consideriamo adesso l’azione dell’hamiltoniano in un punto dove il loop ha un ”kink”,
ossia una discontinuità del vettore tangente alla curva, ma con una sola linea che va fuori
e dentro il punto (senza intersezioni), come mostrato in figura 3.2. Adesso, nella espres-
sione dell’hamiltoniano c’è da considerare un contributo all’ordine inferiore rispetto al
caso precedente, derivante proprio dal fatto che nel punto del nodo (kink) s0 vi sono
due possibili valori per la tangente del loop, denotati con γ̇a+ e γ̇a−. In questo caso ci
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Figura 3.2: Il loop con un nodo, dove si sono indicati i vettori tangenti nella discontinuità
γ̇a±.

sarà bisogno, dato che la funzione d’onda è definita su tutto il loop, in punti discreti per
semplificare la gestione dell’integrale e delle derivate funzionali, garantendo che l’opera-
tore sia ben definito (per N(γ(s)) la presenza di discontinuità, come nodi e intersezioni,
serve la sua valutazione in punti specifici in modo da gestire queste irregolarità). Nel
calcolo formale, dunque, avremo un termine γ̇a+γ̇

a
−∆ab che non si annulla, contrariamente

a quanto visto per un loop regolare per le ragioni già citate. Allora, il calcolo formale ci
porta in questo caso, partendo dalla,

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) = 2
γ̇
[b
+γ̇

a]
−N(xi)

(πϵ)3/2

∫ 1

0

∫ 1

0

ds dt exp

(
−s

2 + t2 + 2st⃗̇γ+ · ⃗̇γ−
ϵ

)
∆ab(γ

xi
o )Ψ(γ),

(3.32)
dove xi è il punto in cui il nodo giace. Questa espressione, in presenza di più nodi nel
loop, sarebbe la stessa per ognuno di essi, per cui in aggiunta si introdurrebbe una somma
discreta su tutti i nodi presenti. Inoltre, in questa stessa espressione si è implicitamente
assunta una parametrizzazione tale che |γ̇a±|2 = 1. Si noti, però, che questa espressione è
ottenuta considerando che i vettori tangenti alla curva, formano un angolo discontinuo,
per cui sarà necessario includere il prodotto scalare di questi vettori tangenti nell’espres-
sione (3.25), il cui segno del doppio prodotto dipende dall’angolo formato da questi due
vettori. A questo punto possiamo calcolare esplicitamente l’integrale in tale modo,

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) = 2
γ̇
[b
+γ̇

a]
−√

1− (⃗̇γ+ · ⃗̇γ−)2
N(xi)

(πϵ)1/2

×

(
1

4
− arcsin(⃗̇γ+ · ⃗̇γ−)

2π

)
∆ab(γ

xi
o )Ψ(γ). (3.33)

Questo risultato è ottenuto dal calcolo esplicito dell’esponenziale gaussiano, avendo fatto
un cambio di variabile in coordinate polari, per cui otteniamo una dipendenza dall’arcose-
no. Anche in questa espressione, come il risultato della (3.30), deve essere rinormalizzato
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con un fattore
√
ϵ per ottenere un contributo finito. Inoltre, l’espressione è chiaramente

dipendente da una metrica di fonda, dato il prodotto scalare tra i vettori tangenti.
Possiamo anche riscrivere in modo semplice l’espressione in termini di una quantità

chiamato elemento d’area normalizzato,

σab
N (γ) =

γ̇
[b
+γ̇

a]
−√

1− (⃗̇γ+ · ⃗̇γ−)2
. (3.34)

Questo elemento d’area può essere ottenuto in generale in termini di un prodotto esterno
dei vettori tangenti del loop, per cui è detto normalizzato nel senso che il vettore dua-
le all’elemento d’area ha una norma costante, che non dipende dall’angolo formato dai
vettori tangenti (ossia, una volta che l’elemento d’area è normalizzato, deve rimanere
invariato sotto trasformazioni, che cambiano l’angolo dei vettori tangenti, preservando
cos̀ı le proprietà geometriche intrinseche del loop). Ecco perché possiamo dire che que-
sto elemento sia effettivamente indipendente dalla metrica di fondo. L’elemento d’area
normalizzato risulta essere indefinito quando i due vettori tangenti coincidono, anche se
il prodotto

σab
N (γ)

(
1

4
− arcsin(γ⃗+ · γ⃗−)

2π

)
(3.35)

risulta essere ben definito. Infatti, quest’ultima espressione si annulla quando il loop
è regolare (ossia i due vettori coincidono), grazie all’elemento arcoseno nell’espressione.
Questo è in accordo con quanto detto precedentemente, per cui il contributo dei vettori
tangenti si annulla in punti regolari (in assenza di nodi).

Inoltre, è molto importante osservare che, come nel caso dei termini di accelera-
zione, l’azione dell’hamiltoniano su un nodo può essere ridotto a un diffeomorfismo.
Consideriamo l’espressione per il vincolo di diffeomorfismi,

Ĉ(N⃗)Ψ(γ) =

∫
d3xNa(x)

∮
γ

dybδ(x− y)∆ab(γ
y)Ψ(γ) (3.36)

e consideriamo il particolare campo vettoriale

Na
ϵ (x) =M(x)

∮
γ

dza
1√
πϵ

exp

(
−|z − x|2

ϵ

)
. (3.37)

Da qui è immediato vedere che, avendo riscritto opportunamente le variabili di integra-
zione secondo le espressioni originali del vincolo hamiltoniano,

ˆ̃H(M)Ψ(γ) = lim
ϵ→0

1

π
√
ϵ
Ĉ(N⃗ϵ)Ψ(γ) . (3.38)

Quindi, vediamo che l’azione di un particolare diffeomorfismo su uno stato di loop è esat-
tamente lo stesso di uno stato hamiltoniano nel limite regolarizzato se il loop è regolare
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Figura 3.3: Tre differenti possibilità per una intersezione: (a) una intersezione dritta;
(b) intersezione con un nodo; (c) intersezione con più di due vettori tangenti (gli ultimi
due sono i casi detti ”nodi all’intersezione”).

con al massimo un numero finito di nodi e nessuna intersezioni. Avendo considerato stati
che hanno supporto su loop con nodi e sono invarianti per diffeomorfismi, questi stati
soddisfano automaticamente il vincolo hamiltoniano (senza considerare il conflitto con le
identità di Mandelstam già menzionato varie volte, le quali ci impediscono di considerare
tali funzioni come veri stati del campo gravitazionale).

Discutiamo, infine, del caso di un loop con intersezioni. L’attenzione verrà data a
intersezioni con tra due vettori, ma quelle di ordine superiore sono una immediata ge-
neralizzazione. Il calcolo è molto simile a quello fatto nel caso di nodi, con la differenza
che in questi casi avremo da considerare quattro possibili contributi, prendendo le quat-
tro linee adiacenti all’intersezione. Dobbiamo, però, considerare che l’argomento della
funzione ha bisogno di una ridefinizione del loop: i vettori γ̇a± corrispondono ai due vet-
tori tangenti nel caso delle due linee intersecanti (una convenzione dell’orientazione deve
essere determinata a priori come fatto in figura 3.2).

Come possibile vedere dalla figura 3.3 abbiamo differenti possibilità di intersezione.
Il primo caso è quello che dà risultati qualitativamente differenti rispetto agli altri due.
Nel primo caso, i quattro contributi delle linee, derivanti dal prendere le righe a coppie,
si sommano in modo da poter trascurare il termine di arcoseno, tale che otterremo

ˆ̃Hϵ(N)Ψ(γ) = 2σab
N (γ)

N(xi)

(πϵ)1/2
∆ab(γ

xi
o )Ψ(γxi

xi
◦ γxi

xi o
). (3.39)

In questa espressione è notevole come essa dipenda dai vettori tangenti soltanto attra-
verso l’elemento normalizzato d’area, quindi indipendente dalla metrica di fondo usata
per la regolarizzazione. Sfortunatamente, però, questo risultato è indefinito nel limite in
cui i vettori tangenti coincidano, al contrario del caso del singolo nodo.

Riprendendo il caso in cui ci siano nodi all’intersezione, le cancellazioni sopracitate
dell’arcoseno non avvengono e l’espressione che otterremo sarà dipendente dalla struttura
di fondo. Quindi avremo termini simili a quelli già visti nell’ultima espressione con
una ridefinizione dell’argomento della funzione del loop, mentre altri avranno γ come
argomento, come accaduto nel caso di nodi.
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Concludiamo evidenziando il fatto che in quest’ultimo caso di intersezioni nel loop ci
portano a non poter riscrivere l’hamiltoniano come un diffeomorfismo, a differenza del
caso dei nodi o loop regolare. L’azione dell’hamiltoniano regolarizzato, allora, sarà non
banale nei punti in cui i loop hanno intersezioni, nei quali punti l’azione dell’hamiltoniano
risulta essere la somma di termini costituiti da un semplice ridefinizione dell’argomento
della funzione d’onda su cui agisce una derivata del loop contratta con l’elemento di area
normalizzata del loop nel punto di intersezione, visto in (3.39).

Dunque, la procedura utilizzata è stata utile nel introdurre un metodo di regolarizza-
zione senza fare alcuna assunzione di fondo sull’esistenza di derivate di loop delle funzioni
d’onda, nel senso che, come già evidenziato, le funzioni invarianti sotto diffeomorfismi
non dipendono dalla parametrizzazione o dalla posizione specifica del loop nello spazio,
ma solo dalla sua classe topologica (o classe di nodo). Questo significa che due loop, che
possono essere deformati l’uno nell’altro in modo continuo, rappresentano la stessa clas-
se topologica, e la funzione invariante sotto diffeomorfismi darebbe lo stesso valore per
entrambi, di conseguenza rendendo il concetto di un piccolo cambiamento infinitesimale
mal definito. Il conflitto, infatti, è stato risolto usando un appropriato procedimento di
limite per la definizione della funzione d’onda, tale che essi risulteranno invarianti per
diffeomorfismi solo nel limite, al di là del quale la derivata di loop è ben definita.
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Conclusioni

In questo percorso si sono analizzati i punti cardine della rappresentazione a loop della
quantizzazione del campo gravitazionale, mostrando le criticità di questa impostazione.

Si è osservato come dalla struttura del gruppo dei loop si sono recuperati tutti quegli
oggetti già noti dalle teorie di Gauge. Inoltre, abbiamo mostrato come i loop di Wilson,
in quanto loop estesi, ci permettono di rappresentare le teorie di gauge, oltre che essere
essi stessi oggetti gauge invarianti. Successivamente, si è analizzata la proposta di una
formulazione hamiltoniana delle teorie di gauge in termini di loop, cosa che ci ha permesso
di eliminare delle ridondanze introdotte dalle simmetrie di gauge e lavorare direttamente
con lo spazio degli stati fisici [2]. Infine, si sono applicate queste tecniche, insieme alla
formulazione di Ashtekar, per ricavare le equazioni dei vincoli nella rappresentazione a
loop, mostrando che sono proprio i loop di Wilson, funzioni di loop non auto-intersecanti
e regolari, a soddisfare tali equazioni.

Sebbene si sia mostrata una formulazione prima della gravità quantistica a loop,
avendo anche accennato ai problemi che questa rappresentazione porta con sé, in questi
anni gli sviluppi di tale teoria sono stati moltissimi, basti guardare alle molte possibilità
che dà adito una tale teoria, rappresentando una delle più ricche teorie della gravità
quantizzata [21].
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Appendice A

L’Olonomia nelle teorie di Gauge

A.1 L’Olonomia di una connessione

Per introdurre il concetto di olonomie, iniziamo dalla teoria di Maxwell dell’elettroma-
gnetismo. Si consideri di calcolare la circuitazione del potenziale vettore lungo una curva
C, tale che se C è una curva chiusa si ha∮

C

A⃗ · ds⃗ =
∫
S

∇⃗ × A⃗ · n⃗ d2x , (A.1)

dove S è una qualsiasi superficie vincolata dalla curva C, ed n è il vettore normale alla
superficie al punto di integrazione. Anche senza dare una dimostrazione matematica, è
evidente che se si prende la circuitazione per tutte le possibili curve sulla varietà generica
considerata, allora è equivalente a specificare il ∇⃗ × A⃗ sulla varietà. L’importanza di
questo oggetto è data dalla relazione con il tensore duale di Maxwell

1

2
eabcFbc = (∇⃗ × A⃗)a . (A.2)

Quindi, specificando la circuitazione del potenziale vettore per tutte le possibili curve,
si sta implicitamente specificando il campo. Rimanendo ancora nel caso della teoria
di Maxwell, procedendo con una trasformazione di gauge, il potenziale vettore cambia
di un gradiente di una funzione. Esso, chiaramente, non contribuisce alla circuitazione
lungo una curva chiusa, dato che ci dà semplicemente i valori delle funzioni agli estremi
e, poiché sono lo stesso punto in una curva chiusa, l’integrale è nullo. Il risultato sarà
inevitabilmente un invariante di gauge.

Per quanto riguarda teorie non abeliane, come quelle di Yang-Mills, le trasformazioni
di gauge sono ben più complesse e la circuitazione non sarà gauge invariante. Allora, si
è elaborato una nozione che possa avere lo stesso ruolo della circuitazione nelle teorie di
Maxwell, ossia la olonomia [23].
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Riprendiamo, adesso, le variabili introdotte nella sezione 2.4. Prendiamo una quantità
Ea

i , e si vuole trasportare una curva γa(t) nello spazio più parallelamente possibile a
sé stessa (come si usa fare in geometria differenziale quando si definisce il trasporto
parallelo). Questo significa che la sua derivata covariante lungo la curva deve essere
nulla,

γ̇a(t)DaE
b = 0 , (A.3)

dove γ̇a = dγa(t)/dt è il vettore tangente al vettore alla curva. Questo, dalla (2.71) (con
β = i) porta a

γ̇a(t)∂aE
b(t) = −iGγ̇a(t)Aa(t)E

b(t) , (A.4)

dove Aa e Eb sono valutati al un punto della curva γa(t). Integrando, si ottiene

Eb(t) = Eb(0)− iG

∫ t

0

dsγ̇a(s)Aa(s)E
b(s) , (A.5)

che non è propriamente una soluzione, dato che la variabile per cui si risolve appare in
entrambi i membri. Però, possiamo procedere iterativamente, inserendo la quantità nel
membro sinistro nel membro destro cambiando la variabile, per cui

Eb(t) = Eb(0)− iG

∫ t

0

dsγ̇a(s)Aa(s)E
b(0)−G2

∫ t

0

dsγ̇a(s)Aa(s)∫ s

0

dwγ̇a(w)Aa(w)E
b(w) , (A.6)

e ripetendo il processo indefinitamente, otteniamo la somma

Eb(t) =
∞∑
n=0

(
(−iG)n

∫
t1≥···≥tn≥0

γa1(t1)Aa1(t1) · · · γan(tn)Aan(tn)dt1 · · · dtn

)
Eb(0) .

(A.7)
Si può dimostrare che la somma converge per potenziali vettori lisci e finiti. La quantità
nella parentesi è detta propagatore parallelo, dato che è un operatore che porta da 0 a t il
”più parallelamente possibile”. Infatti, data una connessione e una curva, il propagatore
parallelo dà una unica soluzione alla (A.3). Inoltre, se γa(t) coincide con γa(0), allora si
sta propagando lungo una curva chiusa, e un tale propagatore viene chiamato olonomia.
Si noti, poi, che il propagatore è una matrice, e prendendone la traccia otteniamo uno
scalare, che abbiamo visto essere invariante per trasformazioni di gauge.

Rendiamo adesso il collegamento con la circuitazione ancora più trasparente, introdu-
cendo una notazione molto comune e utile. Definiamo un prodotto ordinatore di percorso
come

P (Aa1(t1) · · ·Aan((tn))) , (A.8)
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che è il prodotto dei fattori, permutato in maniera tale che i valori più grandi di ti
appaiono prima. Infatti, per t1 > t2 . . . tn

P (Aa1(t1) · · ·Aan(tn)) = Aa1(t1) · · · Aan(tn), (A.9)

ma se t2 > t1 > t3 . . . tn, allora

P (Aa1(t1) · · ·Aan(tn)) = Aa2(t2)Aa1(t1) · · ·Aan(tn) . (A.10)

Riscriviamo, con questa notazione, il propagatore parallelo∫
t1>···>tn>0

γa1(t1)Aa1(t1) · · · γan(tn)Aan(tn)dt1 · · · dtn =

=
1

n!

∫ t

0

P (γ̇a1Aa1(t1) · · · γ̇anAan(tn)) dt1 · · · dtn =
1

n!
P

(∫ t

0

γ̇(t)aAa(t)dt

)n

. (A.11)

Si noti che per ottenere 1/n!, è utile visualizzare il dominio di integrazione come un
ipercubo e notare il volume su cui si sta integrando. Adesso, procediamo a definire
l’esponenziale di percorso ordinato, grazie a tali considerazioni, riprendendo l’espressione
(A.7)

P

[
exp

(
−iG

∫ t

0

γ̇a(s)Aa(s)ds

)]
≡

∞∑
n=1

(−iG)n

n!
P

(∫ t

0

γ̇(t)aAa(t)

)n

. (A.12)

Si noti, poi, che se si torna nel caso di Maxwell, ossia avendo potenziali vettori che
commutano, l’ordinatore di percorso non ha alcun effetto e l’esponenziale torna ad essere
il esponenziale della circuitazione, nel caso abeliano. Si è cos̀ı definita una circuitazione
nel caso non abeliano, tale che, generalizzando, si può anche definire un teorema di Stokes
non abeliano [8]. Dunque, si può riconoscere che un esponenziale di percorso ordinato di
un potenziale vettore lungo un percorso chiuso, un loop, è detta olonomia.
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