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Introduzione

Lo sviluppo e la comprensione di metodi che usano matrici di rango basso sono ogget-
to di crescente interesse nel machine learning grazie alle sue numerose applicazioni, tra
cui il filtraggio collaborativo, il compressed sensing e il completamento delle matrici. In
questo elaborato studiamo alcuni algoritmi per risolvere il problema del completamento
matriciale: Data una matrice Y € R™™ parzialmente osservata, cerchiamo una matrice
X € R™"™ con rango minimo che abbia gli stessi elementi non nulli di Y. Poiché minimiz-
zare il rango di una matrice ¢ un problema computazionalmente difficile da controllare
in maniera esatta, utilizziamo la norma nucleare della matrice. Tuttavia, minimizzare
la norma nucleare di una matrice di grandi dimensioni risulta computazionalmente mol-
to costoso in quanto richiede il calcolo dei vettori singolari. Negli ultimi anni, diversi
matematici hanno lavorato per trovare soluzioni efficienti e accurate a questo problema,
ma molti dei metodi attualmente conosciuti utilizzano ancora il calcolo completo della

decomposizione in valori singolari, rendendoli non adatti a matrici di grandi dimensioni.

L’algoritmo studiato in questo elaborato necessita il calcolo della sola prima coppia di
vettori singolari, rendendolo molto efficiente anche in caso di matrici di grandi dimensioni.
L’algoritmo studiato estende 1'algoritmo Orthogonal Matching Pursuit (OMP) dal caso
vettoriale a quello matriciale. Ad ogni iterazione viene generata una base di matrici
utilizzando la prima coppia di vettori singolari sinistri e destri della matrice residua.
Successivamente, i coefficienti della combinazione lineare vengono aggiornati tramite una

proiezione ortogonale della matrice di osservazione sul loro sottospazio generato.

Il calcolo della prima coppia di vettori singolari rimane computazionalmente costoso,
richiedendo O(|€?]) flops ad ogni iterazione, dove Q2 ¢ l'insieme degli indici degli elementi

non nulli della matrice di partenza Y parzialmente osservata.
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Tuttavia, I’algoritmo ha una convergenza lineare e richiede solo O(log(1/¢)) iterazioni
per raggiungere una precisione e.

Il principale problema dell’algoritmo studiato e l’elevato consumo di memoria, in
quanto deve memorizzare r|€)| elementi alla r-esima iterazione. Per risolvere questo
problema, in questo elaborato viene anche studiato un secondo algoritmo chiamato
EORIMP;, che richiede il calcolo, e quindi la memorizzazione, di sole due matrici per
iterazione: la matrice calcolata nel passo precedente e la nuova matrice da aggiungere al-
la base. Pertanto, quando le matrici sono ristrette ai soli elementi di €2, ¢ necessario solo
2|€2| di spazio di memoria per ogni passo. Nonostante questa ottimizzazione, 1’algoritmo
mantiene una convergenza lineare.

Nel primo capitolo richiameremo definizioni e concetti utili per comprendere 1’elabo-
rato.

Nel secondo capitolo esamineremo 'algoritmo OR1MP, dimostrando la sua efficacia
computazionale per il completamento matriciale e la sua convergenza lineare.

Nel terzo capitolo, analizzeremo la sua versione ottimizzata in termini di memoria,
I’algoritmo EOR1IMP, e ne dimostreremo la convergenza lineare.

Infine, nel quarto capitolo, applicheremo 'algoritmo ORIMP a due casi di studio e

confronteremo i risultati ottenuti con quelli di altri algoritmi esistenti.
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Capitolo 1

Prerequisiti

1.1 Richiami

Ricordiamo alcune definizioni che risulteranno utili nel seguito dell’elaborato.

Definizione 1.1. Una matrice A € R™ " si dice ortogonale se ATA = AAT = I, dove

I,, indica la matrice identita n x n.

Definizione 1.2. Una funzione || - || : C™*™ — R ¢ una norma di matrice se sono

soddisfatte le seguenti proprieta:
L. ||A]| > 0 per ogni A € C™*" e [|A|| =0seesolose A=0
2. [|eA|| = |af [|A]|, per ogni @ € C, A € C™"
3. 1A+ B|| < ||A]| + [|B]], per ogni A, B € €
4. |[AB|| < [|A]l [|B]], per ogni A € C™", B € C™?
Esempio (Norme). Sia Y = (Y};)iz1,..n: j=1,...

e Norma di Frobenius

¥l = (iiw) N

i=1 j=1

v



vi 1. Prerequisiti

e Norma-2

Y
1Y |2 = maxw,x eCm
w20 ||zl2

dove ||zl = (3272, i) /2.

1.2 Notazioni

Nel presente elaborato useremo le seguenti notazioni:

Y = [y1...Ym € una matrice R™*™ scritta per colonne. Q C {1...n} x {1...m}

¢ 'insieme di indici relativi a valori non nulli della matrice Y

o Po(Y), o brevemente Yy, ¢ la proiezione di Y sullo spazio generato dalle matrici
che hanno elementi non nulli solo negli indici di €. In altre parole la componente

(i, j)-esima di Po(Y') € uguale a Y; ; per ogni (4, j) € 2 ed ¢ zero altrimenti;

o vec(Y) = (yf,...,yL)T & T'operazione di concatenazione di tutte le colonne in un
unico vettore. Mentre § = vec(Pq(Y)) & la concatenazione dei soli valori non nulli
di Y;

o (X\Y) = (vec(X),vec(Y)) = trace(XTY) dove (,-) indica il prodotto interno di

due vettori;

o [Y[l=vXY)=|Ylr
e ||0||o, chiamata norma [y, & il numero di elementi non nulli di ¢

1.3 Decomposizione in valori singolari

La decomposizione in valori singolari ¢ un tipo di decomposizione matriciale che
permette di estendere il concetto di diagonalizzazione anche per matrici rettangolari,
permettendo di prendere due matrici ortogonali diverse come matrici di trasformazio-
ne. In questa sezione ne sara data la definizione e saranno fornite le prime proprieta

fondamentali, si veda la sezione 3 del capitolo 5 di [3].
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Teorema 1.3.1. Sia A € R™*" e supponiamo senza perdere di generalita m > n. Allora
esistono U = [ug, ..., upy] € R™*™ V = [vy,...,v,] € R"™" e X € R™*™ tali che:

A=UxVT,

dove U,V sono matrici ortogonali e ¥ ¢ una matrice diagonale con oq,...,0, sulla

diagonale tali che 0y > 05 > --- >0, > 0.

Dimostrazione. Sia A € R"™"™ con m > n. Dimostriamo che esistono tali U, 3, V. Se
A ¢ la matrice nulla allora il risultato ¢ banale, sia quindi A la matrice non nulla e sia
r = arg maxz|—1 ||AZ[[2. Sia Az = o1y con |ly||s = 1, dove 0y = ||Al|. Definiamo ora
X, = [.Z',Xg] € R e Y, = [y,?g] € R™ ™ in modo che siano entrambe ortogonali.

Allora, visto che yT Az = 0y e YyAz = 0,Y, 'y = 0, si ha

o
A =virax, = |7
0 B
Inoltre si dimostra che d = 0, infatti posto z = 6;1 si ha
‘ 01 dT 01 2
Ay z|? 0 Bl |d
2 _ A 2 _ A 2 5 || 1 _
ot = A = a2 A e
_ (of +d"d)* + || Bd|?
of +d'd

>0l +d'd = ol + ||d|?,

da cui 0 > of + ||d||? se e solo se ||d||> = 0 ossia d = 0. Abbiamo quindi che

0
Al = YlTAXl == o1 .
0 B
Si procede ora in modo iterativo su B fino a trovare U = Y;-...:Y, 1,V = X1-...- X, 1
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I vettori uq, ..., u,, sono detti vettori singolari sinistri, i vettori vy, ..., v, sono detti
vettori singolari destri, e o4, ..., 0, sono detti valori singolari.

Se per k € {1...n — 1} si ha 0441 < 0y, allora

n k n k
A= E uialvl-T = g uiaivg‘r%— E uiaiviT = g uiaiviT = A;.
=1 =1 =1

i=k-+1
Teorema 1.3.2.

A =arg min ||A — Aglls = ok

rango(B)=Fk

Dimostrazione. Sia k = rango(Ag) e [[A — Aylls = || 2,05 i0iv] |2 = 0k41. Sia ora
B di rango k e sia {x1,...,x,_x} base dello spazio nullo di B. Allora dev’essere Z =
{z1,...,xnr} N{v1,..., 041} # {0} poiché al massimo si possono avere n vettori li-
nearmente indipendenti. Sia z € Z, ||z|| = 1. Allora Bz = 0 ¢ Az = > w0007 2.
Quindi:

k+1 2 k+1

IA=BI3 > (A= B)zll3 = || > wowz| = oi(v]2)* =07y,

i=1 2 =1

e Aj raggiunge il minimo. 0

Definizione 1.3. Definiamo ora la norma nucleare di una matrice A € R**™ come

'
1Al = "o
=1

dove o; sono i valori singolari di A e r ¢ il rango della matrice A.

1.4 Orthogonal Matching Pursuit

I risultati di questa sezione descrivono il contenuto di [4].

L’algoritmo OMP, acronimo di Orthogonal Matching Pursuit, ¢ un algoritmo che
permette di risolvere il seguente problema: Dato un vettore b € R™ e una matrice
A € R™*™ tale che m < n, trovare x € R™ con pochi elementi non nulli tale che Az = b.
L’idea dell’algoritmo e quella di trovare x € R™ con pochi elementi non nulli sfruttando

il fatto che b ¢ una combinazione lineare sparsa delle colonne di A. L’algoritmo ¢ un
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algoritmo iterativo: ad ogni iterazione prima identifica quale colonna di A ha la maggiore
correlazione con il vettore b, I'indice di questa colonna sara anche I'indice di un elemento
non nullo di x che verra determinato risolvendo il problema ai minimi quadrati, dopodiché
itera il ragionamento con le colonne rimaste.

Termini e definizioni utili:

e Supporto: Sia x € R™, l'insieme degli indici degli elementi non nulli di z ¢

chiamato supporto, ossia A = {i : x; # 0}

e Sparsita: La sparsita di un vettore z & il numero di elementi non nulli, ossia |A(z)|

oppure ||z||o

e Correlazione normalizzata: Per i vettori {zi,zs,...,2,} con z; € R™ Vj
definiamo la correlazione come
(z, ;)

k2]l 2

Pay,z; =

L’algoritmo costruisce il supporto A in modo iterativo aggiungendo I'indice corrispon-
dente ad una colonna selezionato opportunamente ad ogni iterazione. In particolare, dato
un vettore b, una matrice A, 'algoritmo inizializza il supporto come l'insieme vuoto e
il residuo come il vettore b. Il primo passo dell’algoritmo consiste nel determinare la
colonna di A con maggiore correlazione con il vettore residuo r,_; e tale colonna la si
determina nel seguente modo

A\p = arg max |[{a;, r5_1)|.
JEAK-1
Notiamo che cerchiamo una colonna di indice j € Ay_; per evitare di estrarre una colonna
gia utilizzata precedentemente. Notiamo inoltre che ¢ importante eliminare eventuali
colonne doppie di A prima di avviare ’algoritmo, infatti se ci fossero colonne doppie
arg maxjga, , |(a;,7x—1)| avrebbe piu di una soluzione.

Il secondo passo dell’algoritmo e quello di aggiornare il supporto, ossia Ay = Ap_1 U

{A\x}. 1l terzo passo consiste nel determinare x;, attraverso la risoluzione di un problema

ai minimi quadrati

(xk)l = arg mina} ||AAka - b||2 se 7 € Ak

(7x); =0 SeigAk7
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dove (xy); indica ’elemento i-esimo del vettore = determinato alla k-esima iterazione e
Ap, €lasottomatrice di A che ha come colonne solo quelle di indici inclusi in Aj. Il quarto
passo consiste nel calcolare by = Axy ossia consiste nel determinare I’approssimazione di
b usando una combinazione lineare tra le colonne di A e i coefficienti di x;, alla k-esima
iterazione. Infine, ’algoritmo calcola il residuo rg, 1 = b — ZA)k

L’algoritmo e quindi riassunto cosi

Algorithm Orthogonal Matching Pursuit (OMP)
Input: la matrice A, il vettore noto b

Inizializzazione: Ag =0, ro =0
Normalizzare tutte le colonne di A rispetto alla norma unitaria || o ||z
Rimuovere le colonne duplicate di A
for k=1,2,... do
A, = arg maxga, , |(a;j, 76-1)]
Ap = Ny U{N}

(‘rk)l = arg min, ||AAkx - b||2 per i € Ak

Bk = Amk
T = b— ZA)k
end

Output: una rappresentazione sparsa x ed il relativo supporto Ay




Capitolo 2

Orthogonal Rank-One Matrix

Pursuit

I risultati di questo capitolo descrivono il contenuto di [I]

2.1 Completamento matriciale di rango basso

Sia Y € R™™ una matrice osservata parzialmente, ossia con molti elementi non noti.
Il completamento matriciale consiste nel trovare una matrice X € R™*™ di rango minimo
tale che Po(X) = Po(Y), dove Q ¢ l'insieme degli indici degli elementi non nulli della
matrice Y e Py ¢ la proiezione di Y sul suo sottospazio generato. Per risolvere questo

problema si minimizza la norma nucleare della matrice cercata.
Una matrice X € R™ ™ puo essere scritta come combinazione lineare di matrici di
rango uno,
X = S7(0):M; = M (6) (2.1)
el
dove {M; : i € I}, chiamato dizionario, ¢ 'insieme di tutte le matrici di rango 1 di

dimensione n x m con norma di Frobenius unitaria e (6) = ((8)1,(6)2,...) € R ¢ il

vettore dei coefficienti.
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Il problema di approssimazione di una matrice di rango minimo consiste nel mini-
mizzare la norma [y del vettore 6 sotto alcune condizioni, ossia
min ||

(2.2)
t.c. Po(M(0)) = Po(Y)

Posto in altri termini, il problema che stiamo cercando di risolvere ¢ il seguente

min || Pa(M(6)) — Pa(Y)|7
(2.3)
t.c. |00 < 7

E possibile risolvere questo problema di minimo vincolato mediante un algoritmo simile
all’algoritmo Orthogonal Matching Pursuit usando come base le matrici di rango uno.
Notiamo che non e possibile ricondurre il problema ad un problema gia noto in
quanto il dizionario {M; : ¢ € I'} ha dimensione infinita e la base & costruita durante il
processo di risoluzione del problema stesso e non ¢ nota a priori. L’algoritmo studiato
in questo elaborato cerca una base sovracompleta di matrici di rango uno e determina

poi i coefficienti della combinazione lineare.

2.2 L’algoritmo

L’algoritmo ¢ costituito da due passi.

Dopo la k — l-esima iterazione, supponiamo di avere la base {My,..., My 1} e il
vettore delle coordinate (0;_1).

La correlazione tra due matrici A, B € R™™ e definita come il prodotto interno
normalizzato tra A e B.

Allora alla k-esima iterazione:

Passo uno: Cerchiamo una nuova matrice M;, di norma di Frobenius unitaria e ran-
go 1, tale che sia maggiormente correlata al residuo Ry = Po(Y) — Xj—1 con X =
Po(M(6r-1)) = S¥ - (0r-1)i Po(M;) dove (Bx_1); & da intendersi come la i-esima com-
ponente del vettore # determinato alla k — 1-esima iterazione. Quindi M) puo essere

calcolata come la soluzione del seguente problema

mAz}X{(M, Ry) :rango(M) =1, ||[M||r = 1}. (2.4)
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Scrivendo M = uv” con u € R", v € R™ e |ju]| = ||v|| = 1, il problema (2.4]) diventa

(M, Ry) = trace(M™ Ry,)
= trace(vu’ R) (2.5)

= u? Ry,

dove e stata usata la proprieta di ciclicita della traccia.

Il problema che vogliamo risolvere diventa
max{u” Ry : ] = [Ju] = 1} (2.6)
Scomponiamo ora la matrice R in valori singolari, e otteniamo cosi
R, =UxV",

dove U € una matrice ortogonale n x n, ¥ € una matrice diagonale n x m con i valori
singolari in ordine decrescente sulla diagonale e V' e una matrice ortogonale m x m.

Sostituendo ora la scomposizione di Rj, in u? Ryv si ottiene
uWI'Ryv = uwTUSV .

Notiamo che, posti v/ = UTu e v/ = VTv, v/ € R*,v' € R™ sono ancora vettori di norma

unitaria. Otteniamo cosi

uI Ry = u/'TS0’
min(n,m)
!
i=1

Risolvere il problema , ossia massimizzare u’ Ryv equivale quindi a massimizzare
wT¥v'. Ricordando perd che i vettori u/,v' sono di norma unitaria, si deduce che il
problema dipende dai valori singolari o; posti in ordine decrescente sulla diagonale della
matrice Y. Il valore massimo e dunque o1, per cui il problema e risolto dalla coppia
di vettori singolari destri e sinistri relativa al primo valore singolare della matrice Ry,
ossia (ug,v;) determinanti senza calcolare 'intera decomposizione in valori singolari ma
sfruttando la decomposizione troncata. In conclusione la nuova matrice M), di rango uno

da aggiungere alla base sara la matrice M, = ujv?l.
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Passo due: Per aggiornare il vettore 6y, vettore dei coefficienti della nuova base

{M, ..., My}, e sufficiente risolvere il seguente problema ai minimi quadrati
k
. 2
min | ;:1 0; M; — YHQ (2.7)

Se riscriviamo le matrici (Y)q e (M;)q nei vettori y e m;, allora la soluzione 6 del

problema ((2.7) ¢ data da
O = argmin ||y — M(0)]| (2.8)

dove M, = [, ..., mg] & la matrice formata da tutte le matrici della base, riscritte in
forma vettoriale. Il numero delle righe della matrice M sara quindi il numero totale
degli elementi diversi da zero.

L’algoritmo e costituito dai due passi appena illustrati, e vengono ripetuti fino a
quando sara soddisfatto uno dei criteri di arresto. Il metodo puo essere terminato quando
la matrice raggiunge un rango scelto oppure quando il residuo || Ry || ¢ minore di una data
tolleranza e.

L’algoritmo OR1MP e riassunto qui sotto:

Algorithm 1 Orthogonal Rank-One Matrix Pursuit (OR1MP)
Input: Y, e le soglie per il criterio d’arresto scelto

Inizializzazione: Xo=0e k=1

repeat
Step 1: Trovare la coppia principale di vettori singolari sinistri e destri (ug, vx)
del residuo osservato Ry = Yo — X1 e definire My, = ug(vy,)”
Step 2: Calcolare i coefficienti 6, risolvendo il problema ai minimi quadrati ossia
0, = argming ||y — M (0)]|
Step 3: Porre X, = Zle(ek)Z(Ml)Q ek=k+1

until sono soddisfatti i criteri di arresto

Output: La matrice stimata Y = S (8;);M;
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2.3 Analisi di convergenza dell’algoritmo OR1MP

Dimostriamo ora che I'algoritmo studiato converge linearmente. A tal fine richiamia-

mo innanzi tutto la definizione di convergenza lineare.

Definizione 2.1. Un metodo converge linearmente alla soluzione ¥ se

I [Tp1 — 2|
im ————— =pu
k—+oo |1 — T

con p € (0,1).
Il risultato principale ¢ dato dal seguente teorema

Teorema 2.3.1. Posto Xj_; = S5~ (6k_1)i(M;)q, il residuo Ry = Yo — Xj_; dell’algo-

ritmo orthogonal rank-one matrix pursuit soddisfa

1 k-1
| Ryl < (\/1 - W) Y |la, VE> 1.

Ma prima di dimostrare il Teorema [2.3.1] abbiamo bisogno di dimostrare alcune

proprieta preliminari. Prima di tutto dimostriamo che la formula (2.8) ¢ ben definita e
che 6, € univocamente determinato prima che ’algoritmo si interrompa. Per fare questo
ci servono le seguenti proprieta. La prima proprieta dice che la matrice del residuo Ryq

e perpendicolare alle matrici M; della base precedentemente generate ¢t = 1,..., k.
Proprieta 2.3.2. (R 1, M;) =0peri=1,... k.

Dimostrazione. Essendo questo un problema ai minimi quadrati, ¢ noto che il residuo
vec(R) & ortogonale a Range(M}). Si puo quindi concludere che il residuo calcolato alla
iterazione k + 1 ¢ ortogonale a tutte le colonne della matrice M e quindi ortogonale a

tutte le £ matrici della base, ossia la tesi. O

La seguente proprieta mostra che mentre il numero di matrici di rango uno della base

cresce durante l'iterazione, il residuo decresce in modo debolmente monotono.
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Proprieta 2.3.3. || Ry41|| < || Rk|| per ogni k& > 1.

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni k > 1,

k
R 2 - i Y - HZMl 2
| Rl = min{|[Y = > _0:0i]12}

i=1

k
< min {HY_ZQiMiH?Z}
=1

T HERk,0,=0

k—1
= min {||Y — ZezMZH?]} = || R I?
i=1

feRk—1
da cui la tesi. N

La terza proprieta dimostra che {(M;)q}*_, ¢ linearmente indipendente a meno che
1Bk} = 0.

Proprieta 2.3.4. Supponiamo che R;, # 0 per qualche k& > 1. Allora, M; ha rango per

colonne massimo per tutti gli ¢ < k.

Dimostrazione. Ricordiamo che Ry, ¢ la matrice del residuo alla k-esima iterazione e che
(u1,v1) € la prima coppia di vettori singolari sinistri e destri della matrice Ry, con i quali
definiamo M, = u;v!. Ricordiamo inoltre che My = [y, ..., 7] e quindi ogni nuova
colonna di M), ¢ definita a partire dai vettori singolari del residuo precedente. Per la
proprieta [2.3.3| e I'ipotesi R, # 0 per qualche k > 1, si ha che R; # 0 per ogni 7 < k.
Dimostriamo ora la tesi procedendo per induzione su i.

Passo base: Se R; # 0 allora ¢ ovvio avere M; # 0.

Passo induttivo: Supponiamo I'ipotesi induttiva, ossia supponiamo che valga per i—1 < k
e dimostriamolo per i < k. Per ipotesi induttiva M,_; ¢ di rango massimo, supponiamo

per assurdo che M; non abbia rango massimo, allora esiste & € R*"! tale che
i—1
(Mi)o = a;(M;)q.
j=1

Per la proprieta si ha che (R;, M;) = 0, Ne segue che

Omax(Ri) = U{Rivl = <RZ7M2> =0
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da cui R; = 0, che contraddice 'ipotesi che R; # 0 per ogni j < k. Quindi M; ¢ di rango

massimo, da cui la tesi. O

Per poter dimostrare la convergenza lineare serve ora stabilire una relazione tra
[ Rl e | Rl

Poniamo per semplicita (0x_1)r = 0 e 0 = Ox_1 + nx dove
e = axgmin 7T, () — Rully (2.9)

dove (0_1)x € la componente k-esima del vettore 6 determinato alla k—1-esima iterazione.

Definiamo ora L; tale che
vec(Ly) = (My)a(m) (2.10)

Dalla definizione di X} = Zle(ﬁk)z(M,)Q ¢ inoltre possibile osservare che X =
X1+ Ly e Rpy1 = Ry — L.

Proprieta 2.3.5. ||Re1||* = || Rell* — | Lel* e | Ly ||* > (M, Ry)?, dove Ly & definita in
210

Dimostrazione. Sappiamo Ry, = Ry — My(n) da cui R£+1Mk = 0. Otteniamo

Cosl
Ry Ry = (Riy1 + Mi(n))" (Ris1 + M (1))
= R{ 1 Rir + (Mi(n)" (M (n))
da cui

1R [I* = | Bxl1* = [ M ()
= || Rell* = I Ze]1*

Inoltre, se Ry = 0 allora & ovvio che ||Lg||?> > (M}, Rx)?. Supponiamo quindi che
Ry # 0. Segue allora dalla proprieta che M, ha rango massimo e quindi usan-
do anche 'equazione si ottiene 7, = (M?Hk)*lﬁzm dove 7, = vec(Ry)q.
Otteniamo che

| Lil* = # N (M) M)~ B
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Sia ora M; = QU la fattorizzazione QR della matrice M dove Q & una matrice
ortogonale, ossia QTQ = I e U ¢ una matrice k x k triangolare superiore e non
singolare. Possiamo osservare che (M}) = 11y, dove (M}) € la k-esima colonna
della matrice M, e 1, & la matrice (M},)q scritta vettorialmente. Ricordando che
| M| = ||ugvF|| = 1 si ha [[(M})g|| < 1 e siccome QTQ = I e My = QU si ha che,
per definizione di U,

0 < U] < NURJ = [[(My)e]l < 1.
Usando anche la proprieta si ottiene
Mg =10,...,0, (M, R)].
Da cui, siccome U ¢ triangolare superiore e tale che |Ug x| < 1, si ha

|1 Li || = # T M (M, M)~ Mo,
= i TM(UTU) " M, 7
=[0,...,0,(My, R)NUUT(0,...,0, (M, Rp)]*
(My, Ry )?

= TN S ML R

(Uk’,k‘)2 - < ks k>
Dimostrazione del Teorema[2.31. Per My = uy(vi,)? si ha
(M, Ri) = (ug(vp)", Ry) = o1(Ry)

1
— =Rkl
\/min(n, m)

dove o1(Ry) € il valore singolare massimo della matrice del residuo Rj. Usando la

= [[Rill2 =

proprieta [2.3.5] otteniamo

[ Ra[I* = | Bil1* — || Ll

< | Rill® = (My, Ry,)”
1

<(1- min(m,n)

)R]



2.3 Analisi di convergenza dell’algoritmo OR1MP

Siccome ||R;|| = ||Y||3, possiamo concludere che

1 k—1
< 1—-— Y
17 < (\/ ) ¥l
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Capitolo 3

Economic Orthogonal Rank-One

Matrix Pursuit

I risultati di questo capitolo descrivono il contenuto di [2].

3.1 L’algoritmo

L’algoritmo OR1MP precedentemente proposto deve allocare in memoria tutte le basi
calcolate, necessita quindi O(r|Q2|) spazio di memoria per ottenere una matrice di rango
r. Per problemi di grandi dimensioni, non ¢ possibile sottovalutare lo spazio di memoria
necessario, risulta quindi necessario abbassare il rango della matrice stimata.

Per adattare ’algoritmo a problemi di grandi dimensioni e per permettere alla matrice
stimata di avere un rango sufficientemente alto, & stato semplificato il secondo passo
dell’iterazione. Sara quindi sufficiente calcolare, e quindi memorizzare, la matrice stimata
nell’iterazione k — 1 e la nuova matrice di norma unitaria M. In questo caso e sufficiente
stimare solo i due coefficienti delle due matrici, e lo si fa risolvendo il seguente problema

al minimi quadrati

o = arg min ||(ap) 1 Xe—1 + (o) My — Y||3, (3.1)

a={ai,a2
dove a; € R? ¢ il coefficiente stimato all’iterazione k, e (ay); con i = 1,2 ¢ invece la

i-esima componente del vettore ay.

11
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Se scriviamo la matrice stimata come combinazione lineare della base, otteniamo
X, = Zle(ﬁk)z(M,)Q con () = ()2 € (0x)i = (Ok—1); - (ag)1 per i < k, dove (Ox_1);
¢ la i-esima componente del vettore 6 determinato alla (k — 1)-esima iterazione e (ax);
e la prima componente del vettore o determinato alla k-esima iterazione.

L’algoritmo economico EORIMP e riassunto qui sotto:

Algorithm 2 Economic Orthogonal Rank-One Matrix Pursuit (EOR1MP)
Input: Y, e le soglie per il criterio d’arresto scelto

Inizializzazione: Xy, =0 e k=1
repeat
Step 1: Trovare una coppia di vettori singolari sinistri e destri (uy, vy)
del residuo osservato Ry = Yo — X1 e definire My, = uy(vy,)”
Step 2: Calcolare i coefficienti «y, per X;_1 e M, risolvendo
arg min, [|(ax)1 Xp—1 + ()2 (M)o — Yal®
Step 3: Porre Xy = (ax)1Xp—1 + (a)2(My)a; (k) = (ar)2 e (6k)i = (Or—1)i(cw)s
peri<kek=k+1
until sono soddisfatti i criteri di arresto
Output: La matrice stimata ¥ = Zle(ﬁk)iMi

3.2 Analisi di convergenza dell’algoritmo EOR1MP

L’algoritmo EORIMP occupa decisamente meno spazio di memoria dell’algoritmo
precedente OR1MP, ma nonostante questo I'algoritmo EORIMP converge comunque
linearmente.

Dimostriamo la convergenza lineare dimostrando il seguente teorema.

Teorema 3.2.1. Posto X1 = (ag_1)1 Xp—1+ (g_1)2(Mr_1)o con (0x_1)k—1 = (ap_1)2 €
(Or—1)i = (Or—2)i- (ag_1)1. Wl residuo Ry = Yo — X1 dell’algoritmo economic orthogonal

rank-one matrix pursuit soddisfa

] k-1
| R[] < <\/1 - m) 1Yla, Vk> 1.
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Ma prima di dimostrare il teorema |3.2.1], e necessario dimostrare diverse importanti

proprieta. La prima proprieta dice che Ry,; € perpendicolare alle matrici X;_; e Mj.
Proprieta 3.2.2. (Ry.1, X5—1) =0 e (Rpp1 M) = 0.

Dimostrazione. Essendo un problema ai minimi quadrati, € noto che il residuo vec(Rg1)
¢ ortogonale a Range(M},) da cui (R, 1 M) = 0. Siccome X ; = Z (Gk)l,( )a si
ha

k—1
(Ris1, Xi1) = (Risr, Y _(0k)
=1
k—1
Z Rk+17 1)0) =0
1=1

Proprieta 3.2.3. ||Ry1]]* = ||Yal* — || Xk]|* per ogni k > 1.
Dimostrazione. Dalla definizione di R, = Yq— X e dalla la tesi ¢ immediata. O

La seguente proprieta mostra che mentre il numero di matrici di rango uno della base

cresce, il residuo || Ry|| decresce in modo debolmente monotono.
Proprieta 3.2.4. ||Ri11| < ||Rk| per ogni k > 1.
Dimostrazione. Osserviamo che per ogni k > 1,

IR|” = 1Y — ((ve—1)1Xk—2 + (—1)2My—1) ||,
> mir% Y — oq((o—1)1Xk—2 + (ag—1)aMi_1) — CYQMkH?z

=min ||Y — oy Xp_1 — angHQ

acR?
= HY - (Oék+1)1Xk71 - (Oék+1)2Mk”?2
= || Resa |I?

da cui la tesi. 0
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Definiamo ora
(Xg—1, X—1)  (Xp—1, M)

Ay = Bl By, =
(M, X—1) (Mg, My)q

con By = Vec(Xk,l),vec((Mk)Q)] Sappiamo che la soluzione del problema (3.1 in
aritmetica esatta e

ap = A Bl vec(Y).
Per dimostrare cio, riscriviamo il problema in forma vettoriale. Otteniamo cosi
vee((ag)1 X1 + (ag)2aMy) = (ag)1vec(Xg_1) + (ag)avec(My)q e vec(Y)q = y. Allora il
problema diventa
ay = arg min || Byar = gfg.
Per I'equazione normale, la soluzione analitica a questo problema e quindi

ay = (BLBy) ' Bly = A;'Bly.

Dimostriamo che vec(Xj_1) e vec((My)q) sono linearmente indipendenti se || Rg|| # 0,
da cui segue che A; ¢ invertibile e ;, € univocamente determinato prima che ’algoritmo

si interrompa.
Proprieta 3.2.5. Se X1 = - (My)q per un qualche g # 0 allora || Ry41|| = || Rkl
Dimostrazione. Se X1 = - (My)q con 8 # 0 allora si ha
[Riral? = min |V — ay Xj 1 — coMi[5,
acR?
= min [|Y — (a1 + ag/B) Xy [[5
aER?2

— i _ 2
= min [Y = 7Xilg

=min ||Y — v(ap_1)1 Xr_2 — Y(ar_1)2My_1 |3

vER
> 'Iyreli%% 1Y — X2 — v2Mi 1|l
=Y - X3
= [|Rx[*.

Riassumendo si ha || Ry11]|> > || Ri||*. Da questo e dalla proprieta si ha la tesi. [
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Proprieta 3.2.6. (Mg, Ry) >

mHRkH per ogni k > 1.
Dimostrazione. (My, Ry) = o1(Ry,) = || Ryl > \/%HRkHF dove o1 (Ry,) € il massimo

valor singolare di Ry. O

Proprieta 3.2.7. Sia Ry # 0 per qualche k& > 1. Allora X} 1 # - (My)q per ogni
B #0.

Dimostrazione. Nella proprieta abbiamo dimostrato che se Xy 1 = 5 (M)q con
B # 0 allora si ha ||Rgy1||> = || Rel]? dove ||Re|> = |V — Xi 1|3 e

[Rea[I* = 1Y = Xi]lg

= min [|Y — o1 Xj—1 — e M |5,
acR?

= mi ||Y — (Oél + QQ/ﬁ)Xk—lHSQI
a€cR2

o _ 2
= 1%£||Y Y Xk-1llg
=[|Y — %Xp_1]o-

E quindi evidente che v* = 1 & I'unica soluzione da cui (X; 1, Rx) = 0. Questo & pero

in contraddizione con

(X1, Ri) = B(My, Ry,) = Boy(Ry) # 0.
da cui la tesi. ]

La seguente proprieta costruisce una relazione tra due residui consecutivi ||Rg41]| e

| R -

. N 02
Proprieta 3.2.8. || Ry [|? < || Rel® — 75—

Dimostrazione.
[Risa]l? = min [V — a1 X1 — ax My |G
acR?

S min ”Y — Xk—l — OéQMk”?)
as€R

= min ||Ry — ax M3,
as€R
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La soluzione analitica al precedente problema e o = %. Sostituendo questo dentro

I’equazione precedente troviamo

Ry, My)
R 2 <||Ry — <’—]\4 2
IRull < s = 75 rtla
= Iy — e M)
(M, My)o
= HRkH2 — M
<Mk7 Mk>ﬂ
dove o1(Ry) ¢ il primo valore singolare della matrice Ry. O

Dimostrazione del teorema[3.21. Siccome € non contiene tutti gli indici allora si ha

(My, My)o < 1. Per le proprieta e si ha che

o} (Ry)
(M, My)q
< ||Rell* = oF(Rx)

1
<(1——— VIR
- ( min(m, n)) 172

[

E, per ||Ry|| = ||Y]|3, si ottiene

1 k—1
< 1l—-—F Yllq.
HRkH_<\/ ) Yl




Capitolo 4
Applicazioni

In questo capitolo applichiamo I’algoritmo OR1MP alla risoluzione di vari problemi e
lo confrontiamo con due altri algoritmi: Singular Value Projectiong (SVP)[6] e Singular
Value Thresholding (SVT)[7]. I codici di questi ultimi sono disponibili al seguente link:
https://github.com/HauLiang/Matrix-Completion-Methods. Gli esperimenti sono
stati eseguiti su un MacBook Air 2020 con macOS Sonoma 14.3, dotato di chip Apple
M1 con 8 core (4 prestazioni e 4 efficienza) e 8 GB di RAM. Gli esperimenti sono stati
condotti in MATLAB®.

4.1 Recupero di immagini

Per questo esperimento e stato utilizzato il database ”Yale Faces”, scaricato dal
seguente link: http://cvc.cs.yale.edu/cvc/projects/yalefaces/yalefaces.html.
Il database contiene 165 immagini in formato GIF di 15 individui diversi, con 11 immagini
per persona, rappresentante una diversa espressione facciale: centrale, con gli occhiali,
felice, con la luce da sinistra, senza occhiali, normale, con la luce da destra, triste,
stanco, sorpreso e con 1’occhiolino. Per I'esperimento, sono state utilizzate le seguenti 5

immagini:
e Individuo 2 - espressione 7

e Individuo 6 - espressione 10

17
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e Individuo 10 - espressione 3
e Individuo 13 - espressione 5
e Individuo 15 - espressione 11

Per semplicita, le foto sono denominate “numero dell’individuo.espressione”. Quindi, le
5 foto selezionate sono indicate come 2.7,6.10,10.3,13.5,15.11.

Da ogni foto viene rimosso circa il 50% dei pixel, scelti casualmente utilizzando il
comando randi di Matlab. Successivamente, ’algoritmo ORIMP viene applicato alla
matrice sparsa, ovvero I'immagine contenente solo il 50% dei pixel originali. L’algo-

ritmo si ferma quando soddisfa il criterio di arresto impostato, che in questo caso ¢

1Rkl < 107%| Roll.

L’algoritmo, come scritto in MATLAB® ¢ riassunto qui sotto:

C=imread('2.7"',"'jpeg');
Cl=rgb2gray (C);

[diml ,dim2]=size (C1) ;
omega=randi ([0,1] ,diml,dim2,1);
Cmod=omega .*double (Cl);
[Y_hat,iter] = R1MP(Cmod, omega);

function [Y_hat,iter] = R1MP(Y,Omega)

[n,m]=size(Y); idx=find(Omega>0); doty=Y(idx);

k=1; Theta=0; R=Y;

Matrix=[]; %Serve per tenere memoria di tutte le matrici che
costituiscono la base

OverlineM=[]; %Serve per calcolare Theta

while norm(R)/norm(Y)>10e-4
%hStep 1
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[u,”,v]l=svds(R,1); %Solo la prima coppia di vettori
singolari
M=ux*xv'; %Nuova matrice della base
dotm=M(idx) ;
Matrix=[Matrix ,reshape(M,n*m,1)];
OverlineM=[0verlineM,dotm];
%Step 2
Theta=0verlineM\doty;
%Step 3
X=zeros(n,m) ;
X=reshape (Matrix*Theta,[n, m]) .*x Omega;
R=Y-X;
k=k+1;
end
iter=k-1;
Y_hat=reshape (Matrix(:,1:k-1)*Theta(1l:k-1),[n, m]);

end
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Si presentano ora i risultati ottenuti:
Per prima cosa, viene messa a confronto I'efficacia dei tre algoritmi analizzati tramite

il confronto delle immagini ricostruite con I'immagine originale.

Ricostruzione dell'immagine 6.10
Foto originale __ Foto ricostruita con OR1MP

Foto ricostruita con SVP

~ Foto ricostruita con SVT

Figura 4.1: Confronto dell'mmagine 6.10 originale con le

mmmaging ricostruite utilizzando i tre algoritmi esaminati.

E evidente che D’algoritmo ORIMP & il piu efficace nel generare un’immagine molto
simile a quella iniziale. Tra gli altri due algoritmi considerati, SVT risulta essere il
migliore.

Successivamente, i tre algoritmi vengono eseguiti per 10 volte ciascuno, e grazie ai
comandi tic e toc viene registrato il tempo impiegato per completare la matrice.

La tabella seguente riporta la media del numero di iterazioni e il tempo medio
impiegato dagli algoritmi per completare la matrice.

Per problemi legati alla potenza del computer utilizzato, il criterio di arresto degli

algoritmi ¢ stato modificato nel seguente || Ry|| < 1073|| Ro]|.
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Immagine OR1MP SVP SVT

Iterazioni | Tempo | Iterazioni | Tempo | Iterazioni | Tempo

2.7 32.0 1.2663 s 156 2.2410 s 842 18.3243 s

6.10 36.5 1.4353 s 56 0.8347 s 675 11.1719 s

10.3 34.9 1.4915 s 113 1.8525 s 519 9.1384 s

13.5 22.9 0.7821 s 169 2.4492 s 536 8.7905 s

15.11 27.3 1.1644 s 88 1.4577 s 516 9.2873 s

Tabella 4.1: Risultati della ricostruzione di immagini rappresentati in termini di itera-

zioni e tempo impiegato dall’algoritmo per soddisfare il criterio di arresto.

Si puo quindi concludere che per quanto 'efficacia dell’algoritmo SV'T sia comparabile

a quella dell’algoritmo OR1MP, il tempo di esecuzione di SVT e significativamente piu

alto rispetto a quello di OR1MP. In altre parole, I’algoritmo studiato in questo elaborato

risulta essere il migliore quando si considerano sia la precisione che il tempo di esecuzione.

In conclusione, viene mostrata la convergenza lineare dell’algoritmo.

Immagine 13.5

Norma relativa di R

Immagine 13.5

Figura 4.2: Convergenza dell’algoritmo ORIMP sull’imma-

gine 13.5: sull’asse x e riportato il rango, sull’asse y la norma

di R (immagine a sinistra) e il tempo di esecuzione misurato

in secondi (immagine a destra).
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4.2 Raccomandazioni

Per il secondo esperimento sono stati utilizzati due diversi dataset di grandi dimen-
sioni: Jester3, MovieLens100K, MovieLens1M. I data set sono scaricabili dai seguenti
link: https://grouplens.org/datasets/movielens/ e
https://eigentaste.berkeley.edu/dataset/.

Il dataset Jester contiene valutazioni su 100 diverse barzellette da quasi 25 mila
persone diverse. I voti sono numeri reali compresi tra —10.00 e 10.00, e quando non e
stato espresso un voto, e stato riportato il valore 99.

Il dataset MovieLens ¢ una collezioni di valutazioni fatte dagli utenti del sito Movie-
Lens, con voti che vanno da 1 a 5.

Le dimensioni esatte dei tre datasets usati sono rappresentati nella seguente tabella.

Dataset # rows | # column | # rating

Jester3 24938 100 6 x 10°
MovieLens100K 943 1682 109
MovieLens1M 6040 3952 108

Tabella 4.2: Dimensioni dei dataset utilizzati.

L’algoritmo OR1IMP eé confrontato con gli algoritmi SVP e SVT gia usati in prece-
denza.

Per I'esperimento, ¢ stato rimosso circa il 50% dei dati dalla tabella iniziale, creando
cosi due matrici distinte. Gli algoritmi sono stati applicati alla matrice contenente solo
il 50% dei dati, mentre la seconda matrice, contenente il 100% dei dati originalmente
noti, e stata utilizzata per verificare l'accuratezza delle previsioni degli algoritmi.

Il criterio di arresto utilizzato & || Ry < 1072||Ro]|.

L’algoritmo, come scritto su MATLAB® ¢ riassunto qui sotto:

T = readtable("MovielLensiM.xlsx") ;
i=table2array(T(:,1)); %Indici di riga
j=table2array(T(:,2)); %Indici di colonna
v=table2array(T(:,3)); %Valori dei voti espressi

n=6040; m=3952; JDati per il dataset MovieLensi1M
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C=sparse(i,j,v,n,m);
null=randi([0,1],length(v),1,1);
i_masked=nonzeros (i.*null);
j_masked=nonzeros (j.*null);
v_masked=nonzeros (v.*xnull) ;
omega=sparse (i_masked, j_masked,1l,n,m);
C_masked=sparse (i_masked, j_masked,v_masked ,n,m);
[Y_hat,iter] = R1IMP(C_masked,omega) ;
function [Y_hat,iter] = R1MP(Y,Omega)
[n,m]=size(Y); idx=find(Omega==1); doty=Y(idx);
k=1; Theta=0; R=Y;Matrix=[]; OverlineM=[];
while normest (R)/normest (Y)>10e-2
%Step 1
[u,”,v]l=svds(R,1); ’%Prima coppia di vettori singolari
M=u*v';
dotm=M(idx) ;
Matrix=[Matrix ,reshape(M,n*m,1)];
OverlineM=[0verlineM,dotm];
%Step 2
Theta=0verlineM\doty;
%Step 3
X=zeros(n,m) ;
X=reshape(Matrix*Theta,[n, m]).* Omega;
R=Y-X;
k=k+1;
end
iter=k-1;
Y_hat=reshape (Matrix(:,1:k-1)*Theta(1:k-1),[n, m]);

end
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Si presentano ora i risultati ottenuti:

I tre algoritmi vengono eseguiti 5 volte ciascuno, e il tempo impiegato per completare
la matrice e registrato con i comandi tic e toc.

La tabella seguente riporta la media del numero di iterazioni e il tempo medio

impiegato dagli algoritmi per soddisfare il criterio di arresto.

DataSet OR1IMP SVP SVT
Iter. | Tempo | Iter. | Tempo | Iter. | Tempo
Jester3 1.0 | 0.5028 s | 3.0 0.4947s | 80.0 | 8.6704 s
MovieLens100K | 13.8 | 0.4187s | 5.0 1.8337s | 16.0 | 10.1349 s
MovieLens1M | 16.4 | 19.9626 s | 5.0 | 118.3316 s | 200 -8

Tabella 4.3: Risultati della raccomandazioni rappresentati in termini di iterazioni e tem-

po impiegato dagli algoritmi per soddisfare il criterio di arresto.

Si puo notare che per il datare Jester3 gli algoritmi OR1MP e SVP presentano tempi
di esecuzione comparabili mentre I'algoritmo SVT impiega pit tempo. E invece evidente
che per i due dataset di MovieLens, 1'algoritmo studiato OR1MP ¢ decisamente piu effi-
ciente in termini di tempo, soprattuto su MovieLens1M dove SVT raggiunge il numero di
iterazioni massime prima di convergere per via del calcolo completo della decomposizione
in valori singolari della matrice di dimensioni 10°.

Successivamente, e stata calcolata la norma relativa dell’errore tra la matrice risul-
tante dai due algoritmi e la matrice sparsa contenente il 100% dei dati noti. In questo
modo, e possibile valutare I'efficacia dei due metodi.

La tabella seguente riporta le medie relative.

Tabella 4.4: Norma relativa tra la matrice sparsa con tutti i dati e la matrice ricostruita

con gli algoritmi.

Dataset OR1MP | SVP | SVT

Jester3 0.2453 | 0.3618 | 1.5186

MovieLens100K | 0.5060 | 0.7013 | 0.3830
MovieLens1M 0.5016 0.8020 -
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E possibile osservare che 'algoritmo ORIMP presenta in tutti e 3 i casi una norma
relativa inferiore rispetto all’algoritmo SVP mentre ’algoritmo SVT presenta una norma
inferiore a quella dell’algoritmo OR1MP nel caso del dataset MovieLens100K.

Unendo i due risultati ¢ pero evidente che I'algoritmo OR1IMP e piu efficace se si

tiene conto del tempo impiegato e dell’efficacia nella previsione delle raccomandazioni.
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Conclusioni

In questo elaborato e stato studiato un algoritmo per il completamento matriciale,
efficace anche per matrici di grandi dimensioni. L’idea di base e estendere I'algoritmo
Orthogonal Matching Pursuit, adattandolo dal caso vettoriale a quello matriciale.

Abbiamo esaminato I’algoritmo proposto in [1], insieme alla sua convergenza lineare.
Tuttavia, abbiamo osservato che tale algoritmo richiedeva un eccessivo utilizzo di memo-
ria, soprattutto all’aumentare delle dimensioni dei dati. Pertanto, ¢ stato introdotto un
secondo algoritmo, studiato in [2], pit economico in termini di memoria. Quest’ultimo
mantiene comunque la convergenza lineare.

Infine, I'algoritmo studiato e stato applicato a due differenti casi di studio di dimen-
sioni diverse. In entrambi i casi, ¢ stato illustrato che I’algoritmo studiato risulta essere

il migliore, considerando sia l'efficienza che il tempo impiegato.
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