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Introduzione

Dallo studio dell’algebra lineare sorgono in maniera naturale problemi di classifica-
zione di applicazioni lineari: quando due matrici descrivono la stessa applicazione lineare
tra due spazi vettoriali a meno di cambi di basi? Quando hanno lo stesso rango. Quali
sono le classi di coniugio degli endomorfismi di uno spazio vettoriale? Le possibili forme
canoniche di Jordan. Domande come queste, e anche piti complesse, come la diagona-
lizzazione simultanea di matrici, trovano una formalizzazione generale nella teoria delle
rappresentazioni di quiver.

Un quiver é un grafo orientato, una rappresentazione di un quiver é ’assegnazione di uno
spazio vettoriale di dimensione finita su un fissato campo K a ogni vertice del grafo e di
un’applicazione lineare a ogni freccia, e la dimensione della rappresentazione ¢é il vettore
che ha come entrate le dimensioni dei singoli spazi. Lo studio delle rappresentazioni di
quiver permette quindi di studiare qualsiasi configurazione di applicazioni lineari: un’ap-
plicazione lineare tra due spazi vettoriali puo essere vista come una rappresentazione del
quiver As:

1e—%5e2 ,

mentre un endomorfismo di uno spazio vettoriale pud essere visto come una rappresen-

tazione del quiver Ay:
a

()

1 e

Un isomorfismo tra due rappresentazioni di quiver é una collezione di isomorfismi tra gli
spazi vettoriali assegnati a vertici corrispondenti tali che per ogni freccia il diagramma

v Y,y

gl lg

W W.
1W2

sia commutativo: le classi di isomorfismo di rappresentazioni dei due quiver As e Ay
classificano quindi le applicazioni lineari tra due spazi vettoriali a meno di cambi di base



e le classi di coniugio di endomorfismi di uno spazio vettoriale.

Gli approcci alla teoria delle rappresentazioni di quiver sono di diverso tipo: algebrico,
geometrico e combinatorico, e un primo teorema fondamentale é il Teorema di Krull-
Remak-Schmidt (cfr. [13], §1.7), che assicura che ogni rappresentazione si decomponga
in modo unico come somma diretta di oggetti indecomponibili, e pertanto studiare le
rappresentazioni di un quiver equivale a studiare le sue rappresentazioni indecomponibi-
li.

Un primo risultato importante dovuto a Gabriel ([15]), notevole anche perché, come vari
altri risultati relativi alle rappresentazioni di quiver tra cui quelli esposti in questa te-
si, non dipende dall’orientazione del grafo, caratterizza i quiver che hanno un numero
finito di rappresentazioni indecomponibili (e quindi di rappresentazioni in generale) con
un fissato vettore dimensione. Tali quiver, detti di tipo finito, sono quelli il cui grafo

sottostante ¢ un diagramma di Dynkin tra i seguenti:
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Per ottenere questa distinzione vengono definite due forme bilineari dette forma di
Eulero e forma di Cartan a partire dalla struttura del grafo, e tramite esse viene definito
un sistema di radici associato al grafo, i cui elementi sono particolari vettori dimensione.
Le radici associate a un grafo giocano un ruolo centrale nel Teorema di Kac [1.2.1] che
individua per quali vettori dimensione esistono rappresentazioni indecomponibili di un
dato quiver: le radici positive.

In questa tesi, invece che concentrarsi sulle rappresentazioni di un quiver fissato il
campo su cui costruire gli spazi vettoriali, si indaga il comportamento delle rappresen-
tazioni al variare del campo, concentrandosi nello specifico sui campi finiti.

In questo ambito sono di particolare interesse le rappresentazioni assolutamente indecom-
ponibili, ovvero quelle rappresentazioni indecomponibili che rimangono indecomponibili
quando vengono considerate su un’estensione finita del campo su cui sono state definite.
A tal proposito ricordiamo che i campi finiti sono tutti e soli del tipo I, con ¢ potenza
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di un primo, e che, fissato p primo, i campi del tipo IF,; sono parzialmente ordinati per
inclusione secondo 'ordine dato dalla divisibilita degli esponenti ¢ di p.

Lavorando su campi finiti il problema piti naturale da porsi & quello del conteggio: 1'o-
biettivo dei lavori di Victor G. Kac (|2],[3],[4]) e Jiuzhao Hua (Counting Representations
of Quivers over Finite Fields, [1]) su cui si fonda questa tesi & proprio esprimere il numero
di rappresentazioni assolutamente indecomponibili di un quiver ) di dimensione fissata
a sul campo FF, in funzione di ¢: tale quantita sara indicata con Ag(«,q). Sfruttando
risultati di algebra lineare, di combinatoria e di teoria di Galois si ricaveranno diverse
identita formali e si trovera che il numero di rappresentazioni assolutamente indecompo-
nibili & un polinomio in ¢ a coefficienti interi che non dipende dall’orientazione del quiver
studiato.

In particolare, chiamato t§ il coefficiente j-esimo di tale polinomio per il vettore dimen-
sione « e chiamato u, il grado di tale polinomio, si otterra 'identita [2.10

qai]-<7ri,7rj> X Ua

H 1<j<n ™ T 7 a
H1<1;n<zli7r“’”>b (a” )Xl X = H HH — X

acAt =0 j=0

che lega i coefficienti a quantita combinatoriche, e che ha portato alla dimostrazione di
due importanti congetture formulate da Kac nell’articolo Root systems, representations
of quivers and invariant theory (|4]):

Congettura 1. Il termine noto di Ag(a, q) é pari alla molteplicita della radice o come

peso nell’algebra di Kac-Moody associata al quiver ().

Congettura 2. I coefficienti del polinomio Ag(a,q) sono non negativi.

Queste due congetture, che non sono discusse in questa tesi, sono state dimostra-
te da Tamas Hausel (la prima) e da Tamas Hausel, Emmanuel Letellier e Ferndando
Rodriguez-Villegas (la seconda), negli articoli Kac’s conjecture from Nakajima quiver
varieties ([B]) del 2010 e Positivity of Kac polynomials and DT-invariants for quivers
([16]) del 2012, sfruttando proprio la formula ottenuta da Hua insieme a metodi algebrici
e geometrici, come la varieta quiver di Nakajima (1.3.1]), un oggetto geometrico ottenu-
to tramite la teoria GIT a partire dalle rappresentazioni del quiver studiato deformato
aggiungendo un vertice e una freccia a ogni vertice del grafo, descritta da Nakajima nel-
larticolo Quiver varieties and Kac-Moody algebras ([6]).

Nel primo capitolo di questa tesi introduciamo la teoria delle rappresentazioni di
quiver con alcuni risultati generali, come l'identificazione delle rappresentazioni con i
moduli su un algebra di cammini introdotta nella sezione [1.1.2] una caratterizzazione
delle rappresentazioni indecomponibili tramite ’anello degli endomorfismi e il Teorema
di Krull-Remak-Schmidt nella sezione [1.1.3] e la descrizione geometrica delle classi di

il



isomorfismo di rappresentazioni come orbite per I’azione del gruppo GL(«, q) (pensando
alle rappresentazioni come collezioni di matrici fissata una scelta di coordinate) nella
sezione [[.1.4] Nella sezione [I.2] introduciamo il sistema di radici associato al quiver e
enunciamo il Teorema di Kac, mentre nella sezione definiamo le varieta quiver descri-
vendone alcune proprieta e calcoliamo il numero di preimmagini della mappa momento,
risultati che sono stati sfruttati nella dimostrazione della Congettura [T}

Nel secondo capitolo consideriamo il caso dei campi finiti Fy: nella sezione @ introdu-
ciamo alcuni concetti legati alle partizioni, che sfruttiamo nella sezione per esprimere
in funzione di ¢ le quantita che appaiono nella formula di Burnside applicata al caso
dell’azione di GL(«, q); a partire da queste quantita nella sezione ricaviamo alcune
identita formali e nella sezione [2.3.2] concentrandosi sulle rappresentazioni assolutamente
indecomponibili otteniamo le principali identita che coinvolgono Ag(a, ¢) e dimostriamo
che & un polinomio a coefficienti interi.

v



Indice

Untroduzionel i
(I Teoria delle rappresentazioni di quiver| 1
(1.1 Rappresentazioni di quiver| . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 1
(L1.1  Definizioniinizialil . . . . . . . . . . ..o 1

(1.1.2  KQ-algebral . . . . . ... ... ... ... ... 3

[1.1.3  Rappresentazioni indecomponibili e assolutamente indecomponibilij 5

(1.1.4  Azione di GL(o, K)[. . . . . . .. ... 8

L2 Sistemidiradicl . . . . . . ... ... 9
(1.3 Varieta di Nakajima| . . . .. .. ... ... ... 0 11
[1.3.1 Struttura simplettica e proprieta della mappa momento|. . . . . . 11

(1.3.2  Definizione e proprietal . . . . . . . . . . ... ... 14

|2 Rappresentazioni assolutamente indecomponibili: formula di Hua| 17
2.1 Partizionil . . . . . . . . . 18
[2.1.1  Partizioni e classi di coniugio| . . . . . . ... ... ... ..... 18

[2.1.2  Prodotto sulle partizioni . . . . . .. ... ... .. ... ..... 18

[2.2  Formule per le cardmalita di X, e Zof . . . ... ... ... 20
23 TormuladiHual . . . . . . . oo 23
231 Tdentita formalll . . . . . . .. ... .. 23

[2.3.2  Rappresentazioni assolutamente indecomponibilif . . . . . . . . .. 28
[A_Formula di Burnsidel 39
[B_Formula di Gauss| 41
[C Trast I Foun . = 43
Bibliog 2 47






Capitolo 1

Teoria delle rappresentazioni di quiver

In questo primo capitolo vengono fornite le definizioni di base della teoria delle rap-
presentazioni di quiver, insieme ad alcuni risultati fondamentali della teoria, e vengono
introdotti alcuni concetti che saranno centrali nei capitoli successivi: in particolare quelli
di rappresentazione indecomponibile e assolutamente indecomponibile, che saranno 1'og-
getto di studio del Capitolo 2, di sistema di radici associato a un quiver e di varieta
quiver di Nakajima.

1.1 Rappresentazioni di quiver

1.1.1 Definizioni iniziali

Definizione 1.1.1 (Quiver). Un quiver & un grafo orientato, ovvero il dato di @ =
(Qo, @1, h,t), dove Qg e () sono gli insiemi finiti dei vertici e dei lati e h,t : Q1 — Qo
sono le mappe che assegnano a un lato del grafo a € @, la sua punta (head) h(a) € Qo
e la sua coda (tail) t(a) € Q. Per brevita scriveremo @ = (Q, Q1)-

Se |Qo| = n assumiamo Qo = {1,...,n}, e siano b;; = [{a € Q1 | t(a) = i,h(a) = j}| e
a;j = bi; + bj; per i, j € Qo.



Esempio 1.1.1. Esempio di un quiver Q:

o 4
ld
e 3
TN
1 e 7 > e 2

Molti risultati riguardanti le rappresentazioni di quiver assumono come ipotesi ’as-
senza di loop, ovvero di lati con punta e coda coincidenti. Nel corso di questa tesi si
assumera che i quiver siano senza loop.

Definizione 1.1.2 (Rappresentazione di quiver). Dato un quiver @ = (Qp, Q1) una
rappresentazione di () su un campo K ¢ un funtore da () alla categoria FinVectx degli
spazi vettoriali di dimensione finita su K, ovvero il dato di uno spazio vettoriale di
dimensione finita V; per ogni i € Qo e di un’applicazione lineare V, : Vi) — Vi) Per
ogni a € Q).

Chiamando «; = dim(V;) il vettore a = (a;)icq, € N si chiama vettore dimensione

della rappresentazione.

Esempio 1.1.2. Esempio di rappresentazione del quiver ) dell’Esempio sul campo
C, di dimensione o = (1 0 2 3):

CB

L)
LA

Definizione 1.1.3 (Morfismo di rappresentazioni di quiver). Siano V,W due rappre-

sentazioni di @) su K. Un morfismo di rappresentazioni ® : V. — W ¢é una trasfor-

mazione naturale da V' a W, ovvero il dato per ogni ¢ € )y di un’applicazione lineare



®,; : V; — W, tale che per ogni a € (), valga:

(I)h(a) oVg=W,o (I)t(a)'

Indichiamo la categoria delle rappresentazioni di @ su K con Repg(K). Fissato un
vettore dimensione av € N9 indichiamo I'insieme delle rappresentazioni di @ di dimen-
sione a con Repg(a, K).

Definizione 1.1.4 (Nucleo e conucleo di un morfismo di rappresentazioni di quiver).
Siano @ = (Qo, @1), V,W € Repg(K) e ® : V.— W un morfismo di rappresentazioni

di quiver. Il nucleo e il conucleo di ® sono le rappresentazioni di () date da

Ker @ = ((Ker qu)EQoa (Va|K67” <I>t(a))aeQ1)7

coKer ® = ((coKer ®;)icqo, (Wa)acq:):

dove W, : coKer®y,y — coKer®;,, ¢ la mappa indotta data da [w] — [W,(w)] per
ogni w € Wyq).

Si osservi che tali rappresentazioni sono ben definite dato che, essendo ® un morfismo
di rappresentazioni di quiver, si ha che se v € Ker®,) allora V,(v) € Ker®,q) e se

w € Im®yq allora Wy (w) € Im®y(q).

Definizione 1.1.5 (Somma diretta di rappresentazioni). Sia @@ = (Qo,@1) un quiver.

Se V.W € Repg(K), la loro somma diretta & la rappresentazione di @)

VoeWw.= ((V; b Wi)ieQm (Va ©® Wa)aEQl)

1.1.2 KQ-algebra

In questa sezione definiamo I'algebra dei cammini K () e mostriamo ’equivalenza tra
la categoria delle rappresentazioni di quiver e la categoria dei K Q)-moduli.

Definizione 1.1.6 (Cammino). Sia @ un quiver. Se ! € N\ {0} un cammino di lunghezza
[ & una parola p = @;a;_;...a; con a; € ()1 per ogni i = 1,...,1 e tali che h(a;) = t(a;41).
Un cammino di lunghezza 0 é un cammino "costante" su un vertice i € (), indicato con
e;. Chiamiamo h(p) = h(a;) € Qp e t(p) = t(a1) € Qp la coda e la punta del cammino p;
se p = ¢; allora t(e;) = h(e;) = 1.



Definizione 1.1.7 (Algebra dei cammini). Siano () un quiver e K un campo. L’algebra
dei cammini ¢ il K-spazio vettoriale K () generato dai cammini di (), con moltiplicazione
data da:

pq se h(q) = t(p),

p-qg=
0 altrimenti.

Indichiamo con K @Q-Mod la categoria dei K @Q-moduli sinistri.

Esempio 1.1.3. La KQ-algebra associata al quiver () dell’Esempio [1.1.1| & generata

come K-spazio vettoriale dai cammini ey, eq, €3, €4, a, b, ¢, d, cb, cd.

Teorema 1.1.1. Siano Q un quiver e K un campo fissati. La categoria Repx(Q) delle

rappresentazioni di () su K & equivalente alla categoria KQ-Mod.

Dimostrazione. Per V € Repg(Q) definiamo il K@Q-modulo

FV)=DV

1€Q0

con moltiplicazione per p = ay...a; € K@ data da:
pv = Vg 0.0V, (vyp))
per ogni v = (v;)ieq,-

Inoltre per ogni morfismo ® : V. — W di rappresentazioni di ) definiamo F(®) :

F(V) — F(W) data da:
F@)(D_v)=) P(v)
i€Qo 1€Qo
per ogni v = (v;);eq,- Si osservi che, siccome ® ¢ un morfismo di rappresentazioni, per

ogni p = ay...a; € KQ si ha
F(@)(pv) = (Vo 0.0 Vo, (vy))) = Way © o 0 Wa (@(vy(p))) = p-(F(P)(v))

e pertanto F(®) é un morfismo di K Q-moduli.
Viceversa per M € K@ — Mod si definisce la rappresentazione G(M) con G(M); = e; M
e Q(M)a : €t(a)M — 6h(a)M data da

G(M)a(eyaym) = am.
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Inoltre per ogni morfismo ¥ : M — N di K@Q-moduli definiamo il morfismo di
rappresentazioni G(¥) : G(M) — G(N) dato da:

G(V);(e;m) = ¥(e;m) = e;W(m) € e, N

per ogni i € )g. Questo é un morfismo di rappresentazioni di () perché per ogni a € (04

si ha
G(V)oG(M)a(ermm) = G(¥)na)(en@am) = en@¥(am) = a¥eyym = G(N)a0G (V) (eyaym).

E abbastanza immediato verificare che F e G sono funtori, e che Go F e F o G sono
naturalmente isomorfi a Idgep, (@) € @ Idxg—rr0a Tispettivamente.
[

1.1.3 Rappresentazioni indecomponibili e assolutamente inde-
componibili

In questa sezione si introducono alcuni concetti centrali in questa tesi: quelli di rap-
presentazioni indecomponibili e assolutamente indecomponibili. In particolare si dimo-
stra un risultato essenziale riguardante le rappresentazioni indecomponibili, il Teorema
di Krull-Remak-Schmidt , assumendo alcune conoscenze di algebra come il Lemma
di Fitting e il concetto di radicale di Jacobson.

Definizione 1.1.8 (Rappresentazione indecomponibile). Una rappresentazione V' di un
quiver () su un campo K si dice indecomponibile se per ogni coppia di rappresentazioni

W,ZdiQsuKtaliche VEWE@ZsihaW=00Z2Z=0.

Definizione 1.1.9 (Rappresentazione assolutamente indecomponibile). Una rappresen-
tazione V' di un quiver () su un campo K si dice assolutamente indecomponibile se per

ogni estensione finita di campi F O K si ha che V Q) F ¢ indecomponibile.

Data una rappresentazione V' di un quiver @, indichiamo con End(V') l'anello dei

morfismi di K@Q-moduli da V a V.



Teorema 1.1.2. Sia V una rappresentazione di un quiver ) su un campo K. La

rappresentazione V& indecomponibile se e solo se Endg(V') & un anello locale.

Dimostrazione. Si supponga V indecomponibile, e sia ® € Endg(V). Se esiste ¥ €
Endg(V) tale che (1+¥®) ¢ nilpotente allora per qualche N € Nsiha 0 = (1+¥®)Y =
1+ &P con & € Endg(V), pertanto @ ¢ invertibile. Se non esiste tale U per il Lemma
di Fitting allora per ogni ¥ € Endg(V) 'elemento (1 + U®) ¢ invertibile, e quindi &
appariene al radicale di Jacobson di End(V'), che quindi & un anello locale siccome ogni

elemento non invertibile sta nel suo radicale.

Viceversa sia Endg(V') locale: se V. = Vi @ V5 ¢ una decomposizione non banale
allora se esistono fi, fo : V. — V non invertibili tali che f; + fo = Idy (in particolare
fi = t; om;, dove m; & la proiezione su V; e ¢; & l'inclusione di V; in V'), il che & assurdo
poiché 'ideale massimale di Endg(V') dovrebbe contenere sia f; che f e quindi anche
Idy. O

(I)ll (1)12

Dy Py
con ®q1 : Vi — Wy isomorfismo. Allora Vo = Wi,

Lemma 1.1.1. Sia ® = ( ) Vi Vo — Wi @ Wy un isomorfismo di modul,

Idy, 0
—0g®7 Idyy,

P )
T — 11 12 B
0 Pgy — PPy Do

¢ un isomorfismo, pertanto Vo = Wi, O

Dimostrazione. Sia U = ( ) W & Wy — Wy @ Wy, Siccome V¥ é un

isomorfismo, anche

Teorema 1.1.3 (Krull-Remak-Schmidt). Siano Q un quiver e K un campo. Ogni
rappresentazione V. di () su K si decompone in modo unico a meno di isomorfismo e

riordinamento come somma diretta di rappresentazioni indecomponibili, ovvero.
Dimostrazione. L'esistenza si mostra per induzione su |af =37, i

e se |a] =1 allora V' = Ke; per qualche i € Qg ed & indecomponibile;

6



e se una decomposizione esiste per ogni 3 € N9 con |3| < |a| allora si hanno due
possibilita: o V' ¢ indecomponibile e quindi la decomposizione esiste banalmente,
oppure si scrive V.= W @& Z dove W e Z sono rappresentazioni di dimensioni
rispettivamente Sy e Bz con |Bw|, |Bz| < |a|, e quindi per ipotesi induttiva si ot-
tiene una decomposizione in indecomponibili di V' come somma diretta delle due

decomposizioni di W e di Z.

Si supponga che esistano due decomposizioni in indecomponibili V=V, & ... &V, =
Wy ...eW,.

Per induzione su p:

e sep = 1lalloraV; = Wi®...®&W, che implicar = 1 e W; = V] per indecomponibilita
di Vp;

esep>1lsiad=(9):Vid..dV, — W &..6& W, un isomorfismo e sia
U = (0,;;) =o' Allora

Z \Ijqu)jl = Idvl € End(Vl)
j=1

ma siccome End(V;) & un anello locale per il Teorema m allora esiste j, che
possiamo assumere senza perdita di generalita pari a 1, tale che W 7P, ¢ invertibile
(altrimenti si avrebbe che Idy, sta nell'ideale massimale, che ¢ assurdo). Quindi
si puo assumere ®1;¥;; invertibile, che implica W; iniettivo. Sia I' 'inverso di
®1,Vqy, mostriamo che V; = Ker(I'®qy) @ Im(¥q1): ogni v € V; si pud scrivere
come v = U T'Pyy(v) + (v — U TPy (v) € Im(Vyy) + Ker(T'®qy) e d’altra parte
Ker(I'dy) N Im (V) = @, infatti se ¥y (w) € Ker(I'®yy) per qualche w € W)
allora 0 = I'®1; ¥y (w) = w. Quindi, siccome Wy; ¢ iniettivo, W) ¢ un addendo
diretto di Vj, ma dall’'indecomponibilita di V; segue che Vi = W; e ®;; ¢ un
isomorfismo. Siccome ®1; e ® sono isomorfismi, per il Lemma [1.1.1] si ha anche

Vo...®V,=2We® ... dW,, da cui segue la tesi per ipotesi induttiva.



1.1.4 Azione di GL(a, K)

In questa sezione si descrivono le classi di isomorfismo di rappresentazioni di quiver
dal punto di vista geometrico: le rappresentazioni vengono viste come collezioni di ma-
trici e le classi di isomorfismo come orbite rispetto all’azione di un gruppo su uno spazio
di matrici. Per fare cio servono due osservazioni fondamentali.

e La prima osservazione ¢ che, fissato un vettore dimensione av € N@° scelta per ogni
1 € Qo una base di V;, una rappresentazione equivale a una scelta per ogni a € ()4
di una matrice A, € Mata,, xay., (K).

Pertanto ogni rappresentazione di Repg(a, K) si puo associare un elemento dello
spazio di matrici

H Mata,, xaym (K) -

aceQ1

e La seconda osservazione ¢ che due rappresentazioni V, W € Repg(c, K) sono iso-
morfe se e solo se esistono (®;);cq, con ®; € GL,,(K) tali che, scelte basi di V; e W;
per ogni 7 € Yy e identificate le mappe V, e W, con le rispettive matrici associate,
per ogni a € ), valga:

(I)h(a) Vo= Waq)t(a)

ovvero se e solo se, per ogni a € ()1, vale:

W, = @h(a)VQQDQ;) .
Si consideri il gruppo
GL(a,K) = [] GLa,(K)
1€Qo

Tale gruppo agisce su Hate Mata, . xaq (K) per coniugio, ovvero tramite la mappa

GL(O[,K) X H Matah(a)Xat(a) (K) — H Mat

ac€Qq ac@

(K)

Qp(a) X At(a)

data da
(®,V) = (Phia)Va®y g )acqo -

Grazie alla seconda osservazione si possono quindi identificare le classi di isomorfismo
di rappresentazioni di dimensione « di @ su K con le G(a, K)-orbite in Hate Mata, , xa,.
Questo fatto ci permettera, nel Capitolo 2, di contare le classi di isomorfismo di rappre-
sentazioni studiando proprio tali orbite.

(K).



1.2 Sistemi di radici

In questa sezione vengono introdotti alcuni concetti legati alla teoria delle rappresen-
tazioni, che permettono di associare a un quiver un sistema di radici. In particolare il
Teorema di Kac caratterizza i vettori dimensione per cui esistono rappresentazioni
indecomponibili.

Definizione 1.2.1 (Forma di Ringel). Dato un quiver Q = (Qo, Q1) definiamo su Z®°

la forma bilineare

<a,B>= Z ;B — Z t(a)Bh(a) -

1€Q0 acQ1

La sua simmetrizzata, ovvero la forma
(@, f) =<a,B>+<pa>

¢ data dalla matrice

—Qj 8e i 7£ ja
Cz'j =

2sei =7

dove ricordiamo che a;; ¢ il numero di archi tra ¢ e j.

Esempio 1.2.1. La matrice associata al quiver () dell’Esempio [1.1.1]¢é

2 -1 -1 0

-1 2 -1 0
C =

-1 -1 2 -1

0O 0 -1 2

Definizione 1.2.2 (Radici semplici). Le radici semplici sono gli elementi della base

canonica di Z?°, ovvero gli ¢; con 1 in posizione i e 0 nelle altre entrate, per i € Q.

Definizione 1.2.3 (Riflessioni semplici). Per ogni ¢; € Z? radice semplice, definiamo

la riflessione semplice s, : Z9° — 7% data da

(Eiaﬁ)

€ .
(Q;Ei) ’

Definizione 1.2.4 (Gruppo di Weyl). Il gruppo di Weyl é il gruppo W degli automor-

561(5) = ﬁ_Q

fismi di Z%° generato dalle riflessioni rispetto alle radici semplici ¢;.

Siccome le riflessioni sono isometrie, W é un gruppo di isometrie.
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Definizione 1.2.5 (Radici reali). Gli elementi dell’insieme Ag,. delle immagini tramite
il gruppo di Weyl delle radici semplici si dicono radici reali.
Si dimostra che Ap, = AL UAL = (Ag. NN@) U (Ag. N —N@) ¢ formato da radici

positive e radici negative.

Definizione 1.2.6 (Radici immaginarie). Sia
K = {a € N9\ {0} | supp() ¢ connesso , (v, ¢;) < 0Vi € Qo},

dove supp(«) ¢ il sottografo di @) con solo i vertici ¢ tali che a; # 0.
Gli elementi dell'insieme A} = delle immagini tramite il gruppo di Weyl degli elementi di
K si dicono radici immaginarie positive, mentre gli elementi di A, = —A} si dicono

radici immaginarie negative.

L’insieme delle radici positive A}, U A7 si indica con AT,

Esempio 1.2.2. Sia @ il quiver

-2
La matrice associata a () € ( 5 o ), le riflessioni semplici sono date da

()= 0)-65)

e il gruppo di Weyl & isomorfo a Z /27 x 7./ 27.
Le radici reali sono Ag, = {(i,i+1) € Z*}U{(i,i—1) € Z*}, mentre le radici immaginarie
sono Ay, = {(i,i) € Z* | i # 0}.

Si enuncia ora un risultato classico della teoria delle rappresentazioni di quiver dovuto
a Kac, una cui dimostrazione si puo trovare in [13].

Teorema 1.2.1 (Kac). Esiste una rappresentazione indecomponibile di QQ di dimensione

a se e solo se a € AT,

10



1.3 Varieta di Nakajima

In questa sezione introduciamo le varieta di Nakajima, strutture geometriche ottenute
a partire da spazi di rappresentazioni di quiver, e dimostriamo un risultato che viene
sfruttato nell’articolo Kac’s conjecture from Nakajima quiver varieties (|5]) di Taméas
Hausel per calcolare il numero di punti delle varieta di Nakajima e dimostrare la prima

congettura di Kac ().

1.3.1 Struttura simplettica e proprieta della mappa momento

Dato un quiver @ e una coppia di vettori dimensione v, w € N9 si associ ad ogni ver-
tice 1 € )y una coppia di K-spazi vettoriali V; e W; di dimensioni v; e w; rispettivamente,

e si consideri lo spazio vettoriale

Vouw = €D Hom (Vi) Vi) & @D Hom(W;, V).

a€Q1 i€Qo

Esempio 1.3.1. Se @) ¢ il quiver

lo spazio V,,, corrisponde allo spazio delle rappresentazioni del quiver '

3 e o 4
Cl/a\ld
1 e o 2
\z/’

con vettore dimensione (vq, vy, wy, ws).

I gruppo G, = [[;cq, GL(Vi) ha una rappresentazione naturale p,, :

GL(V,,) data da
Pv,w(g) (37) = (gh(a)AaQ&;)agi[i)a€Q1,ier

per g = (gi)icqy € Gv € T = (Au, I1)acquicqo € Vou-
Dualmente si ha la rappresentazione pj ,, : G, — GL(V; ) data da
P (9) (W) = (910a)Babigay Ji95 acanr icqo

11
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per g = (gZ)ZEQ() € GU ey = (B(l7 Ji)a€Q1,i€Qo € V;,w

Chiamata g, = @ieq,0l(V;) 'algebra di Lie associata a G, sia 0y : g0 — 9l(Vy0)
la derivata di p, ., e chiamato M, ,, = V,, X V7 si considerino la rappresentazione
Pow = Pow X Py - Gy —> GL(M,,,) e la sua derivata g, ,, : go — gl(M,,,,) data da

@v,w(c) ([L’, y) - (Ch(a)Aa - Aact(a)a CiL’; ch(b)Bb Bbct —J; C])a beQ1,i,5€Q0
per ¢ = (Ci)iGQo € g, T = (Aaa Ii)a€Q1,i€Qo S Vv,w ey = (Bm Ji)aEQl,iGQo € V;w

Lo spazio vettoriale M, , ha una naturale struttura simplettica data dalla forma
w: M, x M, ,, — K definita come

w((z1,91), (T2,92)) = ya(z1) — Y1 (22).

L’azione di G, su M, , ¢ simplettica e ha una mappa momento ., : M, ., — g,
data da

Lo (T, y) = IJ+ZBA—ZAB €9,
=i h(a)= i€Qo

identificando g, con g’ tramite la traccia, infatti per ¢ € g, si ha che p, . (z,9)(c) =
y(0yw(c)z) e se per g € g siindica con f9: M, ,, — K la funzione data da f9(vy,w,) =
p(v1,wy)(g) si ha che per ogni (ve,wy) € M, ,, fissato vale

d ugl wa (v2, w2) = wi(0(g)va) + w2(o(g)v1) = w(o(z)(vi, wr), (va, wa)).

Lemma 1.3.1. Siano v € N9\ {0} tale che char(K) t 3., vi € A1y = (Mdy,)icq, € 8o
per A € K*.

L’equazione 1, 0(x,y) = A1 non ha soluzione.

Dimostrazione. Se (z,y) ¢ una soluzione (con x = (Aqg, 0;)ae0,.icqo € Y = (Ba, 0i)acor.icqp)

allora
V= e )0 < et = S ( 3 k- 3 A <0
1€Qo i€Qo =i h(a)=1
pertanto char(K)| Y, vi, che & assurdo. O
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()

Esempio 1.3.2. Sia K = Fy (char(K) = 2), e siano @ il quiver 1e  ewv =2, conside-

01 0 0
riamo le matrici A = (0 0) e B= (1 0). La coppia (x,y) = (A, B) & una soluzione

di Mv,O(xv y) = 1;

Lemma 1.3.2. Dati v,w € N% tali che char(K) = 0 o char(K) > >, , vi, siano
A€ K* e (z,y) € M, ., una soluzione di j,.,(z,y) = A1} tale che esiste h € g, tale che
0y.0(h)(z,y) = 0. Allora h = 0.

Dimostrazione. Sia V! = Im(h;) C V; e sia v la sua dimensione.

Siccome 9, ,,(h)(x,y) = 0 necessariamente J;h; = 0 per ogni i € @y (ovvero J; ¢ identi-
camente nulla su V).

D’altra parte hj)Aq — Aahy) = 0 per ogni a € @1, quindi I'immagine tramite A, di

Vt’(a) ¢ contenuta in V,;(a), e analogamente I'immagine tramite B, di V,:(a) é contenuta in

Vi

(a)

Pertanto una soluzione di fi, ., (z,y) = Al si restringe a una soluzione di p, o(2',y") =
()\Id‘/;/)’LGQO .

Per il Lemma (che vale date le ipotesi su char(K)) si ha che ), vi = 0, e quindi
h = 0. [

Lemma 1.3.3. Dati v,w € N? tali che char(K) =0 o char(K) > 3., v e A € K*,

sia (z,y) una soluzione di fi,.,(z,y) = A1} invariante per l'azione di g € G,. Allora
g=1,.

Dimostrazione. Siccome p(g)(x,y) = (z,y) si ha che 9(g — 1,)(z,y) = 0, da cui segue
che g =1, per il Lemma|1.3.2 O

Lemma 1.3.4. Siano v,w € N? tali che char(K) =0 o char(K) > 37, o ;.
La derwata di g prow @ TiayMe, — Ty, o2y 8y € suriettiva se e solo se non esiste
h € g, \ {0} tale che g, ,(h)(z,y) = 0.

In particolare se (x,y) é soluzione di fi,.,(x,y) = A1} con A € K* allora la derivata é

suriettiva.
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Dimostrazione. La derivata d, )t non ¢ suriettiva se e solo se esiste h # 0 € g, tale

che per ogni Y € T{, , )M, , si ha

0= d(a:ﬂ)ﬂv,w(Y)fh = Y(/vbv,w o fh) = dfh(Y) - w(@(h> (ZE, y)? Y)

che ¢ vero se e solo se g(h)(z,y) = 0 dato che w ¢ non degenere.
In particolare se (z,y) € soluzione di pi,.(z,y) = AL} allora per il Lemma se
Oy(P)(z,y) = 0 allora h = 0, quindi d(,y)ftvw € suriettiva. O

1.3.2 Definizione e proprieta

Si assuma in seguito che K = K e che v, w € N9 tali che char(K)| > icQp Vi

Definizione 1.3.1 (Varieta quiver di Nakajima). Per A € K* si consideri V) (v, w) =
Haras(AL3)-
Per m € Z sia ™ : G, — K* il carattere dato da x™(g) = [[;cq, det(g:)™, e sia

KW (v, w)]9X" = {f € KWi(v,w)] | f(g(x)) = x"(9)f(x) per ogni z € V(v,w)}

Si ha la K-algebra N-graduata €, . K[V (v, w)]“»X™" dei semi-invarianti, e si definisce

quindi la varieta di Nakajima

Mo (v,w) = Proj (EB K[Vx(v,w)]g”’xm")

neN

Si osservi che per m = 0 si ha Mo (v, w) = Spec (KV\(v,w)]%) = Vi(v,w) [ G,
dove // indica il quoziente GIT.

Lemma 1.3.5. Per A # 0 la varieta Mo x(v,w) & non singolare di dimensione

2dv,w =2 (Z Vt(a)Vh(a) + Z UZ'(wi - UZ))

a€Qq 1€Qo

Dimostrazione. Siccome per il Lemma [[.3.4] la derivata T(, )t € suriettiva quan-
do fyw(z,y) = AL}, si ha che p 3 (AL}) = Va(v,w) & non singolare di dimensione

dim(M, ) — dim(g},).
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D’altra parte per il Lemma I'azione di G, su V) (v, w) ¢ libera, pertanto My (v, w)

ha dimensione

dim(V\(v,w)) — dim(G,) = dim(M,,,,) — dim(g;,) — dim(G,) =

=2 Z Vt(a)Vn(a) T 2 Z Viw; — Z UiQ - Z UZ‘Q = de,w

ac@n 1€Qo 1€Q0 1€Qo

O

Consideriamo ora il caso K = [, e introduciamo un risultato che ¢ stato sfruttato in
[5] per studiare il numero di elementi delle varieta quiver calcolando la quantita #,(£) =
(&), ovvero il numero di preimmagini tramite la mappa momento di un elemento

feg
Teorema 1.3.1. Per ogni £ € g* st ha
#a(€) = ol VI [Ker o(x)|W(E(x)). (1.1)
A

dove ¥ : F, — C* ¢& un carattere additivo non banale fissato, come nell’appendice C.

Dimostrazione. Sia a, : g — N C C la funzione data da

a,(z) = |Ker o(zx |—Z(50

veV

1sea=b,
dove 0,(b) =

0 altrimenti.

Applicando la trasformata di Fourier aritmetica alla definizione
Z 5u(v,w) <§>
(v,w)eM

si ottiene, per x € g

= Yy (@)

(vyw)eM

Per il Lemma e siccome X, (v,w)(—2) = f(ﬂ(v,w)(x) = |g|%(§u(v,w)(x) si ha che

=077 Y N (-2) =gl Y U(u(vw)(—2) =lg[7F Y T(w(e(—z)v))

(vyw)eM (vw)eM (vyw)eM



=1g72 Y Y xwlo(=2)v) = g2 [V dole( = |g| "2 |V]a,(—x).

veV weV* veV

Applicando la trasformata di Fourier a entrambi i membri si ottiene:

= [gl7IVI ) _ al2) =gl V1) _ ay(x)

xreg reg
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Capitolo 2

Rappresentazioni assolutamente

indecomponibili: formula di Hua

Siano @ = (Qo, Q1) un quiver, o € N¥ un vettore dimensione e F, un campo finito.
Le quantita che saranno oggetto di studio dei prossimi paragrafi sono le seguenti:

e Mg(c, q): il numero di classi di isomorfismo di rappresentazioni di ) di dimensione
a su Fo;

e Ig(a,q): il numero di classi di isomorfismo di rappresentazioni indecomponibili di
() di dimensione « su F;

e Ap(a,q): il numero di classi di isomorfismo di rappresentazioni assolutamente in-
decomponibili di @) di dimensione o su F,.

Il punto di partenza per trattare queste quantita é la formula di Burnside per il conteg-
gio delle orbite: applicandola all’azione del gruppo GL(a, Fy) su [[,co, Mata,, xay. (K)
descritta nella sezione si ottiene una formula per Mg(a, q) (che é proprio il numero
di orbite di tale azione), poi sfruttando alcune identita formali ricaviamo un’espressione
per Ig(a, q), che viene a sua volta utilizzata per esprimere Ag(a, q).

Infine dimostreremo che Ag(c,¢) € un polinomio in ¢, e otterremo alcune identita che
implicheranno che i coefficienti di tale polinomio sono interi.

17



2.1 Partizioni

2.1.1 Partizioni e classi di coniugio

La formula di Burnside [A.0.1] applicata al caso dell’azione di GL(a,F,) su
[lacq, Mata, , xay,., (K), si esprime nel seguente modo:

1 | Xl
Mq(a,q) = -mr—z; 1%l = 1]
|GL(a, IFy)| gEGLZ(a,qu) ' geC;aJFq) 12|

dove Cl(«, F,) ¢ un insieme completo di rappresentanti delle classi di coniugio di GL(a, F,).
In questa sezione verranno calcolate le quantita |X,| e |Z,| utilizzando alcune proprieta
delle partizioni e il loro legame con le classi di coniugio di GL(«,F,), che discende da
considerazioni di algebra lineare.

Definizione 2.1.1 (Partizione). Una partizione ¢ una sequenza finita debolmente de-
crescente di interi positivi m = (71, ...,7%). Il peso di 7 & || = Zle r;. Denotiamo con

P l'insieme di tutte le partizioni.

Per ogni f polinomio monico irriducibile di grado d e per ogni r intero definiamo

Jf) L 0 .. 0
0 J(Uf) I .. 0
J(f) =
0 0 0 1,

dove J(f) indica la matrice compagna del polinomio f.

Se m = (r1,r9,..,rx) € Psia J(f,7) = J.,(f) © I (f) & ... ®& T (f)-

Ogni classe di coniugio di GL(n,F,) ¢ determinata da una forma canonica di Jordan
data da J(fi,m) ® J(fa, m) & ... & J(fs, 7s) per qualche s € ZT, con f; polinomi monici
irriducibili distinti e m; € P tali che Y ;_, |m;|deg(f;) = n.

2.1.2 Prodotto sulle partizioni

Definizione 2.1.2 (Partizione coniugata). Data m = (71,79, ..., ;) € P sia 7’ la parti-
zione coniugata, ovvero quella data da ) = [{m; € {1,2,...,k} | m; > i}|.

Si osservi che utilizzando per 7 la notazione esponenziale 7 = (1"2"2...) dove
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n; = |{j € {1,...,k} | m; = i}| si ha che

T = an.
Jj>i
Si osservi inoltre che |7| = |7'].
Definizione 2.1.3. Per 7, u € P definiamo ’accoppiamento < m, u >= Zizl L
Esempio 2.1.1. Consideriamo la partizione 7 = (4,2,2,1) = (1'223°4!) di peso |r| = 9:
la sua coniugata ¢ 7’ = (4,3,1,1) = (122°3'41). Se u = (6,3,3,3,2,1,1) = (122'3345%!)
si ha che ' = (7,5,4,1,1,1) = (13293%°41516°71) e
<mu>=4-7+3-5+1-441-14+0-140-1=148.

Lemma 2.1.1. Siano 7 = (1"2"...) e p = (1"™2™2...) partizioni. Allora:

<, T >= Z min(i, j)m;n;.

i21,5>1

Dimostrazione. Si ha l'identita

<u,w>:zu;w;=z(<zmi><znj>):zz S |

k>1 k>1 i>k >k i>1 §>1 \ k<min(i,j)

= Z Z min(i, j)m;n;.

i>1 j>1

Definizione 2.1.4. Per m = (m,ma,...,m;) € P sia 2(m) = > o, (i — ).
Lemma 2.1.2. Per ogni m € P si ha Uidentita < m,m >= |n| + 2z(m).

Dimostrazione. Associando a m = (1™2"2.. k™) la tabella di Young corrispondente, il
numero z(7) equivale ad sommare uno 0 per ogni quadrato nella prima riga, un 1 per
ogni quadrato nella seconda, un 2 per ogni quadrato nella terza...; la i-esima colonna

(che ha 7 quadrati) dara un contributo pari alla somma dei numeri da 0 a 7, — 1, ovvero

) . Quindi

/
T

) (r! — 7TZ/~
w — <2> alla somma, pertanto z(m) = >, (2

2z(m) = 22 m = Zﬂg(wg—l) = Z(WQ)Q—ZWQ =<mr>—|r=<m7>—|7|
2

i>1 i>1 i>1 i>1

]
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2.2 Formule per le cardinalita di X, e Z,

Siano f, g polinomi monici irriducibili e siano 7, 4 € P. Si consideri la classe di coniu-
giodi (J(f,m), J(g,p)) in GL(m,F,) x GL(m',F,) dove m = deg(f)|n| e m' = deg(g)|p|.
Sia X(s(r.m).060m) = {M € Matym (Fy) | J(f,m)M = MJ(g, 1)}

Lemma 2.2.1. Siano f,g polinomi monici irriducibili e siano m = (1™2"2..) e yu =
(1m2m2.). Si ha che | X (j(5m), 0090 = qledN<mr> o f = g, mentre | X(rm), 0] =1

altriments.

Dimostrazione. Siano A = F,[X], A = Ay, F, 2 F,[X] e @ € Mat,xm(F,), e si con-

sideri la struttura di A-modulo su " data da X.v = av. Chiamato V,, tale A-modulo,

sia Va =V, ®r, IF_q con la corrispondente struttura di A-modulo.

Una matrice M in Mat,x. (F,) rappresenta un omomorﬁsmo di A moduli da Vg, a

Vi(sx) se e solo se MX.v = X.Mv per ogni v € IF , ovvero se e solo se MJ(g,u) =
J(f,m)M. Pertanto Xs(f,m),1(9.0) = Homa(Vigu, Visx)), che & un IF, spazio vettoriale

di dimensione finita e pari alla dimensione di Hom (Vg ), Vi(sx)) come F -spazio vet-

toriale.

Siccome J(f,7) = Ji(f)™ @ Jo(f)™2 @ ... si ha che Vi 5 = Vf(l )@VJ’:(Q @ ..., pertanto

deg(f) deg(g)

eq(f)
Hom ;(Vigu: Virm) = €D @ Hom (V). Vi(p) = @
=1 j=1 i=1

Siccome ogni estensione algebrica di un campo finito é separablle, per ogni polinomio

n @A
z
&
S
<
&
S
S~—
3
~
3

monico irriducibile f € F,[t] di grado d, la matrice J(f) ¢ diagonalizzabile su F, con
autovslori distinti &, ..., &4.

Quindi J,(f) ¢ simile, per come ¢ stata definita, alla matrice J(&1,7) & J(&,7) & ... B
J(&q,7) dove J(&;,r) ¢ il blocco di Jordan relativo all’autovalore &; di ordine r, ovvero,
indicando con S, la matrice shift che ha 1 sopra la diagonale e le altre entrate nulle,
J(&,r) = & 1d, +5,.

Siano deg(f) = d, deg(g) = e, &1, ..., &4 le radici distinte di f in F, e 71, ..., 7. quelle di g:

si ha
d

Hom ;(Vy, (90, Vi @@Hom AVt Vateoiy):

s=1 t=1
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Si osservi che, per ogni ¢ e i, ’A-modulo VJ(@-) ¢ indecomponibile con unico fattore
di composizione isomorfo a VJ(M), quindi HomA(VJ(%j), VJ(&’Z’)) # 0 se e solo se n; = &,.
Pertanto HomA(f/J(g’u), \N/J(f,,,)) # 0 se e solo se f e g hanno una radice in comune, ma
questo € equivalente a dire che f = g siccome f e g sono irriducibili. Se f # g allora

| X(1(f.m),0(.m)] = 1, altrimenti si ha

Hom 3(Vy, ). Vi) @HomA ) Viieni)):

Mostriamo che la dimensione di Hom ;(Vye ), Vi) = {C € Matjxi(F,) | CT(,i) =
J(&,7)C)} come F,-spazio vettoriale & min(i, j): la condizione (£ 1d; +5;)C = C(£1d; +5;)
¢ equivalente a S;C = C'S;, pertanto basta mostrarlo per { = 0. Chiamate {ey, ..., ;}
la base canonica di Ffl e {€1,...,¢;} la base canonica di Fé, siccome per k = 1,...,7
vale S;Ce, = CS;er, = Cep_1 (e quindi fissato Ce; sono determinate le immagini di
€1, ...,€;_1) si ottiene che se ¢ > j allora HomA(VJ(f,j), ‘N/J(f,i)) é lo spazio delle matri-
ci (O B) € Matjxi(Fq) tali che B ¢ triangolare superiore e B,,,, = By,4+1n+1, che
ha dimensione j, mentre se ¢ < j allora Ce; €< ¢ >, Cep, € Cep_1+ < € >, quindi

~ ~ B —
Hom ; (Ve ), Vi) ¢ lo spazio delle matrici (O) € Mat;y;(IF,) tali che B é triangolare

superiore e B,, , = By41.0+41, che ha dimensione 7.

Quindi, usando il Lemma [2.1.1

dimg, (HomA(VJ fu)7VJ £m))) ZZnJm, dimg, (HomA(VJ V () =

i>1 j>1
= Z Zmz’n(i,j)njmid =<, u>d.
i>1 j>1
Ma tale dimensione ¢ anche la dimensione di Homa(Visuy, Vi(sx)) come Fg-spazio
vettoriale, quindi Homa (Vs ), Vi(sm) ha cardinalita ¢=<™#><. =

Per r € N sia ¢,(¢) = [[;_;(1 — ¢") (con la convenzione che py = 1) e per 7 =
(Im2m2.) € P sia be(q) = [[51 ¢n: (@)

Utilizziamo i lemmi precedenti per calcolare in maniera pit esplicita le cardinali-
ta dei centralizzatori e degli insiemi fissati dall’azione degli elementi di GL(o,F,) su

[Licq, Matay, ) xay., (K).

21



Consideriamo un rappresentante g = (J(f, 1), J(f,m2), ..., J(f,m)) € GL(a,F,) di una
classe di coniugio in GL(a,F,), con f polinomio monico irriducibile di grado d e m; € P
tali che o = (d|my], d|ms], ..., d|m,]).

Teorema 2.2.1. Valgono le sequenti:

12yl = [T a"™ " ba (a7

i=1

|Xg‘ _ H qdaij<ﬂ'i,ﬂ']’>

1<i<j<n

Dimostrazione. Si consideri il centralizzatore Z s,y di J(f, ;) in GL(m;,F,) con m; =
d|m;|: dalla dimostrazione del Lemma segue che Zj(s~y = Autp,x](Vi(sr)), che,
per [7, §4.2] e per il Lemma [2.1.2 ha cardinalita

|Z (5. = "D () = BT b (7).
Quindi
‘Zg’ = H |ZJ(f,7Fi) = qu<m,m>bm(q7d).
i=1 i=1
D’altra parte i punti fissati da ¢ in HaEQ1 Mata,, xay. (K) si ottengono scegliendo

per ogni freccia a € Q1 un elemento di Xz, ,).J(f,m0))» Pertanto, utilizzando il Lemma
221k

n n

X, =TT 1X0tmmapitmn! = LT T X0 acm

acQ i=1 j=1

n n
HH db;j<m;,mi>
da cui, sfruttando il fatto che b; = a;; e a;; = b;; + bj;, segue

|Xg| — H qdaij<7ri,7rj>.

1<i<j<n
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2.3 Formula di Hua

2.3.1 Identita formali

In questa sezione otteniamo alcune identita riguardanti serie formali che hanno come
coefficienti le quantita che ci interessano: nel seguito per o € N0 useremo la notazione
X per indicare il prodotto Hz’er X" nelle indeterminate X;.

Il Teorema di Krull-Remak-Schmidt assicura che ogni rappresentazione si decom-
pone in modo unico (a meno di permutazioni) come somma diretta di rappresentazioni
indecomponibili, pertanto otteniamo la seguente identita formale:

S Molavqx = [ (1—x7) e, (2.1)
a€NRo aeNRo\{0}
Infatti si ha
H (1 . X&)*IQ(a,q) — H (Z <]Q(O'/7 Q)k+ k— 1> Xka)
a€eN@o\{0} a€eN®o\{0} \k=0
e quindi il coefficiente di X* nel membro di destra dell’equazione (2.1]) &
3 3 ﬁ Io(Bj,q) + k; — 1
: k;
meN k181+...+kmBm=a \Jj=1

che corrisponde alla somma dei possibili modi di scegliere per ogni j un multiinsieme
di cardinalita k; di rappresentazioni indecomponibili di dimensione 3; in modo che la
somma delle rappresentazioni di tutti i multiinsiemi abbia dimensione «, al variare del
numero m di dimensioni tra cui scegliere gli addendi, che ¢ esattamente il numero di
rappresentazioni di dimensione a.

Definizione 2.3.1. Sia n = |Qy|: definiamo la serie formale a coefficienti in Q(q)

qaq;j<7ri,7rj>

Po(X1 X X = Y [licicj<n xImlxlel il

[Ticicn ™™ b, (¢

Ty, Tn EP

Si osservi che P(X1, Xs, ..., X;,, ¢) ha termine noto pari a 1 dato che I'unica partizione
dell’insieme vuoto & m = (192°3°...) (e si ha < 7,7 >=0e br(¢7") = [[;5; d0(¢™") = 1)
ed ¢ indipendente dall’orientazione di Q).
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Esempio 2.3.1. Sia @ il quiver

a
/—\
1 e o 2
\_/r
b
I primi termini di Py (X7, Xs,q) sono:
20 ,0-1 20 0.1 01,0121
q*%q ¢*°q ¢"1¢"q
F)(Aﬁ,x},q)::1+-————————)( —+ A&~+ )(;X?+
9 g(1—¢ )" g1 —qY) q(1— ¢ Vg1 —qgH)""
+ ( q20q04 + q20q02 >X2+< q20q04 + q20q02 >X2+
¢*1—gH1l-q¢2) ¢Pl-q¢")) " \tl-g)1-gq¢? ¢l-qgh) 7
+ ( q0~2q0-1q2~1 + q0 4q0 1q22 >X X2+
PFl—qgYHel—-qt) ¢*(1—-¢g )1 -
_+ ( q01q02q21 _+ q01q04q22 >
PFl-—qgYHel—-qt) Hl-g¢h)A—-qg2)g(l—-q1)
+( q02q02q22 + q04q04q +
Pl-—q¢ NP1l —¢) ¢1-g¢H1-¢H)1—gH(1—-q?)
+ q04q02q22 + q02q04q22 >X2X2 + _
*l-—gH1-¢)EL—qgh) Fl—gH(l—g2)g¥(l—q)) 72
1 1 7>
=14+ —X X X, X
+q—1 1Jrq—l 2+(q—l)2 1t

1 1 , 1 1 )
" <Q(q "R+ D) - 1)) At (Q(q PR R 1)) Aot
q ¢ ) q ¢ 5
’ <<q—1>2 BCEDEEE >X1X2+ (<q—1>2 y <q_1>3(q+1>)X1X2+

)
¢ ¢° 7 5 o9
" <<q— AR CES L ES P 1>3<q+1>) Ayt

Teorema 2.3.1. Siano ®1(q) = q— 1 e ®4(q) il numero di polinomi monici irriducibili

di grado d suF, per d > 2. Allora vale l'identita formale

> Mo(o, )X = [[(Po(X{, X5, ..., X1, q%) @, (2.2)
aeNP d=1
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. : N X .
Dimostrazione. Come gia osservato Mg(a, q) = 3 coya F,) %, percio:
) g

S Mola,)X* =Y | |)Z(9| X,

N N gGC’l(a,]Fq)‘ gl

Per quanto dimostrato nella sezione precedente ogni classe di coniugio di GL(o,F,) ¢

somma diretta di un numero finito di elementi del tipo (J(f;, m1,), J(fi, 72,), -y J(fi, Tn;))

con f; polinomi monici irriducibili distinti e m,, € P tali che ., deg(f:)
ogni k € {1,...,n}.
Essendo gli f; distinti, dal Lemma segue che

[ Xthim @85m0, Fimn )@ Fymn D] = X G )esd G DX G 70,7 (B0, )

per ¢ # j. Pertanto, chiamato {2 I'insieme dei polinomi monici irriducibili in F,[X]

escluso il polinomio X, si ha:

[Xol | v [ Xm)ed G| rdeg(F)im]  rdeg(f)ima]
Sy B x o asind )

aeN" \ geCl(a,Fy) ‘ g’ fEQ \mi,...,mn€P ’Z(J(f’ﬂl)""’J(f’ﬂ"))‘

Dal Teorema [2.2.1| segue

X ™ Yy € s
H( Z | (J(fm1), d (s n))| fg 0l 1|”.X7clleg(f)7rn|> _

oo\ e |Z<J<f,m), I

deg(f)ai;<mi,m;>
_ H Z ngigjgnq o ’ xdeg(Nlml  yrdeg(f)lmnl | _
FeQ eP [Licic, qieotD<mimizb, (g=dealf)) ' o

T1yeeyTn — =

= [[ Po(X, .., XeotD) qesD) = T](Po(XY, ... X2, %)) P4
d=1

Consideriamo ora le funzioni razionali Hy(«, q) e Eg(a, q) definite da:

o Eg(a,q)
log(3" Mola)xy = Y Pl ye
aENn aeNm\{0}

Hy(o,q) o0
log(PQ(XbaXnaCI)) = Z %X )
aeNm\ {0}
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dove log indica il logaritmo formale, ovvero log(1 — X) = — >, XT, e
a = M.C.D.(ag,ay, ...,a,) per a = (ag, o, ..., ) € N@0,

Esempio 2.3.2. Per il quiver @ dell’esempio si ottiene

_( a ¢ _ 1 ! L)
a0 = (25 + =) =1 (o= * =)

q? 1 1
3T 3 5
(¢g—1)* (¢—1) ¢—-1
B q> B 1 q+1
(¢g—1)2% (¢—1)? ¢q-1
2q¢° 24° 4q° q*
Hy((2,2),1) = + + —9 —
A@DD = T T T Ge ) -1
1 1 q q3

2
- <q2<q T qF ) T Pla—17 T =D+ 1>)‘8 (<q— RIS 1)) *

TR ( ! — ) L
(q—1) qlg—1*qg+1)  qlg—1)3 (q—1)
*(3¢° —2¢° = 5¢" +5¢° +2¢—3)  3¢*+4q+3

¢*(q — 1)*q+1)? ~(a—D@+1)
Lemma 2.3.1. Per ogni v € N"\ {0} vale l'identita:
«
Dal Teorema [2.3.1| segue che (T ¢ il coefficiente di X nella serie formale
log( Y~ Mo(B.q)X") = log(] [(Po(X{, ... X, q*)™@ =Y~ ®y(q)log(Po(XY, ... X, ¢%)) =
BEN™ d>1 d>1
Ho (B, q°
:Zq)d(q) Z Q(é q )Xd,B
d>1 BeNm\{0} B

Quindi considerando i termini per cui df = « si ha

EQozq chb

QI &IQ
Q.
N—

da cui segue che

a.q) = Y dPala)Ho(5, 0.
dla
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Lemma 2.3.2. Per ogni o € N*\ {0} wvale l’identita

)= =3 wd (5. 0) 2.4
dfa

Dimostrazione. Siccome Y, cnn Mo(a, @)X = [ e 10y (1 — X)~lo(@a) i ha

E,
Z Q(fé’Q)Xa:log H (1 Xa) Ig(ag) | —

achmvgoy & e\ {0}
1 XZa
= Y Igla,q)log (m): > Ipleg)) ] =
aeNm\{0} aeN?\{0} i>1

D IQ(?Q)XW'

aeNm\{0} i>1

Pertanto, confrontando i coefficienti dei termini con lo stesso grado, per ogni
a € N"\ {0} si ha

0]
.q),

Eq(a, q) — Z é]Q(%7q) = Eg(a,q) = Z gIQ(

a
d@ dl@

.|

6]

da cui, posto k = £ € N@  segue che

k) = 3 Slo(Sha) = 3 dlgldk. o)

da@ da@

Applicando la formula di inversione di M&bius si ottiene:
alo(ak, q) Zu EQ k,q),
da cui segue

= " (@) Bl )
da
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2.3.2 Rappresentazioni assolutamente indecomponibili

In questa sezione si presentano i principali risultati riguardanti le rappresentazio-
ni assolutamente indecomponibili: in particolare dimostriamo varie identita che legano
Ag(a, q) alle funzioni Ip(«, q), Eg(a,q) e Hg(a, ¢), dimostriamo che Ag(a, ¢) € un po-
linomio in ¢ e nel Teorema otteniamo un’identita formale dovuta a Hua che lega
i coefficienti di tale polinomio a un’espressione combinatorica. Questa formula ci per-
mette di mostrare che tali coefficienti sono interi, ed ¢ stata sfruttata in [5] e [16] per
dimostrare che tali coefficienti sono non negativi e che il termine noto di Ag(«, q) ¢ pari
alla molteplicita di o come peso dell’algebra di Kac-Moody associata al quiver Q).

Lemma 2.3.3. Sia Q un quiver e sia V € Repg(a,Fp). La rappresentazione V é
assolutamente indecomponibile se e solo se End(V')/Rad(End(V)) = F,.

Dimostrazione. Se V' ¢ assolutamente indecomponibile allora End(V') ¢ un anello locale
per il Teorema[1.1.2, e End(V')/Rad(End(V)) ¢ una F-algebra di divisione di dimensione
finita. Dal Teorema 4.1 di [12] segue che End(V)/Rad(End(V)) ¢ un campo finito
contenente F,, ovvero End(V)/Rad(End(V')) = F, per qualche r € N\ {0}. Utilizzando

il Teorema 7.9 di [11] otteniamo:
End(V@p,Fer)/Rad(End(V@p,Fer)) = End(V)/Rad(End(V))®p,For = Fgr@p, For = Fo

D’altra parte essendo V' assolutamente indecomponibile anche V' ®g, F;r ¢ indecompo-
nibile come rappresentazione su Fgr, pertanto End(V ®p, Fsr) € locale, e End(V ®p,
Fy)/Rad(End(V ®p, Fer)) = Fy' ¢ un anello di divisione, il che ¢ possibile solo se r = 1,
dato che altrimenti ]Fg?f ha elementi idempotenti non banali.

Viceversa se End(V)/Rad(End(V')) = F,, allora per ogni r € N\ {0} si ha
End(Vep,Fe)/Rad(End(V®p,Fer)) = End(V)/Rad(End(V))®p, Fer = Fq@p,For = Fyr,

pertanto End(V ®g,F,r) € locale e quindi per il Teorema V ®r,Fg ¢ indecomponibile

per ogni r € N, e quindi V' ¢ assolutamente indecomponibile. O

Lemma 2.3.4. Sia V € Repg(a,F) una rappresentazione assolutamente indecompo-
nibile di un quiver Q) tale che Fy € il suo campo minimale di definizione. Si consideri
G=Gal(Fy;:F,) esiaV=>

vec: V. Valgono 1 sequenti fatti:
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o V' ¢ una ben definita rappresentazione indecomponibile su IF,;

e due rappresentaziont Vi e Va assolutamente indecomponibili su Fy sono tali che

Vi = Vs se e solo se Vi e Vs appartengono alla stessa classe di coniugio per G

o ogni rappresentazione indecomponibile di IFy si puo ottenere in questo modo a partire

da una rappresentazione assolutamente indecomponibile su Fy: per qualche t.

Dimostrazione. Sia M la GL(to,F)-orbita di V in Repg(ta, Fyt). Siccome ¢ invariante
rispetto a GG, ¢ ben definita anche su F,.

Lo stabilizzatore di un punto z € M & GL(to,Fp), = End(x) N GL(ta,F,t) € connesso,
e quindi per [2, Lemma 3.2] M(F,) ¢ un’orbita (non vuota) per l'azione di GL(to,F,),
quindi V' ¢ una rappresentazione ben definita su F,. D’altra parte se V; e V5 sono rappre-
sentazioni assolutamente indecomponibili su F: tali che Vi e V4 sono isomorfe allora per
il Teorema di Krull-Remak-Schmidt V5 ¢ G-coniugata a V; come rappresentazione
suF:.

Se U ¢é una rappresentazione indecomponibile su F,, per il Lemma si ha che
End(U)/Rad(End(U)) = Fy per qualche r € N\ {0}. Sia U®F, = S5 U la

sua decomposizione in rappresentazioni assolutamente indecomponibili su F,: siccome

End(U @ F,)/Rad(End(U @ F,)) = F.

T . . . .
, hecessariamente k =r. Sia t € N minimo tale

che U; ¢ definita su Fy:, ovvero tale che I'automorfismo @, di F, dato da z 27 agisce

> UL

o€Gal(F ¢ :Fq)

banalmente su U;: si ha che

1%

U

Esempio 2.3.3. Consideriamo il quiver @

a

)

le

01
e la rappresentazione U su Fg con vettore dimensione o = (2) data da U, = (1 1>.

Siccome su g4 la matrice € coniugata a ( > (dove £ & un elemento di F, tale

1+¢
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che €2 = £ + 1), la rappresentazione U ®p, Fg; si decompone come U; @ Uy, dove U; e
U, sono le rappresentazioni con vettore dimensione (1) (e quindi in particolare assoluta-
mente indecomponibili) date dalla moltiplicazine per £ e per 1 + £. 1l gruppo di Galois
Gal(Fgy : Fg) ha due elementi: l'identita e o data da £ — 1+ &, quindi Uy = 7U; e

U = ZO’EGCLl(]Fgngg) UUl'
Il campo minimale di definizione di Uy e Us é Fy.

Esempio 2.3.4. Si osservi che se al posto di GL(a,K) si considera un gruppo diverso
non é detto che un’orbita su un estensione di K corrisponda a un’orbita su K. Prendendo
ad esempio K = R C C e considerando ’azione del gruppo SL(2,R) (e di SL(2,C)) sulle
rappresentazioni del quiver () dell’esempio precedente si ha che la SL(2,R)-orbita della

11
rappresentazione V' data da V, = (0 1) non contiene la rappresentazione W data da

1 -1
W, = ( . ), mentre V, e W, sono coniugate tramite un elemento di SL(2,C):

0
1 0 11 — 0 B 1 -1
0o —ij\o 1/\o i/ \o 1)’
e quindi V ®g C e W ®g C appartengono alla stessa SL(2, C)-orbita.

Teorema 2.3.2. Per a = (ay, ..., a,,) € N9 vale la sequente identita:

Tofo,q) = 305 S u(hAa(S,a). (2.5
dfa

r|d

Dimostrazione. Per il Lemma ogni rappresentazione indecomponibile U su [, si
puo scrivere in modo unico come U = ZUGGQZ(qu:Fq) 7V per qualche d € N e V rappre-
sentazione assolutamente indecomponibile su Fq.

Si osservi che ZaeGal(qu:Fq) 7V ha dimensione pari a d - dim(V'), pertanto se la dimen-

sione di U ¢é « allora la dimensione di V deve essere %.

Per d|a sia Dg(5, ¢%) il numero di rappresentazioni assolutamente indecomponibili su F

che hanno dimensione § e campo minimale di definizione Fe. Siccome le rappresenta-

zioni assolutamente indecomponibili definite su IF, hanno campo minimale di definizione
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contenuto in F, e dato che i sottocampi di F« sono del tipo Fg con r|d, otteniamo
a g o
AQ(E) q ) - Z DQ(E? qT)7
r|d
da cui, tramite 'inversione di M&bius:

Do(%a") = Y u(DAaS, ).

rld

Sia ¢ = p* con p primo: siccome ogni rappresentazione indecomponibile su F, si puo
ottenere a partire da d rappresentazioni assolutamente indecomponibili distinte su Fa
possiamo contare le rappresentazioni indecomponibili su [F,» considerando le rappresen-
tazioni assolutamente indecomponibili sui campi F,a per d|a con campo minimale di
definizione Fp% con (d,c) =1 (in modo da considerare una sola volta ogni campo IFP% )

e otteniamo la formula:

Har) =34 30 D" =30 3 S Aol =

dlo cldk dla cldk p|dk
(c,d)=1 (ed)=1  °
1 dk ! 1 a dk
= — _ A — T f— _ A _ T ).
D2 2 nC ARG ) =) 5 ) Algr) D n()
dla — rldk c|dk da = r|dk o 2
(e,d)=1 (c,d)=1
Consideriamo la sommatoria
Z (dk) '
e’
c|d7k
(e,d)=1
se d = q'..q e & = qi”l...q;”ipil...py con qi, ..., g, p1, -..p; primi distinti, necessaria-
mente c\plf...p? e pertanto
dk pip)
— ) = nl... ok . —“. J
wl) = nla ™) - n(——),

da cui segue che
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che ¢ diversa da 0 se e solo se %|q1...ql-, e quindi

«Q dk dk «Q
A — r —_—) = _ —_ L
S Ag(Gr) S wS) =3 uE)aS )
r|dk c|% r|dk
(e,d)=1 dk|q

osservando che k|r e ponendo 1’ = 7:
-y S el
/‘d /ld
Abbiamo pertanto mostrato che

Z > 408r) Y ) = S w( DA ).
da  r'|d

r\dk o| &

T

(c,d)=1

Teorema 2.3.3. Per a = (g, ..., a,) € N9 vale la sequente identita:

Z ZM (r) g 7q (2.6)

rld

Dimostrazione. Sia k € N%° il vettore dimensione indivisibile
Per il teorema [2.3.2] si ha che

> 3 oG = 35 ) S L S ) Ag(ha) =

dla rld dja r|d 3‘0‘ t|s

Qlle

riorganizzando le sommatorie, notando che d[@, s|§ <= ds|a, s|ds, e chiamando u = ds

1 s a
= — “)Ao(=k,¢") =
D HWRLCTTY
notando che slu,r|%,t|s <= tr|u,t|tr,t]s, s|{5t, e chiamando v =tre = w
=232 L) Ag(Ck.q) =
uw ot (7

ulad vlu tv w|
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=22 LuDAeCh Zu

ul@ vlu tv

e siccome ), u pu(w) # 0 se e solo se u = v:
v

= ZZ k,q") = Z%AQ(gE, QU)ZM(%)

ula  tlu ule tlu

e ancora siccome . pu(7) 7# 0 se e solo se u = 1:

= Aq(ak,q) = Ag(a, q).

Lemma 2.3.5. Per ogni o € N*\ {0} si ha che

0= = S ud)Eg(5. ")

da

Dimostrazione. Dal Teorema [2.3.3| e dal Lemma [2.3.2] segue che:

Z ZM IQ Z ZM ZM(S)EQ(C%, q") =
r|d rld s|%
1 sa
=§Ija§|ju Zu Z;Zu — ')
dla rld 3“1 dloe rld s|g

- gzzzum@ - S S B2 ) =

dja 7~|% s|ld 7"|a d|a s|d
S D) WICIEERL S D) WICIEERL:
rle dj2 s rla |2 d|Z
S Y HE(E ) Y nl) = = 3 ) Eo(
[e] =i @ pE drs =
siccome 3, = pi(2;) # 0 se e solo se & = 1, ovvero se e solo se s = 2.
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Teorema 2.3.4. Per ogni o € N\ {0} si ha che

Aqlag) = T2 3 p(d) (G, 2.

dfa

S8

Dimostrazione. Per il Lemma [2.3.5] si ha che
1 a
Ag(a, q) = 3 Zu(d)EQ(Ev Qd)
dla

ma applicando 'uguaglianza (2.3)) si ottiene

=22 %@da(qd)m)(%q?) =33 il d) =05 (") Hol ") =

rla q4|@ rla d|r
™

2 o) S0 0 = L St ol ),
rla djr ri=

dove I'ultima uguaglianza segue dal Corollario [B.0.2] O

Si osservi che dal Teorema segue che Ag(a,q) ¢ una funzione razionale in g,
siccome lo ¢ H (o, q). Ma poiché Ag(a, ¢) ha valori interi sugli infiniti valori di ¢ = p*
con p primo, si ha che necessariamente Ag(a,q) € un polinomio a coefficienti razionali
in q.

Infatti se Ag(w,q) = 14 con f, g polinomi allora effettuando la divisione si ha f (q) =

9(q)
s(q)g(q) + r(¢) con r polinomio di grado minore di quello di g. Sia N ¢ il prodotto
dei denominatori dei coefficienti di s: per ogni g primo N % ¢ intero, ma, siccome per

q — oo vale ;EZ; — 0, necessariamente r(q) = 0 e quindi g divide f.

Si noti anche che siccome la serie formale Py (X1, ..., X, ¢) non dipende dall’orienta-
zione di @), anche Hg (v, q) ¢ indipendente dall’orientazione di @), e quindi anche Ag(a, q).

Nei teoremi seguenti si usera la notazione Ag(a,q) = Y7 t¥¢’, dove i coefficienti ¢§

sono numeri razionali: alla fine del capitolo si mostrera che in realta sono interi.
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Esempio 2.3.5. Per il quiver ) dell’esempio [2.3.1] si ha:

AQ((27 1)7(]) = (q - 1)HQ(CY,(]) — Z%i =1;

Ag((1,1),q) = (¢ — D) Hg(e, q) = le-Dig+1

-1 =q+1;

Aq((2,2),0) = T (1) Ho((2.2),0) + 12 Ho((1,1),4%) =

_q—1(3q2—|—4q+3_q2—|—1>_q2+2q+1
2 \(¢g-Dlg+1) ¢-1 q+1
Dal Teorema [2.3.2] segue che

=q+ 1

[Q<<2> 1))7Q> =1
Io((1,1)),q) = q+1;

[o((2,2),0) = 40((2,2),0) + 5 (Aa(§. @) — Aa(§,0)) = 3¢+ 5a+1.

Si osservi che effettivamente (2, 1) ¢ una radice reale e (1,1) e (2,2) sono radici immagi-

narie per il quiver Q).

Teorema 2.3.5. Vale la sequente identita formale:

> Mola,)X* = ] ] - x*)7%. (2.9)

a€eNQo acAt j=0

Dimostrazione. Si ha che per il Lemma

3 G0 = 30 S ) Eal ) = 0 S n) Bl a) =
dfa

dl@ |3 rla =
=3 > u)Ea(5.d) = D Eo(7.4) Y nlr) = Eqla,q).
kla r|k ko Tk

Dalla definizione di Eg(a, q) e da quanto appena provato segue che:

tog | 30 Molaa)x | = 3T S a0Gahx = Y Y Hglag) X =

a€NQo aeNQo\{0} dla aeNQo\ {0} i=1

35



IR CILSED RO NIESEDS

a€A+ =1 O(EA+ =1 = a€A+ ]:0 1=0
Z Zto‘log (1—¢X*)™) = log( H H 1— @2 X*)™).
acAt j=0 acAt j=0
Pertanto .
> Molayg IT [T —-ax*)5
a€NQo aeAt j=0
O
Lemma 2.3.6. Vale la sequente identita formale
oo XZ o0
: log 1—q¢'X
; i(g' = 1) ﬂ )
Dimostrazione. Applicando le proprieta del logaritmo
log([['1 = 4) Zlogl—q =22 XY == ) (XY =
i=0 i=0 j—1 7 i—1 7 =0
C1leN s =X 1
SISO WIE o
=) =0 = )¢ 1
O
Teorema 2.3.6. Vale la sequente identita formale:
H1<z<]<n qaij<7ri i \7T1| |7 | T T H—l «a
Po(X1, .y X0y q) = Z T e )X Xih= T T4 x)
..... T EP 1<Z<”q aceAT =0 j=0
(2.10)
Dimostrazione. Per il Teorema si ha che
a  d(g"-1) @ g
Ho(—,q") =
;d Aq(5.q") = ;d(qd_l) T 2 Ha(g ")
ma
S e ) = XS e Hol(E ) = 3 Ha(C) Y ) = Hofo).
dla r\% kla rlk kla rlk
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Pertanto dalla definizione di Hg(«, q) segue che:

log(Po(X1, ..., Xn,q)) = Z M = Z Zd ) Ag %,qd)Xa:
achimioy actimvgoy . N2
- 1 o i
:ael\;\{o};—i(qi_l)A ola, )X QEZN; q—l ola, ) X™ =
= 1 = o i Yl a - qua Z
=2 ZW—_UZW X= 3 Zf Z—)—
aEAT i=1 j=0 acAt j=0 i=1

applicando il Lemma |2.3.6

szogn X)) zog<H TITI0 - o x) )

acAt j=0 a€AT i=0 j=0

da cui segue che:

a¢j<7r¢,7rj> O Ua

[Ticicjcnd ml oyl i o
gy X = T =)

T EP ngign q acA* i=0 j=0

Corollario 2.3.7. Per ogni a € A" i coefficienti ty sono interi.

Dimostrazione. Si supponga esista ag € AT tale che Ag(ao,q) ¢ Z[g] con ht(ap) mini-
male (dove con altezza si intende la somma delle entrate).

Sia k € N tale che t° ¢ Z, e siano

U = H H _ z+an

acAt 2,j=0
ht(a)<ht(ag)

e u il coefficiente di ¢"X® in U, mentre si indichi con w il coefficiente di ¢*X®° in
Po(X1, ..., X, q), che per il Teorema ¢ uguale al coefficiente di ¢* X*° nel prodotto
U(]_ _ qk:ono)th

1 coefficiente di ¢* X in (1-— qu"‘O)t:O ¢ —t;° = w —u ¢ Z. Per minimalita di
si ha che u € Z e quindi w ¢ Z.

Mostriamo che cid é assurdo:

Po(Xy, ..., Xn, q) Z Colo,q)X

aeN"
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dove si sono raggruppate le partizioni con stesso peso: dalla definizione si vede che i

coefficienti si possono scrivere nel seguente modo

f(q)
q" [[i=,(¢" — 1)m

dove f € Z[q] e m,r,r; € N dipendono da «.

Cola,q) =

Siccome Cg(cv, q) & una serie formale a coefficienti razionali in g, si ha che esiste il limite

di Cg(e, q) per ¢ — 0, e quindi ¢"|f(q), ovvero

9(q)

I @ -

con g € Zlq].
Ricordando che
P ri + N —1 N
(1-4) sz:o ( N > X

si ottiene che Cg(a, ¢) ¢ una serie formale in ¢ a coefficienti interi, il che contraddice il
fatto che w ¢ Z.

Abbiamo quindi dimostrato che non puo esistere ap € A™ tale che un coefficiente ¢°
di Ag(ap,q) non sia intero, pertanto si ha che per ogni @ € A% i coefficienti t§ sono

interi. O
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Appendice A

Formula di Burnside

In questa sezione si dimostra la Formula di Burnside, risultato elementare di teoria
dei gruppi che e pero il punto di partenza per il conteggio delle classi di isomorfismo di
rappresentazioni di quiver su campi finiti, che come spiegato nel Capitolo 1 possono es-
sere viste come orbite rispetto all’azione di un opportuno gruppo su uno spazio di matrici.

Sia G' un gruppo finito che agisce su un insieme finito X e sia X/G l'insieme delle
orbite rispetto a tale azione.
Si indichi con X9 l'insieme degli elementi fissati da g € G, ovvero X9 = {x € X | g.x =
x}, con Stab, lo stabilizzatore di x € X, ovvero Stab, = {g € G|g.x = x} e con Og(x)
l'orbita di z € X.

Lemma A.0.1. Vale la sequente identita:

Dimostrazione. La mappa ® : G/Stab, — Og(z) data da
g g.x

¢ suriettiva per definizione di orbita e iniettiva perche ®(g) = ®(h) se e solo se gh™! €
Stab,, ovvero se e solo se g = h nel quoziente.

Pertanto

e _ G
Oc(a)] = G+ Stabs] = 1
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Teorema A.0.1 (Formula di Burnside). Vale la sequente identita:

1
| X/G| = @ZIXQI‘

geG
Dimostrazione. Si ha che
1 p 1 1
2SI = 2 S g € Glowr =) = 2 3 [Stab| =
|G| gelG |G| zeX ’ | zeX

e dal Lemma segue che
1 3 Gl 3
@ 210, 2

1
S o = X/l
2= 10a(y)]

X
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Appendice B

Formula di Gauss

In questa appendice verra dimostrata una formula, generalizzazione di un risultato
noto come formula di Gauss, che fornisce un modo per contare il numero di polinomi
monici irriducibili su un campo finito con grado fissato.

Tale risultato (e in particolare il suo Corollario) viene sfruttato nella dimostrazione del

Teorema 2.3.4]

Teorema B.0.1. Sia n € Z* e sia F, un campo finito. Il numero di polinomi monici

irriductbili su I, di grado n e

() = % > n()" = % > uld)gd.
djn dln

Dimostrazione. Si consideri il polinomio g(X) = X% — X € F,[X]: i polinomi monici
irriducibili di F,[X]| che dividono g sono tutti e soli quelli di grado m tale che m|n,
infatti se f & un tale polinomio e « € una sua radice nel campo di spezzamento di f
allora siccome [Fy(a) : F]=me [Fpn : F)] =neF,(a) CFp (visto che a?" —a = 0) si
ha che m|n. D’altra parte se f € F,[X] & monico irriducibile di grado m con m|n allora
per ogni radice a di f si ha che F(a) = Fym C Fyn, e pertanto « ¢ radice di g.

In particolare, siccome g non ha radici multiple (ad esempio perché ¢'(X) = —1), il
prodotto dei polinomi monici irriducibili di I, & g(X'), dato che i suoi fattori sono proprio
tali polinomi e nessuno di essi appare una sola volta nella fattorizzazione di g.
Pertanto, confrontando i gradi, si ha che

¢" =) dPa(q).

dn
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Applicando la formula di inversione di Md&bius si ottiene:
~ n d
n®,(q) = Zu(g)q :
din

]

Corollario B.0.2. Sia ®,,(q) la funzione definita nelle ipotesi del Teorema|2.3.1. Allora

vale la sequente identita:

> Sud)®s(g") = uln)(g - D).

dln

Dimostrazione. Si osservi che per n # 1 si ha ®,,(q) = Cfn(q), pertanto dal teorema segue

che

LS @@t 1) = © S g — S () = Bal) — 51 = Bula).
dln

dn din

Applicando la formula di inversione di Mobius si ottiene

> Su(d)®s(q") = pln)(g - ).

dln
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Appendice C

Trasformata di Fourier aritmetica

In questa appendice si introduce la trasformata di Fourier aritmetica, un concetto
analogo a quello della trasformata di Fourier per funzioni continue che viene sfruttato
nel Capitolo 1 per esprimere il numero di preimmagini della mappa momento.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo finito I, e si consideri
il gruppo abeliano dato da V' con la somma.
L’insieme V dei caratteri di tale gruppo (ovvero l'insieme degli omomorfismi di gruppi
da V a C*), ha una naturale struttura di F,-spazio vettoriale data da x — ¢ =y e
ax(v) = x(aw), per x,p €V, a € F ev € V.

Lemma C.0.1. Per ogni x, ¢ € V si ha che

V] sevy=—
S ) = VT

VeV 0 altriments.

Dimostrazione. Se x # —1 allora esiste x € V' \ {0} tale che x(x) # —¢(z).

Allora tramite la sostituzione v — x + v si ottiene

Do x@(v) =Y xla+o)le+o) = x(@)v(@) Y x(@)e()
e quindi siccome x(z)y(z) # 1 si ha

> x(w)w(v) =0.

veV
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Se invece y = —1 allora chiaramente per ogni v € V' si ha x(z)¢(z) = 1 e quindi

> x@w() = V.

veV

O

Lemma C.0.2. Si ha che |V| = |V| e V =V tramite Uapplicazione che associa av € V
il carattere v - V — C* dato da 0(x) = x(v).

Definizione C.0.1 (Trasformata di Fourier aritmetica). Sia f : V — C. La sua

trasformata di Fourier é f :V — C data da

X)= VY f)x()

veV

Si osservi che dal Lemma segue che per ogni y, v € V si ha

() = VIS X)) = {‘”2 CX=TV_yts ().

vt 0 altrimenti

Identificando V con V, la trasformata di Fourier di una funzione ¢ : V.— C @& data

da
= V72 ) g()x(v)

XEV
Lemma C.0.3 (Formula di Inversione di Fourier). Per ogni f : V. — C e per ogni
x €V si ha che

~

F@)=[VITY > flo)x = VI IVIf(v)s f(==).

veV yev veV

Dimostrazione. Dalla definizione di trasformata di Fourier segue che

~

F@) = VI Foox(@) = VI D IVITE Y f)x(e) = VI YD Fo)x(@)x ().

xev xeV veV veV yev

D’altra parte usando la seconda uguaglianza del Lemma si ha

F@) = VIS £0) S x)x(@) = VIS f@)VIS_a(v) = f(-2).

veV XEV veV
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Si fissi un carattere additivo ¥ : F, — C* diverso da quello banale: per ogni w € V*
sia Xy @ V' — C* dato da x,(v) = ¥(w(v)) per v € V.
L’applicazione w — x,, € lineare, infatti per come é stata definita la struttura di spazio
vettoriale su I@‘q se wy,we € V* e v €V valgono le seguenti:

Xurta (0) = W (w1 (v) +ws(v)) = W (w1 (0))¥(w2(v)) = (Xur + Xu) (V)

Xy () = ¥(wi(av)) = ¥(aw: (v)) = (xw, ) (v).
Inoltre se w € V* & non banale allora per il Lemma si ha

S xe@) =D > W)=Y [Ker w|¥(x) = [Kerw| > ¥(z) =0.

veV z€F; w(v)=x z€F, z€Fq

e quindi x,, ¢ non banale, da cui segue che w — x,, ¢ un isomorfismo siccome |V*| = |V|.
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