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Notazioni

N:={0,1,2,...}.
N :={neN:n>0}.
Rt :={r eR:z >0}

Siano X uno spazio topologico, A C X. Indichiamo con int(A) l'interno o
parte interna di A, con A la chiusura di A.

Siano (X, d) uno spazio metrico, o € X, r € R™. Allora

B(zo,r) :={r € X : d(z,x9) <71}.

Siano (X, d) uno spazio metrico, A C X. diam(A) :=sup {d(z,y) : x,y € A}.

Siano X uno spazio vettoriale reale o complesso, || - || una norma su X,
z9 € X, r € RT. Allora

By(zo,r) :={x € X : ||z — x| <7}
Siano (X, || - ||x) spazio normato, zo € X, r € R*.
Allora Bx (z0,7) := By (%0, 7).

Siano X, Y due spazi topologici. C(X,Y) :={f: X — Y | f ¢ continua}.
Nel caso in cui Y = R, che pensiamo sempre dotato dell’usuale topologia
euclidea, scriviamo semplicemente C'(X) al posto di C(X,R).

Siano X, Y due spazi normati. L(X,Y) = {f : X — Y | f ¢ lineare e
continua}.

C?([0,1]) :={f : [0,1] — R| f ¢ derivabile due volte con derivate continue}.
P([0,1]) :={f:[0,1] = R | f & un polinomio a coefficienti reali}.

Sian € N. P,([0,1]) :={f :[0,1] = R | f ¢ un polinomio a coefficienti reali
di grado minore o uguale a n}.
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Per funzione segno intendiamo la seguente applicazione:

T
— sexz#0

sgn: R — R, sgn(z) =< 2] 7
0 sex=0.

Per ogni x € R indichiamo con [z] la parte intera di .

Siano A, B due insiemi non vuoti, f : A — B. Indichiamo con Gr(f) il
grafico di f, cioé Gr(f) :={(z, f(z)) :2 € A} C Ax B.



Introduzione

In questa tesi verra trattato il Teorema di Baire e verranno approfondite alcune sue
applicazioni, soprattutto nell’ambito dell’analisi funzionale lineare e in particolar
modo riguardo la teoria degli operatori lineari continui definiti su spazi di Banach.

Il Teorema di Baire afferma che in uno spazio metrico completo, data una
famiglia al pitt numerabile di chiusi aventi ciascuno interno vuoto, allora I'unione
di tali chiusi ha interno vuoto.

Verranno enunciati e dimostrati il Teorema di Banach-Steinhaus, il Teorema
della mappa aperta, entrambe conseguenze dirette del Teorema di Baire, e, infine,
il Teorema del grafico chiuso, conseguenza diretta del Teorema della mappa aper-
ta. Per ciascuno di questi teoremi, verranno presentate varie conseguenze, alcune
teoriche, altre riguardanti problemi numerici posti in matematica applicata.

La tesi & cosi strutturata. Nel primo capitolo verranno presentati vari risulta-
ti preliminari, parte dei quali visti nel percorso di studi triennale, con lo scopo
primo di mettere in evidenza in che modo i teoremi principali studiati nella tesi
entrano in gioco nelle varie applicazioni. Ricordiamo, ad esempio, la caratteriz-
zazione delle applicazioni lineari continue, risultato che verra applicato piiu e piu
volte nelle dimostrazioni di questa tesi.

Nel secondo capitolo verra enunciato il Teorema di Baire e verranno presenta-
te le prime sue conseguenze. Vedremo ad esempio che non puo esistere una norma
che renda lo spazio dei polinomi in una o piu variabili uno spazio di Banach, inoltre
dimostreremo ’esistenza di una funzione continua che non ¢ derivabile in alcun
punto. Nel dimostrare queste applicazioni useremo i seguenti risultati del Capitolo
1. Per la prima applicazione useremo che ogni sottospazio di dimensione finita di
uno spazio normato ¢ chiuso; per la seconda useremo che C([0, 1]) é uno spazio di
Banach rispetto alla norma infinito, che verra definita nel Teorema 1.2.1.

Nel terzo capitolo entreremo nel vivo dell’analisi funzionale lineare con lo studio
del Teorema di Banach-Steinhaus. In questo capitolo vedremo le prime applicazio-
ni numeriche presenti nella tesi, riguardanti integrali e interpolazioni polinomiali.
Nel dimostrare queste applicazioni useremo i seguenti risultati del Capitolo 1. Per
Iapplicazione riguardante gli integrali useremo il risultato di densita dei polinomi
P(]0, 1]) nello spazio C([0,1]). Questo risultato é noto come Teorema dell’appros-
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simazione di Weierstrass, conseguenza del Teorema di Korovkin, del Teorema di
Bohman e del Teorema di Bernstein. Per la seconda applicazione sara sufficiente
utilizzare la completezza dello spazio C(]a, b]).

Nel quarto capitolo verra studiato il Teorema della mappa aperta. In questo
teorema utilizzeremo un risultato sull’assoluta convergenza delle serie negli spazi
di Banach presente nel Capitolo 1.

Studieremo un’applicazione riguardante problemi al bordo della forma:

{ a(x)u”(z) + b(x)u'(z) + c(x)u(x) = f(x) Vo € [0, 1]
uw(0)=u(l)=0

dove a, b, ced f € C([0,1]). In particolare, sotto opportune ipotesi su a, b, ¢
ed f, vedremo in che modo si perturba la soluzione del problema a seguito di una
perturbazione del dato f. Per questa applicazione saranno necessari i seguenti
risultati preliminari del Capitolo 1: la completezza di C([0,1]) e la completezza
dell’insieme delle funzioni di C?([0, 1]) che si annullano in 0 e in 1. Teniamo a sot-
tolineare che questi spazi non vengono considerati rispetto alla medesima norma,
per maggiori dettagli sulla norma del sottospazio di C?([0,1]) guardare il Teore-
ma 1.6.2. La seconda applicazione che vedremo riguardera le norme equivalenti,
fornendo una condizione sufficiente per 'equivalenza di due norme. Per questa
applicazione useremo la caratterizzazione delle norme equivlenti presente nel Ca-
pitolo 1.

Nel quinto e ultimo capitolo studieremo il Teorema del grafico chiuso. Questo
risultato permetterd di dimostrare la continuitad di una classe di endomorfismi
lineari, gli endomorfismi autoaggiunti su uno spazio di Hilbert, a tale scopo ver-
ranno utilizzate le proprieta del prodotto interno dimostrate nel Capitolo 1.

Il testo di riferimento principale per questa tesi & [1].



Capitolo 1

Risultati preliminari

In questo primo capitolo presenteremo dei risultati preliminari che verranno utiliz-
zati nei capitoli successivi. Molti di questi risultati saranno di natura topologica
e metrica, inoltre studieremo alcune proprieta delle norme sugli spazi vettoriali
normati e daremo qualche risultato di completezza e densita.

Iniziamo il capitolo con un lemma preliminare, che fornisce una formula in grado
di mettere in relazione la chiusura di un sottoinsieme di uno spazio topologico con
I'interno del suo complementare rispetto a tale spazio.

Lemma 1.0.1. Siano X uno spazio topologico, A C X. Allora
A=X\int(X \ A).

Dimostrazione. Sia F© C X un chiuso contenente A. Dobbiamo dimostrare che
valgono le seguenti:

(1) ACX\int(X \ A) C F;
(2) X \int(X \ A) é chiuso.

Per definizione di interno int(X \ A) C X \ A quindi A C X \ int(X \ A).

A C F quindi X \ F C X \ A inoltre, essendo X \ F aperto si ha che X \ F C
int(X \ A). Pertanto, X \ int(X \ A) C F. La (1) é cosi dimostrata.

La (2) segue dal fatto che int(X \ A) é aperto quindi X \ int(X \ A) é chiuso. O

1.1 Norme equivalenti

Daremo la definizione di norme equivalenti su uno spazio vettoriale reale o com-
plesso. Studieremo in seguito quando é possibile dire che due norme su uno spazio
vettoriale sono equivalenti, in particolare dimostreremo che se lo spazio vettoriale
che stiamo studiando ha dimensione finita allora tutte le norme definibili su tale
spazio sono equivalenti.
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Definizione 1.1.1 (Norme equivalenti). Siano X un K-spazio vettoriale dove
K=RoK=C, ||, ||-|I' due norme su X. Diciamo che || - ||, || - ||'sono norme
equivalenti se le topologie indotte da tali norme sono coincidenti.

Teorema 1.1.2. Siano X un K-spazio vettoriale dove K =R o K =C, |||, I|-|
due norme su X. Sono equivalenti le sequenti:

(1) |-, || - I sono norme equivalenti;
(2) esistono C,C" € R* tali che per ogni z € X ||z|| < C||z| e ||z||" < C||z|.

Dimostrazione. (1) = (2)
Sia B := {y € X : ||yl" < 1}, quindi B' ¢ aperto in (X, |- |') e, dal momento
che || - ||, || - || sono equivalenti, B’ ¢ aperto in (X, || - ||). Allora, essendo 0 € B’,

/ 1 1 /
esiste 7 € RT tale che By (0,7) C B'. Sia C' := —. Allora By (07 6) C B, da
r

1 — 1 /
cui By, { 0, ol C B', quindi per ogni y € X tale che ||y|| < - si ha che ||y|| < 1.
Sia x # 0, allora

G ol _ 1 H ’ EY /
— =— = <l=———<1=|z| <Clz|.
HCHIH ‘ Cllzf| € [[Cll=] Cll]]
In modo del tutto analogo si dimostra l'altra disuguaglianza.
2)=@0 , o
Esistono C,C" € R* tali che per ogni x € X ||z|| < Cl|z|| e ||z] <C"||z||, mo-
striamo che ogni aperto in (X, -||) & aperto in (X, -||'). Sia A un aperto in
(X, |- ) e sia zg € A, quindi esiste » € R™ tale che By (zo,7) C A. Mostriamo
r . r .
che BH~|I’ (xo, 5) C By (wo, 7). Siay € B”,”/ (xo, 5), allora si ha che
ly = zoll" < 5 = lly = zoll < Clly — ol < C- 2
—x — —x —x ==
) 0 C Y oll = Uy 0 2

r ’
Abbiamo cosi dimostrato che By <$0, 5) C A, cioé A é aperto in (X, | -])-
Sfruttando l'altra disuguaglianza si dimostra la parte rimanente della tesi in modo
del tutto analogo. O

Teorema 1.1.3. Sia X un K-spazio vettoriale dove K = R 0o K = C. Allora
valgono le sequenti:

(1) se X e di dimensione finita, allora date due norme su X esse sono equiva-
lenti;

(2) se X ¢ dotato di una norma, allora ogni suo sottospazio di dimensione finita
é chiuso.
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Dimostrazione. (1) Sian la dimensione di X. Se n = 0 non ¢’¢ niente da dimostra-
re in quanto ogni norma definibile su X si riduce all’applicazione nulla, applicando

quindi il Teorema 1.1.2 si ha la tesi. Supponiamo allora n > 1 e sia {vy,...,v,}
una base di X. Sia || - ||; la norma su X definita come segue:
n n
Vo € X ol = |zl =Y |uil.
i=1 1 =l
Se dimostro che ogni norma su X ¢é equivalente a || - ||; ho la tesi. Siano z € X e

| - || una norma su X, allora

n
r = invi = ||z|| =
i=1

Sia C:=max{||vi||,..., [|v.||}, allora

n
E €T;U;
i=1

n
< Z 3] - [log]-
i=1

n
lzll <) Clail = Cll|ls.
=1

Sia f: (X, ]|-|l1) = R, f(z) = ||x||, mostriamo che f é continua. Fissiamo xy € X,
allora per ogni x € X vale

0 < |f(x) = fl@o)l = lllzll = [lxolll < [l — zoll < Cll — o]

Dunque per il Teorema dei carabinieri xlggl f(z) = f(xo) per ogni xy € X. Ab-
biamo cosi dimostrato che f ¢ continua in Oogni punto del suo dominio, cioé f é
continua.

Sia¢: (X,]-]1) = R, ¢(x) = ||z]];. Analogamente a quanto fatto per dimostrare
la continuita di f si dimostra che ¢ é continua. Essendo ¢ continua e {1} chiuso in
R si ha che K := ¢~1(1) ¢ chiuso in (X, || - ||1). K ¢ chiuso e limitato in (X, - ||1),
quindi per il Teorema di Heine-Borel applicato allo spazio (X, ||-||;) K é compatto.
f ¢é continua, quindi f(K) é compatto in R, percido f(K) é chiuso e limitato, in
particolare ylg}f(f(y) € [0, +o00[ ed esiste yp € Y tale che f(yy) = ylg}f(f(y) (Teorema

di Weierstrass). Se fosse in}f(f(y) = 0, avremmo
=
f(yo) =0=[lyol]| =0=yo = 0.
Tutto cio ¢ assurdo perché [|0]|; = 0 # 1. Pertanto, in}f{f(y) > 0. Sia C" il suo
=

1 1
inverso. Allora per ogni y € K si ha che f(y) > roi cioé ||y|| > o Siano x # 0

x
ey = ——, allora
[EgIh

> > — z|l, < |z

x H 1 || 1
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Per il Teorema 1.1.2 segue la tesi.

(2) Siano ora (X, ||-]|) uno spazio normato, ¥ C X un suo sottospazio di dimensio-
ne finita. Se' Y = {0} non ¢’¢ niente da dimostrare, supponiamo quindi che esistano
n € N*ewvy,...,v, €Y linearmente indipendenti tali che Y = Span{vy,...,v,}.
Sia (yr)ken una successione in Y convergente a y € X, dimostriamo che y € Y.
Per ogni k € N gy, € Y quindi, se indichiamo con K il campo su cui ¢ definito lo

spazio X, esistono )\gk), cee )\%k) € K tali che y, = Z )\g-k)vj.
j=1
Per quanto dimostrato precedentemente esiste C' € R tale che per ogni k,m € N

Iy = Ymllt < C'llye = ymll = > A = A < Ol — -
j=1

Pertanto, fissato ¢ € {1,...,m}, si ha che
k m k m /
I =A< TN =A< e = gl
j=1

La successione (yx)ren € una successione convergente, quindi di Cauchy, pertanto,

Ve € RT k. e N: Vi,meN, k,m > ke = |[yx — Y|l <é.

Allora anche la successione ()\gk))keN é una successione di Cauchy, infatti

Vee R Jk. e N: Vk,m €N, k,m > k. = A" — A" <C'é=6-

(Agk))keN ¢ una successione di Cauchy in K che é completo, quindi esiste \; € K

n
tale che \; = kgrfw )\Ek) per ogni i € {1,...,n}. Se dimostro che y = Z Aqv; ho
i=1
la tesi. Per quanto dimostrato precedentemente sappiamo che esiste C' € R* tale
che

0< |lye — D Aawi|| SCllu =D Awl| =C D> AP =\ vk eN.
i=1 i=1 1 i—1
Poiché per ogni i € {1,...,n} lim )\Ek) = \;, per il Teorema dei carabinieri

k—+o0

lim y, = Z)\ivi e, per 'unicita del limite, y = Z/\ivi € Y. Abbiamo cosi

k——+oco —
1=

=1
dimostrato che Y é chiuso. O
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1.2 Completezza dello spazio delle funzioni conti-
nue su un compatto

In questa sezione studieremo lo spazio delle funzioni continue da uno spazio to-
pologico compatto a valori in uno spazio di Banach, in particolare definiremo una
norma rispetto alla quale tale spazio ¢ esso stesso uno spazio di Banach.

Teorema 1.2.1. Siano K uno spazio topologico compatto, (Y, ||-|ly) uno spazio di
Banach e per ogni f € C(K,Y) sia || f|leo := sup ||f(2)||y. Allora (C(K,Y), | |ls0)
zeK

e uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Sia (f,)nen una successione di Cauchy in C'(K,Y"), allora
Vee R" In. e N: Vn,m €N, n,m > ne = ||fu — finlloo < €
Poiche, fissato z € K, || fu() — fi(z)|ly < ||fn — finllso, abbiamo che
Ve e R" In.eN: Vo e K, Vn,m €N, n,m > n. = ||fu(z) — fr(2)|ly < e

Pertanto, per ogni = € K, la successione (f,,(x)),en € una successione di Cauchy in
(Y, |I-]ly) che & uno spazio di Banach, quindi é ben definita la seguente applicazione:

JiE =Y, f2) = lim fu().

n—-+o0o

Abbiamo precedentemente mostrato che
Vee R" In, e N:Vox e K, Vnom €N, n,m >n. = || fu(z) — frn(2)|y <e
Allora se n,m > n., per ogni x € K

1fn(@) = F@)lly < W fnl) = fn(@)lly + [ fm(z) = f@2)]ly <€+ fm(z) = f(2)]y

Allora, mandando m a +oo,
| fu(z) — f(2)|ly <eVx e K, Vn>n,.
In particolare data I’arbitrarieta di x

SUp || fa(z) = f(2)lly < €V > ne

Abbiamo dimostrato quanto segue:
Vee R In,. e N:VneN, n>n. = ||f — fulloo <€

cioé la successione (f,,)nen converge uniformemente a f, in particolare

Ve € R 3ng = no(e) € Nt |[fug — flloo < %
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Rimane da mostrare che f é continua, prendiamo allora xy € K. D’altra parte f,,
¢ continua in x, pertanto,

Ve € RT 3V, intorno di g : Vo € Vi || fre(2) — fro (o) |ly < g

Allora per ogni x € V,, si ha che

1 () = F(@o)lly = 1F(x) = fuo (@) + fuo (%) = Fuo(X0) + fro(w0) = f(wo)ll¥

< If (@) = Fuo @)y + [[fro (2) = Fro (@o)lly + [ fno(20) = f (o) [ly

2¢ € 3e

<2/1f = Faolloo + 1 fno () = fno (o) |ly < THz=3=¢

Abbiamo quindi dimostrato quanto segue:
Ve € R* 3V, intorno di zy : Vo € Vi, ||f(z) — f(zo)|ly < e.
Di conseguenza f é continua in zy per ogni xy € K, cioé¢ f é continua. [

Osservazione 1.2.2. Osserviamo che la compattezza dello spazio topologico K ci
assicura che || - || € una norma su C(K,Y).

Per le ben note proprieta delle norme e dell’estremo superiore é sufficiente dimo-
strare che per ogni f € C(K,Y) ¢ [|fll» € R. Sia quindi f € C(K,Y). f ¢
continua e K é compatto, quindi f(K) ¢ compatto in Y che ¢ uno spazio normato,
da cui segue che f(K) é chiuso e limitato. In particolare f(K) ¢ limitato, cioé

sup || f(2)|ly € R.
reK

Corollario 1.2.3. Siano a,b € R tali che a < b. Allora (C([a,b]),| - ||e) € uno
spazio di Banach.

1.3 Densita dei polinomi nello spazio delle funzioni
continue

Consideriamo lo spazio normato (C([0,1]),] - ||oc). Lo scopo che ci prefiggiamo
in questa sezione ¢ quello di mostrare che 'insieme P([0,1]) é denso in questo
spazio, tale risultato ¢ noto come Teorema dell’approssimazione di Weierstrass.
Per dimostrare questo teorema, tuttavia, occorrono alcuni risultati preliminari
quali il Teorema di Korovkin, il Teorema di Bohman e il Teorema di Bernstein.

Lemma 1.3.1. (Continuita della distanza) Sia (X, d) uno spazio metrico, allora
d ¢ una funzione continua.
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Dimostrazione. Fissiamo (xg,79) € X x X e dimostriamo che d é continua in
(x0,Y0), dall’arbitrarieta di (zo,yo) seguira la tesi.
Osserviamo preliminarmente che vale la seguente disuguaglianza:

|d($7y) - d(ffo,yo)| S d(‘Ta:EO) + d(yay()) V(I,y) € X xX.

Fissiamo e € R e sia V(;4,) = B <:1:0, %) x B (yg, %) Allora V{4 40) ¢ un intorno

di (zo,y0) e vale:
($7y) € V(Ioayo) = |d(:1c,y) - d($0790)| <€
cioé d é continua in (zg, yo)- O

Lemma 1.3.2. Siano (K,d) uno spazio metrico compatto, A : C(K) — C(K) un
operatore lineare tale che A(f) > 0 per ogni f > 0. Allora date f,g € C(K), se
F < g siha che A(f) < A(g)

Dimostrazione. Siano f,g € C(K) tali che f < g. Allora
g—f>0=A(g—f)>0= Ag) — A(f) > 0= A(f) < A(g).
O

Teorema 1.3.3 (Teorema di Korovkin). Siano (K,d) uno spazio metrico com-
patto, ® € C([0,+o0|) tale che ®(t) > 0 per ogni t > 0 e per ogni v € K sia
U, K =Y, ¥.(y) = ©(d(z,y)). Sia {A, | n € N} una famiglia di operatori
lineari da C(K) in C(K) con le sequenti proprietd:

(1) per ognin € N, se f > 0 allora A,(f) > 0;

(2) nl_lgloo lfo— An(fo)lloo = 0 dove fo: K = R, fo(z)=1;

n—-+o0o

)t (sl ) =0
Allora per ogni f € C(K) & ET lf — An(f)]]eo = 0.

Dimostrazione. Siano f € C(K), e € RT. Mostriamo che esiste C' € R tale che

€

Va,y € K |f(x) — f(y)] < €+ 2C||fllct0e(y) dove € := 2sup || An(fo)lloo
neN

Osserviamo che € ¢ ben definito. La successione (A, (fo))nen € convergente, quindi

limitata, cio¢ sup ||A,(fo)]l < +00. D’altra parte valgono le seguenti
neN

sup |4, (fo)lloo =0 =0 < ||An(fo)|loo <0Vn € N= A,(fo) =0Vn € N.
neN
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L’ipotesi (2) verrebbe cosi a mancare in quanto || fyll« = 1 # 0. Abbiamo cosi
dimostrato che € ¢ ben definito.

f € una funzione continua su un compatto, quindi per il Teorema di Heine-Cantor
f € uniformemente continua, cioé

B eRY: Vo,y e K, d(z,y) <d=|f(x)— fly)| <&

Sia H := {(z,y) € K x K : d(z,y) > 0}, ¢ evidente che H = d~*([4, +o0]).

Essendo [0, +00[ chiuso in R e d continua per il Lemma 1.3.1, si ha che H ¢é chiuso

in K X K che é compatto perché prodotto di compatti. H é chiuso in un compatto,

quindi ¢ compatto. Consideriamo la funzione (z,y) — ®(d(z,y)), si tratta di

una funzione continua perché composizione di funzioni continue. H é compatto,

pertanto ( irigHCI)(d(m,y)) € R ed esiste (zg,y0) € H tale che ®(d(zo,v0)) =
zy

inf ®(d(z,y)). Sia (z,y) € H. Allora
(z,y)eH

d(z,y) >0 =d(z,y) > 0= ®(d(z,y)) > 0= ( ir;qu)(d(x,y)) € [0, +o0.
z,y)e

Supponiamo per assurdo che ( ir%fH@)(d(x, y)) = 0, allora ®(d(xg,yo)) = 0. Cio &
x,y)e
assurdo perché (zo,v0) € H, quindi d(zo,yo) > 0 e di conseguenza ®(d(zo,yo)) >
0. Pertanto, ( ir;fH(I)(d(x,y)) € R*. Sia C il suo inverso. Allora
x,y)e

1 1

V(z,y) € K x K, d(z,y) >0 = ®(d(v,y)) > ol Va(y) > Yok

Pertanto,

V(z,y) € K x K, d(x,y) > 0 = [f(x) = f(y)] <2[[fllec <2C[|llocta(y).

Abbiamo quindi le seguenti:

(a) sup |f(z) = fly)l <&

d(z,y)<d

(b) sup [f(x) = f(y)] < 2C flloctbz(y)-

d(z,y)>0

Combinando (a) e (b) otteniamo che

Vz,y € K |f(z) = f(y)l < €+ 20| flloctha(y).
Osserviamo che la precedente disuguaglianza puod essere riscritta come

Pertanto, per come sono definiti gli operatori A,, otteniamo per il Lemma 1.3.2
che per ogni x € K, per ogni n € N

—€An(fo) = 20 fllocAn(¥2) < An(f) — f(2) An(fo) < €An(fo) + 20| fllooAn(¥x)-
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Tali disuguaglianze possono essere riscritte come segue: per ogni z,y € K

—€Au(fo)(y) = 2C[ flloo An(¥2)(y) < An(f)(y) = f(2) An(fo)(y)
< €AW (fo) (W) + 2C[ flloo An () (y)

da cui, ponendo y = z,

[An() () = (@) An(fo) ()] < €An(fo)(2) + 20| fllocAn(¢a)(2) Vo € K. (1.1)

Osserviamo che per ogni z € K, per ogni n € N valgono le seguenti:
. N €
€An(fo(@)) < Esup [[An(fo)lloo < 5. (1.2)
ne

Da (1.1) e (1.2) otteniamo quanto segue
[An(F) (@) = ()] = [An()(2) = f(2) An(fo) () + (@) An(fo)(x) — f(2)]

< [An(N@) = F@)Au(fo) ()] + 11 ()] [ An(Fo) (@) = fole)]
< EA(fo) (@) + 200 FllooAu(we) (@) + |l - [14n(fo) = ol
< 5+ 200l 5D [An () @)] 1l 140 (fo) = follc-

Dall’arbitrarieta di x si ha che

¥ € N A40(1) = e < 5+ 200 Sl 50 [Aa (0l@)] + Sl - 140 So) = ol
Per (2) e (3) si ha

lim (2C||f||m§3£ [An(a)] 4 [1f e - 1An(fo) — fonoo) ~0,

pertanto,
VecR"In. e N:Vn €N, n > n,
€
= 20 fllo sup [An(@s(@)] + 1 fllec - [An(fo) = folloo < 5,
da cui

Ve e RT 3n, e N:VneN, n>n€:>]|An(f)—f\|oo<§+§:6

cioé lir}rq |AL(f) — flloo = 0 per ogni f € C(K). O
n—-—+0o0

Teorema 1.3.4 (Teorema di Bohman). Sia {A,, | n € N} una famiglia di operatori

lineari da C([0,1]) in C([0,1]) con le sequenti proprieta:

(1) per ognin € N, se f > 0 allora A,(f) > 0;
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(2) per ogni p € {0,1,2} lirf | fo — An(fp)llo = 0 dove per ogni p € {0,1,2}
n—-+0o0
fp[0,1] = R, fy(x) = aP.
Allora per ogni f € C([0,1]) lirf If = An(f)]leo = 0.
n—-+0oo
Dimostrazione. Mostriamo che ci troviamo nelle ipotesi del Teorema 1.3.3.

Sia @ : [0, +oo[— R, ®(t) =t*. & € C(]0,+00]) e ®(¢) > 0 per ogni ¢ > 0.
Per ogni z € [0, 1] sia ¢, : [0,1] = R, ¢,(y) = ®(d(z,y)), allora per ogni x,y

Uo(y) = le—y|? = 2 =2ay+y° = 2 fo(y) 22 f1(y)+ fo(y) = Vo = 2* fo—22 f1+ fo.

Mostriamo che liril (sup |An(z/1x)(x)|> = 0 per poter applicare il Teorema
n—-+oo wE[O,l]

1.3.3. Si ha che
An(e) = 2 An(fo) — 22A,(f1) + An(fo) Vo € [0,1], Vn € N.
Osserviamo inoltre che per ogni x € [0, 1] ¥, (x) = 0, infatti
Ve (z) = 22 fo(x) — 22 f1(2) + fow) = 2® — 22° + 2* = 0.
Allora per ogni = € [0,1] e per ogni n € N
An(to)(2) = 2° An(fo) (@) = 22 A0 (1) (%) + An(f2) (@) — (2 fo(2) — 22 f1(2) + fa(2))
= 2*(Au(fo)(2) — fol@)) — 22(An(f1)(2) — fi(2)) + (Aa(f2)(z) = f2(2))
per cui
40(2)(@)] < 221 An(fo) (@) — fol@)| + 201 Au(11)(@) — (@) + | Au(fo) (&) — fo()]
< |An(fo) = follso + 2[[An(f1) = fills + |An(f2) = f2lloo-

Dall’arbitrarieta di x segue che

Sup] |An (W) ()] < [[An(fo) = folleo + 2[[An(f1) = filloo + | An(f2) — follco-

z€(0,1

Dall'ipotesi (2) e dal Teorema dei carabinieri deduciamo che

lirf sup |A,(¥.)(z)| | = 0. Siamo nelle ipotesi del Teorema 1.3.3, percid per
n=100 \ z¢l0,1]

ogni f € C((0,1]) tim_[4u(f) = fll =0. 0

Definizione 1.3.5 (Operatori di Bernstein). Per ogni n € N* sia
B, : C([0,1]) = C(|0, 1]) I'operatore che associa ad ogni f € C([0,1]) la funzione
B, (f) € C(]0,1]) cosi definita:

k

n

) (1 — )",

Un operatore di Bernstein ¢ un qualsiasi operatore appartenente alla famiglia
{B, | n € N*}.

Bf): 0] R, Bu((e) = Y- 1
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Osservazione 1.3.6. Per ogni n € N* B, (C(]0, 1]))CP(]0, 1]).

Applichiamo il Teorema di Bohman agli operatori di Bernstein per dimostrare
che P([0,1]) ¢ denso in C([0, 1]).

Lemma 1.3.7. Per ogni p € {0,1,2} siano f, le funzioni definite nel Teorema
1.3.4. Allora per ogni n € N*, per ogni x € [0, 1] valgono le sequenti:

(1) B.(fo)(w) =
(2) Bu(f1)(x) =

ZL'—I'Z

(3) Bu(f2)(x) = 2* +

Dimostrazione. Al fini della dimostrazione ricordiamo la ben nota formula del
binomio di Newton

(a+b)" ka; afb"* ¥n e N, Va,b € R. (1.3)

Da (1.3), ponendo a =z e b = (1 — ), si ha che

* n—k __ q1n __
Vn € N*, Vz € [0,1] B Zk’n_ *(1— )" F=1" = 1. (1.4)
Inoltre
Vn e N*, Vz €[0,1] B Zk'n— 2F (1 — ) F
= (n—1)! n—1)!

" G- Diln— o= ”J; G —(1)!(71)— it

k=

— 1) ,
= xz (n :1:3(1—93)"31—:5-1:95.

(n—1—)!
Consideriamo ora fs.
Sen=1, Vzxel0,1] B Zk"n— 'n2 (1 — )"
- (n— 1! k ok —k ; 0! k 1-k
2 (k—1)(n—k)ln" (1-=2) ; RS
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Supponiamo quindi n > 2, allora per ogni x € [0,1] si ha che

n

n— 1) k. ek
- (n_ 1) k 1 n—
R0 DNy Ty Pt
(j=k—1) — (n—1)! J+1\ ne1j
oSy ()70

(&= -1 g =i (n—1)! S
—I<Zj!(n_—1_j)!n (L—a)" 7 4 = Z TCE e )

J=0

Sfruttando (1.4) si ha:

Bn(f2)(1‘) = % + xz_: ﬁlﬁ(l _ x)n—l—j

(n—1)! Ly 1
= — —_ 1— n J
+xZ]_1'n_1_])'nx (1-2)

(j=k-1) T n—=1!" 1, N9
—i—x Zk:‘n—Q— x(l—x)
n—2

T s n—1 n—2)! N9
:E—FZL‘ : 0 (;m:pk(l—x) k)

Sfruttando (1.3), ponendo a =z ¢ b = (1 — z), si ha:

x n—1 , T —?

Bn(f2)(95)=5+x2- =224

n

Corollario 1.3.8 (Teorema di Bernstein). Per ogni f € C([0,1])

dim [[f = Bu(f)]l = 0.

Dimostrazione. Dimostriamo che valgono le ipotesi del Teorema 1.3.4.
Per ogni n € N* valgono le seguenti:

(1) B, ¢ lineare;

(2) se f >0 allora B,(f) > 0.
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Per ogni p € {0, 1,2} siano f, le funzioni definite nel Teorema 1.3.4.
Vale il Lemma 1.3.7.

Vn € N*, Vz € [0,1] B.(fo)(x) — fo(x) =0, allora || B,(fo) — folleo =0

da cui lim [[B,(fo) — folles = 0.
n—-+00

Similmente
Vn € N*, Vo € [0,1] B,(f1)(x) — fi(x) =0, allora || B,(f1) — filleo =0

dacui lim [|B,(fi) = filles = 0.

Infine osserviamo che

2

Vn e N, Vr € [0,1] Bu(f)() - folw) = —
Allora
42 2
0 < [Bu(fo)(@)—fa(z)] < |2 na: | < x—zx < %’ da cui 0 < [[B,(f2)—fallo < %

Per il Teorema dei carabinieri 1ir+n | Br(f2) — fallo = 0, allora per il Teorema
n——+0oo
1.3.4 per ogni f € C([0,1]) lir+n | Bn(f) = flloo = 0. O
n—-+0o0o

Dimostriamo che ogni funzione di C(][0, 1]) ¢ esprimibile come limite uniforme
di una successione in P([0, 1]).

Teorema 1.3.9 (Teorema dell’approssimazione di Weierstrass). P([0,1]) ¢ denso
in C([0,1]).

Dimostrazione. Sia f € C([0,1]) e per ogni n € N sia f, = B,.1(f) € P([0,1]).
Per il Corollario 1.3.8 lir+n | fn — flleo =0, da cui la tesi. O
n—-+0oo

1.4 Applicazioni lineari continue

Siano X, Y due spazi normatie A : X — Y un’applicazione lineare. Ci chiediamo
sotto quali ipotesi A sia continua. Daremo in questa sezione un paio di condizioni
che sono allo stesso tempo necessarie e sufficienti, in particolare dimostreremo che
é sufficiente verificare la continuita di A in un punto opportuno del suo dominio
per concludere che A é continua in un qualsiasi altro suo punto.

Teorema 1.4.1 (Teorema di caratterizzazione delle applicazioni lineari continue).
Siano (X, |- |lx), (Y,|-|ly) due spazi normati, A : X — Y un’applicazione lineare.
Sono equivalenti le sequenti:
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(1) A é continua;
(2) A é continua in 0;
(3) A é un’applicazione lineare limitata, cioé
dM eR": Vz € X |A(2)|ly < M||z|x.
Dimostrazione. (1) = (2)
A é continua, cioé A é continua in ogni punto del suo dominio, in particolare A é
continua in 0.

(2) = (3)
A ¢é continua in 0, pertanto,

Ve e RT 35 e RT : Vo € X, ||z||x < d. = [[A(z)]ly < e

Fissiamo ¢ € R* e sia z € X. Per ogni t € R* si ha che ||————2z|| <4, in
t+[loflx iy
quanto ]« < 1, allora
[l ]lx
Oc Oc Oc
HA (—x) <e= H (2)|| <e=>—"—|A)|y <€
t+[lellx /lly t+ [lzllx y t =+ [lzllx

€ €
5t llzlx) Vi e RT = [A@)lly < =lellx.

Abbiamo cosi dimostrato che A é un’applicazione lineare limitata.

(3) = (1)

Esiste M € R tale che per ogni x € X ||A(z)|ly < M|jz||x. Fissiamo zy € X,
allora per ogni z € X si ha che

0 < [|A(z) = Azo)lly < Mz — 2o]|x.

= [|A(@)lly <

Per il Teorema dei carabinieri lim A(z) = A(xg) per ogni o € X, dunque A ¢
T—T0

continua in ogni punto del suo dominio, cioé A é continua. O

1.5 Serie in spazi di Banach

+o0
Siano (X, || - ||) uno spazio di Banach, Z x, una serie in X. Il prossimo risultato

n=0
fornisce una condizione sufficiente per la convergenza della serie, in particolare
+oo +00

mostreremo che se la serie E x, converge assolutamente, cioé E ||| converge

n=0 n=0
+0o0

in R, allora E T, converge in X.

n=0
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+o00o
Lemma 1.5.1. Siano (X, | - ||) uno spazio di Banach, E x, una serie in X tale
n=0
+00 +09
che E |z, || sia convergente. Allora anche E x, € convergente e vale la sequente:
n=0 n=0

“+o0o +oo
>l £ Nl
n=0 n=0

n +oo
Dimostrazione. Per ogni n € N sia o, := g |z ]| E |z,|| & convergente, cioé
k=0 n=0
la successione (0,),en € convergente quindi di Cauchy, pertanto,
Vee R" In, e N:Vnom €N, n,m >n, = |o, — o] < e

Osserviamo che per ogni n,m € N tali che n > m si ha

n

n m
0w = ol = 1D Nl =D llaall| = > Nl
k=0 k=0

k=m+1

Pertanto,

n
Vee R" In.eN:Vn,meN, n>m>n,= Z |2kl < e
k=m+1

n
Per ognin € Nsia s, 1= Z xg. Allora per ogni n,m € N tali che n > m si ha che
k=0

n m n
Sn — Sm = E T — E T — E L.
k=0 k=0 k=m+1

Pertanto,
Vec R In, e N:Vn,meN, n>m > n,

n n
= lsn—smll = | D @l < D ol <e
k=m+1 k=m+1

Abbiamo cosi dimostrato che la successione (s,),eny € una successione di Cauchy

in X che ¢ uno spazio di Banach, quindi é convergente e in particolare la serie
+00

Z x, ¢ convergente. Infine, per la disuguaglianza triangolare,

n=0

n n
Ve N |Y x| <) flaxl
k=0 k=0



24 CAPITOLO 1. RISULTATI PRELIMINARI

da cui per la continuita della norma, passando al limite

+oo +o0
2 wol| <2 llall
n=0 n=0

1.6 Un sottospazio completo di C?(|0, 1))

Sia X := {u € C%([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}. Mostreremo in questa sezione che
esiste una norma su X rispetto alla quale X é uno spazio di Banach.
Premettiamo prima il seguente lemma.

Lemma 1.6.1. Siano a,b € R tali che a < b, (fn)nen una successione di funzioni
da [a,b] in R. Supponiamo che valgano le sequenti:

(1) esiste xy € [a,b] tale che (fn(x0))nen Sia convergente;
(2) fn & derivabile per ognin € N;
(3) (f!)nen converge uniformemente.

Allora anche (fy)nen converge uniformemente a una funzione f, inoltre f é deri-
vabile e per ogni x € [a, b] vale la sequente:

fl(@) = lim f(x).

n—4o0o
Dimostrazione. Si veda |[2]. O
Teorema 1.6.2. Consideriamo lo spazio normato (C*([0,1]), | - llc2qoay) dove
per ogni f € C*([0,1]) [[fllc2qo,y = [flloc + [f'lloc + [1f"lloc € sia X = {u ¢
C*(10,1]) : w(0) = u(1) = 0}. Allom (X, || lx) & uno spazio di Banach dove || -||x
¢ la restrizione della norma || - ||c2(jo,1)) su X.
Dimostrazione. Mostriamo in primis che (C*([0,1]), || - [lc2(o,17)) € uno spazio di

Banach. Sia (f,)nen una successione di Cauchy in C?([0,1]), allora
Vee R" In.e N:Vn,m e N, n,m > ne = || fu — fmllczqo) < €

= [1fo = finlloo + 1f5 = Frulloo + 1 = frnlloo <€

Pertanto, fissato ¢ € R™ se n > n, allora valgono le seguenti:
(@) Ifn = finllc <6
®) I1fn = fulloo <&
(©) [If7 = fullos <€
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Dunque le successioni (fy,)nen, (f))nens (f))nen sono tre successioni di Cauchy in
(C([0,1]), ] - lloo) che per il Corollario 1.2.3 ¢ uno spazio di Banach, quindi esistono
f,9,h € C(]0,1]) tali che:

(@) lim |[fn = fllo = 0;

n—-+0o
¥) tim (1, = gl =0

/ : " _ —
(@) tim_|[f bl =0
Valgono le ipotesi del Lemma 1.6.1:
(@") (fn)nen converge uniformemente a f, quindi la successione (f,(Z))nen €
convergente per ogni z € [0, 1];
(b") fn € derivabile per ogni n € N;

(") (f)nen converge uniformemente a g.

Quindi f é derivabile ed f* = ¢g. Essendo ¢ continua, allora f’ é continua. Analoga-

mente si dimostra che f’ ¢ derivabile e f” = h. h ¢ continua, quindi f” & continua,

ossia f € C*([0,1]). Rimane da dimostrare che lir_{l | fa — flle2qoay = 0. Ab-
n—-+0o0o

biamo appena dimostrato che le successioni (f,,)nen, (f))nen, (f) )nen convergono
uniformemente a f, f’, f” rispettivamente. Pertanto, fissato ¢ € R esiste n. € N
tale che se n > n. allora valgono le seguenti:

(@) o= fll < 5
0 1= Flle < 5

=
CONVESLNESS
Dunque se n > n,

1= Fllezoay = 1= Flloo + 1 = Fllow + 15 = Flloe < 5+ 5+ 5 =€

cioé lirf | fo — fllczo,1)) = 0. Abbiamo cosi dimostrato che (C*([0, 1]), |||l c2(o.1))
n——+0oo

¢ uno spazio di Banach. Dimostriamo che X ¢ chiuso in C?(]0, 1]). Siano (f,)nen
una successione in X ed f € C?([0,1]) tali che liril |fn = flle2(o,1)) = 0. Allora
n——+0oo

Vz € [0,1], Vn e NO < |folz) — f(@)] < ||fa — fllczqop-

Per il Teorema dei carabinieri per ogni x € [0,1] f(x) = lirf fn(x). Allora:
n—-+0oo

f(0) = lim f,(0)= lim 0= 0;

n—-+00 n——+o00

f(1)= lim f,(1)= lim 0=0.

n—-+00 n——+o00

Allora f € X, da cui segue che X & chiuso. X & chiuso in (C*([0,1]), || - llc2(o.1)))
che é uno spazio di Banach, quindi (X, || - ||x) ¢ uno spazio di Banach. O
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1.7 Spazio di Hilbert

Terminiamo il capitolo richiamando la definizione di prodotto interno, alcune sue
proprieta, e dando la definizione di spazio di Hilbert.

Definizione 1.7.1 (Prodotto interno su uno spazio vettoriale reale). Sia X un
R-spazio vettoriale. Un prodotto interno su X é un prodotto scalare.

Definizione 1.7.2 (Prodotto interno su uno spazio vettoriale complesso). Sia X
un C-spazio vettoriale. Un prodotto interno su X é un’applicazione <, >: X x X —
C con le seguenti proprieta:

1) <x,z > >0 per ogni z € X;

2) <xz,x>= 0seesolosex=0;

4

(1)

(2)

(3) perogniz,y e X <z,y>= <y, >;

(4) perogniz,y,z€ X <z +y,z>=<z,2>+ <Y,z >;
(5)

5) perognixz € X, perogni \ e C < Az,y>=A<uz,y>.

Lemma 1.7.3. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) Siano X un K-spazio vetto-
riale dove K =R o K = C, <,> un prodotto interno su X e per ogni v € X sia
|z|| == /< z,x>. Allora per ogni x,y € X | < x,y > | < ||z| - ||yl|, in particolare
|- || & una norma su X.

Dimostrazione. Siano x,y € X. Se y = 0 la disuguaglianza é ovviamente verificata
(0 < 0), quindi supponiamo y # 0. Allora per ogni A € K vale quanto segue:

0< <a+ Ay, x4+ Ay >= [[z]*+ <z, My > + < Ay, & > +A - [ly]]* = ||z

A<y > +A <y 2> APyl = [zl + A < 2y > A<z Y > APyl
<l + 2 - [ <@y > [+ AP lyll*.

Sia p(|Al) == [zl + 2[A| - | < 2,y > |+ [A]” - [ly]]*, quindi, poiché y 7 0, p(|A])
¢ un polinomio a coefficienti reali di grado 2. Poiché per ogni A € K vale la
disuguaglianza p(JA|) > 0, si ha, se indico con A il discriminante del polinomio
p(|A]), che vale la seguente

A
7 S0=<zy> 2=zl lyl? < 0= | <zy> > < [l]?- |lyl?
da cui

| <zy>| <[z |lyl
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Lemma 1.7.4. Siano X un K-spazio vettoriale dove K =R o K = C, <,> un
prodotto interno su X. Allora valgono le sequenti:

(1) per ogniy € X la funzione v —< x,y > & continua;
(2) per ogniy € X la funzione v —< y,x > & continua.

Dimostrazione. Dimostriamo solo (1) in quanto (2) si dimostra in modo del tutto
analogo. Fissiamo y € X esia f(z) = < x,y > per ogni x € X. Fissiamo zg € X,
allora per il Lemma 1.7.3

0<[f(x) = flo)l = <my>—<zo,y>|=|<x—z0,y>| < Iz — 0l - [[yll-

Per il Teorema dei carabinieri lim f(z) = f(xo). Abbiamo cosi dimostrato che f
T—T0

¢ continua in ogni punto del suo dominio, cioé f é continua. O]

Definizione 1.7.5 (Spazio di Hilbert). Uno spazio di Hilbert ¢ una coppia

(X, <,>) dove X un K-spazio vettoriale con K =R o K = C, <, > & un prodotto
interno su X tale che X rispetto alla norma indotta dal prodotto interno é uno
spazio di Banach.
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Capitolo 2

Teorema di Baire e applicazioni

In questo capitolo enunceremo e dimostreremo il Teorema di Baire e mostreremo
alcune sue applicazioni. Il Teorema di Baire afferma che in uno spazio metrico
completo, data una famiglia al pit numerabile di chiusi aventi ciascuno interno
vuoto, allora 'unione di tali chiusi ha interno vuoto; cio6 é equivalente a dire che
dato uno spazio metrico completo e una famiglia al pitt numerabile di aperti densi,
allora l'intersezione di tali aperti ¢ ancora densa.

2.1 Teorema di Baire

Prima di enunciare il Teorema di Baire premettiamo un risultato, noto come
Teorema dell’intersezione di Cantor.

Teorema 2.1.1 (Teorema dell'intersezione di Cantor). Siano (X, d) uno spazio
metrico completo, {A, | n € N} una famiglia di sottoinsiemi chiusi limitati non
vuoli di X con le sequenti proprieta:

(1) A1 C A, per ognin € N;

(2) lim diam(A,) =0.

n——+0o

Allora esiste x € X tale che ﬂ A, ={z}.

neN

Dimostrazione. Sia (z,)nen una successione in X tale che z, € A, per ognin € N.

(Zn)nen € ben definita perché A, # () per ogni n € N. Dimostriamo che (x,,),en

é una successione di Cauchy. Siano n,m € N tali che n > m, allora, poi-

ché z, € A,, Tm € A, ho che z,, x, € A, quindi d(z,,x,,) < diam(A4,,).
lim diam(A,,) = 0, pertanto,

m—-+00

Ve € R" In. e N:Vm € N, m > n, = diam(A,,) < e,

29
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da cui
Vee R In, e N:Vn,meN, n>m > n. = d(z,,z,) <¢.

La successione (z,),en € una successione di Cauchy in X che é completo, quindi

esiste x € X tale che x = lim x,. In particolare per ogni m € N x é anche
n——+00

limite della successione (x,)n>m in quanto sottosuccessione di (z,)nen. Per ogni
n > m x, € A,, quindi, poiché A,, é chiuso, z € A,, per ogni m € N cioé
xr € ﬂ A,,. Supponiamo esista y € X tale che y # z e y € ﬂ A,. In tal

meN neN
caso esisterebbe ng € N tale che diam(A4,,) < d(z,y). Infatti se per assurdo

d(xz,y) < diam(A,,) per ogni n € N allora per il Teorema dei carabinieri avrei che

d(xz,y) = 0 cioé = = y, ma cio é assurdo perché y # x. D’altra parte z,y € A,

per ogni n € N, in particolare z,y € A,, quindi d(z,y) < diam(A,,). Allora

diam(A,,) < d(x,y) < diam(A,,) che ¢ assurdo, percio m A, = {x}. O
neN

Teorema 2.1.2 (Teorema di Baire). Sia (X,d) uno spazio metrico completo.

Allora valgono e sono equivalenti le sequenti:

(1) se {F, | n € N} ¢ una famiglia di chiusi di X tali che int(F,) = 0 per ogni

n € N allora int U E, | =0;

neN
(2) se {O, | n € N} é una famiglia di aperti di X tali che O, = X per ogni
n € N allora ﬂ 0, = X.
neN

Dimostrazione. Per dimostrare (1) = (2) usiamo che per ogni A C X
A= X \int(X \ A), per dimostrare (2) = (1) usiamo che per ogni F' C X
X\ F =X\ int(F). La prima identita segue dal Lemma 1.0.1, la seconda segue
dalla prima ponendo A = X \ F.
(1) = (2) _
Sia {O,, | n € N} una famiglia di aperti di X tali che O,, = X per ognin € N e
sia [, = X \ O,, per ogni n € N. Per ogni n € N O,, é aperto quindi F}, é chiuso.
O, = X per ogni n € N, quindi per il Lemma 1.0.1 int(F,) = () da cui per (1)

int U F, | = 0. Essendo

neN

UF.=J&X\0,)=x\[)0n.

neN neN neN

e int (U Fn) = () allora per il Lemma 1.0.1 ﬂ 0, =X.
neN neN
Per (2) = (1) si procede in modo del tutto analogo.
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Dimostriamo (1).

Sia {F,, | n € N} una famiglia di chiusi di X tali che int(F,) = ) per ogni n € N.
Osserviamo preliminarmente che, dato A C X, int(A) = ) se e solo se per ogni
O C X aperto non vuoto O () (X \ A) # 0.

RN

Sia quindi O C X un aperto non vuoto e dimostriamo che O ﬂ X\ <U Fn> )

neN
(. Sia Oy = O. int(Fy) = 0, quindi Oy () (X \ Fo) # 0. Fy é chiuso quindi X \ Fy
é aperto. Og, X \ Fpy sono due aperti che hanno intersezione non vuota, quindi
Oo () (X \ Fo) & un aperto non vuoto, in particolare preso p € Oy [ (X \ Fp) esiste

r € R* tale che B <p, g) C Oq ﬂ (X \ Fp). Non é restrittivo supporre r < 1.

Osserviamo che diam B (p, g) < r. Poniamo O; = B (p, g)

Abbiamo cosi dimostrato che esiste un aperto O; non vuoto con le seguenti
proprieta:

(a) O1 €S O N(X\ Fp);

(b) diam(O;) < 1.

Anche int(F) = 0, quindi O; () (X \ F1) & un aperto non vuoto. Ragionando
come sopra riusciamo a trovare un aperto Oy non vuoto con le seguenti proprieta:

(@) O COIN(X\ Fy);

(¥) diam(Oy) <

DN | —

Iterando la procedura per ogni n € N* riusciamo a trovare un aperto O,, non vuoto
con le seguenti proprieta:

(a”) On € Ot (X N\ Fomn);

(¥) diam(0y) < -

n

— 1
In particolare per ogni n € N* 0 < diam(0O,,) < —, quindi per il Teorema dei
n

carabinieri lirf diam(0O,,) = 0. Siamo nelle ipotesi del Teorema 2.1.1, quindi
n—-—+0oo

esiste © € X tale che ﬂ 0, = {z}.

neN

Mostriamo che x € O m <ﬂ (X\ Fn)> Essendo z € ﬂ 0,,, allora

neN neN

2 €0, CO)(X\F)COy=0=xc0;
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d’altra parte per ogni n € N
€0, CO[VX\F)CX\F, =2 X\F,

da cui

xEOﬂ(ﬂ(X\Fn)> :0ﬂ<X\ (U Fn>>

neN neN

Pertanto, O ﬂ (X\ (U Fn>> # () per ogni O C X aperto non vuoto da cui la

neN
tesi. O

Corollario 2.1.3. Siano (X, d) uno spazio metrico, {F,, | n € N} un ricoprimento
chiuso di X. Allora valgono le sequenti affermazioni equivalenti:

(1) se per ognin € N int(F,) = 0 allora (X, d) non é completo;
(2) se (X,d) é completo allora esiste ng € N tale che int(F,,) # 0.
Dimostrazione. (1) Supponiamo che per ogni n € N int(F,) = 0 e che (X, d) sia

completo. Allora per il Teorema 2.1.2 int U Fn) = (), quindi, poiché X =
neN

U F,, nt(X) = (. Ma X ¢é aperto, cioé X = int(X) quindi X = (). Tutto cio &

neN

assurdo perché per definizione di spazio metrico X # ().

(2) segue immediatamente da (1). O

Osservazione 2.1.4. 11 Corollario 2.1.3 (2) fornisce una condizione necessaria per
la completezza di uno spazio metrico.

Corollario 2.1.5. Sia d la restrizione a Q della distanza euclidea su R. Allora lo
spazio (Q,d) non é completo.

Dimostrazione. Q ¢ numerabile, in particolare ¢ esprimibile come Q = U {qn}

neN
Poiché per ogni n € N int({g,}) = 0, per il Corollario 2.1.3 (1) si ha che lo spazio

(Q, d) non ¢ completo. -
Richiamiamo la definizione di iperpiano di R".

Definizione 2.1.6 (Iperpiano). Un iperpiano H di R" ¢ un insieme della forma

H = < (xy,...,2,) € R": Zaixi = 0} dove (ay,...,a,) ¢ un qualche vettore
i=1
non nullo di R".
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Corollario 2.1.7. R" non é esprimibile come unione numerabile di iperpiani, in
particolare lo spazio R® non & esprimibile come unione numerabile di piani e il
piano R? non é esprimibile come unione numerabile di rette.

Dimostrazione. Basta utilizzare il Corollario 2.1.3 e osservare che ogni iperpiano
& un sottospazio vettoriale di R", quindi ha dimensione finita e di conseguenza,
come mostrera il Teorema 2.2.3, ha interno vuoto. O

2.2 Applicazioni

Vedremo in questo paragrafo due prime notevoli applicazioni del Teorema di Baire.
La prima ¢ che in uno spazio di Banach di dimensione infinita non esiste una base
di Hamel numerabile; come sua conseguenza si otterra che non puo esistere una
norma rispetto alla quale lo spazio dei polinomi sia uno spazio di Banach. La
seconda applicazione del Teorema di Baire € la dimostrazione dell’esistenza di una
funzione continua che non ¢é derivabile in alcun punto.

Prima di andare ad analizzare queste applicazioni diamo la definizione di Base
di Hamel.

Definizione 2.2.1 (Base di Hamel). Sia X uno spazio vettoriale. Una base di
Hamel su X & un sottoinsieme {v; | i € I'} di X con le seguenti proprieta:

(1) per ogni J C [ finito {v; | j € J} é un insieme di vettori linearmente
indipendenti, cioé se {a; | j € J} é un insieme di scalari tali che Z a;v; =0
jeJ
allora a;; = 0 per ogni j € J;

(2) per ogni z € X esiste J(z) C I finito, {¢; | j € J(x)} insieme di scalari tali

che z = g a;v;.

JjeJ(2)
Definizione 2.2.2. Siano n € N*, K un campo. Per K[zy,...,z,] intendiamo lo
spazio dei polinomi a coefficienti in K nelle variabili x4, ..., z,.

Teorema 2.2.3. Sia (X, ||-]|) uno spazio di Banach di dimensione infinita. Allora
X non ha una base di Hamel numerabile, in particolare non esiste una norma che
renda Flzy, ..., x,] uno spazio di Banach dove F =R o F = C.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista una base di Hamel numerabile
per X, sia essa {v, | n € N}. Per ogni n € N sia F,, := Span{vo,...,v,}. F, ¢
chiuso per il Teorema 1.1.3 per ogni n € Ned X = U E,.

neN
Mostriamo che int(F},) = () per ogni n € N, per il Corollario 2.1.3 seguira la tesi.
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Fissiamo n € N e supponiamo che int(F,) # 0, allora esistono x € X, r € R* tali

che B(z,r) C F,. Sia y := TH Unl || + z. Osserviamo che y € B(x,r), infatti
Un+1

Un+1

=r<r.

H Un+1
|

‘ vn |

ly —xf| =
ol

Un+1H

Indichiamo con K il campo su cui é definito lo spazio X, allora valgono le seguenti:

y € B(z,r) C F, = Span{vg,...,v,} = 3o, ..., 0, € K: y:Zﬁivi;

n
x € B(x,r) C F, = Span{vg,...,v,} = Jag, ..., o, € K: SB:Z%’%’-
i=0
Pertanto,

iﬁivl Za v+
i=0

n

= Y (@ — Bi)v + rt =,

Hv+1|\ pa B PRt

r . . .
Dal momento che m # 0 ho trovato una combinazione lineare nulla non
Un+1
banale di vy, ..., v,.1, ma cio é assurdo perché vy, ..., v, sono linearmente indi-

pendenti.
Per la seconda parte della tesi ¢ sufficiente osservare che B = {z%
ki,...,k, € N} é una base di Hamel numerabile per Flxy, ..., z,]. H

Teorema 2.2.4. Esiste una funzione in C([0,1]) che non & derivabile in nessun
punto.

Dimostrazione. Dimostriamo che se f € C([0, 1]) é derivabile in almeno un punto,
allora f € U F,, dove, per ogni n € N,
< n} .

neN

fla+h) = f(a)
h

= {f € C([0,1]) : Ja € [0, 1] tale che sup
h#0

Infatti, sia f derivabile in un punto a. Allora

Ve € R" Jh. € R" :Vh € R, 0<|h\<hﬁz>‘f(a+h]i_f(a)—f’(a) <e€
Sia € = 1, allora
0<|h|<h1:> f(a—l—h})L_f(a’) :‘f(a—'—h}i_f(a)—f’(a)—i—f'(a)
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<[ BT - ) 4 1p@) <1+ 1) 2.)
D’altra parte
B> by = \““@{‘M <2 sup |1(@)]. (22)
1z€[0,1]

f ¢ una funzione continua su [0, 1] che ¢ compatto, quindi sup |f(z)| < oo per
z€[0,1]
il Teorema di Weierstrass. Da (2.1) e (2.2) segue quindi che

b fla+h) = f(a)

€ [0, +o0|.
Sup - [ [
Sia "
ny = {Sup fla+h) - f(a) } 41
h#£0 h
dove il simbolo [-] denota la parte intera. Allora sup fla+ h})L — /() < nyp, di
h#0

conseguenza f € F,, C U F,.

neN
Dimostriamo che per ogni n € N F,, é chiuso in C([0, 1]). Fissiamo n € N e siano

(fm)men una successione in F,, ed f € C([0,1]) tali che lirJrrl | fo = flloo = 0.
m—r—+00
Dato che f,, € F, per ogni m € N, allora esiste a,, € [0, 1] tale che

sup fm(am + h) - fm(am)

h#0 h

< n. (2.3)

Consideriamo la successione (a,,)men. Si tratta di una successione in [0, 1], quindi
la successione é limitata. Allora, per il teorema di Bolzano-Weierstrass, essa ha una
sottosuccessione convergente, indichiamo con (ag,, )men questa sottosuccessione e
sia a il suo limite. Poiché [0, 1] ¢ chiuso, si ha che a € [0,1]. Per ogni h # 0 sia
(hi,, )men la successione cosi definita:

hy,, = a — ay, + h.
Poiché lim ay,, = a, si ha che (hg,, )men € convergente e 1ir£ hi,, = h # 0,
m——+0Q

m—r+00
allora esiste m € N tale che hy,, # 0 per ogni m > m. Inoltre per ogni m € N

| frm (@, + hk,,) = fla+ R)[ = | fr (k,, + Bty ) — flak, + R )| < f = frnlloo

(fk,, Jmen € una sottosuccessione di (fi,)men, quindi lirJrrl | fr. — flloo = 0; allora,
m—r—+00
per il Teorema dei carabinieri, lirJrrl fr (ak,, + hi,) = fla+h).
m—r—+00

Dimostriamo ora che si ha ling frn (ar,,) = f(a).
m——+0o0

| i (ahy) = f(@)| = | iy (ar,) = flan,) + flax,,) = f(a)]
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< S () = flan) [+ 1 f () = F(@)] < | f = Flloo + 1 (ak,,) = fa)] Ym € N.
Essendo ml_l)I_I}_loo | fro — fllo = 0 e tenendo conto che, per la continuita di f,

l—i>r-£loo f(ax,,) = f(a), deduciamo dal Teorema dei carabinieri che ml—igloo frem (ar,,) =
f(a). Inoltre da (2.3) si ha che

fr Ok, + Pr,,) = fr, (an,,)
D,

<n Vm>m;

m

< n per ogni h # 0,

pertanto, passando al limite, otteniamo che

fla+h)— f(a)
h

da cui
fla+h)— f(a)
h

Pertanto, f € F,,. Abbiamo cosi dimostrato che F}, é chiuso.

Dimostriamo infine che int(F},) = () per ogni n € N.

Fissiamo € € R™ e, per ogni k € N*, sia g; . € C([0, 1]) la funzione lineare a tratti
cosi definita:

<n.

sup
h#0

J—1 J— J—1 1

2% A < J -

@) = e(m 3 ) se ST +2k
Jr,e\L) = o i1 1 j-l L
TN\ T T %k T T =Ttk

per ogni j € {1,...,k}. Vale che ||grc|lcc = € < 2¢, da cui, fissata f € C([0,1]),
I(f + gke) — fllo < 2¢. Dimostriamo che f + gp. ¢ F, per k sufficientemente
grande. f é una funzione continua su [0, 1] che é compatto, quindi per il Teorema
di Heine-Cantor f ¢ uniformemente continua, cio¢ fissato § € R* vale la seguente

1
Jks e N*:Vk e N*, k> ks = |f(z) — f(y)| <dse|r—y| <.

k

Bors_q

Siano k > ks e zo € [0,1]. Essendo [0, 1] = U VT, ﬂ, esiste j € {1,...,k}
j=1

SR 1
tale che zy € []T, ﬂ Sia = € [‘]T, ﬂ scelto in modo tale che valgano le
seguenti:
L1 1 . 1
(¢) T < |z — x| < z (dacu1k< P §4k);

(11) |gre(z) — gre(wo)| = 2ke|x — o).
Allora

|(f + gr.e) (@) = (f + gre)(@0)] = [gr.e(z) = gre(x0) — (f(m0) — f(2))]
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> |gre(T) = gre(zo)| — | f(20) — f(2)| = 2ke|z — wo| — | f(2) — f(0)]
> 2ke|lr — xo| — 6 = |z — x0] <2ke — L) > |x — xo|(2ke — 4k9).
|z — x|

Scegliamo ora ¢ in modo che sia minore di i, allora
|z — x0|(2ke — 4kd) > |x — x0|(2ke — ke) = ke|x — xo].
Prendendo k£ > max {2, k5}, si ha che
€

kelx — xo| > nlz — 20| = [(f + gr. ) (@) — (f + gr.e)(T0)| > nl|z — 20],

da cui

>n

‘ (f + 91 (@) = (f + gr.) (o)

r — X

Pertanto, f + gre ¢ F,. Abbiamo quindi dimostrato che per ogni f € C([0,1]),
per ogni 7 € R™ B(f,r) (N (C([0,1]) \ F,.) # 0, cioé int(F,) = () per ogni n € N.
Essendo C'([0, 1]) uno spazio completo per il Corollario 1.2.3, allora per il Teorema

2.1.2 si ha che int U Fn) = (. Pertanto, C([0,1])\ (U Fn) # (), cioé esiste
neN neN
f € C([0,1]) tale che f ¢ U F, e, per quanto dimostrato inizialmente, questa

neN
funzione non ¢é derivabile in alcun punto. O



38

CAPITOLO 2. TEOREMA DI BAIRE E APPLICAZIONI



Capitolo 3

Teorema di Banach-Steinhaus e
applicazioni

Una delle pitt importanti applicazioni del Teorema di Baire ¢ il Teorema di Banach-
Steinhaus. Forniremo inizialmente la sua dimostrazione e in seguito ci concentre-
remo su un paio di sue applicazioni.

3.1 Teorema di Banach-Steinhaus
Iniziamo il paragrafo con la seguente definizione.

Definizione 3.1.1. Siano (X, |- ||x), (Y, |ly) due spazi normati, A € L(X,Y).

A
Definiamo la norma di A come || Al := sup % Per il Teorema 1.4.1 ||A]| €
z#£0 T\ x
R.

Teorema 3.1.2 (Teorema di Banach-Steinhaus o principio di uniforme limita-

tezza). Siano (X, || - ||x) uno spazio di Banach, (Y, - |ly) uno spazio normato,

{A; | i € I} un sottoinsieme di L(X,Y") tale che per ogni x € X sup ||Ai(z)|ly <
iel

+00. Allora sup ||A;]| < +o0.
icl

Dimostrazione. Per ogni n € N sia F, := {:1: € X :sup || 4 (2)]y < n} Sia
icl

z € X, allora sup ||[4;(z)]ly € [0,400[. Sia n(z) = {supHAi(x)Hy} + 1, allo-
icl icl

ra sup || A;(z)[ly < n(z), quindi z € F,;) C U F,,. Abbiamo cosi dimostrato che
el neN
X = U F,,. Dimostriamo ora che F,, é chiuso per ogni n € N. In primis osser-
neN
viamo che sup ||4;(x)|ly < n se e solo se ||A;(z)]ly < n per ogni ¢ € I. Pertanto,
iel

39
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si ha che, per ognin € N, F,, = ﬂ{z € X :||Ai(2)]ly < n}. Per ognii € [ sia

icl
fi: X =R, fi(z) =[|A(2)|ly. || - |y é continua e A; é continua, quindi anche f;
é continua perché composizione di funzioni continue, in particolare abbiamo che
{ze X :||A4()|y <n} = f7([0,n]). [0,n] & chiuso in R ed f; & continua, quindi
f71([0,7n]) & chiuso in X. Allora si ha che, per ogni n € N, F, é chiuso perché
intersezione di chiusi. X ¢ uno spazio completo ed {F,, | n € N} é un ricoprimento
chiuso di X, allora per il Corollario 2.1.3 (2) esiste ng € N tale che int(F,,) # 0.
Pertanto, esistono zo € X, r € R* tali che Bx(zg,7) C F,,, cioé per ogni z

tale che ||z — xo||x < r si ha che sup||A4;(2)|ly < mo. Sia xz # 0, allora, posto
iel

P — + 9 € Bx(zg,7), risulta z = HxHX(z

= Il — xp). Fissiamo ¢ € I, allora
Tl x r

@(Al(z) — Ai(zo))

4@y = 4 -

Y ‘ Y

]l x
r

x
< 2l x (Su?HAi(z)Hy+SUE)‘|Ai(xO)‘|Y)‘
1€

r i€

(Al + [1A4i(zo)lv)

Sfruttando che z € Bx(xo,r) C F},, otteniamo che

]l x
.

4@l < X (g sup 4l ).

Dall’arbitrarieta di x segue che

A; 1
) = sup L2 1
o Tellx S

(no + sup HAi(xo)Hy) .
el

Infine dall’arbitrarieta di ¢ si deduce che
1
sup || 4;]| < = [ no + sup ||Ai(zo)|ly | < +oc.
icl r iel

]

Corollario 3.1.3. Siano (X, || - ||x) uno spazio di Banach, (Y,| - |ly) uno spazio
normato, {A, | n € N} un sottoinsieme di L(X,Y") tale che per ogni x € X la

successione (A, ())nen sia convergente. Allora sup || A, || < +o0.
neN

Inoltre sia A: X =Y, A(z) = lirf Ap(z). Allora A € L(X,Y), in particolare
n——+0o0

|A|| < liminf [|A,].
n—-+00
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Dimostrazione. Per ogni x € X la successione (A, (z))nen € convergente quindi

limitata, cioé sup ||A,(x)||y < +oo, allora sup ||A,| < +oo per il Teorema 3.1.2.
neN neN
Siano x1, 79 € X, A1, Ay due scalari. Allora

A()\ll’l + )\2%2) = lim An(/\lxl + )\21‘2) = lim ()\114”(1'1) + )\214”(1’2))

n—-+o0o n—-+00
= )\1 lim An(l'l) + )\2 lim An(xg) = )\114(33’1) + /\QA([BQ)
n—-+o0o n—-400

Abbiamo cosi dimostrato che A ¢é lineare.
Mostriamo che A é continua. Sia x # 0, allora

A A, A, o
1Ay _ oy MA@y e WA@Y e,
[zllx  notee 2flx notoolzflx e
da cui A
240 HQ;HX n—-+0o

Se dimostro che liminf | A, || ¢ finito, la tesi segue dal Teorema 1.4.1.
n—-+0o0

liminf [|A,|| := lim (inf {||A..|| : m > n}). Fissiamo n € N.

n—+o00 n—+oo
inf {||Am]| : m > n} <sup{||An| : m > n} <sup{||An| : m € N} < +o0.

Allora
o s < T '
nhrf (inf {|| Al : m > n}) nhrf (sup {||Anm|| : m € N}),

da cui
liminf ||A,]] < sup |4y < +oc.
n—+oo meN

3.2 Applicazioni

3.2.1 Teorema di Polya
Siano f € C([0,1]) e w € L(]0, 1]).

1
Vogliamo approssimare 'integrale / f(z)w(x)dxr mediante una somma finita del-
0

la forma Zw?f(x;‘) dove n € N, zf,..., 2% sono n + 1 nodi in [0,1] tali che

n
J=0
0<zf<...<zp<lewy,...,w, sonon -+ 1 numeri reali non nulli.
1

Mostriamo preliminarmente che Uintegrale / f(z)w(x)dx é ben posto e finito,

0
pit precisamente che fw € L'([0,1]). Infatti f ¢ continua, quindi ¢ misurabile e
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w € L'([0,1]), quindi ¢ anch’essa misurabile, allora fw ¢ misurabile perché prodot-
to di funzioni misurabili. f ¢ continua e [0, 1] é compatto, allora, per il Teorema
di Weierstrass, || f||s < +00. Dunque,

1 1
| 15@e@lds < [ 1flelo@lde = 1l [llgon < +oc
0 0
da cui la tesi. Il prossimo teorema, noto come Teorema di Polya, fornisce una con-
dizione necessaria e sufficiente per stabilire se per n grande, sotto opportune ipote-

si, una somma finita della forma Z wy f(z}) & buona ai fini dell’approssimazione
7=0

/ f(@)w(x)dr — Zw?f(a:;‘) ¢ piccolo.
=0

Teorema 3.2.1 (Teorema di Polya). Siano w € L'([0,1]), {l, | n € N} la famiglia
di operatori da C([0,1]) in R cosi definita: per ognin € N

di / f(z)w(x)dz, cioé se 'errore

b C(0,1) = R, d(f) = >_w)f(7)

dove xl, ...,z sonon+1 nodiin[0,1] tali che 0 < zf <ap < ...<zal ; <zl <1
e wy,...,wy sono n—+ 1 numeri reali non nulli.
Supponiamo che per ogni polinomio p € P([0,1]) valga

lim [,(p) :/0 p(z)w(z)dz.

n—-+o0o

Allora sono equivalenti le sequenti:

n—-+o0o

(1) per ogni f € C([0,1]) lim [,( / f(z

(2) sup (Z \w”]) < +00.

neN

Dimostrazione. Dimostriamo che per ogni n € N [, € L(C([0,1]),R).

Fissiamo n € N. Facilmente si verifica che [,, & lineare.
n

Dimostriamo che [,, ¢ un operatore continuo e che ||I,|| = Z w7
=0

Sia f € C([0,1]) tale che f # 0.

=|D_wif ()

n

<D 1 @S M lloo Y L.
j=0

J=0
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Dall’arbitrarieta di f si deduce che

1]l = HfHoo <le”| (3.1)

Pertanto, [, & un operatore lineare limitato, quindi per il Teorema 1.4.1 é anche
continuo.
Sia fo : [0,1] — R la funzione continua lineare a tratti tale che:

(a) fol
(b) fo(z}) = sgn(wj) per ogni j € {0,...,n};
(¢) fo(1) = sgn(wy)-

Allora

0) = sgn(wp);

11n(fo)| = ?fo@ )| =

ng‘ sgn(w?)| =
=0

n n
STl =3 e,
=0 §=0

Per costruzione || fyl|co = 1. Quindi

[l 2 20y = S,
Mol 2.

allora da (3.1) deduciamo che

n
lall =D lwpl-
j=0

(1) = (2)

Per ogni f € C([0,1]) la successione (I,,(f))nen € convergente. Per il Corollario

1.2.3 C([0,1]) & uno spazio di Banach quindi, per il Corollario 3.1.3, sup ||1,|| < +o0
neN

da cui sup (Z |wjn|> < +o00.

neN =0
(2) = (1)
Per ogni f € C([0,1]), per ogni p € P(]0,1]) e per ogni n € N vale la seguente
catena di disuguaglianze:

/f z)dw

4<M@—ﬂ@w@Mx

< la(f - MH-()—Ap@w@Mw

; SHMMW—M&+lmﬂ—Ap@w@Mx
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1
+ [ 06o) = 5@ oo < (sup il + Follugo ) 1f = ol

M@—Apmmmm.

Fissiamo ora f € C([0,1]); per il Teorema 1.3.9 si ha

€
vee R 3p=p(f,) € PO+ (sup il + fullguap ) 1 = Pl < 5.
ne

1
D’altra parte per ipotesi lim [,(p) = / p(z)w(z)dz, cioé
0

n—-+0o

1
Ve e R" In. e N:Vn €N, n>n, = |l,(p) — / p(x)w(x)dr| < %
0
Si conclude che
1
Vee R" In.eN:VneN, n>n = ln(f)—/ f(r)w(x)dz| < 24—%:6,
0
1

cioé per ogni f € C([0,1]) si ha lirf I(f) = / f(z)w(x)dz. O
3.2.2 Interpolazione di Lagrange
Siano n € N, a,b € R tali che a < b e siano dati n + 1 nodi x, ..., z, € [a,b] tali
chea<zy<x <...<mp1 <z, <b. Sia f € C([a,b]). Ci chiediamo se esiste
un polinomio p,, € P,([a,b]) che interpoli f nei nodi z, ..., x,, cioé un polinomio
che in x; valga f(z;) per ogni ¢ € {0,---,n}. Vedremo che tale polinomio esiste

ed é unico e prende il nome di interpolazione di Lagrange di f nei nodi assegnati.
Quello che poi vorremmo fare sarebbe approssimare f con tale polinomio, cioé ci
piacerebbe avere || f — p,||c piccolo per n grande; tuttavia, come vedremo, c¢id non
é detto a priori.

Teorema 3.2.2. Sianon € N, a,b € R tali che a < b e stano dati n + 1 nodi

X0y Ty € [a,b] tali che a <z <1 < ...<xp_1 <zp <b. Sia f € C([a,b]).
Allora esiste un unico polinomio di grado < n che interpola f nei nodi assegna-
ti, indichiamo tale polinomio con L,(f). Per ogni j € {0,--- ,n} sia p;j(x) =
r — I; .
H . Valgono le sequenti:
RS R 7}
1=0,i#7

(1) per ogni x € [a,6] Lu(f)(x) = 3 f(a;)p(a);
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(2) per ogni p € Py([a,b]) Ln(p) = p;
(8) Ln € L(C([a,0]),C([a,b]));

(4) [1Lnll = sup <Z [p; (= >

welab] \ <=
Dimostrazione. Fissiamo j € {0,...,n}. Allora
1 sei=y
pi(i) = { 0 sei# 7. (3:2)
Dimostriamo che l'insieme {py,...,pn} forma una base di P,([a,b]) quindi, dal

momento che dim P,([a, b]) = n+1, é sufficiente dimostrare la lineare indipendenza
di pg,...,pp. Siano Ag,..., A, € R tali che Z A;p; sia la funzione identicamente

i=0
nulla. Allora se z = z; per un qualche j € {0,...,n} otteniamo, da (3.2),

i=0
Dall’arbitrarieta di j deduciamo che pyg,...,p, sono linearmente indipendenti.
Pertanto, se p € P,[a, b], esistono e sono unici Ay, ..., A\, € R tali che

Z)\sz ) Vx € [a,b].

Quindi, per (3.2),

Vj €{0,....n} p()) mej—

Abbiamo cosi

n

plx) =Y plai)pi(x) Va € [a,b]. (3.3)

=0

Pertanto, se cerco un polinomio p € P,([a,b]) tale che p(x;) = f(x;) per ogni j €
{0, -+ ,n} basta porre p(z Z f(z;)pj(x) per ogni x € [a,b] e, per costruzione,

si tratta dell’unico pohnomlo in P ([a,b]) interpolante f nei nodi assegnati. Cio
dimostra (1).
Dimostriamo ora (2). Siano p € P,([a,b]) e x € [a, b], allora, per (3.3),

= Zp(mi)]?i(ﬂf) =p(x) = Ln(p) = p.
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Dimostriamo (3) e (4). Facilmente si dimostra che 'operatore L,, ¢ lineare.
Dimostriamo che L,, é un operatore continuo. Sia f € C([a,b]) tale che f # 0 e
sia « € [a,b], allora

ij pi(

z€a,b]

< Z (@)l Ipj@)] < [[flls sup (Z Ipj(z )

Dall’arbitrarieta di x si ha

[ Ln(Flloo < [ flloo sup (Z Ip;(x )

z€la,b] =0

Dall’arbitrarieta di f si deduce che

LTL oo
HLnu:gg%s sup (erj ) (3.4

z€[a,b]

Dimostriamo ora che in (3 4) vale I"'uguaglianza.

Sia ¢ : [a,b] = R, ¢(x Z Ipj(x)]. ¢ é continua e [a,b] & compatto, quindi per
il teorema di Weierstrass esmte n € la,b] tale che ¢(n) = s?pb]¢(a:), cioé esiste
w€la,
€ [a, b] tale che Z Ipj(n)| = zsel[lapb] (Z Ipj(x )
Sia f : la, b] —R lja (f)’unzwne continua e lineare a tratti tale che:
i) f(a) = sgn(po(n));
(id) f(x;) = sgn(p;(n)) per ogni j € {0, n};
(ii1) f(b) = sgn(pa(n))-

Per costruzione || f||lsc = 0 oppure || f|lc = 1. Sia fo : [a,b] = R, fo(x) = 1. Per

(2) si ha L,(fo) = fo, cioé per ogni x € |a, b] ij(x) =1 da cui
=0

ij(n) =1L (3.5)

Supponiamo per assurdo che ||f||Oo = 0, allora f = 0. Tuttavia, in tal caso, per
ogni j € {0,---,n} si avrebbe f(z;) =0 da cui pj(n) = 0 che é in contraddizione
con (3.5). Abbiamo cosi dimostrato che HfHoo = 1. Ne segue quindi che

n| = ngﬂ(pj(ﬁ))pj(n)

1Zall 2 1Zn(P)lloo = [La(f f ;)p; (1
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= Ipn] = s (erj ) (36)

Jj=0

3

Dal (3.6) e da (3.4) si deduce che

[ L]l = sup (Z |p;(x )

z€[a,b]

Abbiamo cosi dimostrato che L, é un operatore lineare limitato, quindi per il
Teorema 1.4.1 é anche continuo. O

Fissiamo due numeri reali a e b tali che a < b e per ogni numero naturale n
supponiamo che siano dati n + 1 nodi distinti xf, ..., 2] nell'intervallo [a,b] tali
che a < af <2f < ... <z} ; <z <b. Il Teorema di Banach-Steinhaus e il
Teorema 3.2.2 permettono di dimostrare l'esistenza di una funzione f € C(]a,b])
tale che HETOO |Ln(f) = fllo # 0 dove L,(f) ¢ l'interpolazione di Lagrange di

f sui nodi z{, ..., 2, in particolare dimostreremo ’esistenza di questa funzione

Y n?

senza costruirla esplicitamente. Vale dunque il seguente risultato.

Corollario 3.2.3 (Esistenza di una funzione continua con interpolazione di La-
grange non convergente). Siano a,b € R tali che a < b. Per ognin € N siano dati
n+ 1 nodi in [a,b] xy, ...,z tali che a < zf <2} < ... <zl |, <zl <b e per
ogni f € C(la,b]) sia L,(f) Uinterpolazione di Lagrange di f sui nodi xj, ...,z

Allora esiste f € C([a,b]) tale che sup ||L,(f)]|cc = 400, in particolare, per tale
neN
f, la successione (Ly(f))nen non converge uniformemente a f.

Dimostrazione. Dal Teorema 3.2.2 (4) si puo dimostrare quanto segue:
JC e R : Vn € N* ||L,]| > Clogn

da cui
lim | Ly|| = 4o00.

n—-+

Supponiamo per assurdo che sup || L, (f)||cc < +00 per ogni f € C([a,b]). Essendo
neN

C([a,b]) uno spazio di Banach e L,, € L(C(|a,b]),C(|a,b])) per ogni n € N (Corol-
lario 1.2.3, Teorema 3.2.2) avrei che, per il Teorema 3.1.2, sup ||L,|| < +oco. Per
neN

ogni n € N ||L,|| < sup ||Ly||, quindi se sup ||L,| < 4+oc avrei che lim ||L,| <
neN neN n—+o00

+o0o contraddicendo quanto precedentemente mostrato, allora esiste f € C([a,b])
tale che sup || L, (f)]|c = +00.
neN

Mostriamo che in tal caso lirf | Ln(f) — flloo # 0.
n—-—+0o0

Supponiamo per assurdo che lir+n | Ln(f) = flloo = 0, allora si avrebbe che
n—-+0o0

Jm ([[La(f) = fllso + 11 flloc) = [ lloo
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da cui
Sup L0 ()]0 < sup (I1Ln(f) = flloo + I flloc) < +o00

contraddicendo quanto precedentemente mostrato. O



Capitolo 4

Teorema della mappa aperta e
applicazioni

Un’altra notevole applicazione del Teorema di Baire ¢ il Teorema della mappa
aperta, il quale fornisce una condizione sufficiente affinché un’applicazione lineare
continua tra due spazi di Banach sia aperta. Una conseguenza immediata di
questo risultato sara la continuita dell’inversa di un’applicazione lineare continua
invertibile tra due spazi di Banach.

4.1 Teorema della mappa aperta

Prima di enunciare il Teorema della mappa aperta facciamo qualche richiamo, in
particolare richiamiamo la definizione di funzione aperta e diamo la dimostrazione
di un lemma preliminare.

Definizione 4.1.1 (Funzione aperta). Siano X, Y due spazi topologici,
f: X =Y. fsidice aperta se dato U aperto in X f(U) é aperto in Y.

Lemma 4.1.2. Siano X,Y due spazi topologici, f : X — Y biunivoca. Sono
equivalenti le sequenti:

(1) f~' ¢ continua;

(2) f é aperta.

Dimostrazione. (1) = (2)

Sia U C X aperto e sia V = f(U), allora V = (f~1)"}(U). f~! ¢ continua e U &
aperto, quindi V' = (f~1)7!}(U) ¢ aperto. Abbiamo cosi dimostrato che f ¢ aperta.
In modo del tutto analogo si dimostra l’altra inclusione. O]

Definizione 4.1.3. Siano X uno spazio vettoriale, A, B C X e )\ uno scalare.
Allora
A+B:={a+b:a€c A, be B};

M :={)a:a € A}.

49
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Teorema 4.1.4 (Teorema della mappa aperta). Siano (X, |- | x), (Y, |- |ly) due
spazi di Banach, A € L(X,Y) suriettiva. Allora A ¢ aperta.

Dimostrazione. Dimostriamo in primis che A(Bx(0,1)) contiene una palla centra-
ta nell’origine.

Siano z € X, n := [||z]x] + 1. Allora ||z|[x < n cioé¢ x € Bx(0,n), da cui segue
che X = U Bx(0,n).
neN*

A é suriettiva, quindi

Y =AX)=A < U BX(O,n)) = |J ABx(0,n)).

neN* neN*

Poiché per ogni n € N* A(Bx(0,n)) € A(Bx(0,n)),sihacheY = | ] A(Bx(0,n)).
neN*

Y ¢ uno spazio completo e {A(Bx(0,n)) : n € N*} & un ricoprimento chiuso di

Y, quindi per il Corollario 2.1.3 (2) esiste ny € N* tale che int(A(Bx(0,n0))) # 0.

Ne segue che int(A(Bx(0,1))) # (. Infatti A ¢é lineare, allora

ABx(0,1)) = niA(BX(o,no)), da cui int(A(Bx(0,1))) # 0.
0
Pertanto, esistono y € A(Bx(0,1)), s € R* tali che By(y,2s) C A(Bx(0,1)).
Allora
By(0,2s) = {—y} + By (y,2s) € {—y} + A(Bx(0,1)).

A é lineare, quindi —y € A(Bx(0,1)). Pertanto,

By (0,2s) C A(Bx(0,1)) + A(Bx (0, 1)). (4.1)

Dimostriamo ora che

A(Bx(0,1)) + A(Bx(0,1)) C 2A(Bx(0,1)). (4.2)

Sia z € A(Bx(0,1)) + A(Bx(0,1)), allora esistono z1,2, € A(Bx(0,1)) tali che

z = 2z + z3. Essendo 21,25 elementi appartenenti alla chiusura di A(Bx(0,1))

esistono due successioni (2, )nen, (Yn)nen in Bx (0, 1) tali che z; = liT A(z,) e
n—-—+0oo

2y = nl—lgloo A(yy). Allora

2 2 2 ’

da cui per I'algebra dei limiti e la linearita di A

z T + Un
E_JEQA( 2 )'
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Per ogni n € N si ha

Tn + Yn
2

_ lzn - ynllx _ lznllx + llynllx

= < <1
X 2 2

dove l'ultima disuguaglianza segue dal fatto che z,,y, € Bx(0,1). Quindi

% — lim A (‘””’5”") € A(Bx(0,1)),

da cui, per 'arbitrarieta di z,

A(Bx(0.1)) + A(Bx (0, 1)) C 24(Bx(0,1)).
Allora, per (4.1) e (4.2),
By (0,2s) C 2A(Bx(0,1))
da cui per la linearita di A
By (0,s) € A(Bx(0,1)). (4.3)

Dimostriamo ora che By (0, g) C A(Bx(0,1)).
Per la linearita di A e (4.3)

By (0, g) CA (BX <0, %))

1 1
Siay € By (O, 2) Alloray € A (BX (0, 5)) e quindi esiste x1 € By (O, §> tale

1
che ||y — A(z1)|ly < ,dacuiy — A(xy) € By < 4) CA ( (0, Z)) Pertan-

1
to, esiste xo € By (0, Z) tale che ||y — A(zq) — A(z2)]ly < g

[terando il ragionamento si ottiene una successione (x,),en+ con le seguenti pro-
prieta:

1
(1) z, € Bx (0, §> per ogni n € N*;

y—A (Zxk>

1
In particolare ||x,|x < on ber ogni n € N*, da cui

+oo +oo 1
0<> [lallx < Zz_n =1
n=1 n=1

cioé

< per ogni n € N*.

2+1

= > Az
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—+00

quindi, essendo (X, || - || x) uno spazio di Banach, Zmn convergente, in virt del
n=1
+oo
Lemma 1.5.1. Sia x := an, allora, per il Lemma 1.5.1,
n=1

+oo
lzllx < llzallx <1
n=1
da cui z € Bx(0,1). Per (2)
5
<

— 2n+1
Y

0<

v (z )
k=1
+00

allora, per il Teorema dei carabinieri e per la convergenza di E T,

n=1

vl A (Z ) ~4 @fm;%) =A@

Essendo x € Bx(0,1) cio implica y € A(Bx(0,1)). Per I'arbitrarieta di y segue
che By <0, g) C A(Bx(0,1)).

Siamo pronti a dimostrare la tesi del teorema. Sia U C X un aperto esiay € A(U),
allora esiste x € U tale che y = A(x). Se z € U, essendo U aperto, esiste r € Rt
tale che By (z,r) C U. Per quanto appena dimostrato esiste ¢t € R™ tale che

By (0,t) C A(Bx(0,1)) = By (0,7t) C A(Bx(0,7)).
Sia 0 :=rt € R, allora
By (0,0) € A(Bx(0,1)) = By(y,0) = {y} + By(0,0) € A({z}) + A(Bx (0, 7))
— A({z} + Bx(0,7)) = A(Bx(x,7)) C A(U).
Pertanto, A(U) é aperto. Abbiamo cosi dimostrato che A é aperta. O

Corollario 4.1.5. Siano X,Y due spazi di Banach, A € L(X,Y) biunivoca.
Allora A™' € L(Y, X).

Dimostrazione. Un’applicazione A lineare invertibile ha I'inversa A~! che é lineare.
Se A é anche continua allora per il Teorema 4.1.4 A é aperta, quindi per il Lemma
4.1.2 A= ¢ continua. O
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4.2 Applicazioni

Forniremo in questa sezione due applicazioni del Teorema della mappa aperta. La
prima applicazione riguarda le equazioni differenziali. In particolare, supponiamo
che esistano tre funzioni a, b, ¢ € C([0, 1]) tali che per ogni f € C(]0, 1]) il problema
al bordo

{ a(x)u”"(z) + b(x)u' (z) + c(x)u(z) = f(z) Vo € |0,1]
u(0) =u(1l) =0

abbia una e una sola soluzione u; € C?([0, 1]).

Corollario 4.2.1. Siano a,b,c € C([0,1]) tali che per ogni f € C([0,1]) il
problema al bordo

ha una e una sola soluzione uy € C*([0,1]).
Allora esiste C € RT tale che ||ufloo + [[Uf]loo + [[Uflloo < Ol flloc per ogni f €
¢([0,1)).

Dimostrazione. Sia X = {v € C*([0,1]) : v(0) = v(1) = 0} dotato della norma
| - ||x definita nel Teorema 1.6.2. Sia L : X — C([0,1]), L(v) = L, dove
L, :[0,1] = R, L,(z) = a(z)v"(z) + b(x)v'(z) + c(z)v(x).

Facilmente si dimostra che L é un operatore lineare.
L é biunivoca per come sono definiti a, b, c.
Siano v € C([0,1]), € [0,1]. Allora si ha

| L(v) ()] = |a(x)v" (z) + b(z)v(z) + c(x)v ()]

< la(z)| - [o" (@) + [b(2)] - [V"(2)] + |e(2)] - [v(z)]
< max {|[alloc, [16lloc; [elloc }([[v]lo0 + l[0"]lo0 + 0" [loc)-

Dall’arbitrarieta di x si deduce che

IL(0)[lo0 < max {[|allso [[lloc, llelloo } ([1V]loo + 11t [loc + 10" ]lo0)-

L é un’applicazione lineare limitata, quindi per il Teorema 1.4.1 é anche continua.
Pertanto, poiché X e C([0,1]) sono spazi di Banach (Corollario 1.2.3, Teorema
1.6.2), L™ & un’applicazione lineare continua per il Corollario 4.1.5. Allora, per
il Teorema 1.4.1, L~ ¢ un’applicazione lineare limitata, cioé esiste C' € R* tale
che |L71(f)|lx < C|fll per ogni f € C([0,1]), da cui la tesi in quanto uy =
L(f). =
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Osservazione 4.2.2. 11 Corollario 4.2.1 afferma che se si dispone di tre funzioni
a,b,c € C([0,1]) tali che per ogni f € C([0,1]) il problema al bordo

{ a(z)u”(x) + b(x)u'(x) + c(x)u(x) = f(z) Ya € [0,1]
u(0) =u(l) =0

ha una e una sola soluzione u; € C?([0,1]), allora tale problema & ben posto, nel
senso che a una piccola perturbazione dei dati in || - || corrisponde una piccola
perturbazione della soluzione in || - || x-

La prossima applicazione sara utile per dimostrare il Teorema 5.1.1 del grafico
chiuso. Essa riguarda le norme equivalenti, in particolare quest’ultima applicazio-
ne fornira una condizione sufficiente per poter concludere, sotto opportune ipotesi,
che due norme sono equivalenti.

Corollario 4.2.3. Siano X un K-spazio vettoriale dove K =R o K =C, |||, ||
due norme su X con le sequenti proprieta:

(1) esiste C € R* tale che per ogni x € X ||z|| < C||z||;

(2) (X -1, (X1 1l) sono spazi di Banach.

Allora || - ||', || - || sono norme equivalents.
Dimostrazione. Consideriamo idx : (X,| -||) — (X, -||') e mostriamo che si
tratta di una funzione continua. Sia A un aperto in (X, -||') e mostriamo che

A =idy'(A) é aperto in (X, || - ||). Sia zp € A. A é aperto in (X, || - |'), quindi

esiste r € RT tale che B”,Hr(xo, r) C A. Sia x € By (xo, %), allora:

r

C

r

= ||x —xOH' < Cllx =zl < C - -

|z — x| < T,

Quindi z € B||.H'($0, r), da cui By, (mo, %) C BH,”/(xO,T) C A, cioé A ¢ aperto in
(X, ]| - |). Abbiamo cosi dimostrato che idx é continua.

idx € una funzione lineare, continua e biunivoca tra due spazi di Banach, quindi
¢ aperta per il Teorema 4.1.4. Pertanto, idx : (X, || -]|) = (X, ]| -]|") é continua e
aperta, allora le topologie indotte da || - ||', || - || coincidono, cioé || - ||, || - || sono
norme equivalenti. O]



Capitolo 5

Teorema del grafico chiuso e
applicazione

In questo capitolo enunceremo e dimostreremo un corollario del Teorema della
mappa aperta, noto come Teorema del grafico chiuso, e ne forniremo un’applica-
zione.

5.1 Teorema del grafico chiuso

Il Teorema del grafico chiuso fornisce una condizione sufficiente per la continuita
di un’applicazione lineare, in particolare fornisce un nuovo strumento per capire
se una data applicazione lineare é continua.

Teorema 5.1.1 (Teorema del grafico chiuso). Siano (X, ||-||x), (Y, -|y) spazi di
Banach e A: X — 'Y un’applicazione lineare tale che Gr(A) sia chiuso in X xY.
Allora A é continua.

Dimostrazione. Definiamo su X una nuova norma come segue:

Ve e X |zl := flzllx + [[A@)]y
Dimostriamo che (X, || - ||') ¢ uno spazio di Banach.
Sia (,)nen una successione di Cauchy in (X, - |'), allora

Ve € RT 3n, e N:Vn,m €N, n,m > n, = ||@, — 2| <e¢

= [lon = zmllx + [ A(zn) = Alzm)lly <€

Fissiamo € € RT e siano n, m > n,; allora valgono le seguenti:
(@) [lzn —zmlx <€

(0) [[A(zn) — Alzn)[ly <e.

95
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Dunque le successioni (2, )nen € (A(25))nen sono due successioni di Cauchy rispet-
tivamente in (X, ||| x), (Y, ||-||y) che sono spazi di Banach, quindi esistono z € X
ey €Y tali che:

(@) Jim [z, — x]x =0

(') Tim [[A(zn) = ylly =0

n—-+o0o

Dato che Gr(A) ¢é chiuso in X x Y, ne deduciamo che y = A(zx).
Dimostriamo ora che liI_iI_l |z, —z|| = 0.
n—-+00

lim e — ol = Tim (o, — 2llx + [A(a) = A@)]y)

n—-+4o0o

= lim ||z, —z|x + lim |A(z,)—ylly =0+0=0.
n—+400

n——+o0o

Pertanto, la successione (z,,)nen € una successione convergente in (X, || - ||') ed
¢ il suo limite, da cui segue che (X, ||-||") ¢ uno spazio di Banach.

(X, |- lx). (X,]| - |') sono spazi di Banach e per ogni = € X |z|x < ||z||, allora
per il Corollario 4.2.3 ||-||x, || || sono norme equivalenti cio¢, per il Teorema 1.1.2,
esiste C' € R tale che per ogni x € X

lz]l” < Cllzllx = |A(@)lly < llell” < Cllzllx = [A@)]ly < Cllallx.

A é un’applicazione lineare limitata, quindi per il Teorema 1.4.1 ¢ anche continua.
O

Osservazione 5.1.2. Vale anche il viceversa del Teorema 5.1.1, in particolare se A
¢ una funzione continua tra due spazi normati allora Gr(A) ¢ chiuso.

Siano infatti (z,)nen € (A(x,))nen due successioni convergenti rispettivamente a
reay.

r= lim (/Un:>A(£C):A( lim :cn) = lim A(z,) =y =y = A(x).

n—-+00 n—-+0o n—-+00

Abbiamo cosi dimostrato che Gr(A) ¢ chiuso.

5.2 Applicazione

Come applicazione del Teorema del grafico chiuso vediamo la continuita di una
classe particolare di endomorfismi lineari, egli endomorfismi autoaggiunti su uno
spazio di Hilbert.

Corollario 5.2.1. Siano (X, <,>) uno spazio di Hilbert, A : X — X un endo-
morfismo lineare autoaggiunto, cioé tale che per ogni x,y € X

< Az),y >=<uzAly) >.

Allora A & un endomorfismo lineare continuo.



5.2. APPLICAZIONE o7

Dimostrazione. Per il Teorema 5.1.1 é sufficiente dimostrare che Gr(A) é chiuso
in X x X. Siano (z,)nen € (A(2,))nen due successioni in X, z e y € X tali che:

(2) lm A(z,) =y.

n—-+40o

Dobbiamo dimostrare che y = A(z).
A é un endomorfismo autoaggiunto, allora per ogni z € X

lim < A(z,),z>= lim <uz,,A(z) >

n—+o0o n—-+o0o

da cui, per il Lemma 1.7.4,
<y, z>=<uxA(2) >.

A é un endomorfismo autoaggiunto, allora < y,z > = < A(x),z > per ogni z € X,
dunque, scegliendo z =y — A(x),

<y—A(z),y— A(x) > = 0, da cui y = A(x).
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