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Introduzione

Le singolarita di Du Val compaiono in molte aree della matematica come geometria
algebrica, teoria delle singolarita e teoria dei gruppi. Vengono chiamate anche singolarita
di Klein o punti doppi razionali ed esistono vari modi di caratterizzarle [1]. Storicamente
venero studiate per la prima volta da Felix Klein nell’ambito della teoria degli invarianti
[3]. Per capire come mai un argomento di teoria dei gruppi sia cosi legato alla geome-
tria bisogna ricordare che Klein vedeva quest’ultima come uno strumento per studiare
le proprieta dello spazio che sono invarianti rispetto a un dato gruppo di trasformazio-
ni. Considerando i gruppi finiti di SL(2,C), Klein, trova che i polinomi invarianti per
ognuno di questi gruppi definiscono una relazione polinomiale che, vista come superficie
algebrica, ¢ singolare nell’origine. Circa mezzo secolo dopo Patrick Du Val [9], riprenden-
do il lavoro di Klein, riesce ad associare a ognuna delle superfici trovate un diagramma
che a posteriori si scopre essere il diagramma Dynkin, utilizzato nello studio dei gruppi e
delle algebre di Lie. Piu recentemente, nel 1978, McKay [5],scopri una nuova connessione
fra le rappresentazioni di sottogruppi di SL(2,C) e la classificazione dei diagrammi di
Dynkin di gruppi di Lie semplici senza involvere lo studio della superficie. Il diagramma
associato alle orbite singolari del gruppo ottenuto da McKay e un diagramma di Dynkin
esteso gia conosciuto nelle classificazioni dei gruppi semplici di Lie. Un’ altra applica-
zione delle singolarita di Du Val si ha nella teoria delle catastrofi, un ramo della teoria
delle biforcazioni nello studio dei sistemi dinamici. Teoria delle catastrofi studia e classi-
fica i fenomeni caratterizzati da improvvisi cambiamenti del comportamento del sistema
dovuti a piccole perturbazioni, in particolare vengono studiati i punti critici degeneri del
potenziale di un sistema. Vladimir Arnold diede alle catastrofi la stessa classificazione
delle singolarita di Du Val a causa della forte connessione con i gruppi di Lie [2].

Le singolarita di Du val vengono classificate nei seguenti tipi, A,, D,, Fg, F7, Es,
con n € N, a cui corrispondono rispettivamente i gruppi di trasformazioni lineari ciclico,
diedrale binario, tetraedrale binario, octaedrale binario e icosaedrale binario. Questi
gruppi prendono il nome dal fatto che sono gruppi di rotazioni che trasformano un
poliedro regolare in se stesso: il gruppo ciclico e dato dalle rotazioni che trasformano un
poligono di n lati in se stesso, il gruppo diedrale binario trasforma un diedro di n lati,
cioe due poligoni di n lati incollati sui bordi, in se stesso, il gruppo tetraedrale trasforma
un tetraedro in se stesso e cosi via. Questi gruppi sono quindi rotazioni di R?® che noi
tratteremo perd come gruppi di rotazioni su C?; identificando la sfera S? con la retta
proiettiva complessa P*(C) ¢ infatti possibile vedere questi gruppi come sottogruppi finiti
di SL(2,C). Un esempio di singolarita di tipo A; e dato dal punto singolare del cono
a cui corrisponde il gruppo dato dalla simmetria per l'origine. In questa tesi seguiremo
questo percorso storico e mostreremo quindi come, da ogni gruppo dei precedenti, si
possa arrivare a definire una determinata superficie con un punto singolare e poi che a



questa e possibile associarne il diagramma attraverso la risoluzione.

Per poter trattare questi argomenti, nel primo capitolo, viene data la definizione di
varieta algebrica, di punto singolare e di risoluzione. Parleremo anche di divisori di una
superficie poiché vedremo che saranno questi a determinare il diagramma di Dynkin.
Per risolvere i punti singolari utilizzeremo il BlowUp, uno strumento, che consiste in una
mappa che, centrata nel punto singolare, “scoppia” la superficie di partenza mandandola
in un’altra immersa in uno spazio di dimensione maggiore. La superficie cosi ottenuta e
isomorfa all’originale se non per il punto singolare che viene mandato in un insieme di
curve, ovvero divisori della superficie.

Nel secondo capitolo per ogni tipologia di punto singolare mostreremo prima come,
dato un gruppo fra i precedenti, si determini I’equazione di una superficie con una sin-
golarita nell’origine e poi come la risoluzione di questa dia il diagramma di Dynkin. Per
dimostrare la relazione fra gruppo e superficie individueremo tre polinomi invarianti che
soddisfino fra di loro una relazione algebrica che definira la superficie. Grazie ad una
mappa definita con questi tre polinomi dimostreremo che la superficie e isomorfa al quo-
ziente ottenuto facendo agire il gruppo su C2. Definita quindi I’equazione della superficie
singolare partiamo da questa per ricavarne una risoluzione. Preso il punto singolare ini-
ziale faccio il BlowUp della superficie centrandolo in quel punto, ripetendo la procedura
fino ad ottenere una superficie liscia. Una volta trovata questa la controimmagine del
punto singolare dara un insieme di curve che denomineremo divisore eccezionale. Il dia-
gramma duale del divisore eccezionale e cosi definito: ad ogni punto corrisponde una
curva e due punti del diagramma sono uniti da un lato se le rispettive curve si interse-
cano. Il numero di curve ottenute corrisponde al pedice della tipologia di punto. Nei
punti di tipo A,, il primo BlowUp ci riconduce ad una superficie con punto singolare di
tipo A,_o, bastera quindi studiare i caso A; ed A, per ricavare gli altri punti. Analoga-
mente i punti di tipo D,,, dopo il primo BlowUp, si riconducono ai punti di tipo D,,_».
Nei casi Ay, Ay e Dy vedremo esplicitamente dalle equazioni che le curve del divisore
eccezionale sono tutte -2-curve, ovvero il loro indice di auto-intersezione e -2. Nel terzo
capitolo mostreremo che questa proprieta non ¢ una particolarita solo di quella tipologia
di punti ma, piu in generale, discende da una proprieta di queste singolarita: quella di
avere una risoluzione crepante. Questo termine viene coniato da Miles Reid rimuovendo
il prefisso “dis” dalla parola discrepate per indicare che la risoluzione non ha discrepanza
nella classe canonica. Piu precisamente dimostreremo non solo che le singolarita di Du
Val hanno una soluzione crepante ma anche che se un punto singolare su una superficie
ha soluzione crepante allora questa sara una singolarita di Du Val. Infine accenneremo
al numero di Milnor che puo essere considerato sia un invariante geometrico che un in-
variante algebrico; per questo ha un ruolo importante sia nella geometria algebrica che
nella teoria delle singolarita,[6]. Nel caso delle singolarita di Du Val il numero di Milnor
indichera il numero di curve eccezionali ottenute nella risoluzione o equivalentemente la
quantita di nodi da cui € composto il diagramma di Dynkin.
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Capitolo 1

Richiami, preliminari e notazioni

1.1 Definizioni

Definizione 1.1 (Anello Noetheriano). Sia A un anello commutativo con unita allora
le sequenti condizioni sono equivalents.

(i) Ogni ideale I C A ¢ finitamente generato; ovvero, per ogni ideale I C A, esistono
fi,--, fx €1 tali che I = (f1,..., fx)-

(i7) Ogni catena ascendente
jlc...cjmc...

di idealt di A ¢ stazionaria, ovvero esiste N per cui Iy = Iy = -+
(23i) Ogni insieme non vuoto di ideali di A ha un elemento massimale.

Se A soddisfa una di queste condizioni allora A viene detto anello Noetheriano.
La dimostrazione ¢ trattata in [7]

Esempio 1.2. Un campo K e un anello Noetheriano. Infatti i suoi unici due ideali sono
(0) e K = (1).

Teorema 1.3 (Teorema delle basi di Hilbert). Sia A un anello,
se A ¢ Noetheriano allora A[X] é Noetheriano.

Corollario 1.4. Se K ¢ un campo 'anello dei polinomi a coefficienti nel campo K[X]| é
Noetheriano.

Definizione 1.5 (Spazio affine A%;). Sia K un campo, indichiamo A%} lo spazio affine
n-dimensionale su K come ['insieme delle n-uple di elementi di K.

Definizione 1.6 (Varieta algebrica affine).
Sia K un campo e Kzy,...,x,] Uanello dei polinomi a coefficienti in K in n incognite.
Sia I un ideale in K[xy,...,x,] allora una varieta algebrica affine X ¢é data da l'insieme

V() :={(xy,...,2,) € A% f(z)=0 Vfel}

1



e da K[X], l'anello di funzioni polinomiali f : V(I) - K

Definizione 1.7 (Varieta irriducibile).

Sia X una varieta algebrica, X si dice irriducibile se non esistono X1, Xo C X, algebrici,
con X1 # Xy tali che

XjUXy =X.

Osservazione 1.8. Per 1.4 esistono f1,..., f,, € I generatori di I tali per cui se g € 1

allora g =p1fi + ...+ pmfm con py, ..., py in Kz].
Chiedere che si annullino tutti i polinomi di I equivale a chiedere che si annullino tutti i
suoi generatori. Quindi

V(1) = N2z € Akl filz) =0} = N V(i)

Definizione 1.9 (Dimensione). Data X una varieta algebrica irriducibile, definiamo
la dimensione di X come

dim(X) = max{k|X =Y, 2 --- 2Y) DY, Y; algebrico irriducibile per ogni i}.
In questa tesi considereremo X come varieta algebrica irriducibile.

Teorema 1.10. Se X ¢ definita da un ideale generato da un unico polinomio irriducibile
f € Klxy,...,x,) allora dim(X)=n—1

Definizione 1.11 (Spazio tangente a X in P).
Sia X =V(I), conI = (f1,...,fm) € sia P = (ay,...,a,) un punto in X. Per ogni
g € Klzy,...,x,] indichiamo

dpg = Y4y 5 (P)(xx — ay).

Questo e un polinomio di grado uno, definiamo ora lo spazio tangente a X in P:

Analogamente se f1,..., f,n sono un insieme di generatori di I allora

Osservazione 1.12. Se X = V(f) con f polinomio irriducibile allora TpX definito come
in (1.1) ¢ un iperpiano, poiché definito da una sola equazione lineare, se e solo se le
derivate parziali di f calcolate in P sono diverse dal vettore nullo.

Definizione 1.13. Sia X un insieme algebrico,
X ¢ una superficie se dim(X) =2. X ¢ una curva se dim(X) = 1.

Definizione 1.14 (Punto Singolare). Sia f € K|z, ..., z,] polinomio irriducibile di-
verso da una costante e X = V(f) la varieta definita da questo. Un punto P € X é
detto singolare se



P ¢ non singolare se e solo se dim(TpX) = dim(X).

Definizione 1.15 (Risoluzione di un Punto Singolare). Sia X una superficie affine
e P € X un punto singolare isolato in X. Una risoluzione di X é un morfismo birazionale
f:Y = X tale che:

e Y ¢ una superficie liscia.
o fif-ixp): [THX N P) = X\ P ¢ un isomorfismo.
Una risoluzione f :'Y — X si dice minimale se ogni altra risoluzione f:Y =5 X s

fattorizza su f ovvero esiste ¢ 1Y — Y tale che f = f o ¢.

X

~ -

-
e =<

Esempio 1.16. Sia X = V(f) con f = 22 — 23 — 22, X C A}. Le derivate parziali
(88_{1’ %,%) = (—2x1, —2x9, 2x3), si annullano in P = (0,0,0) P & quindi un punto

singolare per X.

Definizione 1.17 (Divisori). Sia X una varieta algebrica irriducibile. Una collezione

di varieta algebriche irriducibili Cy,...,C, di codimensione 1 in X con un assegnato
numero intero di molteplicita ki, ..., k. é detto divisore di X. Un divisore si scrive
D=§kC,+ - +k.C,. (1.2)

Se tutti i k; = 0, scriviamo D = 0. Se tutti i k; > 0 e alcuni k; > 0 scriviamo D > 0; in
questo caso D é detto divisore effettivo. Una varieta irriducibile di codimensione 1 con
molteplicita 1 prende il nome di divisore primo. Se k; # 0 in (1.2) per ogni i allora la
varieta data da Cy U ---UC,. e detto supporto di D e viene denotato con Supp D.

Possiamo definire un operazione di addizione fra divisori: Presi D e D’, ¢ possibile
scrivere

D=kCi+ +kC ¢ D =FKC + - +kC,

con eventualmente qualche k; o k! uguale a 0 cosi da avere gli stessi divisori primi
Ci,...,C,. Allora definiamo,

D+D = (ky+K)Cr + -+ (kr + K.)C,.

Con questo i divisori di X formano un gruppo dato dalle sottovarieta di codimensione 1
di X. Questo gruppo € denotato con Div.X.

FEsempio 1.18 (Divisore associato a f € K(X)).
Sia f € K(X), f non nulla. Definiamo divf il divisore associato ad f come

div(f) = dive(f) — dive(f).
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divo(f) e chiamato divisore degli zeri e divy(f) = {insieme degli zeri di f contati con
molteplicita}; dive(f) ¢ chiamato divisore dei poli di f e dive(f) = {insieme dei poli di
f contati con molteplicita }. divy(f) e dive(f) sono divisori effettivi. Un divisore della
forma D = div(f) e detto divisore principale

I divisori principali formano un sottogruppo P(X) nel gruppo dei divisori DivX. 1l
gruppo quoziente DivX/P(X) ¢ detto gruppo delle classi dei divisori; due divisori D; e
D, sono nella stessa classe se Dy — Dy = div(f) con f € K(X), f # 0, se questo accade
Dy e Dy sono detti linearmente equivalenti e si indica con Dy ~ Ds.

Teorema 1.19. E possibile considerare il numero di intersezione Dy - Dy fra due divisori
su una superficie come un applicazione da DivX X DivX in Z con le sequenti proprieta:

1. Dy - Dy ¢ bilineare.

lin.

2. Se Dy '~ D4 allora Dy - Dy = DY - Ds.

3. Se Dy, Dy > 0 sono divisori effettivi, e non hanno componenti in comune allora
Dy - Dy =) 5(D1Ds)p, al variare di P in Dy N Dy, e dove (D1Ds)p € lindice di
intersezione locale in P definito come:

(D1Ds)p = dimgOx p/(f1, f2);

Ox.p ¢ lanello locale di P € X e fi, fa sono le equazioni locali intorno a P,
rispettivamente, di Dy e Ds.

1.2 Strumenti per la risoluzione, il BlowUp

Uno degli strumenti per la risoluzione dei punti di singolarita su superfici e il Blow-Up,
in italiano scoppiamento, di una superficie in un punto.

Definizione 1.20 (BlowUp dello spazio affine).

Siano A™ di coordinate (zy,--- ,x,) e P""! coordinate omogenee [wy, -+ ,wy].

Sia P € A™ che, a meno di un cambio di coordinate, possiamo supporre P = (0,--- ,0),
consideriamo la superficie di A™ x P*~! descritta dall’equazione:

BlpA™ = { (@1, ,2p), w1, ,wa)) € A" x P |2y = 2y Vi, j=1,...,n} .
(1.3)

l'applicazione
o: BlpA" — A"

indotta dalla proiezione al primo termine viene chiamata scoppiamento di A" centra-
toin P. Se Q = (x1, -+ ,x,) # P allora 07'(Q) é univocamente determinato: Se

Q # P allora per almeno un i x; # 0 quindi da 1.3 sappiamo che w; = T Quindi
o1 (P) = (w1, ,xn), [xlg—f, e ,xn:—:]) = ((x1,+ , ), [x1, - ,x,]) poiché stiamo la-
vorando con coordinate omogenee. Possiamo quindi definire la mappa o=t : A" . P —
BlpA™. Se invece Q = P 'equazione di 1.3 ¢ soddisfatta per ogni [wy,- - ,wy|. Sicché
oY (P) =P x P"! ¢ g definisce un isomorfismo fra A"\ P e P"~1\ (P x P 1)

4



Osservazione 1.21. E possibile ricoprire BlpA™ con n carte affini ciascuna delle quali é
isomorfa a A™. Per ogni i =0,...,n fissato considero la carta B; : (w; # 0) sulla quale i
punti di BlpA"™ sono esprimibili nella forma:

(X1, ,@Tp) X w1, ,1,-++ ,w,] dove 1 & I'i-esima coordinata.

dall’equazione di BlpA™ si ottiene che x;, = “Fx; per ogni k # 4. Quindi possiamo
considerare A" di coordinate (wy, -+, 24, -+ ,wy). da questo vediamo inoltre che BlpA”"
¢ una superficie non singolare.

Teorema 1.22. Supponiamo che X C A" sia una varieta irriducibile e o lo scoppiamento
di questa centrato in P. Allora la preimmagine o~ 1(X) di X attraverso o é data da due
componenti.

o {(X)=(PxP"Huy. (1.4)
La restrizione di o a'Y definisce una mappa regolare da'Y a X che é un isomorfismo.

Dimostrazione. Denotiamo con Y la chiusura o=1(X \ P) di 07'(X \ P). Dato che o
¢ un isomorfismo su A" \ P segue che ¢7!(X \ P) ¢ isomorfo a X \ P, e dato che X &
irriducibile lo & anche Y. L’equazione 1.4 & ovvia per definizione. Se Q € X \ P allora

o Q) € Y mentre se Q = P o~ }(P) = P x P»L. O

Definizione 1.23 (Trasformata stretta).
Siano X e Y come in 1.22. Y wviene definita la trasformata stretta di X attraverso o.

Definizione 1.24 (Divisore eccezionale). Siano X €Y come in 1.22. (PxP"1HNY
definisce un ipersuperficie di'Y che viene chiamata divisore eccezionale di Y. La mappa
o contrae per definizione il divisore eccezionale in P.

In questa tesi tratteremo di superfici in A?; il divisore eccezionale sard quindi dato
da un insieme di curve.

Lemma 1.25. Siano {T;}}_, un insieme di curve, con unione connessa ¥ = |JTI';, su
una superficie non singolare Y, contratte in un punto () da un morfismo birazionale
f:Y — X che, ristretto a Y \ X — X \ P, € un isomorfismo. Allora esiste un divisore
effettivo D = > a;T'; tale che DT'; <0 per ogni i e DT; < 0 per almeno un 1.

Dimostrazione. Sia g € mx o C Ox,g cioé una funzione regolare in ) = f(I';) tale che
g si annulli in . Definisco C = divg C X il divisore di g su X; per costruzione,
Q € C. La funzione f*(g) := g(f'P)), con P € Y, & quindi regolare su Y e il suo
divisore divyg = f~(C) si puo scrivere, per 1.22, nella forma D + C” dove, D = > a;T;
& eccezionale, con a; > 0 per ogni i, e C’ & la trasformata stretta di C. C’ non ha
componenti in comune con nessuna curva I'; quindi C'T; > 0 per ogni i. (divyg)T'; =0,
quindi si ha che 0 = C'T’; + DI'; ovvero che DI'; < 0. Se ora C’ intersecasse almeno un
I'; allora si avrebbe che C'T'; > 0 e quindi DI'; < 0. E vero piu in generale che per ogni
g € mxg C Oxg la trasformata birazionale C' di C' = div g interseca ogni componente
connessa di f~(Q). Tuttavia la dimostrazione di questo usa strumenti che vanno oltre
I'argomento della tesi. Tuttavia, preso C{ in Y che non sia eccezionale ma intersechi
almeno un I';, definendo ¢ in modo che si annulli su Cy = f(CY) si ottiene il risultato
desiderato; infatti, per costruzione, Cy C div g, quindi, C) C C, quindi, CT; > 0.

]



Proposizione 1.26. Sia D divisore di X come in 1.25 ed e E =) oyI'; con a; > 0 per
ogni i. Allora DE < 0.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una diretta conseguenza delle proprieta di D.
DE =D> «T; =Y o;DI;, ma DI'; < 0 per ogni i e ne esiste almeno uno per cui
DT; < 0. O

Teorema 1.27 (Negativita del divisore eccezionale).
Siano {T;}F_ Y, X e f: Y — X come in 1.25. Allora per ogni (ni,...,n;) € Z*\ {0}

Q(nh ce ,nk) = (Z niri)2 = ZanjFiFj <0.

Ovvero la forma quadratica q rappresentata dalla matrice simmetrica (I';L';);; € definita
negativa; cioé, per ogni divisore della forma E =Y b;1';, il suo numero di autointerse-
zione ¢ negativo. In particolare per ogni curva eccezionale T';, T'? < 0.

Dimostrazione. Sia D = a;I'; come in 1.25: a; > 0 e DI'; < 0 per ogni i con DI'; < 0
per almeno un i. Supponiamo per assurdo che E = Y §;T'; abbia autointersezione £? > 0.

Posso supporre E > 0; infatti, posso scrivere E = Fy — Fy con Ey > 0ed Ey > 0
senza componenti in comune, allora 0 < E? = E? + E2 — 2F,E, < E? + F32, quindi o
E?>00 FE3>0.

Se qualche curva I'; non compare in F posso non considerarla fra I'insieme di curve
I';, I'ipotesi DI'; < 0 resta comunque vera. Sia ora ¢ = mm{s—} al variare di i fra le
componenti di E. Definisco £’ = (E —c¢D), allora E’ > 0 e, per costruzione di ¢, esistera
['; in £ con coefficiente b, = b; — ca; = 0 in E’, inoltre E’? > 0; infatti per 1.26 si ha che:

E? = (E — ¢D)E = EE' — ¢DE' > EE' > E(E — ¢ED) > 0.

Possiamo continuare definendo ¢ = mm{s—/} e " = E' — ¢D. Allora dopo un certo
numero di passi troveremo 0 = E = E=1) — =D D allora, E®Y = ¢»~1D e quindi
EM=2) = p=1) 4 =D — (72 4 1) e cosi fino a B = sD dove s = > c®. Ma
quindi E? = sED < 0. O

1.3 Divisore Canonico

Sia X una varieta algebrica n-dimensionale. Se z1, ...z, sono coordinate locali allora
possiamo considerare dz; A - -+ A dz, come una forma di volume.

Teorema 1.28. Sia w = sdf; Adfa A - - \df,, una forma di volume su X dove s € K(X),
allora ¢ possibile riscrivere localmente w in maniera sequente:

w=Jg(dxy Ndxg A\ -+ Ndxy,)

La dimostrazione viene svolta in [4]. L’idea é quella di esprimere df; come combinazione
lineare det dx; e di andare a sostituire questi nell’equazione di w.

Definizione 1.29 (Divisore canonico). Definiamo ora il divisore canonico come la
classe del divisore associato ad una forma di volume regolare su X e lo indichiamo con
Kx. Notiamo che per il Teorema 1.28 Kx é ben definito perché due forme di volume
regolare differenti w e W' sequono la relazione w = hw' dove 0 # h € K(x) funzione
razionale, e quindi, divs = div s’ + div h.



Teorema 1.30 (Formula di aggiunzione). Sia X C Y wun ipersuperficie. Allora
KX = (Ky +X)|X

La restrizione a X consiste nel considerare prima un divisore D ~ (Ky + X)) che non
contiene X, e poi di intersecare D con X per ottenere la classe Dx = (Ky + X)|x.

La dimostrazione é trattata in [7].

Definizione 1.31. Data X wuna curva algebrica irriducibile non singolare, definiamo
9(X), il genere di X, come la dimensione dello spazio delle forme di volume regolari su

X.

Corollario 1.32. Dalla formula di aggiunzione seque che per una curva C' di genere g
su una superficie X






Capitolo 2

Singolarita di Du Val

In questo capitolo per ogni tipologia di singolarita di Du Val deriviamo che la Ta-
bella 2.1 e corretta; ovvero che ad ogni gruppo G corrisponde la superficie definita dal
polinomio f a cui corrisponde il diagramma. Quando G agisce su A? ¢ possibile infatti
trovare tre polinomi G-invarianti X, Y, Z € Klu,v], che rispettano una certa equazione
polinomiale R(X,Y, Z) = 0 (che sara quella definita in tabella); questi polinomi defini-
scono una mappa da A? in X = V(R) C A3. Passando al quoziente questa mappa si
trovera un isomorfismo fra A?/G e X.

Per passare invece dalla equazione al diagramma la strategia e quella di considerare
X = V/(f) e di trovare una risoluzione X — --- — X tale che ogni freccia sia il BlowUp
di un punto singolare. Una volta determinata X} il divisore eccezionale sara dato da un
insieme di curve la cui configurazione determinera il diagramma.

2.1 Definizione delle Singolarita di Du Val

Nella tabella seguente il polinomio f(z,y, z) definisce una superficie X : V(f) di A3
dove P = (0,0,0) & l'unico punto singolare. Possiamo definire le singolarita di Du Val
come quelle presenti nella tabella.

Il pedice di A, D,,, Fg, Er, Eg, indica il numero di curve eccezionali ottenute nella
risoluzione minimale la cui configurazione ¢ data dal diagramma di Dynkin: ogni vertice
corrisponde a una curva e due vertici sono collegati da un lato se le curve corrispondenti
si intersecano. I gruppi sono tutti i possibili sottogruppi finiti I' € SL(2,C) che agiscono
su A% Tl quoziente A?/G puo essere immerso in A% come una superficie definita da V' (f)
che ha un unico punto di singolarita in (0,0, 0).

Lemma 2.1. Ogni superficie descritta dai polinomi in 2.1 ha come unico punto singolare
P =1(0,0,0). P e detto punto doppio.

Teorema 2.2. Le singolarita di Du Val sono caratterizzate dall’avere come unico punto
singolare un punto doppio e sono classificate come nella tabella 2.1.

Dimostreremo che il gruppo definisce una superficie definita al polinomio corrispon-
dente in 2.1 che, mediante la risoluzione, definisce il diagramma di Dynkin corrispon-
dente. Per dimostrare che la risoluzione definisce il diagramma la nostra strategia sara
fare il Blow-up nel punto singolare P = (0,0,0), individuare ulteriori punti singolari
nella trasformata stretta X, di X e ripetere questo procedimento fino ad ottenere una



Nome Gruppo Equazione Diagramma di Dynkin

A, ciclico Z/(n + 1) x? 4 y? + 2! e— e

e — 0 — o [ ]
D, | diedrale binario BDyg,—9) | 2% 4+ y?z + 2"} °
®e — 06— 0 — 0 — o
Eg tetraedrale binario 2 4y + 24 °
e — 0 — 0 — 0 — 0 — o
E; octaedrale binario 22+ oy ®
e — 0 — 0 — 06— 0 —0 — 0
Eg icosaedrale binario 2?4+ yP + 20 °

Tabella 2.1: Singolarita di Du Val

superficie liscia Xy. La configurazione delle curve eccezionali date dalla preimmagine del
punto singolare P definira il diagramma di Dynkin.

2.2 Punti di singolarita A,

In questa sezione dimostreremo prima che i punti A,, si ottengano come quozienti di
gruppi e poi che la loro risoluzione definisce il diagramma di Dynkin in tabella.

2.2.1 Punti A, come quozienti

Vogliamo mostrare che preso un gruppo G che agisce linearmente su A? il quoziente
A?%/G & una superficie che pud essere immersa in A% con un punto di singolarita di tipo
A, in (0,0,0).

Consideriamo il gruppo ciclico G = Z/(n + 1) generato dall’applicazione lineare
L : (u,v) — (eu,e 'v), dove € é una radice n-esima di 1, che agisce linearmente su C2.

27

D’ora in avanti sceglieremo ¢ = e ; L ¢ dunque associata alla matrice

b &

Geometricamente, fissato n, possiamo vedere G come il gruppo delle rotazioni che man-
dano un poligono regolare di n lati centrato nell’origine, in se stesso. I monomi u™, v"™, uv
sono G-invarianti su C? e la mappa ¢ : C* — C? data da g(u,v) = (u",v",uv) induce un
isomorfismo ¢ fra A%?/G e S : (zy — 2" = 0).

Per dimostrare I'iniettivita di ¢ consideriamo il punto @ = (z,y,2) € S. Se z é nullo al-
lora xy = 0 quindi almeno uno fra x e y é nullo; se sono nulli entrambi @ = g([(0,0)]). Se
z é non nullo allora ¢~ *(Q) = {(\,0) € C? t.c A sia una radice n-esima di z}; dato che
le radice n-esime di x differiscono in maniera moltiplicativa per radici dell'unita 'insieme
¢ (@) viene rappresentato da un unica classe [(),0)]. Si procede in maniera analoga se
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y € non nullo.

Se invece z non é nullo ho che 2" = zy e quindi z = {/|zyle =
fra 0 e n-1. Allora posso scegliere u e v radici n-esime rispettivamente di x e y tali che
uv = 2.

o) gl 2 o0k intero
n n

arg(z)i | 2smi

n

arg(y)i | 2tmi . . :
|zle” = T7w con t e s interi che variano fra 0 e n-1.

La condizione uv = z equivale a scegliere s e t tali che s +t = k mod n.

Ogni elemento della classe di (u,v) é della forma LP(u,v) = (ePu,e Pv) quindi se (i, )
stanno nella classe di (u,v) allora 40 = z poiché s+p+t—p=s+t=Fk.

Viceversa se (i, 7) sono tali che @ = z, ovvero 3 +1 = k, allora § +f —s —t = 0.
Determino quindi p = §—s =t —1 cosi che § = s+pet =t—povvero (4,7) = LP(u,v).
Quindi esiste unica [(u,v)] tale che ¢([(u,v)]) = Q. Oltre a dimostrare I'iniettivita di ¢
abbiamo dimostrato anche che S C Im(q).

Im(q) C S & banale poiché u™ +v"™ — (uv)™ = 0.

AQL)AS

|, ]

q
A2)G——

S non ¢ definita dalla stessa equazione associata ad A, nella tabella, ma considerando il
cambio di coordinate :

~ "L’J'_y
T ==
_ 2y
w y_ 2
Z =Xz con \" = —1

(S) é definito da (#* + §* + 2" = 0) poiché esplicitando (z,y, z) in funzione di (z, 7, Z)
si ha che:

T=1T+1y
y=7—1y
2= A2

e quindi zy — 2" = (T +19)(Z — ig) — (\2)" = 2> + > + 2"

2.2.2 Risoluzione dei punti A4,

In questa sezione si vuole osservare come ai punti di singolarita A, corrisponde il
diagramma di Dynkin della Tabella 2.1. Consideriamo quindi

X:(fp=a+y?+2"1=0) C A3

P =(0,0,0) &'unico punto che annulla contemporaneamente le derivate parziali di f,. Il
Blow-Up dello spazio in P é dato dalla superficie BlpA? e dalla mappa o : BlpA3 — A3,
Voglio quindi studiare la preimmagine di X attraverso o sulla carta affine By di coordinate
(w1, ws, 2) dove o((z,y, 2), [wi, w2, ws]) = (zw1, 2ws, 2).
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fewy, 2we, 2) = 22w} + 22wW2 + 2" = 22f,  dove  f) = w? 4 wd+ 2L

Il fattore 22 svanisce sul piano (wy,wz) = o~ 1(P) N By ed indica il divisore eccezionale
mentre f; definisce X;: la trasformazione birazionale di X ristretta alla carta B,. La
preimmagine di P in X; é data da (z =0) N (f; =0) = (2 = 0) N (w} + w3 = 0), ovvero
due rette sul piano z = 0 incidenti in P; = (0,0, 0).

E, = : . Ey, = © .
w1 +iwy =10 wp —iwy =0

graficamente

Ey

2

Quindi, per n maggiore di 2 il polinomio f; ci riporta al caso A, _s con punto singolare
P,. Possiamo quindi considerare un diagramma di Dynkin del tipo:

° A,_o °

Posso continuare a fare il BlowUp centrato nel nuovo punto singolare fino a trovare un
punto di tipo A; o As. 1l BlowUp ¢ un isomorfismo fuori dal punto in cui ¢ centrato quindi
usare questo mezzo non va a cambiare le strutture precedentemente trovate. Se quindi
A; e Ay hanno una soluzione coerente a quella della tabella posso quindi determinare il
diagramma di Dynkin per ogni punto di tipo A,,.

Studio quindi la risoluzione dei punti A; e As

2.2.3 Punti A,

Nel caso di A; f(z,y,2) = 2?+y?+ 2% 11 Blow Up di P = (0,0,0) da una superficie
liscia; data la simmetricita del polinomio nelle entrate lo studio del BlowUp della super-

ficie su una dette tre carte che lo ricoprono e analogo. Scegliamo di studiarlo sulla carta
By.

f(x,wom, wax) = 2%(1 + w3 + w?) = 22 f;.

Quindi X; : (fi = 0) non ha punti singolari poiché le derivate parziali (0, ws,ws) si annul-
lano tutte in O = (0,0,0) ma questo non appartiene alla curva. Inoltre la preimmagine
di P in X; ¢ data da (z = 0) N (1 + w3 + w3 = 0) curva birazionale che chiamo E;. 11
diagramma di Dynkin é quindi il grafo con un solo nodo. Vogliamo ora mostrare che £ e
una -2-curva, ovvero, E? = —2. Per fare questo consideriamo la funzione y su X, questa
e regolare su X e P € divyy = (y = 0)NX. Come in 1.25 Divy,y = £, +C, dove C ¢ la
trasformata birazionale di divyy, definita da, C : (wy = 0)NX; = (wy = 0)N(1+w3 = 0).
Dal fatto che DivyyFE; = 0 abbiamo che E?4+CE; = 0. C e E; sono divisori effettivi sen-
za componenti in comune quindi 'indice di intersezione e dato semplicemente dai punti
di intersezione contati con molteplicita che sono (0,0,7) e (0,0, —¢) con molteplicita 1.

Quindi F} = —CE, = —2.
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2.2.4 Punti A,

Per A la superficie ¢ definita da f = 2% 4+ 3% + 2. Procediamo in maniera analoga
facciamo il BlowUp o di X. Sia X; la trasformata stretta di X mediante o, che su Bs,
definita da

flewy, 2wy, 2) = 22 (W} +wi +2)  quindi  f; = w} +w? + 2.

Vediamo subito che le derivate parziali di f; non si annullano mai contemporaneamente
poiché % = 1. Quindi X; rappresenta gia una risoluzione di X. Su questa la preimma-
gine di P ¢ data da (z = 0) N (w} + w3 = 0): due rette F; : (2 = 0) N (w; + iwg = 0) ed

Ey: (2 =0)N (w; —iws = 0) che si incontrano in P, = (0,0,0).

Ey

cul associo

Per mostrare che F; ed F, sono -2-curve consideriamo, come in 2.2.3, la funzione y
regolare su X. divyy = X N(y = 0) e divy,y = divx, zwy ¢ dato da (22 = 0) N X; ovvero
Ei+ Ey eda (y =0)N X che ¢ la curva data da C' = (wy = 0) N (w? + 2z = 0). Allora da
(E1+ Ey+ C)E, = 0si ha che E? = —FEyE, — CE, = —2, ovvero, E? = —2. In maniera
analoga si vede che anche Fy ¢ una —2 curva.

2.3 Punti di singolarita D,

Analogamente al capitolo precedente dimostreremo che al gruppo in tabella corrispon-
de la superficie definita dal polinomio e poi che la risoluzione del punto di singolarita su
questa da il diagramma di Dynkin associato.

2.3.1 Punti D, come quozienti

Denominiamo G = BDy,—9) il gruppo binario diedrale generato dalle applicazioni
lineari associate rispettivamente alle matrici:

el A =)

dove € & una radice 2(n — 2)-esima di 1. In particolare scelgo € = e [ genera
il gruppo ciclico di ordine 2(n — 2). Prese u,v coordinate per A? i polinomi (u?"~2 —
2Dy, w22 4922 42p? sono G-invarianti. L’applicazione

T = (u2(nf2) _ UQ(an))u,U

qg:y= u2(n—2) =+ U2(n—2)
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¢ quindi G-invariante da A? a A3 la cui immagine & la superficie singolare X C A
definita da 22 — y%2 +42""1, che corrisponde a quella definita in 2.1 attraverso il cambio
di coordinate 1

r=x
Yy =1y
5= "4z

Passando ¢ al quoziente si ottiene un isomorfismo ¢ : A?/G — X. Dimostrare questo
equivale a mostrare che I'immagine attraverso ¢ di due punti ¢ la stessa se e solo se questi
stanno nella stessa classe. Ovvero che q(u,v) = g(u',v") se e solo se [(u,v)] = [(uv/,7')].
Se [(u,v)] = [(v/,v")], per definizione di g, si ha che g(u,v) = q(u/,v").
Viceversa se per ipotesi ho che ¢(u,v) = ¢(u’,v") allora:

(U/2(nf2) _ U/Z(nfz))u/,u/ — (u2(n72) _ U2(nf2))uv

W2(n=2) 1 2n=2) _ 3,2(n-2) | 4,2(n-2) (2.1)
U202 = w02
Se (u,v) = (0,0) dalla terza equazione otteniamo che almeno uno fra v’ e v' deve essere
nullo; se per esempio ' = 0 andando a sostituire nella seconda equazione otteniamo
v?("=2) = ( che implica v’ = 0, quindi (u,v) = (0,0) implica (u',v") = (0,0) e viceversa.
Se invece solo uno fra u e v € nullo allora si ha che solo uno fra u’ e v & nullo.
Ipotizziamo quindi che v e v’ siano uguali a zero, allora dalla seconda equazione del
sistema si ottiene u/2""2 = 42"~ Quindi v’ = A con A una radice 2(n — 2)-esima
di 1, allora esiste k intero tale per cui A = €*, cioe (v/,0) = (e*u,0) = L¥(u,0), ovvero
[(u, v)] = [(u, v")].
Se (u,v) # (0,0) allora dalla terza equazione del sistema si deduce che u'v" = Fuw.
Distinguo dunque i due casi:
. u v N
e Se uv = u'v' definisco A = — = —. Allora v’ = Au e v/ = A'v. Andando a
sostituire nel sistema (2.1) coﬁ a :2}2(n —2)

<

Ay — 190 =2 — e (1)

X
At 4 10 = w40t (2). Sommando (1) e (2) 20\ = 2.
uv = uv

Ovvero A & una radice a-esima di 1, quindi esiste k tale per cui A = €.

Ricapitolando (u/,v") = (€*u, e *v) = L¥(u,v), ovvero [(u,v)] = [(v/,0")].

/

v
e Se uv = —u'v’ definisco A = — = —
—u U
sostituire nel sistema (2.1) con a = 2(n — 2)

Y Allora v/ = Aw e v/ = — . Andando a

%ava — Au® =u*—ov* (1)
T+ X = w40 (2). Sottraendo (1) a (2) 2\ = 2u®.
uw = uv
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A & una radice a-esima di 1, esiste k tale per cui A = €.

In conclusione (u/,v") = (A", —Au) = (¢*v, —e*u) = L*(v, —u) = L*T(u,v), cioe

[(u, 0)] = [(/, )],

2.3.2 Risoluzione di D,

Partiamo dal caso generale D,, X : (2% + y*2 + 2"~! = 0), facciamo il BlowUp in

P =

(0,0,0), denominiamo con X; la trasformata birazionale di X e la analizziamo nelle

tre carte che lo ricoprono. In ogni carta come in 1.22 o, _ _(X ) ¢ data da due componenti,

una @ il divisore eccezionale e l'altra & la trasformata birazionale di X che indicheremo
con Xj.

Carta By

Carta By

Carta Bs

o (X))p, ¢ (@%(1 4 2wiws + 2" 2wy ).

Xijp, - (1 + 2wiws + 2" 3wy = 0). Su questa carta non sono presenti punti

singolari perché le derivate parziali non si annullano per punti sulla superficie:
wiws + (n — 3)a" 4wyt =0

2xwows =0

rw? + (n—1)z" 3w 2 =0

Infatti dalla seconda equazione abbiamo che se uno fra x,ws,ws € nullo. Se x =0
o w3 = 0 allora dall’equazione il punto non si trova sulla superficie. Andando a
sostituire viene infatti 1 = 0. Se invece wy = 0 dalla terza equazione del sistema si
ha che uno fra x e w3 € uguale a zero e quindi come nel caso precedente il punto
non sta sulla superficie.

0 (X, * (WP (w] +yws +y"ws ™).

Xilp, (w? + yws + y" 3wyt = 0) La controimmagine di P su X; ¢ data da
(y =0)N(w; = 0) che su BZ e l'asse ws e la denoto con Ej. Il sistema delle derivate
parziali

w1 = 0
ws 4+ (n —3)y" 4wl = w314 (n — 3))y"*wi %) =0
y+(n—1y"Pwy™ =y(l+(n -y *w3™) =0

da un’ unica soluzione (0, 0,0) che appartiene a Ej e, facendo un ulteriore scoppia-
mento, si dimostra essere un punto singolare doppio di tipo A;.

0_1(X)|B3 (22 (WP 4 w3z + 2"73))

X, : (w? + w2z + 2" = 0). La controimmagine di P su X; analogamente a
prima e data dall’asse w, che si incolla in maniera naturale a FEy; infatti, queste
sono due equazioni locali della stessa retta proiettiva data dall’insieme dei punti
del tipo (0,0,0) X [0, wq,ws] al variare di ws,ws in C. Con un abuso di notazione
denoto sempre questa con Ey. Su B3 X; e descritta da un’ equazione analoga a
quella dei punti di tipo D,_5. X ha quindi un unico punto singolare in (0,0, 0) su
Bs.
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Ricapitolando siamo in una situazione di questo tipo:

Al Dn—2 EO

— ¢ ——————

che da un diagramma di Dynkin di tipo D,,.
Il ragionamento precedente e attuabile solo se n — 2 > 4. Dobbiamo quindi studiare il
caso D, e il caso Ds.

2.3.3 Punti D,

I1 punto singolare e la superficie associata a D4 sono
P=(0,0,0) e X :(f=2*+y*2+23=0) C A%

Scoppiamo lo spazio in P; per il teorema 1.22 ho che ¢ 1(X) = X; U o '(P) dove,
o : Bl,A* — A® & la mappa definita in (1.20), X; ¢ la trasformata propria di X e o~ !(P)
il divisore eccezionale. Da (1.21) so che X ¢ ricoperto da le tre carte B; per i = 1,2, 3:

Carta By Xy, ¢ (2%(1 + swiws + 2w3) = 0). (2® = 0) rappresenta il divisore eccezionale
mentre (1 + rwiws + zwi = 0) la trasformata propria di X. Su questa carta
non sono presenti punti singolari: se d,f = wiws + w3 si annullasse in un punto
Q = (T, wy,w3) allora questo non rispetterebbe 'equazione della superficie, infatti
andando a sostituire 1 + Z(w3ws + @3) = 1 # 0.

Carta By Xy, : (y*(wi +yws +wiy) = 0). Denoto f = wi + yws +wiy. La preimmagine di
P su la superficie e data da

y* =0

wi + yws +wiy =0

wle

Xlﬂa_l(P):{ =0

ovvero l’asse ws: {

Ricerco ora punti singolari:

O [ =2w1 =0

Oyf =ws+ws=0
Ousf =y(14+3w3) =0
w} + yws + wiy =0

Il sistema ha tre soluzioni:

w; =0 w; =0 w; =0
P1: y:O PQ: y:() P3: y:O
W3 = 0 W3 = 1 W3 = —1
Scritti in coordinate non locali su By corrispondono a P, = ((0,0,0),[0, 1,0]),

P, =((0,0,0),[0,1,1]), Ps = ((0,0,0),[0, 1, —i]) e stanno tutti sulla retta proiettiva
E, data da (0,0,0) x (w; = 0)

Carta By Xy, : (2*(w} +wiz + 2) = 0). Il sistema delle derivate parziali
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2w1=O
2wz =10
wi+1=0

witwiz4+2=0

da due soluzioni: @1 = (0,4,0) e Q2 = (0,—1,0) che in equazioni non locali cor-
rispondono rispettivamente a ((0,0,0),[0,14,1]) ed a ((0,0,0), [0, —i,1]) che sono i
punti P53 e P, trovati sulla carta Bs.

Siamo quindi in una situazione del tipo

P3 P1 P2 El

— o — & ——

Questi sono tutti punti doppi di tipo A; il cui Blow di ciascuno li trasforma in una curva
birazionale ovvero se denoto v : Y — X risoluzione la preimmagine di P ¢ data dalle
quattro curve che si incontrano in maniera seguente:

|| & \

che corrisponde a

Bisogna precisare che in realta la retta del disegno E) sarebbe E] trasformata stretta
attraverso ¢ di (E;) ma per semplicita continuo a chiamarla F;. Rimane da dimostrare
che queste curve sono -2-curve. Le curve Fsy, F3, Fy4, ottenute rispettivamente dai BlowUp
dei punti P;, Py, P3 sono -2-curve perché si ottengono da punti di tipo A;. Resta quindi
da dimostrare che E? = —2. Per fare questo consideriamo y funzione regolare su X,
P € divyy. 1l divisore div f*y = 2E1 + Es + E3 + E4 + C, dove C ¢ la curva data da
wy = 0 suY. Allora segue che 0 = 2E? + EyEy + E3E) + E By + CE; = 2E% + 4, ovvero
E? = -2,

2.3.4 Punti D;

Consideriamo ora la varieta associata ai punti di tipo Ds
P=(0,0,0) € X:(f=22+y?2+ 2" =0) C A3

Procediamo in maniera analoga al caso precedente. Nella trattazione del caso generale D,

I'ipotesi n > 6 era necessaria solo sulla carta Bs. I ragionamenti fatti sulle carte By e By

per il punto D5 sono quindi gli stessi fatti nella trattazione dei punti D,,, quindi; non sono

presenti punti singolari su By, su By ho un punto doppio di tipo A; e la controimmagine

di P su X; ¢ la retta proiettiva Ej che, in Bs, ¢ definita da (w; = 0) N (2 = 0).
Studiamo quindi X, su Bz. 0~ (X),, © (2*(wf +wiz + 2?))

X, : (w? + w3z + 2% = 0). Cerchiamo punti sulla superficie che risolvano il sistema.

wle
2we2z =10
wi+22=0
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L’unica soluzione del sistema ¢ P; = (0,0,0). Rinomino le coordinate wy,ws, z con z, ¥y, z.

X1|33

¢ definito attraverso (22 +y%2 + 2% = 0) e Ey corrisponde all’asse (z = 0)N (z = 0).

Studiamo quindi il punto di singolarita P; mediante il BlowUp di Bjs centrato in P;.
Denomino con X, la trasformata birazionale di X; mediante sigma e la studio nelle tre
carte affini By, By e Bs.

Carta B,

Carta By

Carta Bs

afl(Xl)‘Bl (221 4 rwiws + w3) = 0)
Xopp, + (1 + 2wiws +wi = 0). Tl sistema delle derivate parziali

wiwz =0
2xwows = 0

Wi + 2wz =0

non ammette soluzioni sulla superficie. Dalla terza equazione si ha infatti che se
x 0 ws fossero nulli allora anche ws lo dovrebbe essere ma, se cosi fosse, il punto
non rispetterebbe ’equazione della superficie. La seconda equazione richiede che
almeno una delle coordinate sia nulla; e quindi impossibile che un punto che rispetti
questo sistema si trovi sulla superficie.

o (X)), + (P (W] +yws + wi) = 0)

X2|B2 : (W + yws + w2 = 0). Continuo a chiamare Ej la trasformata di Ey che ¢
definita da (w; = 0) N (ws = 0). La controimmagine di P, ¢ (w? + w3) N (y = 0);
due rette incidenti che denoto con EF; ed FEs.

=0 =0 =0
Eol wi Eli y . EQZ y .
w3 =0 w1+ tws =0 w1 —iwg =0

Ey, Ey ed E5 si incontrano nel punto P, = (0,0,0) e il sistema delle equazioni
parziali

20)1:0
w3:0
y+2w3:0

ha come soluzione proprio il punto P;.

0*1()(1)‘]33 (22wt wiz+1)=0)
Xolp, (w} + w3z +1=0). Su questa carta la superficie & liscia perché il seguente
sistema non ha soluzioni sulla superficie.

2(.&)1 =0
2wz =10

2 _
w; =0

Graficamente possiamo rappresentare le situazione nel modo seguente.
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By
Ey

Dove Ej3 ¢ una risoluzione del punto di tipo A; che si trovava su Ej.
Nuovamente rinomino le coordinate wy, y, ws con z,y, z, quindi, X5 : (2> +yz+22 = 0)
e le tre rette Ey, 'y, F» hanno equazioni

Carta B,

Carta By

Carta Bj

=0 =0 =0
E(]i o Ell Y . Egi Y .
z=0 r+1z=0 z—12z=0

0 (Xa)jp, ¢ (2%(1 4 wows +w3) = 0)

Xsjp, + (1 +wows +wi =0) By : (x=0)N (w] +ws+wj =0) E, & una conica,
curva liscia birazionale isomorfa a P!, che in equazioni globali ¢ data da (0,0, 0) x
(w} + wows + w? = 0). Questo basta per dire che non ho punti singolari neanche
sulle altre carte.

Su B; la trasformata propria Ey va nell’asse w, che non interseca E4. FE; va in
(wy = 0) N (w3 = i) che interseca Fy in ¢ = (0,0,4) che in coordinate globali
e ¢ = (0,0,0) x [1,0,4]. Fy analogamente interseca E,; in q3 = (0,0, —i) che
in coordinate globali ¢ g3 = (0,0,0) x [1,0,—i]. Ricapitolando ¢; = FE4 N Ej,
@ =FE,NEy

0 (X2)jp, * (VP (wf + w3 + wi) = 0)

Xy, (W 4+ w3 + w2 =0)

La controimmagine di P in X3 su questa carta ¢ data da Fy : (y = 0) N (w? + w3 +
w2 = 0) una curva che interseca la controimmagine di Fy : (w; =
nel punto gy = (0,0,0) che in coordinate globali & gy = (0,0,0) x [0,1,0]. Quindi
qo = E4 N E().

o Xy, 1 (Wi + w2 +1) =0)
Xapp, (Wi +wa+1=0).

Graficamente, per semplicita, rappresentiamo la conica E, come una retta, questa non e
una perdita di generalita perché E, e isomorfa alla retta proiettiva. allora abbiamo che:

. Che corrisponde a °
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2.4 Punto di singolarita Fjg

2.4.1 Punto Es come quoziente

Denominiamo G il gruppo tetraedrale binario generato da le tre applicazioni lineari
a,f e 7 le cui matrici associate sono

1 0 0 1 e €
O‘:{o _@} B:{—l 0} VZ%L 67}'

dove € = e%, una radice ottava dell’unita.

Come in precedenza cerchiamo tre polinomi G-invarianti, che indico con Fji, Fy, F3,
che rispettino un’equazione R(F}, Fy, F3) = 0, cosi che la mappa v : A%2/G — V(R) che
a [(u,v)] associa (Fy(u,v), Fy(u,v), F3(u,v)) sia un isomorfismo ben definito.

Notiamo che le applicazioni a e 5 generano il gruppo binario diedrale BDg trattato
per i punti di tipo D,,. Sappiamo da 2.3.1 che tre polinomi invarianti per B Dg sono:

q = uv(ut —v?) g = u' +v! q3 = uv?.

Cerchiamo quindi delle combinazioni polinomiali di questi che siano anche invarianti
per 7. Calcolando i polinomi in «y(u,v) notiamo che possiamo esprimere questi come
combinazione lineare di ¢;, 1 = 1, 2, 3:

ql(V(“? U)) = QI(uv U)'

q2(’7(u7 U)) = _%QQ(uv U) + 3Q3(u7 U)'

g3((u,v)) = —3a2(u,v) — 3a3(u,v).

Dato che ¢; ¢ gia v invariante ci riduciamo a cercare combinazioni di ¢ € g3.

Iniziamo con combinazioni di polinomiali di grado grado uno; considero ¢., g3 una
base di questo spazio e associamo alla valutazione in v dei polinomi la matrice A che ha
per colonne le coordinate di g2(7) e g3(7).

Cerco quindi a, b tali per cui

aga(7y) + bgs(7y) = aga + bgs.

Ovvero cerco v = (a,b) tale che Av = v, cioe (A —I)v=0.

_1 1 1 0 _3 _
== () -6)-G )
La matrice A — I ha determinante diverso da zero e quindi 'unica soluzione del sistema
e banale.
Consideriamo ora i polinomi omogenei di grado 2, una base ¢ data da ¢3, ¢2q3, g5
Andando a calcolare i polinomi in 7 si ottiene che:
¢5(7) = 195 — 342q3 + 945
Pq3(Y) = §95 — 30203 — 243
B(y) = %qu - 7116.&6]3 + iq%-

N | Qo | =
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Possiamo quindi associare alla valutazione in v la matrice B

111

4 8 16

_ 4y O i
B = 3 7
9 -5 i

Analogamente ai polinomi di grado uno cercare un polinomio v equivale a determinare
a, b, c tali per cui

ags(7) + bgaqs () + cq3(7) = ags + baaqs + cq3.

Bisogna quindi risolvere (B — I)v = 0, ovvero trovare il nucleo della matrice B — I.
Questo ¢ dato dallo span del vettore v = (1,0, 12). Possiamo quindi dire che il polinomio
Fy = ¢ + 12¢% ¢ G-invariante.

Consideriamo ora i polinomi omogenei di grado tre. Scegliamo la base q3, ¢3¢3, q2q3,
q3, la valutazione in ~y & associata alla matrice C':

11 1 1

8 16 32 64

I S .

_ 4 8 16 32
C=12x % ¥ _%
2 6 g ¥P

20 =5 1 —%§

Il nucleo di (C' — I) ¢ dato dallo Span di (1,0, —36,0) e (0,1,0, —4), quindi ¢5 — 36¢2q3
e g3q3 + 3 sono G invarianti.

Scegliamo fra questi quattro polinomi trovati i tre polinomi Fy = q;, F» = g5 + 1243
e F3 = 2¢5 — T2¢2¢3, si vede che questi rispettano 1’equazione

F2 = —432F2 + 4F3.

Allora la mappa :

&
|
0
S
=z

Y(u,v) : Sy = Fy(u,
= lrl(l@

<
~—

Ha come immagine la superficie X : (—x? + 4y® — 4322% = 0) che sotto un opportuno
cambio di coordinate prende equazione X : (22 + y3 + 2% = 0).

2.4.2 Risoluzione dei Punti Ej

Cerchiamo ora una risoluzione dei punti Eg, vogliamo mostrare che hanno una risolu-
zione in cui il divisore eccezionale ¢ 'unione di sei curve birazionali la cui configurazione
da il diagramma di Dynkin. Prendiamo quindi

P=(0,0,00 e X:(f=2+9>+2"=0) C A3
Nomino X; la trasformata stretta X e la studio sulle tre carte affini che la ricoprono.
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Carta By

Carta By

Carta Bj

o (X)), ¢ (@7 (1 4 2wd + 2%w3) = 0)

Xyjp, : (L4 2wi + 2°w3 = 0). Dal sistema della derivate parziali si vede che non
sono presenti punti singolari sulla superficie, la derivata rispetto wo implica z = 0
ma questi punti non rispettano ’equazione della superficie.

o (X)), : (WP (W] +y +y°w3) =0)
Xijp, * (W} +y +y°ws = 0). Ricerco punti singolari su X;.

2(,4.)1 =0

1+ 2yws =0

4yPw3 =0
Dalla terza equazione si deduce che uno fra ws o y sia zero, se cosi fosse, allora la
seconda equazione non ha soluzione. Non sono quindi presenti punti singolari su
Bs.
o X)), ¢ (ZP(Wf +wiz +2%) =0)
Xijp, (Wi +wiz+ 22 =0).
La preimmagine di P su X;, che chiamiamo FEj, ¢ data da (z = 0) N (w; = 0). 1
sistema delle derivate parziali

2(4.!1:0
?)LUQZZO
ws+22=0

Ha come unica soluzione P; = (0,0,0).

Su Bj rinomino le coordinate (wq,ws, z) con (z,y, z) e faccio il Blow-Up in P;. X, ¢ la
trasformata stretta di X;.

Carta B,

Carta By

0—1(X1>‘Bl (221 4 rwiws + w3) = 0)
Xopp, + (1 + 2wiws +wi = 0).

Il sistema delle derivate parziali

wiwz =0
3rwiws =0

rws + 2wz =0

Non ha soluzioni sulla superficie: se un punto rispettare il sistema dalla prima
equazione si ha che una fra wo, w3 deve essere nulla ma questo implica che il punto
no sta sulla curva.

o (X)), * (V2 (wF + yPws + wi) = 0)

Xojp, (w? + y*w3 + w2 = 0). Su questa carta la preimmagine di P, ¢ data da
(y = 0) N (w} + ws), due rette di equazione (y = 0) N (w; +iws = 0) e (y =
0) N (w; —iws = 0), che nominiamo E; e F5. La trasformata stretta di Ey e definita
da (w1 = 0) N (W3 = 0)

Il sistema delle derivate parziali
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Carta Bj

2w1 =0
2yW3:O
Yy + 2wy =0

Ha come soluzione il punto P, = (0,0, 0) che & anche punto di intersezione di Ey, F;
€ EQ.

o (X1)|p, (W] +wiz® +1) =0)
X, © (Wi +wiz® + 1 =0). 1l sistema delle derivate parziali

2(,01 =0
Bwiz? =0
2w3z =0

Non ha soluzioni che stanno sulla curva.

Rinomino nuovamente le coordinate di By e faccio lo scoppiamento in P, nominando
X3 la trasformata stretta di Xo

Carta By

Carta By

0 (X2)|p, : (2%(1 + 2wiws + w3) = 0)
X3, (1 +2wiws +wi = 0). Su questa carta non sono presenti punti singolari:

wiwz =0
2xwows = 0

Twy + 2&)3 =0

La prima equazione implica che ws 0 w3 siano nulli; se wy = 0 allora il punto non
sta sulla superficie, se wy = 0 allora dalla terza equazione abbiamo ws = 0 e quindi
il punto non sta sulla superficie.

0 (X2) g, * (Y2 (wF + yws + wi)) = 0)

X3, ¢ (Wi +yws+w; = 0). La controimmagine di P, ¢ data da (y = 0)N(wi+wj =
0); ovvero, due rette che denomino con Ej3 : (y = 0) N (w; + iws = 0) ed Ey : (y =
0) N (wy —iws = 0). La trasformata propria di E, ¢ data da (w; = 0) N (w3 = 0)
che interseca E3 ed Ey in P3 = (0,0,0). Il sistema delle derivate parziali

2&)120
W3:O
y+2w3:0

Ha come unica soluzione il punto P3 che ¢ un punto di tipo A; poiché 'equazione
w? + yws + w? con un cambio di variabile pud essere ricondotta a w? + y? + w3.
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Carta By 07 (Xa)|,, : (2*(w} + w3z +1)) = 0)
X3y, - (w}+w3z+1=0). Su questa carta la trasformata di £, e quella di E, sono
date rispettivamente da F; : (we = 0)N(w1+i=0)e Ey: (y=0)N(w;—i =0).ela
preimmagine di P, e data sempre dalle due rette F5 ed Ej che prendono equazione
rispettivamente (z = 0) N (wy +¢=10), (z =0) N (w1 +¢=0). E; interseca Es in
¢ = (—14,0,0), mentre E, interseca Ey in g2 = (4,0,0). Su Bj la superficie risulta
essere liscia perché il sistema delle derivate parziali

2&11 =0
2wz =0

2 _
wy =0
Ha come soluzioni che non rispettano le equazioni della sulla superficie.

Su Bj riesco a vedere solo le rette Ey, F3 ed E4 ma da quello che abbiamo visto
sulla carta Bs sappiamo che E; interseca F3 in ¢; e che F5 interseca F, in ¢, che non
sono punti singolari. Graficamente possiamo rappresentare questa cosa con il seguente
disegno

L’unico punto singolare & P3 che ha coordinate (0,0,0) su By, faccio quindi lo scoppia-
mento in questo punto. Rinomino le coordinate di By con (z,y, 2); allora si ha che su
By
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La superficie X3 € un cono, che sappiamo avere un punto di singolarita di tipo A;, ci
limiteremo quindi solo a studiare l'intersezione delle rette Ey, FE35 ed E, con la curva
ottenuta dalla preimmagine di P5 che indico con Ej.

Carta By 07 '(X3)|,, : (#%(1 + waws +w3) = 0)
Xujp, » (1+wows+wi = 0). La curva Ej ¢ definita da (z = 0)N (1 4+waws +wj = 0).
Le trasformate di F3 ed E; sono definite rispettivamente da (wy = 0)N(1+iws = 0)
e (wy = 0)N (1 —iws = 0) che si intersecano con FEj rispettivamente in g3 = (0,0, 7)
e qs = (0,0, —1).

Carta B, 0_1(X3>\B2 (Y (wi +ws +wi) =0)
Xyjp, * (Wi+ws+wi = 0). Suquesta carta Es ¢ definita da (y = 0)N(wf +ws+wj =
0) e la trasformata stretta di Ey e data da (w; = 0) N (w3 = 0) che interseca Ej in
0,0,0).

Concludendo si ha che Ej interseca Fy,E3 ed Ej in tre punti diversi. Graficamente:

E3 E4
Ey
E1 E2

| Es

Il diagramma di Dynkin e quindi ha sei vertici con la configurazione seguente

2.5 Punto di singolarita F;
P=(0,0,00e X:(f=2*+y>+yz’=0) C A%

Facciamo lo scoppiamento di A% in P, studio X}, la superficie ottenuta sulle carte affini
che la ricoprono.

Carta By 07 '(X)),, : (#2(1 + 2wj + 2°waw3) = 0)
X, - (1 + rws + r?wowi = 0). Su questa carta la superficie ¢ liscia, il sistema
delle derivate parziali non ha soluzioni sulla curva:

3 3 _
wy + 2xwowy = 0
3zws + 22wl =0
3z waw?: =0
Dalla terza equazione si ha che una fra z,ws,ws € nulla ma se x,w, si annullano
il punto non sta sulla curva quindi wy = 0. Allora la Seconda equazione diventa

3zws =0, quindi 0 2 = 0 0 wy = 0. La superficie ¢ quindi liscia su Bj.
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Carta By 07 '(X)),, : (v (wi +y +ywi) = 0)
0) N (wy = 0). 1l sistema seguente non ha soluzioni.

w1 =0
1+ 2yws =0
3y?w? =0

dalla terza segue che uno fra y e ws ¢ nullo. Quindi andando a sostituire nella
seconda si ottiene 1 = 0.

o Carta By 07 '(X)),, 1 (2°(wf + w3z +wy2®) = 0)
Xijp, © (Wi + w3z +wyz® = 0). Su questa carta By = o~'(P) N X; ¢ definito da
(z=0)N(w; = 0). Il sistema delle derivate parziali con la condizione di stare sulla
superficie

w1 = 0
2(3ws +2) =0
wo(w? +22) =0

wows(ws +2) =0

da come unica soluzione il punto P; = (0,0,0).

Dopo questo primo passo abbiamo Fy e P, che si trova su Ejy, che ¢ punto singolare
per X;. Su Bj3 rinomino wy,ws, 2 con x,y, 2 e faccio lo scoppiamento, denomino X la
trasformata di X; : (mQ +y3z + yzQ) attraverso questo.

Carta B a‘l(Xl)‘Bl  (2%(1 + 2?wiws + zwew?) = 0)
Xopp, + (1 + 2wiws + zwywi = 0).

Ricerca di punti singolari:

wows (27w3 + w3) = 0
rw3(3zwi +w3) =0
rws(zw? + 2w3) =0

Poiché i punti con almeno una coordinata nulla non stanno sulla superficie il sistema
equivale a:

2zw3 +wz =0
3rwi + wz =0

zwi + 2wz =0

che non ha soluzioni che non implichino che una coordinata sia nulla. Non ho
quindi punti singolari su Bj.
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Carta Bs

Carta By 07 (X1), : (v* (Wi + y°ws + wiy) = 0)

Xojp, (Wi + yPws + w3y = 0) Qui la preimmagine di Py ristretta a X, ¢ data da
Ey:(y=0)N(w; =0). Quella di Ey ¢ definita da (w; = 0) N (w3 = 0), mediante
un abuso di notazione nomino questa sempre FEy. Il sistema delle derivate parziali

2&.)1 =0
w3(2y +ws) =0
y(y + 2ws3) =0

ha soluzione per P, = (0,0,0) che & anche punto di intersezione per Ey ed Fj.

0 (X, ¢ (23w} +wif2? + wp2) = 0)

X2|B3 : (W? + w322 + wyz = 0). Cerco punti singolari:

2&)1 =0
2(3wiz+1)=0
wy(2wiz +1) =0

La soluzione unica ¢ Py = (0,0,0). Dalla seconda e dalla terza equazione si ha che
z = 0 implica wy = 0 e viceversa. Se ipotizzo Z # 0 allora un punto e soluzione se
(Bwiz + 1) = 0(2w3z + 1) = 0 ma quindi sottraendo la seconda dalla prima si ha

w3z =0 e quindi wy = 0.

Dopo questo passo su X5 abbiamo la seguente situazione:

Ey

P, Py
£y

P, ¢ visto in By dove, se rinomino (wq,y,ws) = (z,y, z), si ha che:

Xo: (@ +y*z+y22=0).
Ey:(x=0)N(z=0).
By (z=0)N(y=0).
Py, =(0,0,0).

Py & visto in Bs dove, se rinomino (wq,ws, 2) = (z,y, 2), si ha che:

Xy (22 + P22 4 yz = 0).
Ey:(x=0)N(z=0).
Er:(z=0)N(y=0).
P; =(0,0,0).
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Studiamo prima quindi il punto P,. Il polinomio che definisce X, € simmetrico in y,z
e quindi lo studio di X3 trasformata propria di X, sulla carta By dara gli stesi risultati
di quello sulla carta Bs.

Carta By 07'(X2)|,, : (2%(1 4 2wiws + rwws) = 0)
Xy, (1 + 2%w3ws + zwewi = 0). 1l sistema delle derivate parziali:

27 (wiwsz + wow3) = 0
rTws3(2ws + w3) = 0

Tws(wy + 2w3) =0

I punti dove almeno una delle coordinate € nulla non stanno sulla superficie, pos-
siamo quindi supporre z # 0,wy # 0,w3 # 0. Dalla seconda equazione otteniamo
w3 = —2wsq, sostituendo nella terza equazione del sistema allora —3ws; = 0. Non
sono presenti punti singolari su X3 nella carta Bj.

Carta By 07'(X2)|5, : (4* (Wi + yws + yw3) = 0)
Xy, ¢ (Wi tywst+ywi = 0). La controimmagine di P ¢ data da Fs : (y = 0)N(w; =
0). La trasformata propria della retta E, ¢ data da (w; = 0) N (w3 = 0). Ey ed Ey
si intersecano in Py = (0,0,0). Il sistema della derivate parziali:

2(,01 = 07
wi3(l+ws) =0
y(l + 2&)3) =0

Da due soluzioni; una & P; = (0,0,0) mentre laltra & P; = (0,0, —1).

e Carta Bs Data la simmetria del polinomio in x e y le soluzioni su questa carta
sono analoghe a quelle della By. Avremo quindi altri due punti Ps = (0,0,0) e
P! = (0,—1,0). I punti Ps e P sono in realta lo stesso punto visto su due carte
diverse infatti P; = (0,0,0) x [0,1,—1] e P; = (0,0,0) x [0,—1, 1].

Rappresentando graficamente questi risultati abbiamo.

Ognuno di questi punti ¢ un punto doppio semplice di tipo A; la cui risoluzione da un
insieme di sette curve che si intersecano nel modo seguente.
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Ey

Ey

E

A cui corrisponde il diagramma di Dynkin di tipo FE7.

2.6 Punto di singolarita Fjg

Vogliamo dimostrare che il polinomio di Tabella 2.1 associato ad Eg abbia una riso-
luzione sulla quale il divisore eccezionale ¢ dato da otto curve che hanno una rappresen-
tazione come quella del diagramma nella tabella. Consideriamo quindi

X:(2*+yP+2°=0) C A’

Come detto in 2.1 P = (0,0,0) & I'unico punto doppio e quindi analogamente allo studio
degli altri punti il primo passo e di fare il Blow-up dello spazio in P.

Denoto con X; la trasformata stretta di X, controllo se ha ulteriori punti singolare
e la configurazione del divisore eccezionale, per farlo la analizzo sulle carte affini che la
ricoprono.

Carta By 07 '(X)},, : (#%(1 + 2wi + 2°w3) = 0)
Xijp, + (14 2w + 2°w3 = 0). Ricerco punti singolari come soluzioni del sistema
delle derivate parziali:

wi + 37%ws = 0
3zwi =0

Srdws =0

I punti con coordinata x = 0 non appartengono a X; perché non rispettano l’'equa-
zione che lo descrive quindi nel risolvere il sistema possiamo considerare x # 0. La
seconda e la terza equazione del sistema allora implicano che ws e w3 siano nulli
ma se cosi fosse i punti non apparterrebbero ad X; che & quindi liscia su Bj.

Carta By 0" (X),, : (4P(w] +y +y’wi) = 0).
Xijp, * (Wi +y+y’w3 = 0). 1l sistema della derivate parziali non ha soluzioni:
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Carta Bj

2&)1 =0
1+ y%wi =0
Sydw3 =0

La terza equazione implica che una fra y e ws sia nulla ma allora la seconda
equazione diventa 1 = 0. X, e quindi liscia su By

Ufl(X)|B3 D2 (Wi wiz+23) =0).
X, ¢ (W +wiz 4 2% = 0). La contro immagine di P su X; & data da Ey : (z =
0)NX; = (2=0)N (w; =0). 1l sistema delle derivate parziali

2&)1:0
2wez =10
wi+322=0

ha un unica soluzione il P; = (0,0, 0).

Facciamo nuovamente uno scoppiamento centrandolo in P, poiché P, sta sulla carta
B3 studio solo lo scoppiamento di questa carta. Per semplicita rinomino le coordinate
w1, ws, z con (z,y,z) cosi che X : (2 + 322 + 2% = 0). Analizzo quindi X5, la superficie
ottenuta dallo scoppiamento di X7, sulle carte che la ricoprono.

Carta B,

Carta By

0_1(X1>\Bl (221 + 2Pwiws + 2wi) = 0)
Xopp, + (1 + r2wiws + zwi = 0). Su questa carta il sistema delle derivate parziali
non ha soluzioni:

2zws +wi =0
3wi4 a2t +w; =0

3z3ws =0

dalla terza equazione si ha che x = 0 o w3 = 0, in entrambi i casi andando a
sostituire nell’equazione della superficie si ottiene 1 = 0. X5 e quindi liscia su Bj.

o (X1)|p, ¢ (WP (W] +yPws +yw3) = 0)
Xo|, (Wi 4 y°ws 4+ ywi = 0). Ricerco punti singolari:

20.)1 =0
w3(2y +w?) =0
y(y + 3w3) =0

Non ¢ difficile vedere che P, = (0,0,0) & soluzione del sistema e appartiene alla
superficie. Cerco altri punti diversi dal punto P, poiché w; = 0 € una condizione
necessaria per essere soluzione del sistema chiedo che una fra y o w3 sia diversa da
zero ma dato che, dalla seconda e alla terza equazione, si ottiene che w3 = 0 implica
y = 0 e viceversa posso supporli entrambi diversi da zero. Chiedere che un punto
risolva il sistema ¢ equivalente a cercare y ed ws diversi da zero tali che 2y +w? = 0
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Carta Bs

e y + 3w? = 0. Sottraendo 2 volte la seconda equazione alla prima si ottiene perd
w3 = 0. P, e quindi 'unico punto singolare su By. Su questa carta la preimmagine
di Py, che denoto con Ey, ¢ data da (y = 0) N (w; = 0) e la trasformata di Ey ¢
definita da (wy; = 0) N (w3 = 0). P, ¢ quindi il punto di intersezione fra Ey ed Ej.

o (XD, ¢ (2w + @y 4 2) = 0)
X, ¢ (Wi +wiz® + 2 = 0). Non sono presenti punti singolari su questa carta:

2w1 =0
w3z =0
142205 =0
Il sistema delle derivate parziali non ha soluzioni: la terza equazione implica che

uno fra wy e z sia nullo ma se cosi fosse andando a sostituire nella seconda equazione
si otterrebbe 1 = 0.

Su X5 abbiamo quindi che 'unico punto singolare ¢ il punto P, che & anche punto di
intersezione delle due curve eccezionali Fy ed Ej.

Ey

E,
Graficamente 0Py

Vogliamo fare ora nuovamente uno scoppiamento centrato in P, denominiamo X3 la
trasformata stretta di X, attraverso . Rinomino prima le coordinate di B, con (z,y, z).
X5 ha quindi equazione X5 : (22 +3%2+y2% = 0) e Ey ed E; sono definite rispettivamente
da(z=0)N(z=0)e(z=0)N(y =0). Le coordinate di P, rimangono (0,0, 0). Studio
ora X3 sulle carte che la ricoprono.

Carta By

Carta By

0 (X2)|p,  (2%(1 + 2wiws + 2?wow3) = 0).

X3, (1+2wiws + 2°wowi = 0). Osserviamo che se Q = (,wy,w3) € X, allora
T, wy € ws sono tutte diverse da 0. Possiamo quindi ricondurci al caso = # 0, wy # 0
ews#0

wows(wy + 2zw3) =0 wy + 2zw3 =0
w3 (2wy +2w3) =0  ovvero < 2wy + W = 0

rwy(wa + 3zwi) = 0 wy + 3rzws =0

Sottraendo dalla terza equazione la prima si ottiene zw3 = 0 che significa che uno
fra = e w;y siano nulli. Questo va contro l'osservazione fatta in precedenza, X,
non presenta punti singolari.

o (X2)|p, * (Y (Wi +yws +y°w3) = 0).

X, © (Wi +yws + y*wi = 0). Ricerco punti singolari.

2&)1 =0
wa(1 4 2yw3) =0
y(1+ 3yw3) =0
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Carta Bs

P; = (0,0,0) ¢ una soluzione del sistema; controllo se ce ne sono altre. La prima
equazione del sistema fissa la coordinata w; = 0 mentre la seconda e la terza
equazione ci dicono che y = 0 implica w3 = 0 e viceversa. Posso quindi ricondurmi
a cercare soluzioni del tipo (0, y,ws) con y #= 0 e ws # 0, sotto queste ipotesi posso
dividere in maniera lecita la seconda equazione per ws e la terza per y, sottraendole
si ottiene yw? = 0. Non esistono quindi ulteriori soluzioni oltre a Ps

La controimmagine di P, mediante lo scoppiamento su X3 ¢ data da
Eg(wlz())ﬂ(y:O)

Su By ¢ anche possibile vedere la trasformata di Ey che ha equazione (w; = 0) N
(w3 =0). Ey ed E5 si intersecano nel punto singolare Ps.

0 (Xy) s, 1 (22w} +wiz + wy2?)) = 0).
Xy, ¢+ (Wi +wiz +wyz? = 0). Ricerco punti singolari:

2(4.)1 =0
2(2wy +2) =0
wa(wy +22) =0

Oltre al punto Py = (0,0,0), che & soluzione del sistema, se per esempio z fosse
diverso da zero si avrebbe dalla seconda equazione z = —2w»; sostituendo nella
terza equazione —3w3 = 0, allora ws = 0 e z = 0. P, ¢ quindi I'unica soluzione.
E, su questa carta prende equazione (w; = 0) N (z = 0) e la trasformata di E; e
definita da (w; = 0) N (we = 0).

Su X3 abbiamo trovato due punti singolari, P; € By e Py € B3 e il divisore eccezionale
e dato dalle tre curve Ey, Fy ed Fs che si intersecano in P3 e Py come in figura

E, E

Es
Py By

Mentre la retta Fy € vista sia in By che Bsg il punto Pj e la retta Ey sono viste solo in
By e Py ed F; stanno su Bs. Quindi ricapitolando:

Carta By:

X3 (2?2 +yz +y%22 =0) X (22 + 9%z +yz2=0)
P;=(0,0,0) Carta B P, =(0,0,0)
Ey=(x=0)N(z=0) Ei=(x=0nN(y=0)
Ey=(y=0)N(x=0) Ey=(2=0)N(x=0)

Facciamo lo scoppiamento in P3. Denomino con X, la trasformata di X3 e la studio sulle
carte che la ricoprono.

Carta B,

o (X)), (2%(1 4 wows + Pwiws)) = 0).
X4|31 : (1 4+ wows + 23w3w3 = 0). Su questa carta non sono presenti punti singolari,

infatti il sistema delle derivate parziali non ha soluzioni sulla superficie:
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2 2 3
3z wsws = 0
w3 + 223wews = 0

wy + 3riwiw3 =0

Dalla prima equazione si ottiene che un punto per essere soluzione deve avere
almeno una coordinata nulla. Se la coordinata nulla fosse una fra w, 0 ws allora il
punto non si trova su X4. Posso quindi supporre che x = 0.andando a sostituire
nelle altre equazioni si ottiene pero lo stesso risultato, ovvero, wo, =0 e w3y = 0.

Carta By 0~ '(X3)|,, : (4P(w] +ws +y’wi)) = 0).
X4|32 : (W + w3 + yPwd = 0). Anche su questa carta sono assenti punti singolari:
dalla seconda equazione del sistema delle derivate parziali si deduce y = 0 o w3 = 0,
andando a sostituire nella terza equazione questa diventa 1 = 0.

2(4}1 =0
3y*ws =0
1+ 3y°ws =0

Nonostante non ci siano punti singolari questa carta ci ¢ utile per controllare se la
trasformata di Fy si interseca con la curva eccezionale data dalla preimmagine P
che definiamo con Fj : (y = 0) N (w; = 0). La trasformata di Ey ¢ data dalla retta
(y =0) N (wy =0). Quindi Ey ed Ej5 si intersecano nel punto (0,0, 0), che chiamo,
q-

Carta By 07 (X3)|5, : (2*(w} 4+ w2 +wjz?)) = 0).
Xajp, - (w} + wy + w3z® = 0) Anche su questa carta non ci sono punti singolari.
Lo studio del sistema delle derivate parziali ¢ analogo a quello della carta Bs.
Su questa carta E5 e descritta da F3 : (w; = 0) N (z = 0) e la trasformata di
Es: (wy =0)N (wg =0). Le due rette si incontrano in ¢z = (0,0, 0).

Dallo scoppiamento di P3; non abbiamo ottenuto ulteriori punti singolari e abbiamo
trovato la configurazione seguente delle curve eccezionali:

Ey
B, q2
q1

E() P4 EQ

Il BlowUp, come visto in 1.20, all’infuori del centro, ¢ un isomorfismo. Avendo ora
fatto il BlowUp di P3; posiamo considerare ’equazione della superficie invariata in un
intorno di P, che si trovava su un altra carta rispetto a P;. Sulla una carta affine
che conteneva P, prima di questo scoppiamento posso quindi considerare invariate le
equazioni che definiscono X, e le rette eccezionali E; ed E5. Quindi intorno a P la
superficie X4 ¢ descritta dalla stessa equazione di X3; ovvero Xy : (2 + y%2 + y2?). Lo
studio del BlowUp centrato in (0,0,0) di una superficie con questa equazione con due
rette eccezionali descritte dalle equazioni (x = 0) N (y = 0) e (2 =0) N (z = 0) & stato
fatto per la risoluzione dei punti di tipo E;. Si ottiene quindi dallo scoppiamento di P,
una retta F, sulla quale sono presenti tre punti singolari Ps, Ps e P;. P5s e P; sono i punti
di intersezione fra Fj4 e rispettivamente, Fs e E; mentre Py si trova su Fy. Graficamente
si ottiene
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I punti singolari trovati sono tutti di tipo A; e quindi la risoluzione finale da il seguente
diagramma.
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Capitolo 3

Proprieta e caratterizzazioni

In questo capitolo si vogliono mostrare alcune proprieta e caratterizzazioni delle
singolarita di Du Val analizzate nel Capitolo 2.

3.1 Du Val e risoluzioni crepanti

Definizione 3.1 (Risoluzione crepante).
Sia P € X un punto singolare, una risoluzione ¢ 1 Y — X wviene detta crepante quando
non influenza il divisore canonico di X, ovvero Ky = ¢*Kx.

Teorema 3.2. Le singolarita di Du Val sono caratterizzate da una delle sequenti condi-
210N

(1) P € X ¢ un punto doppio isolato ed ha una risoluzione X,, — X, 1 — -+ —
X1 — X dove ogni passo X; — X;_1 € lo scoppiamento di un punto doppio isolato
di Xifl.

(2) Esiste una risoluzione della singolarita ¢ : Y — X tale che Ky = ¢*Kx. In
altre parole, Ky e banale in un intorno del divisore eccezionale. La risoluzione ¢ ¢
quindi una risoluzione crepante.

Dimostrazione. Faremo la dimostrazione solo del fatto che (1) implica (2), la dimostra-
zione del verso opposto puo essere ritrovata in [8].

Il fatto che singolarita di Du Val abbia una risoluzione come nel punto (1) corrisponde
al Capitolo 2.

Vogliamo quindi dimostrare che se un punto ha una risoluzione data da una sequenza
di BlowUp allora la risoluzione ¢ crepante. Per fare questo dimostriamo che, per ogni
scoppiamento o, Kx, = 0*Kx, ,. Se quindi o : BlpA® € A® ¢ lo scoppiamento di A®
centrato in P, con divisore eccezionale F' = ¢ 1(P) = P? C BlpA3, allora Kp;,p3 =
0*Kus + 2F. 11 BlowUp X, ¢ contenuto in BlpA3 e X; = 0*X — 2F. Allora per la
formula di aggiunzione 1.30

KX1 = (KBIPAS +X1)‘X1 = (O'*KAS —|—2F+O'*X — 2F) = O'*(KA3 +X)‘X1 = U*(KX).
]

Proposizione 3.3. Sia X una superficie con una singolarita di Du Val, e : Y — X la
sua risoluzione crepante. Il divisore eccezionale dato dalle curve E; é data da -2-curve,
che sono, curve = P! con E? = —2.
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Dimostrazione. Abbiamo gia visto nel Capitolo 2 che questo € vero per i punti Ay, As,
Dy. Per la formula di aggiunzione 1.32 si ha che 2¢g(F) —2 = (Ky + F)E, ma Ky E =0,
perché Ky = 0 in un intorno di F e g(E) = 0. Quindi —2 = E?. O

3.2 Numero di Milnor

Un invariante per punti critici di funzioni € il numero di Milnor. Sia f : M — C
con M = C3 con un punto critico isolato in P. L’algebra di Milnor ¢ definita come
J(f) = Ocs/(0f/0x;), ovvero il quoziente dell’anello locale di M in P rispetto l'ideale
generato dalle derivate parziali di f.

I1 numero di Milnor pu(f) = dimcJ(f) ¢ un invariante di un punto critico isolato e
per le singolarita di Du Val coincide con il numero di curve ottenute nella risoluzione.

Esempio 3.4. Sia f = 22 + 43 + 2% il polinomio che descrive il punto di singolarita di Du
Val Ey. Allora
fa::2x7 fy:3y27 fz:5z47

Quindi J(f) = Clz,y, z|/(z,y? 2z*) ha base 1, z, 22, 2%,y ,yz,yz?,yz>, e la sua dimen-
sione ¢ 8.

Analogamente con i punti di tipo A,, descritti da f, = 22 + y® + 2™V, si ha che
J(fn) = Clz,y,2]/(z,y,2"), una base ¢ data da 1, z,...,z""!. Quindi u(f,) = n.
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