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Sommario 

In questa tesi si espone l’analisi di diversi metodi e strategie per il controllo e la 
stabilizzazione di multirotori adibiti al trasporto di carichi sospesi. Si studiano due 
diversi sistemi dinamici costituiti da corpi puntiformi: multirotore e carichi sospesi. 
Per il sistema a doppio carico si propone un’analisi della sua configurazione e 
l’implementazione di cinque diversi controllori di velocità che, in maniera attiva, 
consentono di attenuarne le oscillazioni. Per quel che riguarda il caso del singolo 
carico, invece, si utilizza un controllo di tipo predittivo, che si basa sulla risoluzione di 
un problema di controllo ottimo e rappresenta un’alternativa ai sistemi tradizionali. Si 
mostrano i principali aspetti del processo di modellazione e simulazione del problema 
e i risultati ottenuti.  
 

  



 
 

Indice 

1. Introduzione.............................................................................................................. 1 
2. Modello matematico a 7GDL ................................................................................... 4 

2.1 Equazioni del moto............................................................................................. 4 
2.2 Analisi numerica ................................................................................................. 7 
 2.2.1 Modello dinamico ...................................................................................... 7 
 2.2.2 Criterio di arresto ....................................................................................... 8 
 2.2.3 Interfaccia grafica ....................................................................................... 8 

3. Controllo attivo dello stato oscillatorio .................................................................. 10 
3.1 Analisi di configurazione ................................................................................. 10 
3.2 Implementazione e confronto dei controllori di velocità ................................. 13 
 3.2.1 Controllore di velocità del multirotore ..................................................... 13 
 3.2.2 Controllori di velocità ausiliari ................................................................ 16 

4. Modello matematico a 5GDL ................................................................................. 23 
4.1 Equazioni del moto ....................................................................................... 23 

5. Model Predictive Control ....................................................................................... 26 
5.1 Il controllo ottimo in ciclo aperto..................................................................... 26 
5.2 Applicazione al controllo del carico sospeso ................................................... 28 
5.3 Il controllo Model Predictive ........................................................................... 30 
5.4 Risultati numerici ............................................................................................. 30 

6. Conclusioni e sviluppi futuri .................................................................................. 37 

Appendice  ................................................................................................................... 38 

Bibliografia .................................................................................................................. 41 

  



 
 

Indice delle figure 

Fig. 1. Rappresentazione modello a 7 GDL e sistemi di riferimento .................................................. 4 

Fig. 2. Schema criterio di arresto. ........................................................................................................ 8 

Fig. 3. Rappresentazione grafica 3D .................................................................................................... 9 

Fig. 4. Schema controllo della velocità lungo l’asse North ............................................................... 13 

Fig. 5. Confronto tra Caso 1 e Caso 2 ................................................................................................ 15 

Fig. 6. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଵ ....................................................................... 18 

Fig. 7. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଵ ............................................ 18 

Fig. 8. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐ଵ .......................... 18 

Fig. 9. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଶ ....................................................................... 19 

Fig. 10. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଶ .......................................... 19 

Fig. 11. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐ଶ ......................... 19 

Fig. 12. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚ .................................................................... 20 

Fig. 13. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚ ......................................... 20 

Fig. 14. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐௚ ........................ 20 

Fig. 15. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚௅ ................................................................... 21 

Fig. 16. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚௅ ........................................ 21 

Fig. 17. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐௚௅....................... 21 

Fig. 18. Confronto tra il sistema con il solo controllore di velocità del multirotore e quello con 

l’aggiunta del controllore TpcgL ....................................................................................................... 22 

Fig. 19. Rappresentazione modello a 5 GDL e sistemi di riferimento .............................................. 23 

Fig. 20. Andamento energia cinetica del sistema nel caso tf1=5s e tf2=15s ..................................... 32 

Fig. 21. Errori di posizione del multirotore e degli angoli di oscillazione nel caso tf=5s  ................ 32 

Fig. 22. Errori di posizione del multirotore e degli angoli di oscillazione nel caso tf=10s  .............. 33 

Fig. 23. Errori di posizione del multirotore e degli angoli di oscillazione nel caso tf=15s  .............. 33 

Fig. 24. Errori di velocità del multirotore e di velocità di oscillazione nel caso tf=5s ...................... 34 

Fig. 25. Errori di velocità del multirotore e di velocità di oscillazione nel caso tf=10s .................... 34 

Fig. 26. Errori di velocità del multirotore e di velocità di oscillazione nel caso tf=15s .................... 35 

 

 



 
 

Indice delle tabelle 

Tab. 1. Simulazione con input di velocità angolare dei due carichi sul piano East-Down  .............. 11  

Tab. 2. Simulazione con input di velocità angolare dei due carichi sul piano North-Down ............. 11  

Tab. 3. Simulazione con masse diverse e input velocità angolare sul piano East-Down .................. 12  

Tab. 4. Simulazione con masse modificate e input velocità angolare sul piano East-Down ............ 12 

Tab. 5. Simulazioni controllore di velocità multirotore  ................................................................... 14 

Tab. 6. Simulazioni con controllore velocità multirotore e mL modificata ........................................ 15 

Tab. 7. Simulazioni in assenza di resistenza aerodinamica  .............................................................. 31 

Tab. 8. Simulazioni in presenza di resistenza aerodinamica  ............................................................ 35 

Tab. 9. Simulazioni con incertezza sulla lunghezza del filo  ............................................................. 36 

 



1 
 

 

Capitolo 1 

Introduzione 

 

L’idea di partenza di questo studio nasce dall’esigenza sempre più emergente di far 
fronte al progresso nel campo della mobilità aerea, un settore in rapido sviluppo che 
prevede l’utilizzo di mezzi di trasporto pensati per spostamenti aerei a corto raggio e 
bassa quota, in ambito urbano ed extra-urbano. Il concetto di Urban Air Mobility 
(UAM), in realtà, racchiude in sé molti aspetti che vanno oltre al solo trasporto di 
passeggeri, come il monitoraggio del traffico terrestre e delle infrastrutture, l’assistenza 
ai servizi di emergenza, la sicurezza pubblica e il trasporto di merci. Quest’ultimo in 
particolare rappresenta l’ultima frontiera dei mezzi di consegna dei pacchi e prende il 
nome di “Urban Aerial Delivery” (UAD). 

Il metodo più classico di trasporto prevede l’utilizzo di appositi compartimenti cargo 
all’interno di velivoli realizzati ad hoc, il cui volume disponibile è quasi totalmente 
dedicato allo stivaggio. A causa della loro complessità e del loro elevato peso al 
decollo, però, questi velivoli sono poco performanti in termini di autonomia oraria e 
chilometrica e rappresentano un costo molto elevato per il settore dei trasporti. Per 
ovviare a questo problema si è deciso quindi di utilizzare un altro metodo di 
movimentazione delle merci: il trasporto di carichi sospesi [1].  

Per questo tipo di operazioni si potrebbero utilizzare velivoli multirotore non 
necessariamente progettati da zero ma attualmente presenti in commercio che, grazie 
alla loro capacità di hovering e di decollo verticale, rappresentano l’opzione migliore 
per il trasporto di carichi sospesi. Questo nuovo approccio preserva le caratteristiche 
di efficienza del velivolo, introducendo però nuovi gradi di libertà, legati al moto 
oscillatorio delle masse sospese, che non sono attuati dai sistemi di controllo di bordo 
[2].  

Questa tesi ha come obiettivo quello di fornire un’analisi di alcuni dei sistemi più 
utilizzati nell’ambito del controllo di veicoli autonomi. L’evoluzione rapida della 
tecnologia ha portato a una crescente complessità dei sistemi di controllo giocando un 
ruolo cruciale in una vasta gamma di settori, dall’industria chimica a quella 
automobilistica fino alla robotica avanzata. Le strategie di controllo dei multirotori con 
carichi sospesi rappresentano una delle ultime frontiere della ricerca e si ispirano, in 
parte, alla letteratura già ampiamente discussa dei metodi di controllo per il carroponte 
[6]. Per la maggior parte delle applicazioni attualmente si utilizza il controllo PID 
(Proporzionale-integrale-derivativo), un approccio fondamentale nell’ambito dei 
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sistemi di controllo che opera in base a tre componenti chiave: la proporzione, che 
reagisce all’errore attuale; l’integrazione, che gestisce l’errore accumulato nel tempo; 
e la derivazione, che anticipa l’andamento futuro dell’errore, apportando un contributo 
smorzante. Questa combinazione consente al PID di adattarsi dinamicamente alle 
variazioni del sistema, fornendo un approccio flessibile e robusto per il controllo di 
sistemi anche complessi.  
In [11], ad esempio, si utilizza una strategia che sfrutta un approccio di tipo energetico 
(EBC) per stabilizzare la traslazione del velivolo e per attenuare le oscillazioni dei 
carichi, assieme con un sistema in retroazione basato sulle Linear Matrix Inequalities 
(LMI) che svolge la funzione di controllo della dinamica del quadrirotore. Un altro 
esempio si ha in [12], dove viene proposta una tecnica di programmazione dinamica in 
tempo reale (RTDP) della velocità di un UAV (Unmanned Aerial Vehicle) adibito al 
trasporto di carichi con lo scopo di ottimizzarne il tempo di percorso e il consumo di 
energia. In [13], invece, si sperimenta una strategia che prevede una differenziazione 
nell’utilizzo dei controllori per le varie fasi di volo del multirotore. È importante 
evidenziare, inoltre, che in un’ottica di miglioramento e messa in pratica dei sistemi di 
controllo sviluppati nei simulatori, è necessario utilizzare potenziometri e sistemi di 
misura inerziali per la stima degli angoli di oscillazione dei carichi che limitino gli 
errori causati dai disturbi esterni.  
 

In questo elaborato, in particolare, si propone un’analisi su varie tecniche di controllo 
applicate a due diversi modelli dinamici: uno a sette e uno a cinque gradi di libertà. Da 
un punto di vista pratico, lo scopo di questo studio è di fornire un metodo per utilizzare 
in sicurezza e in maniera efficiente i velivoli non abitati per il trasporto e la consegna 
in serie di carichi. Nella prima parte si analizza la dinamica di un sistema costituito da 
tre corpi puntiformi (7GDL) [5]: un multirotore trasportante due carichi sospesi, 
collegati tra loro nei rispettivi centri di massa tramite un filo ideale. L’obiettivo 
principale è quello di sperimentare una strategia di controllo del moto oscillatorio dei 
carichi composta da una prima fase, dedicata all’ottimizzazione della configurazione 
dei tre corpi, e una seconda fase, che consiste nell’implementazione di cinque diversi 
controllori che, in maniera attiva, intervengono sulle velocità dei carichi e del 
multirotore.  
Per quel che riguarda l’analisi della configurazione ottimale si sono svolte diverse 
simulazioni, al variare delle masse in gioco e delle distanze relative dei tre punti 
materiali, che hanno permesso di derivare euristicamente una configurazione di 
riferimento per il modello utilizzato.  
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I controllori applicati, invece, agiscono direttamente sulle velocità in gioco e si 
dividono in: 

- Controllore di velocità del multirotore: un controllore di tipo PI applicato 
all’errore tra la velocità in uscita dal modello e una velocità desiderata. Sebbene 
non sia un controllore di tipo ottimizzato, rappresenta una soluzione semplice ed 
efficace per la riduzione delle oscillazioni dei carichi sospesi. 
 

- Controllori di velocità ausiliari: si calcola una componente di forza aggiuntiva 
proporzionale alle velocità e alle posizioni relative dei due carichi, del loro 
baricentro o del baricentro dell’intero sistema rispetto al multirotore. L’obiettivo 
è quello di mantenere il più possibile i tre corpi lungo la stessa verticale per 
limitare le oscillazioni delle masse sospese.  

Nella seconda parte della tesi, invece, si descrive il modello a 5GDL: un multirotore e 
un unico carico sospeso collegati tramite un filo ideale. Per questo tipo di sistema si 
propone una strategia di controllo di tipo MPC (Model Predictive Control) la quale 
sfrutta l’ottimizzazione di una funzione di costo ottenuta tramite soluzione di un 
problema di controllo ottimo [10].  

Le tecniche di controllo predittivo del modello sono una metodologia avanzata di 
controllo automatico che ha radici storiche negli anni ’80. Inizialmente sviluppato 
nell’ambito dell’ingegneria chimica per il controllo di processi industriali complessi, 
l’MPC si è evoluto nel corso degli anni, estendendosi a diverse discipline, tra cui 
l’ingegneria elettrica e l’automazione. I vantaggi nell’utilizzo dell’MPC risiedono nella 
sua capacità di sviluppare leggi di controllo ottimizzate per un modello dinamico 
anticipandone il suo comportamento futuro. Questo approccio, grazie alla sua capacità 
di gestione dei vincoli del sistema, permette di ottenere prestazioni migliori dei 
controllori tradizionali soprattutto nel caso di sistemi non-lineari con più variabili in 
input e in output e in presenza di rumore o perturbazioni. 
 
Per concludere l’elaborato si analizzano i dati ottenuti dalle simulazioni e si fornisce la 
miglior configurazione del sistema e il tipo di controllore più efficace tra quelli proposti 
per il modello a 7GDL e si valuta l’effetto del controllo ottimo per il modello a 5GDL.  
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Capitolo 2 

Modello matematico a 7GDL  

 

2.1 Equazioni del moto 

Il modello del sistema a 7GDL (Fig. 1) è composto da un multirotore, rappresentato da 
un punto materiale (P) dotato di massa e due carichi sospesi, anch’essi dotati di massa, 
collegati tra loro tramite un filo ideale. In questo lavoro si è deciso di limitare il moto 
del multirotore ai soli tre gradi di libertà dovuti alle traslazioni, a cui si aggiungono due 
ulteriori gradi di libertà dovuti agli angoli di oscillazione di ciascun carico: φ, ψ, ξ e ζ. 
I due sistemi di riferimento utilizzati sono: una terna, considerata inerziale con la Terra, 
del tipo North–East–Down (O; xE, yE, zE) e una con centro nel centro di massa del 
multirotore (P; xH, yH, zH), la quale, sotto ipotesi di Terra piatta, ha assi paralleli a quelli 
del sistema inerziale [1, 8].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Fig. 1. Rappresentazione modello a 7 GDL e sistemi di riferimento. 



 

5 
 

Per ricavare le equazioni che descrivono il moto del sistema, si è deciso di utilizzare 
l’equazione dell’energia di Lagrange. A tale scopo si sono in primis definite l’energia 
cinetica e potenziale del sistema come: 

 

𝐾 =  
ଵ

ଶ
𝑚𝒑̇𝑻𝒑̇ +

ଵ

ଶ
𝑚௅𝒑̇𝑳

𝑻𝒑̇𝑳 +
ଵ

ଶ
𝑚஽𝒑̇𝑫

𝑻 𝒑̇𝑫                                      (1) 

 

𝑈 =  −𝑚𝑔𝑝ଷ − 𝑚௅𝑔𝑝௅య
− 𝑚஽𝑔𝑝஽య

                                  (2) 

 

𝐸 = 𝐾 − 𝑈                                                      (3) 

dove:  
 

𝒑𝑫 =  𝒑 + 𝑑[sin(𝜓)    − sin(𝜑) 𝑐𝑜𝑠(𝜓)      𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)]                       (4) 

 

𝒑̇𝑫  =  𝒑̇ + 𝑑[𝜓̇𝑐𝑜𝑠(𝜓)   − 𝜑̇cos (𝜑)cos (𝜓) + 𝜓̇𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑠𝑖𝑛(𝜓)    − 𝜑̇sin (𝜑)cos (𝜓)

− 𝜓̇sin (𝜑)cos (𝜓)]்                                                                                                                           (5) 

 

𝒑𝑳  =  𝒑 +  𝑙[sin(𝜁)   − sin(𝜉) cos(𝜁)    cos(𝜉) cos(𝜁)]் + 

+ 𝑑[𝑠𝑖𝑛(𝜓)     −  𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)      𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜓)]்                            (6) 

 

𝒑̇𝑳  =  𝒑̇  +  𝑙 ൣ𝜁̇ cos(𝜁)     − 𝜉̇ cos(𝜉) cos(𝜁) + 𝜁̇ sin(𝜉) sin(𝜁)      − 𝜉̇ sin(𝜉) cos(𝜁) − 𝜁̇ cos(𝜉) sin(𝜁)൧
்

+

+ 𝑑 [𝜓̇ cos(𝜓)   − 𝜑̇ cos(𝜑) cos(𝜁) + 𝜓̇ sin(𝜑) sin(𝜓)     − 𝜑̇ sin(𝜑) cos(𝜓) − 𝜓̇ cos(𝜑) sin(𝜓)]T      (7) 

 

essendo 𝒑 =  [𝑝ଵ 𝑝ଶ 𝑝ଷ]் la posizione del centro di massa del multirotore,                 
𝒑𝑳  =  [𝑝௅ଵ

 𝑝௅ଶ
 𝑝௅ଷ

]்
 la posizione del centro di massa del carico inferiore e              

𝒑𝑫  =  [𝑝஽ଵ
 𝑝஽ଶ

 𝑝஽ଷ
]்

 quella del carico superiore. Le lunghezze dei due fili sono 

rappresentate da d e l. Inoltre, identifichiamo le masse con: m massa del multirotore, 
mD massa del carico superiore e mL massa del carico inferiore.  

Introduciamo ora il vettore delle forze generalizzate 𝝉 =  [𝑢ଵ 𝑢ଶ 𝑢ଷ 0 0 0 0]் dove u1, 
u2 e u3 rappresentano le forze generate dal multirotore lungo i tre assi, e il vettore delle 
coordinate generalizzate 𝝀 =  [ 𝑝ଵ 𝑝ଶ 𝑝ଷ 𝜉 𝜁 𝜑 𝜓]். Sia inoltre                                          
𝝀̇  =  [ 𝑝̇ଵ 𝑝̇ଶ 𝑝̇ଷ 𝜉̇ 𝜁̇ 𝜑̇ 𝜓̇]் = 𝝁.  
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Per quel che riguarda la modellazione della resistenza aerodinamica si semplifica il 
multirotore come una sfera, la cui superficie resistente per l’analogia della lastra piana 
è 𝐴 = 𝜋𝑟ଶ, con coefficiente di resistenza adimensionale Cd=0.5. Si calcola quindi un 
vettore del tipo:  

𝑫𝒎 = [𝑓ௗభ
 𝑓ௗమ

 𝑓ௗయ
 0 0 0 0]்                                            (8) 

dove le componenti 𝑓ௗభ
,  𝑓ௗమ

 e 𝑓ௗయ
sono calcolate dalle prime tre componenti del vettore 

velocità 𝝁 come: 

𝑓ௗ೔
= −

ଵ

ଶ
𝜌𝐴𝐶𝑑𝜇௜|𝜇௜|       𝑐𝑜𝑛 𝑖 = 1,2,3                       (9) 

Per tenere in considerazione la resistenza legata al moto oscillatorio dei due carichi, 
invece, si crea un vettore dal prodotto di una matrice D con 𝝁:  

𝑫 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(0 0 0 𝑑௟  𝑑௟  𝑑௟  𝑑௟)                                              (10) 

 𝑑௟= 0.1 rappresenta il coefficiente di resistenza adimensionale sui carichi. 

A questo punto si utilizza la formula di Lagrange per ottenere le equazioni della 
dinamica che governano il sistema [1, 4, 7]: 

 

ௗ

ௗ௧
ቀ

డா

డ𝝀̇
ቁ −

డா

డ𝝀
=   𝝉                                          (11) 

 

Svolti gli opportuni calcoli e assumendo la notazione 𝑚ᇱ = 𝑚௅ + 𝑚஽, si riportano le 
equazioni riorganizzate in forma matriciale: 

[𝑀]𝝁̇ + [𝐶]𝝁 + [𝐺] =   𝝉 + 𝑫𝒎 − 𝑫𝝁                               (12) 

dove:  

(12.1) 

(12.2) 



 

7 
 

(12.3) 

 

 

2.2 Analisi numerica  

2.2.1 Modello dinamico  

Il modello sopra riportato, il quale rappresenta a grandi linee quello di un sistema 
massa-molla-smorzatore, è stato implementato in ambiente MatLab-Simulink. In 
questo caso la variabile di output è rappresentata dal vettore 𝝀, ottenuto tramite una 
doppia integrazione di 𝝁̇. I parametri impiegati per le simulazioni sono: 

m = 10 [kg] (massa multirotore) 

d+l = 1 [m] (lunghezza totale filo) 

r = 0.5 [m] (raggio sfera che rappresenta il multirotore) 

g=9.80665 [m/s^2] costante gravità 

𝜌 =1.225 [kg/m^3] densità al livello del mare (approssimata per basse quote)                                                    

Il metodo di integrazione è di tipo ode4 (Runge-Kutta) a passo fisso (0.001 [s]). 
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2.2.2 Criterio di arresto 

Il principio alla base del criterio di arresto implementato (il cui schema è rappresentato 
in Fig. 2) è quello di interrompere la simulazione quando il valore della variabile (V) 
rimane inferiore, o al più uguale, al valore di soglia (S) impostato, per la durata 
dell’intervallo (i) di tempo (t) desiderato: 

𝑉 ≤ 𝑆  𝑝𝑒𝑟 𝑡 ∈ [0, 𝑖]                                               (13) 

Nel caso del modello utilizzato la variabile è rappresentata dal valore di energia cinetica 
totale dei tre corpi o relativa dei carichi rispetto al multirotore. L’analisi dell’andamento 
dell’energia cinetica del sistema ha permesso inoltre, in una fase preliminare, di 
verificare che il modello di resistenza aerodinamica producesse l’effetto dissipativo 
atteso. 

Valori utilizzati per le simulazioni: S = 0.01 [J] 

           i = 2 [s] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.3 Interfaccia grafica 

Per concludere, si è implementato uno schema di visualizzazione 3D che prende in 
input le coordinate dei tre corpi durante il moto e restituisce in output una grafica della 
simulazione. Il multirotore e i due carichi sospesi sono rappresentati come delle sfere, 
modificabili in colore e dimensione dall’utente (vedi rappresentazione in Fig. 3).  

Lo strumento, inoltre, consente di muovere il punto di vista lungo i riferimenti 
principali per consentire una piena visuale in ogni direzione. L’interfaccia ottenuta  

Fig. 2. Schema criterio di arresto. 
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permette di comprendere al meglio la fisica del problema e di correggere eventuali 
anomalie.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig. 3. Rappresentazione grafica 3D (in blu il multirotore, in rosso i carichi sospesi). 
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Capitolo 3 

Controllo attivo dello stato oscillatorio  

Una volta ottenuto il modello dinamico del sistema a 7 GDL, l’obiettivo del lavoro è 
stato contenere al massimo le oscillazioni dei due carichi sospesi. Per fare questo si 
sono svolte una serie di simulazioni al variare delle condizioni iniziali del modello che 
hanno permesso di ottimizzarne il tempo di arresto.  

In particolare, questo processo si è svolto in due fasi principali:  

1. Analisi di configurazione. 
2. Implementazione e confronto dei controllori di velocità. 

 

3.1 Analisi di configurazione 

L’obiettivo di questa analisi è ottenere un risultato utile ai progetti di trasporto di carichi 
in serie. In particolare, si vuole dimostrare l’esistenza di una configurazione ottimale 
del modello, ovvero una disposizione delle masse che minimizzi l’oscillazione dei 
carichi sospesi. Si noti che il sistema è stabile a causa della presenza della resistenza 
aerodinamica sul multirotore e sui carichi sospesi la quale produce un effetto 
dissipativo sull’energia cinetica dei tre corpi.     

L’analisi è svolta con criterio di arresto sull’energia cinetica totale, a parità di masse 
(mD e mL) e di disturbo iniziale (𝝁𝟎) e al variare della percentuale di lunghezza di filo 
del carico superiore (%d) rispetto alla lunghezza di filo totale (d+l): 

%𝑑 =
ௗ

ௗା௟
∙ 100                                                    (14) 

Si assume come configurazione ottimale il valore di %d che corrisponde al minimo tra 
i tempi di arresto (t) delle simulazioni.  

Di seguito si propongono tre casi: nel Caso 1 si studia il comportamento del sistema al 
variare del disturbo iniziale e si evidenzia una simmetria nei comportamenti del 
modello nelle due direzioni (Tab. 1-2). Nei Casi 2 e 3, invece, si analizza il modello a 
parità di disturbo iniziale e al variare delle masse in gioco, con un aumento dei tempi 
di arresto nel caso in cui il carico più pesante sia quello inferiore (Tab. 3-4).  
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Caso 1) mD = mL= 1 kg: 

 
- 𝝁𝟎 = [0 0 0 1 0 1 0]T ;  [m/s, rad/s] 

 
%d t [s] 
5 29.553 
10 27.318 
20 24.781 
30 22.475 
40 21.222 
50 21.007 
60 22.614 
70 24.535 
80 28.364 
90 35.090 
95 42.663 

 

Tab. 1. Simulazione con input di velocità angolare dei due carichi sul piano East-Down. 

 

 

 

- 𝝁𝟎 = [0 0 0 0 1 0 1]T;  [m/s, rad/s] 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tab. 2. Simulazione con input di velocità angolare dei due carichi sul piano North-Down. 

   

 

 

%d t [s] 
5 29.553 
10 27.315 
20 24.776 
30 22.466 
40 21.209 
50 20.992 
60 22.604 
70 24.526 
80 29.149 
90 35.092 
95 42.665 
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Caso 2) mL = 2 kg, mD=1 kg:  

 
- 𝝁𝟎 = [0 0 0 1 0 1 0]T;  [m/s, rad/s] 
 

%d t [s] 
5 55.902 
10 52.639 
20 48.072 
30 43.867 
40 42.375 
50 41.210 
60 41.914 
70 43.721 
80 47.434 
90 52.320 
95 57.851 

 

     Tab. 3. Simulazione con masse diverse e input velocità angolare sul piano East-Down. 

 

Caso 3) mL = 1 kg, mD=2 kg:  

 
- 𝝁𝟎 = [0 0 0 1 0 1 0]T;  [m/s, rad/s] 
 

%d t [s] 
5 32.366 
10 29.916 
20 25.288 
30 22.645 
40 21.870 
50 20.650 
60 22.886 
70 27.919 
80 35.932 
90 48.800 
95 62.490 

 

     Tab. 4. Simulazione con masse modificate e input velocità angolare sul piano East-Down. 

 

È possibile notare sin da ora che per tutti i casi in esame si presenta un minimo 
nell’andamento dei tempi di arresto quando il carico superiore è posto a circa il 50% 
della lunghezza totale del filo.  
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3.2 Implementazione e confronto dei controllori di velocità 

La seconda fase dell’ottimizzazione si basa sulla modellazione e la ricerca del 
controllore di velocità che consente di ottenere il massimo smorzamento delle 
oscillazioni dei carichi. I controllori implementati sono: un controllore di velocità del 
multirotore e quattro controllori di velocità ausiliari (𝑻𝒑𝒄𝟏, 𝑻𝒑𝒄𝟐, 𝑻𝒑𝒄𝒈, 𝑻𝒑𝒄𝒈𝑳 ).  

 

3.2.1 Controllore di velocità del multirotore 

Il primo sistema di controllo implementato è un sistema in retroazione di tipo 
proporzionale-integrale (PI), in cui l’errore viene generato tramite la differenza tra la 
velocità desiderata (𝑽𝒅𝒆𝒔) e la velocità misurata (in questo caso quella in uscita dal 
modello dinamico). Gli output sono tre componenti di forza dirette lungo i tre assi 
principali (tc1, tc2, tc3) che si sommano al vettore di forze generalizzate applicato al 
multirotore (𝝉).  

Guadagni controllore: P = 10, I = 0.05 

𝑽𝒅𝒆𝒔 = [𝑉𝑁ௗ௘௦  
 𝑉𝐸ௗ௘௦  𝑉𝐷ௗ௘௦]𝑻 

 

 

 

 

 

 

In Fig. 4 si osserva lo schema della generazione della componente di forza tc1 a partire 
dai valori di velocità desiderata (𝑉𝑁ௗ௘௦) e velocità in uscita dal modello (VN).  

Una volta implementato il controllore di velocità sul multirotore si è svolta una prima 
serie di simulazioni con l’obiettivo di studiarne gli effetti smorzanti e ottenere un valore 
della configurazione ottimale quanto più preciso ed attinente alla realtà. 

Per questa fase di simulazioni, come nel caso precedente, si è misurato il tempo di 
arresto (t) al variare di %d, definita come nell’Eq. (14). Diversamente da quanto fatto 
in precedenza, invece, le condizioni iniziali su posizioni e velocità sono state distribuite 
su ciascuna componente dei vettori 𝝀𝟎 e 𝝁𝟎 in un’ottica di generalizzazione del 
problema.  

Fig. 4.  Schema controllo della velocità lungo l’asse North. 
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Inoltre, per ottenere un valore più preciso della configurazione ottimale, nell’intorno 
del minimo dei tempi di arresto (t) si è diminuito il passo tra due simulazioni successive 
da %d=10 fino a %d=1. 

I Casi 1 e 2 analizzati presentano gli stessi disturbi iniziali, la stessa velocità desiderata 
e una variazione del valore di mL: 
 

 

Caso 1) Condizioni iniziali: 𝝀𝟎= [0 0 -10 0.524 -0.785 0.262 0.436]T        [m, rad] 

                𝝁𝟎  = [1 1.5 0 0.175 -0.349 -0.349 0.175]T  [m/s, rad/s] 

             mD  = 1   [kg] 

              mL = 2    [kg] 

             Vdes = [0 0 0]T  [m/s]      

 

Risultati: 

%d t [s] 
10 30.905 
20 27.603 
30 24.516 
40 22.380 
45 21.371 
50 20.457 
55 19.540 
58 18.773 
59 18.770 
60 18.771 
61 18.777 
65 18.829 
70 19.663 

 

           Tab. 5. Simulazioni controllore di velocità multirotore. 
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Caso 2) Condizioni iniziali: 𝝀𝟎= [0 0 -10 0.524 -0.785 0.262 0.436]T        [m, rad] 

                𝝁𝟎  = [1 1.5 0 0.175 -0.349 -0.349 0.175]T  [m/s, rad/s] 

             mD  = 1   [kg] 

              mL = 3    [kg] 

             Vdes = [0 0 0]T  [m/s] 

Risultati:  

%d t [s] 
10 29.021 
20 26.746 
30 23.928 
40 21.935 
50 20.056 
55 19.146 
58 18.404 
59 18.403 
60 18.407 
61 18.415 
65 18.523 
70 19.342 

   

Tab. 6. Simulazioni con controllore velocità multirotore e mL modificata. 

 

Dai risultati ottenuti (Tab. 5-6) si osserva un abbassamento dei tempi di arresto delle 
simulazioni a causa dell’effetto del controllore di velocità e si conferma la presenza di 
un minimo nell’intorno di %d=59 (Fig. 5), valore che si assume come configurazione 
ottimale per l’analisi e il confronto dei controllori di velocità ausiliari nel Capitolo 
successivo. Inoltre, si può dedurre che una modifica del valore della massa non 
comporti una variazione sostanziale del minimo.   

 

Fig. 5. Confronto tra Caso 1 e Caso 2. 

 t 
[s

]
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3.2.2 Controllori di velocità ausiliari 

Il secondo controllore impiegato ha il compito di ridurre la velocità relativa tra il mezzo 
e un punto specifico. In altre parole, il suo obiettivo è mantenere il multirotore allineato 
verticalmente con il riferimento scelto. Per raggiungere questo scopo, viene utilizzato 
un controllore proporzionale che tiene conto sia della velocità che della posizione 
relativa del multirotore rispetto al punto. Nel caso in esame, con l’obiettivo di 
minimizzare le oscillazioni dei carichi sospesi, si sono implementati quattro diversi 
controllori che utilizzano la velocità e la posizione di: carico superiore (𝑻𝒑𝒄𝟏), carico 
inferiore (𝑻𝒑𝒄𝟐), baricentro dei tre corpi (𝑻𝒑𝒄𝒈) o baricentro dei due carichi sospesi 

(𝑻𝒑𝒄𝒈𝑳). I controllori ausiliari agiscono soltanto lungo le direzioni East e North e i 
guadagni utilizzati sono: kV = 5, kP = 50. 

 

 

 Controllo sul carico superiore: 

𝒗𝒓𝒆𝒍𝟏
= 𝒑̇𝑫 − 𝒑̇                                                        (15) 

𝒑𝒓𝒆𝒍𝟏
= 𝒑𝑫 − 𝒑                                                 (16) 

𝑻𝒑𝒄𝟏 = [𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟ଵ
(1) + 𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟ଵ

(1)      𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟ଵ
(2) + 𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟ଵ

(2)      0 ] ்   (17) 

 

 

 

 Controllo sul carico inferiore:  

𝒗𝒓𝒆𝒍𝟐
= 𝒑̇𝑳 − 𝒑̇                                                   (18) 

𝒑𝒓𝒆𝒍𝟐
= 𝒑𝑳 − 𝒑                                                  (19) 

𝑻𝒑𝒄𝟐 = [𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟ଶ
(1) + 𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟ଶ

(1)      𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟ଶ
(2) + 𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟ଶ

(2)      0 ] ்   (20) 
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 Controllo sul baricentro dei tre corpi: 
 

𝒗𝒈 =
௠∙𝒑̇ ା ௠ವ∙𝒑̇𝑫 ା ௠ಽ∙𝒑̇𝑳

௠ା௠ವା௠ಽ
                                           (21) 

𝒗𝒓𝒆𝒍𝒈
= 𝒗𝒈 − 𝒑̇                                                   (22) 

 

𝒑𝒈 =
௠∙𝒑ା௠ವ∙𝒑𝑫ା௠ಽ∙𝒑𝑳

௠ା௠ವା௠ಽ
                                             (23) 

𝒑𝒓𝒆𝒍𝒈
= 𝒑𝒈 − 𝒑                                                   (24) 

 

𝑻𝒑𝒄𝒈 = [𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟௚
(1) + 𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟௚

(1)      𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟௚
(2) + 𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟௚

(2)      0 ] ்   (25) 

 

 

 Controllo sul baricentro dei due carichi sospesi: 

𝒗𝒈𝑳 =
௠ವ∙𝒑̇𝑫ା௠ಽ∙𝒑̇𝑳

௠ವା௠ಽ
                                              (26) 

𝒗𝒓𝒆𝒍𝒈𝑳
= 𝒗𝒈𝑳 − 𝒑̇                                                    (27) 

 

𝒑𝒈𝑳 =
௠ವ∙𝒑𝑫ା௠ಽ∙𝒑𝑳

௠ವା௠ಽ
                                              (28) 

𝒑𝒓𝒆𝒍𝒈𝑳
= 𝒑𝒈𝑳 − 𝒑                                                 (29) 

 

𝑻𝒑𝒄𝒈𝑳 = [𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟௚௅
(1) + 𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟௚௅

(1)      𝑘௏ ∙ 𝑣௥௘௟௚௅
(2) +

                                  +𝑘௉ ∙ 𝑝௥௘௟௚௅
(2)     0 ] ்                                                                (30) 

 

 

Si sono svolte delle simulazioni al variare della tipologia di controllore ausiliario 
implementato e a parità di condizioni iniziali del Caso 1 del controllore di velocità del 
multirotore, utilizzando la configurazione ottimale ottenuta precedentemente (pag. 15) 
che prevede: %d = 59.  
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Caso 1)  𝑻𝒑𝒄𝟏: t = 9.535 [s] 

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Fig. 6. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଵ. 

Fig. 7. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଵ. 
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Fig. 8. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐ଵ. 
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Caso 2) 𝑻𝒑𝒄𝟐: t = 8.806 [s] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 9. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଶ. 
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Fig. 10. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐ଶ. 
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Fig. 11. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐ଶ. 
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Caso 3) 𝑻𝒑𝒄𝒈: t = 13.911 [s] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 12. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚. 

Fig. 13. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚. 

Fig. 14. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐௚. 
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Caso 4) 𝑻𝒑𝒄𝒈𝑳:  t = 8.400 [s] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 15. Energia cinetica nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚௅. 

Fig. 16. Angoli di oscillazione dei carichi nel caso del controllore 𝑇𝑝𝑐௚௅. 

 

Fig. 17. Velocità angolari di oscillazione dei carichi nel caso del controllore  𝑇𝑝𝑐௚௅. 
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Dai risultati dei tempi di arresto (t) ottenuti e dai grafici sopra riportati che 
rappresentano l’energia cinetica totale del sistema e gli andamenti degli angoli e della 
velocità di oscillazione dei carichi sospesi per ciascun tipo di controllore utilizzato 
(Fig. 6-17), si osserva che il controllore ausiliario più efficace in termini di 
smorzamento delle oscillazioni è quello che usa come riferimento il baricentro dei due 
carichi sospesi. Inoltre, si può concludere che, confrontando i risultati del Caso 4 con 
quelli presenti in Tab. 5, per il valore di configurazione ottimale (%d=59) il tempo di 
arresto con 𝑻𝒑𝒄𝒈𝑳 è all’incirca dimezzato rispetto al caso in cui è applicato il solo 

controllore di velocità del multirotore.  

In Fig. 18 si confrontano l’energia cinetica e la forza di controllo in direzione North 
nel caso in cui si implementi il solo controllore di velocità del multirotore (𝝉𝒗𝒆𝒍) e nel 
caso in cui si aggiunga il controllore ausiliario sul baricentro dei due carichi (𝝉𝑻𝒑𝒄𝒈𝑳). 

Nei due grafici rappresentati si osservano un valore di forza di controllo e di energia 
cinetica maggiori in presenza del controllore ausiliario nella prima fase del moto del 
multirotore e una riduzione del tempo di arresto della simulazione.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 18. Confronto tra il sistema con il solo controllore di velocità del multirotore e quello con 
l’aggiunta del controllore TpcgL. 
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Capitolo 4 

Modello matematico a 5GDL 

 

4.1 Equazioni del moto 

Il modello matematico del sistema a 5GDL (Fig. 19) altro non è che il sistema 
semplificato del modello a 7GDL già illustrato nel Capitolo 2, con la differenza che in 
questo caso si è in presenza di un solo carico sospeso e di conseguenza di due gradi di 
libertà (ξ e ζ) che si aggiungono ai tre dovuti al moto del multirotore nello spazio [2].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 19. Rappresentazione modello a 5 GDL e sistemi di riferimento. 
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Per ricavare le equazioni che descrivono il moto del sistema, analogamente a quanto 
fatto precedentemente, si utilizza l’equazione dell’energia di Lagrange (11) in cui: 

 

𝐾 =  
ଵ

ଶ
𝑚𝒑̇𝑻𝒑̇ +

ଵ

ଶ
𝑚௅𝒑̇𝑳

𝑻𝒑̇𝑳                                             (31) 

 

𝑈 =  −𝑚𝑔𝑝ଷ − 𝑚௅𝑔𝑝௅య
                                               (32) 

 

𝐸 = 𝐾 − 𝑈                                                          (33) 

dove: 

𝒑𝑳  =  𝒑 +  𝐿[sin(𝜁)   − sin(𝜉) cos(𝜁)    cos(𝜉) cos(𝜁)]்                          (34) 

 

𝒑̇𝑳  =  𝒑̇  +  𝐿ൣ𝜁̇ cos(𝜁)    − 𝜉̇ cos(𝜉) cos(𝜁) + 𝜁̇ sin(𝜉) sin(𝜁)     − 𝜉̇ sin(𝜉) cos(𝜁) − 𝜁̇ cos(𝜉) sin(𝜁)൧
்
 (35) 

 

essendo 𝒑𝑳  =  [𝑝௅ଵ
 𝑝௅ଶ

 𝑝௅ଷ
]்

 la posizione del centro di massa del carico, mL la sua 

massa e L la lunghezza del filo. Si introduce quindi il nuovo vettore delle coordinate 
generalizzate 𝝀 =  [ 𝑝ଵ 𝑝ଶ 𝑝ଷ 𝜉 𝜁]் e inoltre 𝝀̇  =  [ 𝑝̇ଵ 𝑝̇ଶ 𝑝̇ଷ 𝜉̇ 𝜁̇]் = 𝝁.  
 
Il modello di resistenza aerodinamica utilizzato è analogo a quello definito nel Capitolo 
2.1 con la differenza che in questo caso la resistenza è applicata ad un solo carico. 

A questo punto tramite le Eqs. (11) e (12) si ricavano le equazioni del moto che 
governano il sistema. Assumendo la notazione 𝑀 = 𝑚 + 𝑚௅, si riportano le equazioni 
riorganizzate in forma matriciale: 

       

    (36) 

 

 

   (37) 
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  (38) 

 
Per il caso in esame è conveniente applicare un cambio di variabile che permetterà, 
durante la fase di progetto del controllore, di ottenere una legge di controllo in grado 
di agire simultaneamente sul tracciamento della traiettoria di riferimento del 
multirotore e sullo smorzamento delle oscillazioni del carico sospeso. A tal proposito, 
se si definisce G il baricentro del sistema composto dal multirotore e dal carico, la sua 
posizione sarà: 

𝒓 =
(௠𝒑ା௠ಽ𝒑𝑳)

ெ
                             (39) 

 

e si definiscono i due nuovi vettori di coordinate generalizzate: 

 

𝝆 = [𝒓்𝜉 𝜁]் = [𝜌ଵ 𝜌ଶ 𝜌ଷ 𝜌ସ 𝜌ହ]்     (40) 

 

𝝈 = [𝒓 ̇ ்𝜉̇ 𝜁̇]் = [𝜎ଵ 𝜎ଶ 𝜎ଷ 𝜎ସ 𝜎ହ]்      (41) 

 

A questo punto si possono ridurre le equazioni del moto in forma matriciale calcolate 
precedentemente a un sistema di equazioni differenziali: 

 

𝝆̇ =  𝝈      (42) 

𝜎̇ଵ = 𝑢ଵ/𝑀          (43) 

𝜎̇ଶ = 𝑢ଶ/𝑀          (44) 

 𝜎̇ଷ = 𝑢ଷ/𝑀 + 𝑔          (45) 

𝜎̇ସ = 2𝜎ସ𝜎ହ𝑡𝑎𝑛𝜌ହ + (𝑢ଶ𝑐𝑜𝑠𝜌ସ + 𝑢ଷ𝑠𝑖𝑛𝜌ସ)/(𝐿𝑚𝑐𝑜𝑠𝜌ହ)  (46) 

𝜎̇ହ = −𝑠𝑖𝑛𝜌ହ𝑐𝑜𝑠𝜌ହ𝜎ସ
ଶ − (𝑢ଵ𝑐𝑜𝑠𝜌ହ + 𝑢ଶ𝑠𝑖𝑛𝜌ସ𝑠𝑖𝑛𝜌ହ − 𝑢ଷ𝑐𝑜𝑠𝜌ସ𝑠𝑖𝑛𝜌ହ)/𝐿𝑚  (47) 
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Capitolo 5 

Model Predictive Control 

 

5.1 Il controllo ottimo in ciclo aperto 

Si dice problema di controllo ottimo la ricerca della funzione 𝒖𝒐𝒕𝒕(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑡଴, 𝑡௙], alla 

quale corrisponde il minimo della funzione di costo 𝐽.  

Dato il modello matematico: 

𝒙̇(𝑡) = 𝒇(𝒙, 𝒖, 𝑡),       𝒙(𝑡଴) = 𝒙𝟎,       𝑥௡௫ଵ,    𝑢௥௫ଵ   (48) 

𝛘ൣ𝒙൫𝑡௙൯, 𝑡௙൧ = 0,            χ௤௫ଵ     (49) 

e la funzione di costo: 

𝐽: = 𝛽ൣ𝒙൫𝑡௙൯, 𝑡௙൧ + ∫ 𝒇𝟎(𝒙, 𝒖, 𝑡)𝑑𝑡
௧೑

௧బ
    (50) 

 

l’equazione di stato (48) rappresenta il modello del comportamento del sistema 
dinamico di ordine n, dove x(t) è il vettore di stato e x0 è lo stato del modello all’istante 
iniziale t0. L’equazione vettoriale algebrica (49) rappresenta un insieme ammissibile 
per lo stato all’istante finale tf. Il problema di controllo ammette soluzione solo se 
almeno un elemento dell’insieme ammissibile definito dalla (49) è raggiungibile a 
partire dallo stato iniziale x0. La funzione di costo è costituita dalla somma di un 
termine 𝛽ൣ𝒙൫𝑡௙൯, 𝑡௙൧ che influenza lo stato all’istante finale tf (e viene chiamato costo 

terminale) e di un termine ∫ 𝒇𝟎(𝒙, 𝒖, 𝑡)𝑑𝑡
௧೑

௧బ
 che influenza l’evoluzione del modello 

nell’intervallo di valutazione (costo integrale).  

Condizione necessaria perché il problema di controllo ottimo ammetta soluzione, cioè 
che la soluzione 𝒖𝒐𝒕𝒕(𝑡), se esiste, sia ottima è che, definita la funzione hamiltoniana: 

 

𝐻(𝒙, 𝒖, 𝝀, 𝑡) ≔  𝒇𝟎(𝒙, 𝒖, 𝑡) + 𝝀்(𝑡)𝒇(𝒙, 𝒖, 𝑡)          (51) 
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in corrispondenza di 𝒖𝒐𝒕𝒕(𝑡) sia soddisfatto il seguente sistema di equazioni vettoriali 
differenziali e algebriche insieme con le Eqs. (48)-(50): 

 

𝝀̇(𝑡) = −𝑯𝒙
𝑻,         𝝀൫𝑡௙൯ = [(𝜷𝒙 + 𝛎்𝛘𝒙)்]௧ୀ௧௙   (52) 

 

𝑯𝒖 = 0         (53) 

 

Questo tipo di problema viene anche chiamato two-point boundary value problem a 
causa delle condizioni al contorno su due istanti diversi applicate alle Eqs. (48) e (52) 
e rappresenta un problema di complessa integrazione numerica.   

Le coppie di equazioni (52) e (53) vengono spesso indicate con il nome di equazioni 
di Eulero-Langrange mentre la variabile 𝝀(𝑡) prende il nome di co-stato. 
Il caso particolare di problema di controllo ottimo che si utilizza nelle simulazioni del 
capitolo successivo è quello con vincoli separati sullo stato finale. In questo caso la 
(49) viene espressa in una forma particolare nella quale il vincolo su ciascuna variabile 
di stato è espresso separatamente dai vincoli sulle altre variabili di stato. Il modello di 
un problema di questo tipo presenta i vincoli sullo stato finale nella forma particolare: 

𝑥௜൫𝑡௙൯ = 𝛼௜ ,           𝑖 = 1,2, … , 𝑞,     𝑞 ≤ 𝑛   (54) 

Poiché non ha senso influenzare le variabili di stato 𝑥௜൫𝑡௙൯, 𝑝𝑒𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑞, 

all’istante finale essendo queste assegnate dalla (54) risulta 𝛽௫೔
= 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑞, e la 

condizione al contorno (52) si semplifica come segue: 

𝝀̇(𝑡) = −𝑯𝒙
𝑻,         𝝀൫𝑡௙൯ = ቊ

ν௜                  𝑝𝑒𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑞,

𝛽௫೔
ห

௧ୀ௧೑
    𝑝𝑒𝑟 𝑖 = 𝑞 + 1, … , 𝑛.  (55) 

La (55), insieme con le (48), (53) e (54), costituisce la condizione necessaria perché la 
𝒖𝒐𝒕𝒕(𝑡), se esiste, sia ottima. Osservando le (54) e (55), inoltre, si può constatare che 
per ogni variabile di stato vincolata all’istante finale, dalla (54) viene rilasciata la 
condizione al contorno dell’omologa componente del vettore 𝝀 [10]. 
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5.2 Applicazione al controllo del carico sospeso 

Per applicare il controllo ottimo in ciclo aperto (descritto nella sezione 5.1) al sistema 
del multirotore con il carico sospeso, si ricava un nuovo sistema di equazioni della 
dinamica in funzione di due errori sulla posizione (𝜹) e sulla velocità (𝝐) del baricentro 
dei due corpi. Si considerino i valori desiderati degli angoli di oscillazione del carico 
durante il percorso: 

𝜉̅ = 𝜁 ̅ = 0 

Si definiscono i vettori di coordinate generalizzate desiderate: 

 

𝝆ഥ = [𝒓ത்𝜉̅ 𝜁]்̅ 

𝝈ഥ = [𝒓ത ̇ ்𝜉̅̇ 𝜁 ̅̇]்          (56) 

 

quindi: 
 

𝜹 = 𝝆ഥ − 𝝆 = [𝛿ଵ 𝛿ଶ 𝛿ଷ 𝛿ସ 𝛿ହ]் 

       𝝐 = 𝝈ഥ − 𝝈 = [𝜖ଵ 𝜖ଶ 𝜖ଷ 𝜖ସ 𝜖ହ]்        (57) 

 

Sostituendo la (57) nelle Eqs. (42)-(47), si ottiene il sistema della dinamica dell’errore: 

 

𝜹̇ =  𝝐      (58) 

𝜖ଵ̇ = −𝑢ଵ/𝑀 + 𝑣̅ ̇ ଵ     (59) 

𝜖ଶ̇ = −𝑢ଶ/𝑀 + 𝑣̅ ̇ ଶ     (60) 

𝜖ଷ̇ = −𝑢ଷ/𝑀 − 𝑔 + 𝑣̅ ̇ ଷ     (61) 

𝜖ସ̇ = 2𝜖ସ𝜖ହ𝑡𝑎𝑛𝛿ହ + (𝑢ଷ𝑠𝑖𝑛𝛿ସ − 𝑢ଶ𝑐𝑜𝑠𝛿ସ)/(𝐿𝑚𝑐𝑜𝑠𝛿ହ)  (62) 

𝜖ହ̇ = −𝑠𝑖𝑛𝛿ହ𝑐𝑜𝑠𝛿ହ𝜖ସ
ଶ + (𝑢ଵ𝑐𝑜𝑠𝛿ହ + 𝑢ଶ𝑠𝑖𝑛𝛿ସ𝑠𝑖𝑛𝛿ହ + 𝑢ଷ𝑐𝑜𝑠𝛿ସ𝑠𝑖𝑛𝛿ହ)/𝐿𝑚  (63) 

 

Per semplicità si impone che 𝑣̅ ̇ ଵ, 𝑣̅ ̇ ଶ e 𝑣̅ ̇ ଷ siano nulle (ovvero che il riferimento, 
almeno a tratti, si muova di moto rettilineo uniforme).  
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La (61) viene quindi riscritta imponendo: 

𝑢ଷ = 𝑢തଷ − 𝑀𝑔      (64) 

e diventa: 

𝜖ଷ̇ = −𝑢തଷ/𝑀 + 𝑣̅ ̇ ଷ     (65) 

Di conseguenza è necessario sostituire la (64) anche nelle Eqs. (62) e (63) per ottenere 
il sistema di equazioni definitivo. 

Per risolvere l’integrazione del problema di controllo ottimo in MatLab si utilizza un 
algoritmo (bvp_final il cui script è proposto per intero in Appendice) in cui si 
considerano: 

𝒇(𝒙, 𝒖, 𝑡) = [𝝐 𝝐̇]
்

     (66) 

 

𝒇𝟎(𝒙, 𝒖, 𝑡) = 𝑐𝛿൫𝛿ସ
ଶ + 𝛿ହ

ଶ൯ + 𝑐𝜖(𝜖ସ
ଶ + 𝜖ହ

ଶ) + 𝑐௨(𝑢ଵ
ଶ + 𝑢ଶ

ଶ + 𝑢തଷ
ଶ)  (67) 

Dove 𝑐𝛿, 𝑐𝜖 𝑒 𝑐௨ rappresentano dei fattori di peso. Si tenga presente che nel caso di 
questo controllore non viene impostato nessun costo terminale. Le condizioni al 
contorno del problema vengono date sia all’istante iniziale (𝝀𝟎, 𝝁𝟎) che a quello finale 
(𝝀𝒇, 𝝁𝒇), simulando un percorso da un punto A ad un punto B. Si assumono come 

condizioni iniziali sul multirotore: 

 𝝀𝟎= [𝜆଴ଵ   𝜆଴ଶ    𝜆଴ଷ   𝜆଴ସ  𝜆଴ହ] T    

𝝁𝟎  = [𝜇଴ଵ   𝜇଴ଶ    𝜇଴ଷ   𝜇଴ସ  𝜇଴ହ] T    (68)

  

quindi sul carico: 

  𝒑𝑳𝟎 = [𝜆଴ଵ   𝜆଴ଶ    𝜆଴ଷ + 𝐿   𝜆଴ସ  𝜆଴ହ]்      

         𝒑̇𝑳𝟎 = 𝝁𝟎        (69) 

e sul baricentro si avrà: 

𝒓𝟎 = (𝑚𝝀𝟎 + 𝑚௅𝒑𝑳𝟎)/𝑀     

𝒓̇𝟎 = 𝝁𝟎          (70) 

e di conseguenza: 

𝝆𝟎 = 𝒓𝟎 − 𝝀𝟎   

𝝈𝟎 = [0 0 0 0 0]்       (71) 
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Infine, per ottenere i valori desiderati con cui si genera l’errore ad ogni iterazione: 

𝝆ഥ = 𝝆𝟎 + 𝝀𝒇   

𝝈ഥ = 𝝁𝒇         (72) 

 

5.3 Il controllo Model Predictive 

Nel caso in cui il sistema sia non-lineare e il modello dinamico non particolarmente 
sofisticato, l’utilizzo del controllo ottimo in ciclo aperto con orizzonte temporale finito 
non garantisce una soluzione convergente per il problema in presenza di incertezze sul 
modello. Per questo motivo, nel caso esaminato si è implementata una tecnica di 
controllo di tipo predittivo (MPC). Questo metodo consiste nel calcolare l’azione di 
controllo (input) risolvendo un problema di controllo ottimo con orizzonte temporale 
finito (tf) per ogni iterazione all’interno dell’intervallo temporale fissato (delta_t). 
Della sequenza di ingressi ottenuta tramite questo processo si applica al modello 
soltanto il primo elemento e si reimposta il problema per il passo successivo, 
utilizzando il nuovo stato del modello come condizione iniziale del problema. 
È importante notare che in questo caso l’orizzonte temporale (tf) non corrisponde più 
al tempo necessario per effettuare la manovra ma rappresenta un parametro che, come 
si vedrà nel capitolo successivo, influenza notevolmente il tempo di arresto delle 
simulazioni (ta) e in generale la legge della spinta applicata al multirotore (u) [14]. 
  
5.4 Risultati numerici 

L’obiettivo di questa analisi è studiare il comportamento del modello in termini di 
tempo di arresto (ta) e di valore assoluto della spinta massima applicata 
(𝒖𝒎𝒂𝒙 = [𝑢ଵ௠௔௫  𝑢ଶ௠௔௫  𝑢ଷ௠௔௫]்) al variare dell’orizzonte temporale (tf) di risoluzione del 
problema di controllo ottimo.  

Per l’implementazione in Simulink del modello si è usato uno schema analogo a quello 
del sistema a 7GDL, utilizzando la forma matriciale delle equazioni presentata nel 
capitolo precedente. I parametri impiegati per le simulazioni sono: 

m = 10 [kg] (massa multirotore) 

mL= 2  [kg] (massa carico sospeso) 

L = 1  [m] (lunghezza totale filo) 

r = 0.5 [m] (raggio sfera che rappresenta il multirotore) 

g=9.80665 [m/s^2] costante gravità 

𝜌 =1.225 [kg/m^3] densità al livello del mare (approssimata per basse quote)                                                 
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Il metodo di integrazione è di tipo ode4 (Runge-Kutta) a passo fisso (0.2 [s]). 

Il criterio di arresto delle simulazioni è uguale a quello descritto precedentemente (vedi 
Capitolo 2.2.2) ma assumendo come variabile (V) l’energia cinetica totale del sistema 
completo calcolata nell’Eq. (31). 

Per verificare la robustezza del controllore si analizzano tre casi in cui si incrementa 
gradualmente il disturbo esterno: nel Caso 1 non si considerano disturbi, nel Caso 2 si 
applica la resistenza aerodinamica e nel Caso 3 si aggiunge un’incertezza del 10% sulla 
lunghezza L. Si simula un percorso del multirotore tra due condizioni di hovering dalle 
coordinate 𝒑𝟎= [0 0 -10] T [m] a 𝒑𝒇= [3 5 -11] T [m]. 

Nelle Tab. 7-9 si mostrano i risultati dei tempi di arresto e della spinta massima ottenuti 
per i tre casi sopraelencati. Le simulazioni si sono svolte al variare dell’orizzonte 
temporale da tf=5s a tf=15s con passo pari a 1s tra due simulazioni successive. In        
Fig. 20 si confronta l’andamento dell’energia cinetica nel caso di tf=5s e tf=15s. Infine, 
i grafici nelle Fig. 21-26 rappresentano l’andamento delle componenti dell’errore di 
posizione (𝜹) e di velocità (𝝐) per tf=5s, tf=10s e tf=15s.  
 

Caso 1) Simulazioni in assenza di resistenza aerodinamica: 

Condizioni al contorno: 𝝀𝟎= [0 0 -10 0 0] T  [m, rad]  
            𝝁𝟎  = [0 0 0 0 0] T [m/s, rad/s] 

                    𝝀𝒇 = [3 5 -11 0 0] [m, rad] 

         𝝁𝒇  = [0 0 0 0 0] T [m/s, rad/s] 

         𝑐ఋ = 𝑐ఢ = 2 
         𝑐௨ = 10 
         delta_t = 0.2  [s] 
         soglia = 0.01  [J] 
         intervallo = 2 [s] 

 

Tab. 7. Simulazioni in assenza di resistenza aerodinamica. 

tf [s] ta [s] 𝒖𝟏𝒎𝒂𝒙 [N] 𝒖𝟐𝒎𝒂𝒙 [N] 𝒖𝟑𝒎𝒂𝒙 [N] 
5 13.4 6.8243 11.3738 120.5361 
6 13.6 5.8370 9.7284 119.4805 
7 16 3.6758 6.1264 119.1022 
8 17 3.2944 5.4907 118.7378 
9 19.2 2.3310 3.8851 118.5368 
10 20 2.0847 3.4744 118.3702 
11 22 1.6299 2.7164 118.2542 
12 23.2 1.4238 2.3730 118.1641 
13 24.8 1.2105 2.0175 118.0923 
14 26.4 1.0309 1.7181 118.0376 
15 27.4 0.9332 1.5554 117.9907 
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Fig. 20. Andamento energia cinetica del sistema nel caso tf1=5s e tf2=15s. 

Fig. 21. Errori di posizione del multirotore e degli angoli di oscillazione nel caso tf=5s. 
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Fig. 22. Errori di posizione del multirotore e degli angoli di oscillazione nel caso tf=10s. 

 

Fig. 23. Errori di posizione del multirotore e degli angoli di oscillazione nel caso tf=15s. 
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Fig. 24. Errori di velocità del multirotore e di velocità di oscillazione nel caso tf=5s. 

Fig. 25. Errori di velocità del multirotore e di velocità di oscillazione nel caso tf=10s, 
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Caso 2) Simulazioni in presenza di resistenza aerodinamica: 

Condizioni al contorno: Caso 1 

tf [s] ta [s] 𝒖𝟏𝒎𝒂𝒙 [N] 𝒖𝟐𝒎𝒂𝒙 [N] 𝒖𝟑𝒎𝒂𝒙 [N] 
5 13.2 6.8243 11.3738 120.5361 
6 13.8 5.8370 9.7284 119.4805 
7 16.2 3.6758 6.1264 119.1022 
8 17 3.2944 5.4907 118.7378 
9 19.4 2.3310 3.8851 118.5368 
10 20.2 2.0847 3.4744 118.3702 
11 22.4 1.6299 2.7164 118.2542 
12 23.4 1.4238 2.3730 118.1641 
13 25 1.2105 2.0175 118.0923 
14 26.6 1.0309 1.7181 118.0376 
15 27.8 0.9332 1.5554 117.9907 

 

Tab. 8. Simulazioni in presenza di resistenza aerodinamica. 

 

 

Fig. 26. Errori di velocità del multirotore e di velocità di oscillazione nel caso tf=15s. 
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Caso 3) Simulazioni con incertezza sulla lunghezza del filo: 

Condizioni al contorno:  Caso 1 
L=1.1 [m] 

 

tf [s] ta [s] 𝒖𝟏𝒎𝒂𝒙 [N] 𝒖𝟐𝒎𝒂𝒙 [N] 𝒖𝟑𝒎𝒂𝒙 [N] 
5 12.4 7.2445 12.0741 120.4789 
6 14 5.5851 9.3085 119.4982 
7 16 3.8268 6.3779 119.0975 
8 17.2 3.2248 5.3747 118.7350 
9 19.4 2.3591 3.9319 118.5396 
10 20.4 2.0986 3.4977 118.3660 
11 22.6 1.6001 2.6669 118.2573 
12 23.2 1.4723 2.4539 118.1610 
13 25.4 1.1581 1.9302 118.0946 
14 26.2 1.0878 1.8131 118.0357 
15 28.4 0.8786 1.4644 117.9921 

 

Tab. 9. Simulazioni con incertezza sulla lunghezza del filo. 

 

Un primo aspetto da notare confrontando le Tab. 7-9 è un aumento nei tempi di arresto 
delle simulazioni in presenza di resistenza aerodinamica e di un’incertezza sulla 
lunghezza L che non influenzano però le funzionalità del controllore. Inoltre, si osserva 
una caratteristica comune a tutti e tre i casi e propria della natura stessa dell’MPC: al 
diminuire di tf si ottengono valori di spinta massima più elevati che causano picchi di 
energia cinetica maggiori (Fig. 20) e tempi di convergenza alla posizione e alla velocità 
desiderate minori (Fig.21-26). Nella pratica è necessario trovare il giusto compromesso 
tra il tempo di manovra (tf) e la spinta generata (umax) per evitare valori di spinta 
massima superiori a quelli ammissibili dai sistemi propulsivi e angoli di inclinazione 
eccessivi del multirotore attorno ai suoi tre assi che potrebbero causare condizioni di 
volo critiche per il velivolo. Infine, si noti che 𝑢ଷ௠௔௫ è molto maggiore delle altre due 
componenti in quanto tiene conto anche della spinta verticale necessaria a mantenere 
il multirotore in condizione di hovering (uh) dove:  

|𝑢௛| = (𝑚 + 𝑚௅) ∗ 𝑔 = 117,6798 𝑁    (73) 
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Capitolo 6 

Conclusioni e sviluppi futuri 

 

In questa tesi si sono analizzati diversi metodi e strategie per il controllo attivo di 
multirotori trasportanti carichi sospesi tramite analisi numerica. Per fare questo si sono 
utilizzati due diversi modelli dinamici: il primo, composto da un multirotore con due 
carichi sospesi (7GDL) e il secondo che considera il multirotore collegato ad un unico 
carico (5GDL).  
Per il primo caso in esame si è proposta una strategia per lo smorzamento delle 
oscillazioni, che prevede l’analisi della configurazione e l’applicazione di due 
differenti metodi di controllo attivo (controllore di velocità del multirotore e controllori 
ausiliari). Per lo studio del modello con singolo carico, invece, si è utilizzato un 
controllo Model Predictive (MPC) ovvero l’implementazione di un sistema in 
retroazione che sfrutta la risoluzione iterativa di un problema di controllo ottimo. I 
risultati numerici ottenuti per il modello a 7GDL dimostrano che esiste una 
configurazione ottimale dei tre corpi che favorisce lo smorzamento delle oscillazioni e 
che i metodi di controllo attivo utilizzati consentono di diminuire notevolmente il 
tempo di arresto delle simulazioni. Inoltre, risulta che il controllore ausiliario più 
efficace tra quelli proposti è quello che utilizza come punto di riferimento il baricentro 
dei due carichi sospesi (𝑇𝑝𝑐௚௅).  
Per quel che riguarda il modello a 5GDL, invece, si è dimostrato il funzionamento delle 
tecniche di controllo predittivo anche in presenza di disturbi esterni e si è mostrata la 
necessità di un’apposita taratura dei parametri del controllore che consenta di ottenere 
tempi di manovra ragionevoli e allo stesso tempo valori di spinta massima inferiori a 
quelli ammissibili. Sebbene quindi la progettazione dei sistemi di controllo per velivoli 
non abitati trasportanti carichi sospesi sia un problema molto complesso a causa delle 
caratteristiche dinamiche dei modelli in gioco, con questo lavoro si sono ottenuti 
risultati significativi che aprono nuove prospettive nell’ambito della movimentazione 
e nella consegna di carichi in serie tramite l’utilizzo di velivoli autonomi.  
Nell’ottica di uno sviluppo futuro delle tecniche utilizzate, un primo passo consiste nel 
generalizzare il modello dinamico applicandolo a un sistema con n masse sospese, con 
l’obiettivo di analizzarne la configurazione ottimale e valutare l’efficacia dei metodi di 
controllo attivo implementati. Inoltre, si può sviluppare un Filtro di Kalman in grado 
di stimare la posizione del baricentro dei due carichi e consentire il controllo attivo del 
modello a 7GDL. Per concludere, infine, è necessario percorrere, parallelamente alla 
ricerca tramite modelli teorici e simulazioni virtuali del problema, una strada più 
pratica che si basa su sperimentazioni e che consenta di avere risultati immediati e 
tangibili per far fronte alle necessità di un’industria in rapida espansione.  
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Appendice 
Di seguito viene riportato lo script bvp_final che rappresenta l’algoritmo risolutivo del 
problema di controllo ottimo descritto nei Capitoli 5.2 e 5.3. Oltre alla funzione 
principale si utilizza anche la funzione bvp5c (built-in di MatLab) e tre funzioni 
aggiuntive necessarie alla risoluzione del problema: mat4init, mat4ode e mat4bc. 
Il vettore in input è un vettore di dieci elementi formato dagli errori di posizione (𝜹) e 
di velocità (𝝐):  𝑖𝑛_𝑣𝑒𝑐𝑡 = [𝛿ଵ 𝛿ଶ 𝛿ଷ 𝛿ସ 𝛿ହ 𝜖ଵ 𝜖ଶ 𝜖ଷ 𝜖ସ 𝜖ହ]். Nel caso in cui si effettui 
un controllo in ciclo aperto, in_vect rappresenta gli errori del sistema allo stato iniziale. 
Il controllo in retroazione (MPC), invece, prevede che le componenti in input siano 
aggiornate ad ogni iterazione all’interno dell’intervallo di tempo delta_t con gli errori 
nella nuova condizione del modello.  
 
function u = bvp_final(in_vect) 
 
delta_t=0.2; 
g=9.80665; 
L=1; 
m=10; 
M=12; 
cdelta=2; 
cepsi=2; 
cu=10; 
tf=15; 
delta0=in_vect(1:5)'; 
epsi0=in_vect(6:10)'; 
 
incognite=[0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]'; 
solinit = bvpinit(linspace(0,tf,tf/delta_t),@mat4init,incognite); 
sol = bvp5c(@mat4ode,@mat4bc,solinit); 
%fprintf('Unknowk final costate is approximately %7.3f.\n',sol.parameters) 
xint = linspace(0,delta_t,1); 
% xint = linspace(0,tf,tf/delta_t); 
Sxint = deval(sol,xint); 
 
u1opt=((-sol.parameters(1)*(xint-tf)+sol.parameters(6))/M -      
(Sxint(14,:).*cos(Sxint(5,:)))/(L*m))/(2*cu); 
u2opt=((-sol.parameters(2)*(xint-tf)+sol.parameters(7))/M + 
(Sxint(13,:).*cos(Sxint(4,:)))./(L*m*cos(Sxint(5,:))) - 
(Sxint(14,:).*sin(Sxint(4,:)).*sin(Sxint(5,:)))/(L*m))/(2*cu); 
u3opt=-M*g-((Sxint(13,:).*sin(Sxint(4,:)))./(L*m*cos(Sxint(5,:))) - (-sol.parameters(3)*(xint-
tf)+sol.parameters(8))/M + (Sxint(14,:).*cos(Sxint(4,:)).*sin(Sxint(5,:)))/(L*m))/(2*cu); 
u=[u1opt' u2opt' u3opt']; 
 
% subplot(2,1,1) 
% plot(xint,Sxint(1:10,:)) 
% 
legend('\delta_1','\delta_2','\delta_3','\delta_4','\delta_5','\epsilon_1','\epsilon_2','\epsilon
_3','\epsilon_4','\epsilon_5') 
% subplot(2,1,2) 
% plot(xint,u1opt), hold on; plot(xint,u2opt); plot(xint,u3opt) 
 
------------------------------------------------------------------------- 
 
function yinit = mat4init(t) % initial guess function 
yinit = zeros(14,1); 
end 
------------------------------------------------------------------------- 
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function dydx = mat4ode(t,y,incognite) % equation being solved 
 
ni1=incognite(1); 
ni2=incognite(2); 
ni3=incognite(3); 
ni4=incognite(4); 
ni5=incognite(5); 
ni6=incognite(6); 
ni7=incognite(7); 
ni8=incognite(8); 
ni9=incognite(9); 
ni10=incognite(10); 
 
 
 
 
dydx = [y(6) 
        y(7) 
        y(8) 
        y(9) 
        y(10) 
        -((-ni1*(t-tf)+ni6)/M - (y(14)*cos(y(5)))/(L*m))/(2*M*cu) 
        -(M*y(13)*cos(y(4)) + L*(-ni2*(t-tf)+ni7)*m*cos(y(5)) - 
M*y(14)*cos(y(5))*sin(y(4))*sin(y(5)))/(2*L*M^2*cu*m*cos(y(5))) 
        (M*y(13)*sin(y(4)) - L*(-ni3*(t-tf)+ni8)*m*cos(y(5)) + 
M*y(14)*cos(y(4))*cos(y(5))*sin(y(5)))/(2*L*M^2*cu*m*cos(y(5))) 
        -(M*y(13) + L*(-ni2*(t-tf)+ni7)*m*cos(y(4))*cos(y(5)) - L*(-ni3*(t-
tf)+ni8)*m*cos(y(5))*sin(y(4)) + 2*L*M^2*cu*g*m*cos(y(5))*sin(y(4)) - 
2*L^2*M*cu*y(9)*y(10)*m^2*sin(2*y(5)))/(2*L^2*M*cu*m^2*cos(y(5))^2) 
        -(M*y(14) - L*(-ni1*(t-tf)+ni6)*m*cos(y(5)) - L*(-ni3*(t-tf)+ni8)*m*cos(y(4))*sin(y(5)) - 
L*(-ni2*(t-tf)+ni7)*m*sin(y(4))*sin(y(5)) + 2*L*M^2*cu*g*m*cos(y(4))*sin(y(5)) + 
2*L^2*M*cu*y(9)^2*m^2*cos(y(5))*sin(y(5)))/(2*L^2*M*cu*m^2) 
        -((-ni3*(t-tf)+ni8)*y(13)*cos(y(4)) + (-ni2*(t-tf)+ni7)*y(13)*sin(y(4)) - 
2*M^2*cu*g*y(13)*cos(y(4)) + (-ni2*(t-tf)+ni7)*y(14)*cos(y(4))*cos(y(5))*sin(y(5)) - (-ni3*(t-
tf)+ni8)*y(14)*cos(y(5))*sin(y(4))*sin(y(5)) + 4*L*M*cdelta*cu*y(4)*m*cos(y(5)) + 
2*M^2*cu*g*y(14)*cos(y(5))*sin(y(4))*sin(y(5)))/(2*L*M*cu*m*cos(y(5))) 
        (M*y(13)^2*sin(y(5)) - L*(-ni3*(t-tf)+ni8)*y(14)*m*cos(y(4))*cos(y(5))^4 + L*(-ni1*(t-
tf)+ni6)*y(14)*m*cos(y(5))^3*sin(y(5)) - L*(-ni2*(t-tf)+ni7)*y(14)*m*cos(y(5))^4*sin(y(4)) + L*(-
ni2*(t-tf)+ni7)*y(13)*m*cos(y(4))*cos(y(5))*sin(y(5)) - L*(-ni3*(t-
tf)+ni8)*y(13)*m*cos(y(5))*sin(y(4))*sin(y(5)) - 4*L^2*M*cdelta*cu*y(5)*m^2*cos(y(5))^3 - 
2*L^2*M*cu*y(9)^2*y(14)*m^2*cos(y(5))^3 + 4*L^2*M*cu*y(9)^2*y(14)*m^2*cos(y(5))^5 - 
4*L^2*M*cu*y(9)*y(10)*y(13)*m^2*cos(y(5)) + 2*L*M^2*cu*g*y(14)*m*cos(y(4))*cos(y(5))^4 + 
2*L*M^2*cu*g*y(13)*m*cos(y(5))*sin(y(4))*sin(y(5)))/(2*L^2*M*cu*m^2*cos(y(5))^3) 
        y(9)*y(14)*sin(2*y(5)) - 2*cepsi*y(9) - 2*y(10)*y(13)*tan(y(5)) - y(11) 
        - y(12) - 2*cepsi*y(10) - 2*y(9)*y(13)*tan(y(5))]; 
end 
 
--------------------------------------------------------------- 
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function res = mat4bc(ya,yb,incognite) % boundary conditions 
 
delta10=delta0(1); 
delta20=delta0(2); 
delta30=delta0(3); 
delta40=delta0(4); 
delta50=delta0(5); 
epsi10=epsi0(1); 
epsi20=epsi0(2); 
epsi30=epsi0(3); 
epsi40=epsi0(4); 
epsi50=epsi0(5); 
 
ni1=incognite(1); 
ni2=incognite(2); 
ni3=incognite(3); 
ni4=incognite(4); 
ni5=incognite(5); 
ni6=incognite(6); 
ni7=incognite(7); 
ni8=incognite(8); 
ni9=incognite(9); 
ni10=incognite(10); 
 
 
 
 
res = [ya(1)-delta10 
       ya(2)-delta20 
       ya(3)-delta30 
       ya(4)-delta40 
       ya(5)-delta50 
       ya(6)-epsi10 
       ya(7)-epsi20 
       ya(8)-epsi30 
       ya(9)-epsi40 
       ya(10)-epsi50 
       yb(1) 
       yb(2) 
       yb(3) 
       yb(4) 
       yb(5) 
       yb(6) 
       yb(7) 
       yb(8) 
       yb(9) 
       yb(10) 
       yb(11)-ni4 
       yb(12)-ni5 
       yb(13)-ni9 
       yb(14)-ni10]; 
end 
 
------------------------------------------------------------------ 
 
end 
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