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Introduzione

Lo scopo di questa Tesi è di presentare i principali risultati riguardanti le soluzioni

fondamentali di operatori di�erenziali a coe�cienti costanti. Per fare ciò, sarà necessario

introdurre lo spazio delle distribuzioni D′(Ω) e studiare le proprietà di cui esse godono.

Dopo alcuni richiami sulle nozioni preliminari di spazio delle funzioni test D(Ω), tra-
sformata di Fourier e spazio di Schwartz S(Rn), nel primo capitolo viene introdotta la

teoria delle distribuzioni, sviluppata per la prima volta da S. Sobolev attorno al 1936, per

lo studio delle soluzioni deboli dell'equazione delle onde, e formalizzata da L. Schwartz

in Theorie des distributions nel 1950. In seguito, verranno considerati alcuni classici

esempi, come la delta di Dirac δ, che risulterà necessaria per la de�nizione di soluzione

fondamentale, e il valore principale di Cauchy p.v. 1
x
, e verranno chiariti i motivi che

hanno indotto alcuni matematici di metà '900 a prendere in considerazione tali oggetti,

determinando un nuovo approccio nello studio delle equazioni di�erenziali alle derivate

parziali.

"In di�erential calculus one encounters immediately the unpleasant fact that

not every function is di�erentiable. The purpose of distribution theory is to

remedy this �aw; indeed, the space of distributions is essentially the smallest

extension of the space of continuous functions where di�erentiation is always

well de�ned." [5]

Le distribuzioni sono strumenti che generalizzano il concetto di funzione e, nel corso del

capitolo, viene giusti�cato il modo in cui si estendono a questi oggetti le usuali operazioni

tra funzioni. Nella seconda metà del capitolo, si mostra che, in virtù del Teorema di

Paley-Wiener, non è possibile estendere la nozione di trasformata di Fourier in D′(Ω)
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ii Introduzione

e, per farlo, risulta necessario introdurre una sua sottoclasse, quella delle distribuzioni

temperate S ′(Rn).

Il secondo capitolo, invece, si propone di studiare le proprietà degli operatori di�eren-

ziali a coe�cienti costanti, ordinari e parziali, sfruttando le loro soluzioni fondamentali.

In particolare, si dimostra che ogni operatore di�erenziale A(D) a coe�cienti costanti

(non nullo) ammette una soluzione fondamentale E (Teorema di Malgrange�Ehrenpreis,

1950) e, se f è una distribuzione a supporto compatto, l'equazione A(D)u = f ha come

soluzione in D′(Ω) la distribuzione u = E ∗f . Oltre a risultati riguardanti l'esistenza delle
soluzioni, si analizzano proprietà di regolarità. In particolare, viene introdotta la nozione

di operatore ipoellittico e si mostra un risultato che caratterizza tale natura. In�ne, viene

presentata la costruzione delle soluzioni fondamentali di due importanti operatori della

�sica matematica, l'operatore di Laplace ∆ e l'operatore del calore Dt − ∆x, e si prova

che sono entrambi ipoellittici.
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Notazione

Illustriamo qui la notazione che andremo ad utilizzare in questo lavoro.

� N := {1, 2, . . . }: insieme dei numeri naturali;

� N0 := N ∪ {0};

� R: insieme dei numeri reali;

� R+ : {x ∈ R : x > 0}: insieme dei numeri reali positivi;

� C: insieme dei numeri complessi;

� Se x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), |x| :=
√∑n

j=0 x
2
j è la sua norma euclidea;

� Se x0 ∈ Rn e r ∈ R+, Br(x0) := {x ∈ Rn : |x− x0| < r} è la palla di centro x0 e

raggio r;

� Se A e B sono sottoinsiemi di Rn, poniamo A±B := {x± y : x ∈ A, y ∈ B};

� Se A è un sottoinsieme di Rn e z ∈ Rn, poniamo A± z := A± {z};

� Se Ω ⊆ Rn e A ⊆ Ω, ĀΩ indica la chiusura di A in Ω;

� Sia Ω aperto di Rn. Indichiamo con C(Ω) lo spazio delle funzioni continue da Ω

a C. Se m ∈ N, Cm(Ω) è il sottoinsieme di C(Ω) i cui elementi hanno tutte le

derivate �no all'ordine m in C(Ω). Poniamo C∞(Ω) :=
⋂

m∈NC
m(Ω);

� Se f ∈ C1(Ω,Rn), con Ω aperto di Rn, e x ∈ Ω, indichiamo con Jf (x) la matrice

jacobiana di f in x;

v



vi Notazione

� Se f ∈ C(Ω), de�niamo il supporto di f come l'insieme supp(f):={x ∈ Ω : f(x) ̸= 0}Ω;

� Ln: misura di Lebesgue in Rn;

� Se A un sottoinsieme di Rn, f : A → C misurabile e 1 ≤ p < ∞, diciamo che

f ∈ Lp(A) se
∫
A
|f(x)|pdx <∞;

� Siano Ω aperto di Rn e f : Ω → C misurabile. Scriviamo f ∈ L1
loc(Ω) e diciamo

che f è localmente integrabile se f|K ∈ L1(K), per ogni compatto K di Ω.

Richiamiamo ora la notazione multi-indice. Se n ∈ N e α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 , β =

(β1, . . . , βn) ∈ Nn
0 , poniamo

α + β := (α1 + β1, . . . , αn + βn).

La scrittura α ≤ β signi�ca che αi ≤ βi per ogni i ∈ {1, . . . , n} . Il peso |α| di α è de�nito

come |α| :=
∑n

i=1 αi. Se |α| ≤ m e f ∈ Cm(Ω), poniamo Dαf := Dα1
x1
. . .Dαn

xn
f .



Preliminari

0.1 Lo spazio D (Ω)

De�nizione 0.1.1. Sia Ω un aperto di Rn. Diciamo che ϕ ∈ D (Ω) se ϕ ∈ C∞ (Ω) e

supp(ϕ) è un compatto di Ω.

Diamo ora un esempio di elemento in D(Ω), che sfrutteremo in seguito per alcune

dimostrazioni.

Esempio 0.1.2. Consideriamo la funzione ausiliaria ζ : R→ R, così de�nita:

ζ(t) :=

exp(−1
t
), se t > 0,

0, se t ≤ 0.

Non è di�cile veri�care che ζ ∈ C∞(R). Sia dato r ∈ R+ e de�niamo la funzione

ϕ : Rn → R, ϕ(x) := ζ(r2−|x|2). È chiaro che ϕ ∈ C∞(Rn) e supp(ϕ)={x ∈ Rn : |x| ≤ r} ,
che è compatto, quindi ϕ ∈ D(Rn).

Teorema 0.1.3 ([4], Capitolo I). Sia Ω un aperto di Rn. Allora:

1. Se f ∈ L1
loc(Ω) e

∫
Ω
f(x)ϕ(x)dx = 0 per ogni ϕ ∈ D(Ω), allora f(x) = 0 quasi

ovunque.

2. Sia K compatto, K ⊆ Ω. Allora, esiste ϕ ∈ D(Ω), tale che ϕ(x) = 1 per ogni x ∈ K.

Teorema 0.1.4. Sia K un compatto di Rn e siano Ω1, . . . ,ΩN aperti di Rn tali che K ⊆⋃N
j=1Ωj. Allora esistono ϕ1, . . . , ϕN , appartenenti rispettivamente a D(Ω1), . . . ,D(ΩN),

tali che
∑N

j=1 ϕj(x) = 1 per ogni x ∈ K.

1



2 Preliminari

Teorema 0.1.5. Sia Ω un aperto di Rn, Ω = ∪i∈IΩi unione di aperti, e sia I un insieme

di indici. Allora esiste una sottofamiglia {Ωi′}i′∈I′ , con I ′ ⊆ I, localmente �nita 1

tale che, per ogni i′ ∈ I ′, esiste ϕi′ ∈ D(Ωi′) con ϕi′(x) ≥ 0 per ogni x ∈ D(Ωi′) e∑
i′∈I′ ϕi′(x) = 1, per ogni x ∈ Ω.

Introduciamo ora la nozioni di convergenza in D(Ω) e C∞(Ω).

De�nizione 0.1.6. Sia (ϕk)k∈N una successione in D(Ω), con Ω aperto di Rn, e sia

ϕ ∈ D(Ω). Diciamo che (ϕk)k∈N converge a ϕ in D(Ω), e scriviamo ϕk −→ ϕ in D(Ω), se
sono soddisfatte le seguenti condizioni:

1. esiste K compatto di Ω tale che supp(ϕk) ⊆ K, per ogni k ∈ N;

2. per ogni α ∈ Nn
0 ,

lim
k→∞

Dαϕk(x) = Dαϕ(x)

uniformemente in Ω.

De�nizione 0.1.7. Sia Ω un aperto di Rn e siano (ϕk)k∈N una successione in C∞(Ω) e

ϕ ∈ C∞(Ω). Diciamo che (ϕk)k∈N converge a ϕ in C∞(Ω), e scriviamo ϕk → ϕ in C∞(Ω),

se, per ogni α ∈ Nn
0 , lim

k→∞
Dαϕk(x) = Dαϕ(x) uniformemente sui compatti di Ω.

Teorema 0.1.8 ([6], Capitolo XV). Sia Ω un aperto di Rn. Allora:

1. Esiste una topologia metrizzabile in C∞(Ω), che induce la nozione di convergenza

della De�nizione 0.1.7.

2. D(Ω) è denso in C∞(Ω), nel senso che, per ogni ϕ ∈ C∞(Ω), esiste una successione

(ϕk)k∈N in D(Ω), tale che ϕk → ϕ in C∞(Ω).

0.2 Trasformata di Fourier e spazio S(Rn)

De�nizione 0.2.1. Per ogni f ∈ L1(Rn), de�niamo la trasformata di Fourier di f come

la funzione

(Ff)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn

e−iξ·xf(x)dx,

1localmente �nita signi�ca che per ogni x ∈ Ω, esiste un intorno Vx di x tale che Vx ∩ Ωi′ = ∅ solo

per un numero �nito di i′.



0.2 Trasformata di Fourier e spazio S(Rn) Preliminari

dove · indica il prodotto scalare standard in Rn.

Valgono le seguenti proprietà:

Teorema 0.2.2 ([2], Capitolo 0, D). Se f e g appartengono a L1(Rn), allora

1. F è un operatore lineare da L1(Rn) a L∞(Rn);

2. f̂ è uniformemente continua in Rn e lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0;

3.
∫
Rn f̂(ξ)g(ξ)dξ =

∫
Rn f(x)ĝ(x)dx.

Per poter dire qualcosa di più sulle proprietà di F introduciamo lo spazio di Schwartz,

indicato con S(Rn).

De�nizione 0.2.3. Diciamo che ϕ ∈ S(Rn) se ϕ ∈ C∞(Rn) e, per ogni m ∈ N0, per

ogni α ∈ Nn
0 , la funzione |x|mDαϕ(x) è limitata in Rn.

Introduciamo anche la nozione di convergenza in S(Rn).

De�nizione 0.2.4. Sia (ϕk)k∈N una successione in S(Rn) e sia ϕ ∈ S(Rn). Diciamo che

(ϕk)k∈N converge a ϕ in S(Rn), e scriviamo ϕk → ϕ in S(Rn), se lim
k→∞
|x|mDαϕk(x) =

|x|mDαϕ(x) uniformemente in Rn, per ogni m ∈ N0, per ogni α ∈ Nn
0 .

Osservazione 0.2.5. S(Rn) è detto anche spazio delle funzioni a decrescenza rapida,

nel senso che, se ϕ ∈ S(Rn), allora Dαϕ(x) = o(|x|−m) per |x| → ∞, per ogni α ∈ Nn
0 ,

per ogni m ∈ N0.

Un'altra de�nizione che ci sarà utile in seguito è quella di O(Rn): lo spazio delle

funzioni a crescita lenta.

De�nizione 0.2.6. Diciamo che a ∈ O(Rn) se a ∈ C∞(Rn) e, per ogni α ∈ Nn
0 , esistono

m(α) ∈ R e C(α) ∈ R+, tali che

|Dαa(x)| ≤ C(α)(1 + |x|)m(α), per ogni x ∈ Rn.

Osservazione 0.2.7. La crescita delle funzioni in O(Rn) è lenta nel senso che, se a ∈
O(Rn), Dα(x) = O(|x|m(α)), per |x| → ∞, per ogni α ∈ Nn

0 e per qualche m(α) ∈ R. In
particolare, i polinomi appartengono a O(Rn).
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Enunciamo ora alcune semplici proprietà di S(Rn) e O(Rn), senza dimostrarle.

Teorema 0.2.8. 1. D(Rn) ⊆ S(Rn) ⊆ C∞(Rn); inoltre, la convergenza in D(Rn)

implica la convergenza in S(Rn), che implica quella in C∞(Rn).

2. Se a ∈ O(Rn), aϕ ∈ S(Rn) per ogni ϕ ∈ S(Rn). Inoltre, se ϕk → ϕ in S(Rn),

aϕk → aϕ in S(Rn).

3. Se α ∈ Nn
0 , D

αϕ ∈ S(Rn) per ogni ϕ ∈ S(Rn). Inoltre, se ϕk → ϕ in S(Rn),

Dαϕk → Dαϕ in S(Rn).

4. S(Rn) ⊆ L1(Rn); inoltre, la convergenza in S(Rn) implica la convergenza in L1(Rn).

Esempio 0.2.9. Un elemento in S(Rn) che non appartiene a D(Rn) è ϕ(x) = e−|x|2 .

Teorema 0.2.10 ([2], Capitolo 0, D). Se ϕ ∈ S(Rn), ϕ̂ ∈ S(Rn) e l'applicazione F :

ϕ 7→ ϕ̂ è una biiezione di S(Rn) in se stesso; in particolare vale la seguente formula

ϕ(x) = (2π)−n

∫
Rn

eix·ξϕ̂(ξ)dξ. (1)

Inoltre, si ha che ϕk → ϕ in S(Rn) se e solo se ϕ̂k → ϕ̂ in S(Rn).

Teorema 0.2.11 ([2], Capitolo 0, D). Per ogni ϕ ∈ S(Rn) e per ogni α ∈ Nn
0 vale

Dαϕ̂(ξ) = F(x 7→ (−ix)αϕ(x))(ξ).

Teorema 0.2.12. Per ogni ϕ ∈ S(Rn) e per ogni α ∈ Nn
0 , vale

(F(Dαϕ))(ξ) = (iξ)α(Fϕ)(ξ).

Proposizione 0.2.13 ([7], Capitolo II). D(Rn) è denso in S(Rn), nel senso che per ogni

ϕ ∈ S(Rn) esiste una successione (ϕk)k∈N in D(Rn) tale che ϕk → ϕ in S(Rn).

Teorema 0.2.14 (Paley-Wiener). Sia K un compatto convesso di Rn. Una funzione U

intera2 è la trasformata di Fourier di una funzione di classe C∞ con supporto in K se e

solo se, per ogni N ∈ N0, esiste una costante CN > 0 tale che, per ogni ζ = ξ + iη ∈ Cn,

vale

|U(ζ)| ≤ CN(1 + |ζ|)−NeIK ,

dove IK = supx∈K x · η.
2con intera indichiamo una funzione di variabile complessa olomorfa su tutto Cn.



Capitolo 1

Distribuzioni

1.1 De�nizione e primi esempi

De�nizione 1.1.1. Sia Ω un aperto di Rn. Una distribuzione su Ω è un funzionale li-

neare u : D (Ω) −→ C tale che, se ϕk −→ ϕ in D (Ω), allora u(ϕk) −→ u(ϕ) in C. Indicheremo

con D′(Ω) lo spazio delle distribuzioni su Ω.

Se u ∈ D′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω), allora scriveremo spesso (u, ϕ) o (u(x), ϕ(x)), piuttosto che

u(ϕ).

Esempio 1.1.2. Sia f ∈ L1
loc(Ω). De�niamo il funzionale uf su D(Ω) nel seguente modo:

(uf , ϕ) :=

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Mostriamo che uf ∈ D′(Ω).

La linearità del funzionale segue banalmente dalla linearità dell'integrale.

Sia (ϕk)k∈N successione in D(Ω) tale che ϕk −→ ϕ in D(Ω) e sia K un compatto di Ω tale

che supp(ϕk) ⊆ K, per ogni k ∈ N. Allora, f(x)ϕk(x) −→ f(x)ϕ(x) per ogni x in Ω e∫
Ω

f(x)ϕk(x)dx =

∫
K
f(x)ϕk(x)dx. (1.1)

Inoltre, esiste una costante positiva C tale che |ϕk(x)| ≤ C per ogni x ∈ K e

|f(x)ϕk(x)| ≤ C|f(x)|χK(x) per ogni x ∈ Ω, (1.2)

5



6 1. Distribuzioni

che è integrabile perché f ∈ L1
loc(Ω) per ipotesi. Dal teorema della convergenza dominata

di Lebesgue segue che

lim
k→∞

uf (ϕk(x)) = lim
k→∞

∫
K
f(x)ϕk(x)dx =

∫
K
f(x)ϕ(x)dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx = uf (ϕ),

(1.3)

quindi uf ∈ D′(Ω).

In generale, data f ∈ L1
loc(Ω) spesso identi�cheremo uf con f . I funzionali che

hanno la forma di uf si dicono regolari e ci saranno utili in seguito per estendere

alle distribuzioni le operazioni di cui godono le funzioni. Vediamo ora un esempio di

distribuzione non regolare.

Esempio 1.1.3. Sia Ω un aperto di Rn e sia x0 ∈ Ω. Chiamiamo delta di Dirac nel

punto x0, e la indichiamo con δx0 , la distribuzione così de�nita:

(δx0 , ϕ) := ϕ(x0), per ogni ϕ ∈ D(Ω).

Proviamo che δx0 non è regolare, cioè che non esiste f ∈ L1
loc(Ω) tale che δx0 = uf .

Supponiamo per assurdo che una tale funzione f esista. Sia ψ ∈ D(Ω \ {x0}) e sia ϕ
la sua estensione a tutto Ω con ϕ(x0) = 0. Allora ϕ ∈ D(Ω) e∫

Ω\{x0}
f(x)ψ(x)dx =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx = (uf , ϕ) = (δx0 , ϕ) = ϕ(x0) = 0. (1.4)

Dall'arbitrarietà di ψ e dal Teorema 0.1.3.1 segue che f(x) = 0 quasi ovunque in Ω\{x0}
e, dato che {x0} ha misura di Lebesgue nulla in Rn, f(x) = 0 quasi ovunque in Ω, da

cui δx0 = 0. Per mostrare che ciò rappresenta una contraddizione è su�ciente trovare

una funzione ϕ ∈ D(Ω) tale che δx0(ϕ) ̸= 0, cioè ϕ(x0) ̸= 0. A tale scopo consideriamo1

ϕ(x) = ζ(r2 − |x− x0|2), con r ∈ R+ tale che Br(x0) ⊆ Ω.

1.2 Convergenza di una successione di distribuzioni

De�nizione 1.2.1. Sia Ω un aperto di Rn, siano (uk)k∈N una successione in D′(Ω) e

u ∈ D′(Ω). Diciamo che (uk)k∈N converge a u in D′(Ω), e scriviamo uk −→ u in D′(Ω), se

(uk, ϕ) −→ (u, ϕ), per ogni ϕ ∈ D(Ω).
1ζ è la funzione de�nita nell'Esempio 0.1.2.
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Esempio 1.2.2. Dati k ∈ N e x ∈ R, poniamo uk(x) := k
2
χ(− 1

k
, 1
k)
(x). Mostriamo che

uk −→ δ0 in D′(R).
Sia ϕ ∈ D(R), ϕ(x) = Re(ϕ)(x) + iIm(ϕ)(x). Si ha che

(uk(x), ϕ(x)) =

∫
R

k

2
χ(− 1

k
, 1
k
)(x)ϕ(x)dx =

∫ 1
k

− 1
k

k

2
ϕ(x)dx

=
k

2

∫ 1
k

− 1
k

Re(ϕ)(x)dx+ i
k

2

∫ 1
k

− 1
k

Im(ϕ)(x)dx. (1.5)

Per il teorema della media integrale, esistono ε, η ∈
[
− 1

k
, 1
k

]
tali che∫ 1

k

− 1
k

k

2
ϕ(x)dx =

k

2

(
1

k
+

1

k

)
(Re(ϕ)(ε) + iIm(η)(ε)) = Re(ϕ)(ε) + iIm(ϕ)(η). (1.6)

In�ne,

lim
k→∞

(uk, ϕ) = lim
ε→0,η→0

(Re(ϕ)(ε) + iIm(ϕ)(η)) = Re(ϕ)(0) + iIm(ϕ)(0) = ϕ(0) = (δ0, ϕ),

(1.7)

che è proprio quello che volevamo dimostrare.

Teorema 1.2.3 ([6], Capitolo XXXIV). Sia (uk)k∈N una successione in D′(Ω), con Ω

aperto di Rn. Supponiamo che per ogni ϕ ∈ D(Ω), esista

u(ϕ) := lim
k→∞

uk(ϕ).

Allora u ∈ D′(Ω).

Come applicazione di questo teorema consideriamo il seguente esempio.

Esempio 1.2.4. De�niamo la distribuzione p.v. 1
x
2 nel seguente modo: se ϕ ∈ D(R),

poniamo

(p.v.
1

x
, ϕ(x)) := lim

k→∞

∫
|x|≥ 1

k

ϕ(x)

x
dx. (1.8)

Abbiamo che∫
|x|≥ 1

k

ϕ(x)

x
dx =

∫
|x|≥1

ϕ(x)

x
dx+

∫ 1

1
k

ϕ(x)

x
dx+

∫ − 1
k

−1

ϕ(x)

x

=

∫
|x|≥1

ϕ(x)

x
dx+

∫ 1

1
k

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

dx→k→∞

∫
|x|≥1

ϕ(x)

x
dx+

∫
(0,1]

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

dx.

2p.v. sta per "principal value".
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Osserviamo ora che∣∣∣∣∫
|x|≥1

ϕ(x)

x
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
|x|≥1

|ϕ(x)|
|x|

dx ≤
∫
|x|≥1

|ϕ(x)|dx ∈ R,

perché ϕ ∈ D(R), mentre
∫
(0,1]

ϕ(x)−ϕ(−x)
x

dx è convergente in quanto esiste

limx→0+
ϕ(x)−ϕ(−x)

x
∈ R; infatti, considerando lo sviluppo di Taylor di ϕ(x)−ϕ(−x)

x
intorno

a 0 si ha che

lim
x→0+

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

= lim
x→0+

2ϕ′(0)x+ o(x)

x
= 2ϕ′(0) ∈ R.

Perciò, il limite limk→∞
∫
|x|≥ 1

k

ϕ(x)
x
dx esiste sempre e quindi p.v. 1

x
è limite in D′(R) della

successione di distribuzioni (regolari)

(
χ|x|≥ 1

k
(x)

x

)
k∈N

, quindi è una distribuzione.

1.3 Operazioni sulle distribuzioni

Per giusti�care le de�nizioni di queste operazioni sulle distribuzioni, cominceremo a

de�nirle sulle distribuzioni regolari (in maniera naturale) e poi cercheremo di estendere

tali de�nizioni a distribuzioni generali.

1.3.1 Moltiplicazione per una funzione liscia

Sia Ω un aperto di Rn, siano f ∈ L1
loc(Ω) e a ∈ C∞(Ω). Si veri�ca facilmente che

af ∈ L1
loc(Ω) e quindi possiamo considerare la distribuzione regolare uaf ad essa associata.

Se ϕ ∈ D(Ω) si ha che aϕ ∈ D(Ω) e

(uaf , ϕ) =

∫
Ω

a(x)f(x)ϕ(x)dx = (uf , aϕ). (1.9)

De�nizione 1.3.1. Sia u ∈ D′(Ω) e a ∈ C∞(Ω), con Ω aperto di Rn. Poniamo

(au, ϕ) := (u, aϕ), per ogni ϕ ∈ D(Ω).

Mostriamo che au così de�nita è e�ettivamente una distribuzione, osservando che se

ϕk −→ ϕ in D(Ω), allora aϕk −→ aϕ in D(Ω).
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Sia ϕk −→ ϕ in D(Ω) e sia K un compatto di Ω tale che supp(ϕk) ⊆ K per ogni k ∈ N.
Allora, per ogni k ∈ N, si ha

supp(aϕk) ⊆ supp(ϕk) ⊆ K (1.10)

e, ricordando che per ogni α ∈ Nn
0 vale

Dα(a(x)ϕk(x)) =
∑
β≤α

(
α

β

)
Dβa(x)Dα−βϕk(x),

con β ≤ α se βi ≤ αi per ogni i ∈ {1, ..., n} e
(
α

β

)
=

n∏
i=1

(
αi

βi

)
, possiamo concludere

che, se α ∈ Nn
0 , vale

lim
k→∞

Dα (aϕk) (x) =
∑
β≤α

(
α

β

)
Dβa(x)

(
lim
k→∞

Dα−βϕk(x)
)

=
∑
β≤α

(
α

β

)
Dβa(x)Dα−βϕ(x) = Dα(aϕ)(x) (1.11)

uniformemente in Ω, e quindi aϕk → aϕ in D(Ω), cioè au ∈ D′(Ω).

Esempio 1.3.2. Sia Ω un aperto di Rn, x0 ∈ Ω e a ∈ C∞(Ω). Se ϕ ∈ D(Ω), si ha

(aδx0 , ϕ) = (δx0 , aϕ) = a(x0)ϕ(x0) = (a(x0)δx0 , ϕ), (1.12)

cioè aδx0 = a(x0)δx0 .

Esempio 1.3.3. Sia ϕ ∈ D(R), abbiamo

(xp.v.
1

x
, ϕ(x)) = (p.v.

1

x
, xϕ(x)) = lim

k→∞

∫
|x|≥ 1

k

ϕ(x)dx =

∫
R
ϕ(x)dx = (1, ϕ(x)), (1.13)

da cui deduciamo che xp.v. 1
x
= 1.

1.3.2 Derivazione

Sia Ω un aperto di Rn, α ∈ Nn
0 . Se f ∈ Cm(Ω), con m ≥ |α|, allora f ∈ L1

loc(Ω) e

quindi possiamo considerare la distribuzione regolare uf associata ad f . Se ϕ ∈ D(Ω),
integrando per parti e sfruttando il fatto che supp(ϕ)⊂ Ω, si conclude che

(uDαf , ϕ) =

∫
Ω

Dαf(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

f(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|(uf ,Dαϕ). (1.14)

Osserviamo che Dαϕ ∈ D(Ω), poiché supp(Dαϕ) ⊆ supp(ϕ).
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De�nizione 1.3.4. Sia Ω un aperto di Rn, siano u ∈ D′(Ω) e α ∈ Nn
0 . Se ϕ ∈ D(Ω),

poniamo

(Dαu, ϕ) := (−1)|α|(u,Dαϕ).

Poiché supp(Dαϕ) ⊆ supp(ϕ) si ha che se ϕk −→ ϕ in D(Ω), allora Dαϕk −→ Dαϕ in

D(Ω), e quindi Dαu ∈ D′(Ω).

Vediamo un esempio in cui si chiarisce come questa nuova nozione di derivata distri-

buzionale generalizza quella di derivata classica.

Esempio 1.3.5. Siano a ∈ R, g ∈ C1((−∞, a]), h ∈ C1([a,∞)). Consideriamo la

funzione f : R −→ C così de�nita:

f(x) :=

g(x), se −∞ < x < a,

h(x), se a ≤ x <∞.

Dalla continuità di g e h segue che f ∈ L1
loc(R), e quindi possiamo considerare uf , che

per comodità indicheremo con f . In questo caso f ′ rappresenta la derivata di f in senso

distribuzionale e, se ϕ ∈ D(R), abbiamo che

(f ′, ϕ) = −(f, ϕ′) = −
∫ a

−∞
g(x)ϕ′(x)dx−

∫ ∞

a

h(x)ϕ′(x)dx. (1.15)

Integrando per parti si ottiene che il primo integrale è uguale a

−
{
[g(x)ϕ(x)]a−∞ −

∫ a

−∞
g′(x)ϕ(x)dx

}
= −

{
g(a)ϕ(a)− lim

x→−∞
g(x)ϕ(x)−

∫ a

−∞
g′(x)ϕ(x)dx

}
, (1.16)

ma poiché ϕ è a supporto compatto, anche gϕ lo è, e quindi lim
x→−∞

g(x)ϕ(x) = 0, perciò

−
∫ a

−∞
g(x)ϕ′(x)dx = −g(a)ϕ(a) +

∫ a

−∞
g′(x)ϕ(x)dx.

Procedendo in modo analogo per il secondo integrale si mostra che

−
∫ ∞

a

h(x)ϕ′(x)dx = h(a)ϕ(a) +

∫ ∞

a

h′(x)ϕ(x)dx.
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Indicando con g′ e h′ rispettivamente ug′ e uh′ , abbiamo che

f ′ = g′χ(−∞,a) + h′χ(a,∞) + [h(a)− g(a)]δa. (1.17)

Osserviamo che nel caso in cui g(a) = h(a), la derivata distribuzionale di f coincide

quasi dappertutto con la sua derivata in senso classico.

Inoltre, se consideriamo la funzione gradino di Heaviside H : R −→ R con

H(x) =

1, se x ≥ 0,

0, se x < 0.

si ha che H ′ = δ0.

Esempio 1.3.6. Sia g ∈ C(R). Consideriamo f(t, x) := g(x−t) ∈ C(R2). Se g ∈ C1(R),
allora abbiamo che Dtf(t, x) + Dxf(t, x) = −g′(x − t) + g′(x − t) = 0. Mostriamo ora

che, anche quando g ∈ C(R), f soddisfa l'equazione

Dtf +Dxf = 0,

considerando in questo caso le derivate distribuzionali. Dobbiamo provare che, per ogni

ϕ ∈ D(R2), (f,−Dtϕ−Dxϕ) = 0, cioè∫
R2

g(x− t)[Dtϕ(t, x) + Dxϕ(t, x)]dtdx = 0.

Considerando il cambio di variabili ξ = x+ t, η = x− t, abbiamo∫
R2

g(x− t)[Dtϕ(t, x) + Dxϕ(t, x)]dtdx

=
1

2

∫
R2

g(η)

[
Dtϕ

(
ξ − η
2

,
ξ + η

2

)
+Dxϕ

(
ξ − η
2

,
ξ + η

2

)]
dξdη.

Poniamo ψ(ξ, η) := ϕ
(
ξ−η
2
, ξ+η

2

)
. Abbiamo che ψ ∈ D(R2) e, per ogni (ξ, η) ∈ R2,

Dξψ(ξ, η) =
1

2

[
Dtϕ

(
ξ − η
2

,
ξ + η

2

)
+Dxϕ

(
ξ − η
2

,
ξ + η

2

)]
,

perciò, in virtù dei teoremi di Tonelli e Fubini,∫
R2

g(x− t)[Dtϕ(t, x) + Dxϕ(t, x)]dtdx =

∫
R
g(η)

(∫
R
Dξψ(ξ, η)dξ

)
dη = 0,

dato che ψ è a supporto compatto.
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Vale in�ne

Teorema 1.3.7 ([3]). Sia Ω un intervallo aperto reale e sia f ∈ D′(Ω). Allora esistono

in�niti elementi u ∈ D′(Ω), tali che u′ = f . Se u0 è una di queste distribuzioni, l'insieme

delle soluzioni è dato da {u0 + C : C ∈ C} .

1.3.3 Composizione con un di�eomor�smo

De�nizione 1.3.8. Siano Ω e O aperti di Rn. Un di�eomor�smo C∞ da Ω a O è una

funzione χ ∈ C∞(Ω,Rn), tale che

1. χ(Ω) = O e χ è invertibile;

2. det(Jχ(x)) ̸= 0 per ogni x ∈ Ω.

Dal teorema di invertibilità locale segue che se χ è un di�eomor�smo C∞ da Ω a O,

χ−1 è un di�eomor�smo C∞ da O a Ω.

Da qui in avanti, ogni qualvolta considereremo un di�eomor�smo daremo per scontato

che esso è di classe C∞, e quindi eviteremo di speci�carne la regolarità.

Siano f ∈ L1
loc(O) e χ di�eomor�smo da Ω a O. Allora f ◦ χ ∈ L1

loc(Ω). Infatti, se

KΩ è un compatto in Ω, allora KO = χ(KΩ) è un compatto in O e vale∫
KΩ

|f(χ(x))|dx =

∫
KO

|detJχ−1(y)||f(y)|dy ≤M

∫
KO

|f(y)|dy <∞, (1.18)

dove M = max
KO

|det(Jχ−1)|.
Allora possiamo considerare la distribuzione uf◦χ. Se ϕ ∈ D(Ω), si ha

(uf◦χ, ϕ) =

∫
Ω

f(χ(x))ϕ(x)dx =

∫
O

f(y)ϕ(χ−1(y))|detJχ−1(y)|dy. (1.19)

Osserviamo che y −→ ϕ(χ−1(y))|detJχ−1(y)| ∈ D(Ω); infatti, se supp(ϕ) = K, si ha che

supp(ϕ(χ−1(y))|detJχ−1(y)|) = χ(K), che è ancora compatto.

De�nizione 1.3.9. Siano Ω e O aperti in Rn, sia χ di�eomor�smo da Ω a O e u ∈ D′(Ω).

Se ϕ ∈ D(Ω), poniamo

((u ◦ χ)(x), ϕ(x)) := (u(y), ϕ(χ−1(y))|det(Jχ−1(y))|).
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Esempio 1.3.10. Sia x0 ∈ Rn. La funzione χ : Rn −→ Rn, χ(x) = x − x0 è un

di�eomor�smo da Rn in sé stesso. Se ϕ ∈ D(Rn), abbiamo che

(δ0(x− x0), ϕ(x)) = (δ0(y), ϕ(y + x0) · 1) = ϕ(x0) = (δx0 , ϕ), (1.20)

quindi δ0(x− x0) = δx0 .

De�nizione 1.3.11. Sia Ω = Rn o Ω = Rn \{0}. Allora χ(x) = −x è un di�eomor�smo

da Ω in sé stesso. Sia u ∈ D′(Ω). Diciamo che u è pari se (u ◦ χ)(x) = u(−x) = u(x);

se u(−x) = −u(x) diciamo che u è dispari.

Esempio 1.3.12. Un esempio di distribuzione pari è data da δ0. Sia ϕ ∈ D(Rn). Allora

si ha

(δ0(−x), ϕ(x)) = (δ0(y), ϕ(−y) · 1) = ϕ(0) = (δ0(x), ϕ(x)), (1.21)

da cui δ0(−x) = δ0(x).

Esempio 1.3.13. p.v. 1
x
è una distribuzione dispari, infatti, se ϕ ∈ D(R), abbiamo

(p.v.
1

x
(−x), ϕ(x)) = (p.v.

1

x
(x), ϕ(−x)) = lim

k→∞

∫
|x|≥ 1

k

ϕ(−x)
x

dx

= − lim
k→∞

∫
|x|≥ 1

k

ϕ(x)

x
dx = −(p.v.1

x
(x), ϕ(x)). (1.22)

1.3.4 Restrizione e supporto di una distribuzione

Siano Ω e O aperti di Rn, con O ⊆ Ω, e sia u ∈ D′(Ω). Se ϕ ∈ D(Ω), poniamo

ϕ̃(x) :=

ϕ(x), se x ∈ O,0, se x ∈ Ω \O.
È immediato veri�care che supp(ϕ̃) =supp(ϕ), e da ciò segue che ϕ̃ ∈ D(Ω) e, se ϕk → ϕ

in D(O), allora ϕ̃k → ϕ̃ ∈ D(Ω).
Sia f ∈ L1

loc(Ω) e sia ϕ ∈ D(O), allora

(uf |O, ϕ) =

∫
O

f|O(x)ϕ(x)dx =

∫
Ω

f(x)ϕ̃(x)dx = (uf , ϕ̃). (1.23)

Questo esempio ci suggerisce la seguente de�nizione:



14 1. Distribuzioni

De�nizione 1.3.14. Siano Ω e O aperti di Rn, con O ⊆ Ω, e sia u ∈ D′(Ω). De�niamo

la restrizione u|O di u a O nel seguente modo:(
u|O, ϕ

)
:= (u, ϕ̃), per ogni ϕ ∈ D(O).

Esempio 1.3.15. Sia O ⊆ Ω, O e Ω aperti di Rn, e sia x0 ∈ Ω\O. Allora, se ϕ ∈ D(O),
si ha che (

δx0|O, ϕ
)
= (δx0 , ϕ̃) = ϕ̃(x0) = 0, (1.24)

quindi δx0|O = 0.

Lemma 1.3.16. Siano O ⊆ Ω, con O e Ω aperti di Rn, e siano u ∈ D′(Ω), a ∈ C∞(Ω) e

α ∈ Nn
0 . Allora valgono le seguenti:

1. (au)|O = a|Ou|O;

2. Dα(u|O) = (Dαu)|O.

Dimostrazione. Sia ϕ ∈ D(O).

1. Osserviamo che

((au)|O, ϕ) = (au, ϕ̃) = (u, aϕ̃), (1.25)

e

(a|Ou|O, ϕ) = (u|O, a|Oϕ) = (u, ã|Oϕ). (1.26)

La conclusione segue dal fatto che

(aϕ̃)(x) = (ã|Oϕ)(x) =

0, se x ∈ Ω \O,

a(x)ϕ(x), se x ∈ O.

2. Abbiamo

((Dαu)|O, ϕ) = (Dαu, ϕ̃) = (−1)|α|(u,Dαϕ̃); (1.27)

e

(Dα(u|O), ϕ) = (−1)|α|(u|O,Dαϕ) = (−1)α(u, D̃αϕ). (1.28)

Si conclude osservando che Dαϕ̃ = D̃αϕ.
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De�nizione 1.3.17. Siano Ω un aperto di Rn, u ∈ D′(Ω) e x0 ∈ Ω. Diciamo che x0

appartiene al supporto di u, e scriviamo x0 ∈ supp(u), se u|O ̸= 0, per ogni O aperto

di Ω contenente x0.

Osservazione 1.3.18. Dalla De�nizione 1.3.17 segue che se u ∈ D′(Ω) e x0 ∈ Ω, allora

x0 /∈ supp(u) se e solo se esiste O aperto di Ω contenente x0, tale che u|O = 0.

Esempio 1.3.19. Sia Ω un aperto di Rn e sia x0 ∈ Ω. Mostriamo che supp(δx0) = {x0}.
Se x1 ∈ Ω \ {x0}, considerando l'aperto O = Br(x1) ⊆ Ω, con r ∈ R+ tale che x0 /∈ O,
segue dall'Esempio 1.3.15 che δx0|O = 0 e quindi x1 /∈ supp(δx0).

Sia ora O un aperto di Ω contenente x0 e sia r ∈ R+ tale che Br(x0) ⊆ O. Allora, se

consideriamo3 ϕ(x) := ζ (r2 − |x− x0|2) ∈ D(O), si ha che(
δx0|O(x), ϕ(x)

)
= ζ(r2) ̸= 0, (1.29)

perciò x0 ∈ supp(δx0).

Le seguenti proprietà seguono immediatamente dal Lemma 1.3.16.

Proposizione 1.3.20. Sia Ω un aperto di Rn e u ∈ D′(Ω). Allora:

1. se a ∈ C∞(Ω), supp(au) ⊆ supp(a)∩supp(u);

2. se α ∈ Nn
0 , supp(D

αu) ⊆ supp(u).

Dimostrazione. 1. Sia x0 ∈ supp(au). Allora, per ogni O ⊆ Ω aperto con x0 ∈ O,

vale

0 ̸= (au)|O = a|Ou|O, (1.30)

quindi a|O ̸= 0 e u|O ̸= 0, perciò x0 ∈ {x ∈ Ω : a(x) ̸= 0} e x0 ∈ supp(u).

2. Sia x0 ∈ supp(Dαu). Allora

0 ̸= (Dαu)|O = Dα(u|O), per ogni O ⊆ Ω aperto con x0 ∈ O, (1.31)

da cui segue che u|O ̸= 0, e quindi la tesi.

3ζ è la funzione de�nita nell'Esempio 0.1.2.
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Osservazione 1.3.21. Se u ∈ D′(Ω), a ∈ C∞(Ω) e a(x) = 0 per ogni x ∈ supp(u),

allora au non è necessariamente 0. Come controesempio consideriamo il seguente caso:

Ω = R, u = δ′0 e a(x) = x. È facile veri�care che supp(u) ⊆ supp(δ0) = {0} e a(0) = 0.

Tuttavia, se ϕ ∈ D(R), si ha

(au, ϕ) = (δ′0(x), xϕ(x)) = −(δ0, ϕ(x) + xϕ′(x)) = −ϕ(0) = (−δ0, ϕ), (1.32)

quindi au = −δ0, che non è 0.

Teorema 1.3.22. Sia Ω un aperto di Rn e sia u ∈ D′(Ω). Allora supp(u) è chiuso in Ω.

Dimostrazione. Mostriamo che Ω\supp(u) è aperto in Ω. Se x0 /∈ supp(u), allora esiste

un aperto Ox0 di Ω, contenente x0, tale per cui u|Ox0
= 0. Dalla de�nizione segue subito

che, se u|Ox0
= 0, u|V = 0 per ogni V aperto,V ⊆ O; perciò Ox0∩supp(u)=∅. Abbiamo

che x0 ∈ Ox0 ⊆ Ω\supp(u), con Ox0 aperto, e quindi Ω\supp(u) è aperto, da cui la

tesi.

Teorema 1.3.23. Sia Ω un aperto di Rn e sia u ∈ D′(Ω). Allora:

1. supp(u)=∅ se e solo se u = 0;

2. se u, v ∈ D′(Ω) e per ogni x ∈ Ω esiste un aperto Ωx di Ω contenente x, tale che

u|Ωx = v|Ωx , allora u = v.

Dimostrazione. 1. Il fatto che supp(0)=∅ seguente banalmente dalla de�nizione di

supporto data in precedenza. Mostriamo che vale anche il viceversa. Supponiamo

che supp(u)=∅ e proviamo che u = 0, cioè che (u, ϕ) = 0 per ogni ϕ ∈ D(Ω).
Siano ϕ ∈ D(Ω) e x ∈ supp(ϕ). Poiché x /∈ supp(u), esiste un aperto Ωx di Ω

tale che u|Ωx = 0. L'insieme {Ωx : x ∈ supp(ϕ)} è un ricoprimento aperto di

supp(ϕ), che è compatto, quindi esistono x1, . . . , xN in supp(ϕ), tali che supp(ϕ)⊆⋃N
j=1Ωxj

. Per il Teorema 0.1.4, esistono ϕ1, . . . , ϕN , appartenenti, rispettivamente,

a D(Ωx1), . . . ,D(ΩxN
), tali che

∑N
j=1 ϕj(x) = 1 per ogni x ∈ supp(ϕ). In�ne, poiché

(ϕϕj)|Ωxj
∈ D(Ωxj

) per ogni j ∈ {1, . . . , N}, abbiamo che

(u, ϕ) =

(
u,

N∑
j=1

ϕϕj

)
=

N∑
j=1

(u, ϕϕj) =
N∑
j=1

(
u|Ωxj

, (ϕϕj)|Ωxj

)
= 0, (1.33)

da cui la tesi.
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2. Si mostra applicando il punto precedente alla distribuzione u− v.

Corollario 1.3.24. Sia Ω un aperto di Rn, u ∈ D′(Ω) e sia a ∈ C∞(Ω), tale che a(x) = 1

per ogni x in un aperto di Ω contenente supp(u). Allora au = u.

Dimostrazione. Abbiamo che au = au − u + u = u + (a − 1)u. Per la Proposizione

1.3.20.1 abbiamo che supp((a− 1)u)⊆ supp(a− 1)∩supp(u) e, per ipotesi, a(x)− 1 = 0

su un aperto contenente supp(u). Quindi, se x0 ∈ supp(u), x0 /∈ {x ∈ Ω : a(x)− 1 ̸= 0};
pertanto, supp(a−1)∩supp(u)= ∅, e, in virtù del Teorema 1.3.23.1, possiamo concludere

che (a− 1)u = 0, da cui la tesi.

Corollario 1.3.25. Sia Ω un aperto di Rn, u ∈ D′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω). Allora, se
supp(u)∩supp(ϕ)=∅, (u, ϕ) = 0.

Dimostrazione. Sia O := Ω\ supp(u), aperto di Ω contenente supp(ϕ). Quindi, per ogni

x /∈ O, ϕ(x) = 0, si ha che (u, ϕ) = (u|O, ϕ|O), ma supp(u|O) = O∩ supp(u)=∅, e perciò
u|O = 0.

In seguito indicheremo con E ′(Ω) lo spazio delle distribuzioni a supporto compatto in

Ω.

Teorema 1.3.26 ([6], Capitolo XXIV). Sia Ω un aperto di Rn e sia u ∈ D′(Ω), con

supporto compatto. Allora:

1. u può essere estesa in modo unico ad un funzionale in C∞(Ω), che è continuo

rispetto alla topologia menzionata nel Teorema 0.1.8.

2. Ogni funzionale lineare in C∞(Ω) che è continuo rispetto a tale topologia è, se

ristretto a D(Ω), una distribuzione a supporto compatto.

Se u ∈ E ′(Ω) e ϕ ∈ C∞(Ω), indicheremo con (u, ϕ) l'estensione di u applicata a ϕ.

Osservazione 1.3.27. Un esempio di distribuzione a supporto compatto è dato dalla

delta di Dirac. Si veda Esempio 1.3.19.
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1.3.5 Prodotto tensoriale di distribuzioni

Siano O e Ω aperti di Rm e Rn rispettivamente. Se f ∈ L1
loc(O) e g ∈ L1

loc(Ω),

de�niamo il prodotto tensoriale tra f e g come la funzione f ⊗ g, de�nita in O × Ω,

tale che

(f ⊗ g)(x, y) := f(x)g(y), (x, y) ∈ O × Ω.

Osserviamo che per il teorema di Tonelli f ⊗ g ∈ L1
loc(O × Ω), e quindi possiamo consi-

derare uf⊗g. Inoltre, se ϕ ∈ D(O) e ψ ∈ D(Ω), allora ϕ⊗ ψ ∈ D(O × Ω) e, dai teoremi

di Tonelli e Fubini, si ha che

(uf⊗g, ϕ⊗ ψ) =
∫
O×Ω

(f ⊗ g)(x, y)(ϕ⊗ ψ)(x, y)d(x, y)

=

∫
O×Ω

f(x)g(y)ϕ(x)ψ(y)dxdy =

∫
O

f(x)ϕ(x)dx

∫
Ω

g(y)ψ(y)dy = (uf , ϕ)(ug, ψ).

(1.34)

Siano u ∈ D′(O) e v ∈ D′(Ω). Ciò che vogliamo fare ora è de�nire una distribuzione

u⊗ v in D′(O × Ω), tale che

(u⊗ v, ϕ⊗ ψ) = (u, ϕ)(v, ψ), per ogni ϕ ∈ D(O), ψ ∈ D(Ω).

Lemma 1.3.28 ([1], Capitolo I). Siano O e Ω aperti di Rm e Rn rispettivamente. Allora

D(O)⊗D(Ω) 4 è denso in D(O×Ω), cioè, per ogni ϕ ∈ D(O×Ω) esiste una successione

(ϕk)k∈N in D(O)⊗D(Ω) tale che ϕk → ϕ in D(O × Ω).

Teorema 1.3.29. Siano O e Ω aperti in Rm e Rn rispettivamente, e siano u ∈ D′(O)

e v ∈ D′(Ω). Allora esiste un'unica distribuzione u ⊗ v ∈ D′(O × Ω), detta prodotto

tensoriale tra u e v, tale che

(u⊗ v, ϕ⊗ ψ) = (u, ϕ)(v, ψ), per ogni ϕ ∈ D(O), ψ ∈ D(Ω). (1.35)

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che se una tale distribuzione esiste, allora è uni-

ca. Siano τ e ν distribuzioni in D′(O × Ω) che soddisfano (1.35) e sia χ ∈ D(O × Ω). Il

4D(O)⊗D(Ω) è il sottospazio di D(O × Ω) generato da {ϕ⊗ ψ: ϕ ∈ D(O), ψ ∈ D(Ω)}.
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Lemma 1.3.28 ci garantisce l'esistenza di una successione (ϕk ⊗ ψk)k∈N in D(O)⊗D(Ω)
tale ϕk ⊗ ψk → χ in D(O × Ω), e vale che

(τ, χ)← (τ, ϕk ⊗ ψk) = (u, ϕk)(v, ψk) = (ν, ϕk ⊗ ψk)→ (ν, χ).

Per l'unicità del limite si ha che (τ, χ) = (ν, χ), e dall'arbitrarietà di χ si deduce l'unicità.

Diamo ora un abbozzo della dimostrazione dell'esistenza di u⊗ v. In primo luogo osser-

viamo che, se χ ∈ D(O × Ω), allora la mappa χ(x, ·) ∈ D(Ω) per ogni x ∈ O. Possiamo

quindi de�nire la funzione χ̃(x) := (v(y), χ(x, y)) di dominio O; si mostra che χ̃ ∈ D(Ω).
In�ne, poniamo (u ⊗ v, χ) := (u(x), χ̃(x)) = (u(x), (v(y), χ(x, y))). È possibile provare

che u⊗ v ∈ D′(O × Ω).

Per una dimostrazione completa si guardi [7],Capitolo II.

Osservazione 1.3.30. È possibile invertire i ruoli delle variabili x e y e de�nire, equi-

valentemente,

(u⊗ v, χ) = (v(y), (u(x), χ(x, y))), per ogni χ ∈ D(O × Ω). (1.36)

Esempio 1.3.31. Siano O e Ω aperti di Rm e Rn rispettivamente, e siano x0 ∈ O e

y0 ∈ Ω. Allora, se χ ∈ D(O × Ω), abbiamo

(δx0 ⊗ δy0 , χ) = (δx0(x), (δy0(y), χ(x, y))) = (δx0(x), χ(x, y0)))

= χ(x0, y0) = (δ(x0,y0), χ), (1.37)

quindi δx0 ⊗ δy0 = δ(x0,y0).

Proposizione 1.3.32. Siano O e Ω aperti di Rm e Rn rispettivamente, u ∈ D′(O),

v ∈ D′(Ω), α ∈ Nm
0 , β ∈ Nn

0 . Allora valgono le seguenti:

1. supp(u⊗ v)=supp(u)×supp(v);

2. Dα
xD

β
y (u⊗ v) = Dα

xu⊗Dβ
yv.

Dimostrazione. 1. Mostriamo innanzitutto che supp(u)×supp(v)⊆ supp(u ⊗ v). Sia

(x, y) ∈ supp(u)×supp(v) e sia W un intorno di (x, y) in O × Ω. Allora esistono

un intorno U(x) di x in O e un intorno V(y) di y in Ω tali che U(x)× V(y) ⊆ W .
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Inoltre, dato che x ∈ supp(u) e y ∈ supp(v), esistono ϕ ∈ D(U(x)) e ψ ∈ D(V(y))
tali che (u, ϕ) ̸= 0 e (v, ψ) ̸= 0. Si ha che supp(ϕ ⊗ ψ)⊆ U(x) × V(y) ⊆ W e

(u ⊗ v, ϕ ⊗ ψ) = (u, ϕ)(v, ψ) ̸= 0, da cui (x, y) ∈ supp(u ⊗ v). Per mostrare l'in-

clusione opposta consideriamo (x, y) ∈ O × Ω\(supp(u)×supp(v)). Senza perdita

di generalità assumiamo che x /∈ supp(u). Allora esiste un intorno U(x) di x in O

tale che U(x)∩ supp(u)= ∅. Consideriamo χ ∈ D(O×Ω) con supp(χ)⊆ U(x)×Ω.

Osserviamo che per ogni y′ ∈ Ω vale 5

{x′ ∈ O : χ(x′, y′) ̸= 0} ⊆ π1(supp(χ(·), y′)) ⊆ U(x),

e dal Corollario 1.3.25 segue che (u(·), χ(·, y′)) = 0 per ogni y′ ∈ Ω. Di conseguenza,

(u ⊗ v, χ) = (v(y′), (u(x′), χ(x′, y′))) = 0. Poiché χ è un elemento arbitrario di

D(U(x)× Ω), possiamo concludere che (x, y) /∈ supp(u⊗ v).

2. Sia χ ∈ D(O × Ω). Allora

(Dα
xD

β
y (u⊗ v), χ) = (−1)|α|+|β|(u⊗ v,Dα

xD
β
yχ)

= (−1)|α|+|β|(u(x), (v(y),Dα
xD

β
yχ(x, y))) = (−1)|α|(u(x), (Dβ

yv(y),D
α
xχ(x, y)))

= (−1)|α|(u(x),Dα
x(D

β
yv(y), χ(x, y))) = (Dα

xu(x), (D
β
yv(y), χ(x, y)))

= (Dα
xu⊗Dβ

yv, χ). (1.38)

1.3.6 Convoluzione di distribuzioni

Siano f, g ∈ L1
loc(Rn). La convoluzione tra f e g è la funzione

(f ∗ g)(x) :=
∫
Rn

f(x− y)g(y)dy.

f ∗ g, tuttavia, non è sempre ben de�nita e una delle condizioni che ci assicurano che lo

sia è:

(α) Per ogni K, compatto di Rn, esiste K1, ancora compatto di Rn, tale che, per ogni

x ∈ K e y ∈ Rn \ K1, esiste un intorno aperto O di y per cui g(z) = 0 quasi dappertutto

in O, oppure f(x− z) = 0 quasi ovunque in O.

5π1 indica la proiezione su O.
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Teorema 1.3.33. Supponiamo che f e g siano elementi in L1
loc(Rn), per cui vale (α).

Allora:

1. per quasi ogni x in Rn, la funzione y → f(x− y)g(y) è sommabile in Rn;

2. la funzione (f ∗g)(x) :=
∫
Rn f(x−y)g(y)dy, arbitrariamente estesa a Rn, appartiene

a L1
loc(Rn).

Dimostrazione. Si può provare che la funzione (x, y) → f(x − y)g(y) è misurabile in

Rn×Rn. Siano K e K1 compatti di Rn, con K1 scelto come in (α). Allora f(x−y)g(y) = 0

quasi ovunque in Rn \ K1 e quindi, per il teorema di Tonelli, si ha che∫
K

(∫
Rn

|f(x− y)||g(y)|dy
)
dx =

∫
K

(∫
K1

|f(x− y)||g(y)|dy
)
dx

=

∫
K1

(∫
K−y

|f(x)|dx
)
|g(y)|dy. (1.39)

Sia R ∈ R+ tale che, se x ∈ K e y ∈ K1, |x−y| ≤ R. Allora si ha che per ogni y ∈ K1

vale ∫
K−y

|f(x)|dx ≤
∫
BR(0)

|f(x)|dx =: C <∞, perché f ∈ L1
loc(Rn), (1.40)

da cui segue che∫
K

(∫
Rn

|f(x− y)||g(y)|dy
)
dx ≤ C

∫
K1

|g(y)|dy <∞, perché g ∈ L1
loc(Rn). (1.41)

Dal teorema di Fubini segue che per ogni compatto K di Rn, la funzione y → f(x−y)g(y)
è integrabile in Rn per quasi ogni x ∈ K, e x →

∫
Rn f(x − y)g(y)dy, arbitrariamente

estesa a K, è integrabile in K. Si conclude osservando che Rn è unione numerabile di

compatti.

Osservazione 1.3.34. Se esiste K1 compatto di Rn tale che g(y) = 0 quasi ovunque in

Rn \ K1, la condizione (α) è automaticamente soddisfatta, con K1 indipendente da K.

Esempio 1.3.35. Un caso più particolare in cui (α) continua a valere è il seguente: sia

n = 1 e f(x) = g(x) = 0 quasi ovunque in (−∞, 0). Sia K un compatto di R e R ∈ R+

tale K ⊆ [−R,R]. Allora, scegliendo K1 = [0, R], si ha che, se y < 0, ci basta considerare

come aperto O in cui g si annulla O = (−∞, 0); se y > R, prendiamo O = (R,∞) e si

ha che f(x− z) = 0 quasi ovunque in O.
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Osservazione 1.3.36. Siano f, g ∈ L1
loc(Rn) e siano uf , ug le distribuzioni regolari ad

esse rispettivamente associate. In [3] si mostra che la condizione (α) è equivalente a:

(α') Sia s: supp(uf )×supp(ug)→ Rn, s(x, y) = x + y. Allora s è propria, cioè vale che

per ogni compatto K di Rn, s−1(K) è un compatto di supp(uf )×supp(ug).

Osservazione 1.3.37. Osserviamo che se f e g soddisfano (α), allora anche g e f

veri�cano la stessa condizione, e questo si vede facilmente osservando che in (α') i ruoli

di f e g sono simmetrici.

Osservazione 1.3.38. Siano f, g ∈ L1
loc(Rn) e supponiamo che soddis�no (α). Sia

inoltre ϕ ∈ D(Rn) con supp(ϕ)⊆ K, con K compatto. Applicando il teorema di Tonelli

e sfruttando il fatto che anche |f | e |g| soddisfano (α), si ha che∫
Rn×Rn

|f(x− y)g(y)ϕ(x)|dxdy =

∫
K

(∫
Rn

|f(x− y)g(y)|dy
)
|ϕ(x)|dx

=

∫
K
(|f | ∗ |g|)(x)|ϕ(x)|dx. (1.42)

Per Weierstrass, esiste una costante positiva C tale |ϕ(x)| ≤ C per ogni x ∈ K, e quindi∫
K
(|f | ∗ |g|)(x)|ϕ(x)|dx ≤ C

∫
K
(|f | ∗ |g|)(x)| <∞, (1.43)

perché |f | ∗ |g| ∈ L1
loc(Rn). Quindi, (x, y) → f(x − y)g(y)ϕ(x) è integrabile in Rn × Rn

e, per il teorema di Fubini, vale∫
Rn

(f ∗ g)(x)ϕ(x)dx =

∫
Rn×Rn

f(x− y)g(y)ϕ(x)dxdy

=

∫
Rn×Rn

f(x)g(y)ϕ(x+ y)dxdy =

∫
Rn×Rn

(f ⊗ g)(x, y)ϕ(x+ y)dxdy. (1.44)

Sulla base di questo esempio, sembrerebbe naturale de�nire la convoluzione tra due

distribuzioni u e v in D′(Rn) in modo tale che, per ogni ϕ ∈ D(Rn), si abbia (u ∗ v, ϕ)
uguale a ((u ⊗ v)(x, y), ϕ(x + y)). Tuttavia, questa de�nizione non sarebbe ben posta,

dato che se ϕ ∈ D(Rn), con ϕ ̸= 0, allora ϕ̃(x, y) := ϕ(x + y) non apparterrebbe a

D(Rn×Rn). Infatti supp(ϕ̃)={(x, y) ∈ Rn×Rn : x+ y ∈ supp(ϕ)}, che non è compatto.

Diamo quindi la seguente de�nizione:
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De�nizione 1.3.39. Siano u e v in D′(Ω). Diciamo che sono convolubili se l'appli-

cazione s : supp(u)×supp(v)→ Rn, s(x, y) = x + y è propria. In tal caso, de�niamo la

convoluzione tra u e v nel seguente modo: sia ϕ ∈ D(Rn) e sia K un compatto di Rn

tale che supp(ϕ)⊆ K. Allora s−1(K) è un compatto di supp(u)×supp(v). Inoltre, sia

a ∈ D(Rn × Rn), tale che a(x, y) = 1 in un qualche aperto O contenente s−1(K). Allora
de�niamo

(u ∗ v, ϕ) := ((u⊗ v)(x, y), a(x, y)ϕ(x+ y)).

Osservazione 1.3.40. L'esistenza di una funzione a si�atta è garantita dal Teore-

ma 0.1.3.2.

Osservazione 1.3.41. Questa de�nizione è ben posta, perché non dipende dalla scelta

di a. Sia a1 un altro elemento di D(Rn×Rn) tale che a1(x, y) = 1 su un aperto contenente

s−1(K). Allora a − a1 ≡ 0 su s−1(K). De�nendo ϕ̃(x, y) := [a(x, y) − a1(x, y)]ϕ(x + y),

si ha che supp(u ⊗ v) ∩ supp(ϕ̃)=(supp(u)×supp(v)) ∩ supp(ϕ̃) = ∅, quindi, per il

Corollario 1.3.25, si ha che ((u⊗v)(x, y), ϕ̃(x, y)) = 0, cioè ((u⊗v)(x, y), a(x, y)ϕ(x+y)) =
((u⊗ v)(x, y), a1(x, y)ϕ(x+ y)).

Esempio 1.3.42. Dall'Osservazione 1.3.34, segue che se u ∈ D′(Rn) e v ∈ E ′(Rn), allora

sono convolubili. Inoltre, dall'Esempio 1.3.35 si deduce che distribuzioni arbitrarie con

supporto in [0,+∞) sono convolubili.

Esempio 1.3.43. Siano u ∈ D′(Rn) e ϕ ∈ D(Rn), con supp(ϕ)⊆ K, dove K è un

compatto di Rn. Poiché δ0 ∈ E ′(Rn), u e δ0 sono convolubili e supp(u⊗δ0) =supp(u)×{0}.
Sia s : supp(u)×{0},s(x, y) = x+y. Allora s−1(K) = (supp(u)∩K)×{0}. Consideriamo

a ∈ D(Rn×Rn) tale che a(x, y) = 1 su un aperto contenente (supp(u)∩K)×{0}. Allora

(u ∗ δ0, ϕ) = ((u⊗ δ0)(x, y), a(x, y)ϕ(x+ y)) = (u(x), (δ0(y), a(x, y)ϕ(x+ y)))

= (u(x), a(x, 0)ϕ(x)) = (u(x), [a(x, 0)− 1]ϕ(x)) + (u(x), ϕ(x)) = (u(x), ϕ(x)), (1.45)

cioè u ∗ δ0 = u per ogni u ∈ D′(Rn).

Proposizione 1.3.44 ([3]). Siano u e v distribuzioni convolubili in Rn. Allora

1. v e u sono convolubili e v ∗ u = u ∗ v.
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2. Per ogni α, β ∈ Nn
0 ,D

αu e Dβv sono convolubili e Dα+β(u ∗ v) = Dαu ∗Dβv.

Proposizione 1.3.45. Siano u e v distribuzioni convolubili in Rn. Allora valgono le

seguenti:

1. supp(u)+supp(v) è chiuso in Rn.

2. supp(u ∗ v)⊆ supp(u)+supp(v). In particolare, se u e v sono elementi di E ′(Rn),

allora u ∗ v ∈ E ′(Rn).

Dimostrazione. 1. Sia (xk, yk)k∈N una successione in supp(u)×supp(v) tale che
(xk, yk) → z in Rn; vogliamo provare che z ∈ supp(u)+supp(v). Dato che u e

v sono convolubili e {xk + yk : k ∈ N} è relativamente compatto, allora anche

{xk : k ∈ N} è relativamente compatto, quindi, a meno di passare a una sottosuc-

cessione, possiamo supporre xk → x; poiché supp(u) è chiuso, x ∈ supp(u). In�ne,

osserviamo che yk = (xk + yk)− xk → z − x ∈ supp(v), da cui la tesi.

2. Proviamo che la restrizione di u ∗ v a Rn \ (supp(u) + supp(v)) è 0. Sia ϕ ∈ D(Rn)

tale che supp(ϕ)⊂ Rn \ (supp(u) + supp(v)); allora ϕ(x + y) ≡ 0 in un aperto

di Rn × Rn contenente supp(u)×supp(v)=supp(u ⊗ v). Di conseguenza, vale che

a(x, y)ϕ(x + y) ≡ 0 in tale aperto, per ogni a ∈ D(Rn × Rn), e ciò conclude la

dimostrazione.

Teorema 1.3.46 ([5], Capitolo IV). Siano u ∈ D′(Rn) e v ∈ D(Rn) o u ∈ E ′(Rn) e

v ∈ C∞(Rn). Allora u ∗ v ∈ C∞(Rn), dove

(u ∗ v)(x) = (u(y), v(x− y)), per ogni x ∈ Rn. (1.46)

Inoltre, vale

Dα(u ∗ v)(x) = (u(y),Dαv(x− y)), per ogni α ∈ Nn
0 , per ogni x ∈ Rn. (1.47)

1.4 Distribuzioni temperate

Il nostro scopo è quello di estendere la nozione di trasformata di Fourier alle distri-

buzioni in D′(Rn). Come vedremo, però, non saremo in grado di dare un'unica de�ni-
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zione valida per tutti questi funzionali ed è per questo che ci restringeremo ad una loro

sottoclasse, quella delle distribuzioni temperate.

Osservazione 1.4.1. Il Teorema 0.2.2.3 ci suggerisce la seguente de�nizione di û = Fu,
per u ∈ D′(Rn):

(û, ϕ) = (u, ϕ̂), per ogni ϕ ∈ D(Rn). (1.48)

Questa formula richiede che ϕ̂ appartenga a D(Rn) per ogni ϕ ∈ D(Rn); tuttavia, l'unico

elemento ϕ in D(Rn) per cui ϕ̂ ∈ D(Rn) è ϕ ≡ 0. Infatti, consideriamo, per semplicità, il

caso n=1, e sia ϕ ∈ D(R). Il teorema di Paley-Wiener ci assicura che ϕ̂ può essere estesa

ad una funzione olomorfa su tutto il piano complesso:

ϕ̂(z) =

∫
R
e−ixzϕ(x)dx, z ∈ C. (1.49)

Se ϕ̂ ∈ D(R), ϕ̂ è zero su un sottoinsieme aperto di R e, per il principio del prolungamento

analitico, si ha che ϕ̂ ≡ 0 su tutto R, e C. In�ne, dalla formula di inversione della

trasformata di Fourier, concludiamo che ϕ ≡ 0. L'idea, quindi, è quella di sostituire

D(Rn) con una classe di funzioni invarianti rispetto a F ; uno spazio con questa proprietà

è lo spazio di Schwartz S(Rn).

De�nizione 1.4.2. Sia n ∈ N. Una distribuzione temperata in Rn è un funzionale

lineare u : S(Rn) → C tale che, se ϕk → ϕ in S(Rn), allora lim
k→∞

u(ϕk) = u(ϕ) in C. Lo
spazio delle distribuzioni temperate in Rn è denotato con S ′(Rn).

Osservazione 1.4.3. Dal Teorema 0.2.8.1 segue che se ϕ ∈ S ′(Rn), la restrizione di u a

D(Rn) è una distribuzione in Rn; tale restrizione identi�ca unicamente u, per via della

Proposizione 0.2.13.

Esempio 1.4.4. Sia f : Rn → C localmente integrabile, tale che esiste m ∈ N per

cui
∫
Rn(1 + |x|)−m|f(x)|dx < +∞. Allora la distribuzione regolare uf associata ad f è

temperata. Infatti, se ϕ ∈ S(Rn), allora fϕ ∈ L1(Rn) e

|(uf , ϕ)| =
∣∣∣∣∫

Rn

f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈Rn

(1 + |x|)m|ϕ(x)|
∫
Rn

|f(x)|(1 + |x|)−mdx < +∞.

(1.50)

Inoltre, se ϕk → 0 in S(Rn), (uf , ϕk)→ 0, per il teorema della convergenza dominata di

Lebesgue.
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Esempio 1.4.5. Sia f(x) = ex, x ∈ R. Proviamo che uf , la distribuzione regolare

associata ad f , non è temperata. Per fare ciò, ci basta costruire una successione (ϕk)k∈N

in D(R) tale che ϕk → 0 in S(R), ma (uf , ϕ) ↛ 0. Sia ϕ ∈ D(R), tale che ϕ(x) ≥ 0 per

ogni x ∈ R e ϕ(x) = 1 se |x| ≤ 1. Dato k ∈ N, poniamo ϕk(x) := 2−kϕ(x − k), x ∈ R.
Allora ϕk ∈ D(R) per ogni k ∈ N, e quindi ϕk ∈ S(R). Inoltre, per ogni α,m ∈ N0,

abbiamo

|x|m|ϕ(α)
k (x)| = 2−k|x|m|ϕ(α)(x− k)| = 2−k|(x− k) + k|m|ϕ(α)(x− k)|

= 2−k

(
m∑
j=0

(
m

j

)
|x− k|m−jkj

)
|ϕ(α)(x− k)|

= 2−k

(
m−1∑
j=1

(
m

j

)
|x− k|m−jkj + |x− k|m + km

)
|ϕ(α)(x− k)|

≤ C(m)2−k(|x− k|m + km)|ϕ(α)(x− k)|

≤ C(m)2−k

[
sup
y∈R
|y|m|ϕ(α)(y)|+ km sup

y∈R
|ϕ(α)(y)|

]
≤ 2−kC(m)[C1 + C2]→ 0.

Quindi ϕk → 0 in S(R). D'altra parte, abbiamo

(uf , ϕk) = 2−k

∫
R
exϕ(x− k)dx ≥ 2−k

∫ k+1

k−1

exϕ(x− k)dx = 2−k

∫ k+1

k−1

exdx

=
(e
2

)k
(e− e−1)→ +∞.

Perciò uf non è temperata.

De�nizione 1.4.6. Sia (uk)k∈N una successione in S ′(Rn) e sia u ∈ S ′(Rn). Diciamo

che (uk)k∈N converge a u in S ′(Rn), e scriviamo uk → u in S ′(Rn), se

(uk, ϕ)→ (u, ϕ), per ogni ϕ ∈ S(Rn).

Proposizione 1.4.7. Sia u ∈ S ′(Rn). Allora:

1. Per ogni α ∈ O(Rn), au ∈ S ′(Rn). Inoltre, se uk → u in S ′(Rn), allora auk → au

in S ′(Rn).

2. Per ogni α ∈ Nn
0 ,D

αu ∈ S ′(Rn). Inoltre, se uk → u in S ′(Rn), allora Dαuk → Dαu

in S ′(Rn).
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3. Se χ : Rn → Rn, χ(x) = Ax + b, con A ∈ Rn×n6 invertibile e b ∈ Rn, allora

u ◦ χ ∈ S ′(Rn). Inoltre, se uk → u in S ′(Rn), allora uk ◦ χ→ u ◦ χ in S ′(Rn).

Dimostrazione. 1. Sia a ∈ S(Rn); allora abbiamo che, per ogni ϕ ∈ S(Rn), (au, ϕ) =

(u, aϕ). Chiaramente la linearità di au segue da quella di u, quindi, per provare

che au ∈ S ′(Rn), basta mostrare che se ϕk → ϕ in S(Rn), allora (au, ϕk)→ (au, ϕ)

in C. In virtù del Teorema 0.2.8.2 e delle proprietà di u, vale che

(au, ϕk) = (u, aϕk)→ (u, aϕ) = (au, ϕ), (1.51)

quindi au ∈ S ′(Rn). Per quanto riguarda la seconda proprietà, è su�ciente

osservare che, per ogni ϕ ∈ S(Rn), abbiamo

(auk, ϕ) = (uk, aϕ)→ (u, aϕ) = (au, ϕ), (1.52)

cioè auk → au in S(Rn).

2. Si mostra in maniera analoga al punto precedente.

3. Sia ϕ ∈ S(Rn). Posto ϕ∗(y) = ϕ(χ−1(y))|det(Jχ−1(y))| = ϕ(A−1(y − b))|det(A)|−1,

abbiamo che ϕ∗ ∈ S(Rn). Inoltre, se ϕk → ϕ in S(Rn), allora ϕ∗
k → ϕ∗ in S(Rn).

Infatti,7

|x| = |A−1Ax| ≤ ∥A−1∥|Ax| ≤ ∥A−1∥|χ(x)|+ ||A−1|||b|,

e

|χ(x)| ≤ ∥A∥|x|+ |b|,

perciò

(u ◦ χ(x), ϕk(x)) = (u(y), ϕ∗
k(y))→ (u(y), ϕ∗(y)) = (u ◦ χ(x), ϕ(x)).

6con Rn×n indichiamo lo spazio delle matrici quadrate reali di ordine n.
7con ∥A∥ := max|x|=1 |Ax|.
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1.4.1 Trasformata di Fourier di distribuzioni temperate

Siamo ora in grado di de�nire la trasformata di Fourier per una distribuzione tempe-

rata.

De�nizione 1.4.8. Sia u ∈ S ′(Rn). De�niamo la trasformata di Fourier di u come

l'elemento û = Fu di S ′(Rn), tale che

(û, ϕ) = (u, ϕ̂), per ogni ϕ ∈ S(Rn).

Osservazione 1.4.9. Questa de�nizione è ben posta. Infatti, dal Teorema 0.2.10, si ha

che ϕ̂ ∈ S(Rn) per ogni ϕ ∈ S(Rn) e, se ϕk → ϕ in S(Rn), allora ϕ̂k → ϕ̂ in S(Rn);

perciò, (û, ϕk) = (u, ϕ̂k)→ (u, ϕ̂) = (û, ϕ) in C per ogni u ∈ S ′(Rn), quindi û ∈ S ′(Rn).

Teorema 1.4.10. La trasformata di Fourier de�nisce una biiezione di S ′(Rn) in se stesso.

Inoltre, si ha che

F−1v(ξ) = (2π)−nFv(−x), per ogni v ∈ S ′(Rn),

e

uk → u in S ′(Rn) se e solo se ûk → û in S ′(Rn).

Dimostrazione. Sia v ∈ S ′(Rn) e cerchiamo u ∈ S ′(Rn) tale che û = v. Se ciò accade,

applicando Teorema 0.2.10 e la formula di inversione (1), vale, per ogni ϕ ∈ S(Rn),

(u(x), ϕ(x)) = (u(x),FF−1ϕ(x)) = (Fu(ξ),F−1ϕ(ξ)) = (v(ξ),F−1ϕ(ξ))

= (2π)−n(v(ξ),Fϕ(−ξ)) = (2π)−n(Fv(x), ϕ(−x)) = (2π)−n(Fv(−x), ϕ(x)).

Quindi, può solo che essere u(x) = (2π)−nF−1v(−x). D'altra parte, se

u(x) = (2π)−nF−1v(−x), abbiamo, per ogni ϕ ∈ S(Rn),

(û(ξ), ϕ(ξ)) = (2π)−n(v̂(ξ), ϕ̂(−ξ)) = (v(x),F [(2π)−nϕ̂(−ξ)](x)) = (v(ξ), ϕ(ξ)),

perciò F : S ′(Rn) → S ′(Rn) è sia iniettiva che suriettiva. L'ultima proprietà segue dal

Teorema 0.2.10.
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Esempio 1.4.11. Sia x0 ∈ Rn. Calcoliamo δ̂x0 : per ogni ϕ ∈ S(Rn), abbiamo

(δ̂x0 , ϕ) = (δx0 , ϕ̂) = ϕ̂(x0) =

∫
Rn

e−ix·x0ϕ(x)dx;

da cui segue che δ̂x0(ξ) = e−iξ·x0 , identi�cando f(ξ) = e−iξ·x0 con la distribuzione regolare

associata. In particolare, si ha che δ̂0(ξ) = 1.

Proposizione 1.4.12. Sia u ∈ S ′(Rn). Allora:

1. Per ogni α ∈ Nn
0 , D̂

αu(ξ) = (iξ)αû(ξ),F((−ix)αu) = Dαû.

2. Se χ : Rn → Rn, χ(x) = Ax + b, con A ∈ Rn×n invertibile e b ∈ Rn,F(u ◦ χ)(y) =
1

|det(A)|e
i(AT )−1y·bû((AT )−1y).

Dimostrazione. 1. Sia α ∈ Nn
0 . Osserviamo che a(ξ) = (−iξ)α ∈ O(Rn), perché è

un polinomio, e per Proposizione 1.4.7.1 (iξ)αû(ξ) ∈ S ′(Rn). Per Teorema 0.2.11,

abbiamo che, per ogni ϕ ∈ S(Rn),

(D̂αu(ξ), ϕ(ξ)) = (Dαu(x), ϕ̂(x)) = (−1)|α|(u(x),Dαϕ̂(x))

= (−1)|α|(u(x),F((−iξ)αϕ(ξ))(x)) = (−1)|α|(û(ξ), (−iξ)αϕ(ξ))

= (−1)|α|(−1)|α|((iξ)αû(ξ), ϕ(ξ)) = ((iξ)αû(ξ), ϕ(ξ)), (1.53)

quindi D̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ). Inoltre,

(F((−ix)αu(x))(ξ), ϕ(ξ)) = ((−ix)αu(x), ϕ̂(x)) = (u(x), (−ix)αϕ̂(x))

= (u(x), (−1)|α|F(Dαϕ(ξ))(x)) = (−1)|α|(û(ξ),Dαϕ(ξ))

= (Dαû(ξ), ϕ(ξ)), (1.54)

da cui segue che F((−ix)αu(x))(ξ) = Dαû(ξ).

2. Sia ϕ ∈ S(Rn). Vale che

(F(u ◦ χ), ϕ) = (u ◦ χ(ξ), ϕ̂(ξ)) = (u(y),
1

|det(A)|
ϕ̂(A−1y − A−1b)), (1.55)

dove

ϕ̂(A−1y − A−1b) =

∫
Rn

e−i((AT )−1)x)·y−((AT )−1x)·bϕ(x)dx

=

∫
Rn

|det(A)|e−iz·y−iz·bϕ(AT z)dz. (1.56)
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Quindi,

(F(u ◦ χ), ϕ) = (u(y),F [eiz·bϕ(AT z)](y)) = (û(z), eiz·bϕ(AT z))

=

(
1

|det(A)|
ei(A

T )−1y·bû((AT )−1y), ϕ(y)

)
(1.57)

da cui la tesi.

Corollario 1.4.13. Sia u ∈ S ′(Rn). Se u è pari (dispari), allora û è pari (dispari).

Dimostrazione. Consideriamo χ(x) = −Inx8. Supponiamo u pari; il caso con u dispari

è analogo. Segue da Proposizione 1.4.12.2, che

Fu(y) = F(u(x))(y) = F(u(−x))(y) = F(−y), (1.58)

perciò û(−y) = û(y).

Esempio 1.4.14. Nell'Esempio 1.2.4 abbiamo introdotto la distribuzione u(x) = p.v. 1
x
;

vediamo come calcolarne la trasformata di Fourier. Dai risultati ottenuti negli Esempi

1.3.3, 1.3.12, 1.4.11 e dal Teorema 1.4.10, abbiamo che

F(xu(x))(y) = F1(y) = 2πF−11(−ξ) = 2πδ0(−ξ) = 2πδ0(ξ), (1.59)

da cui concludiamo che F(xu(x)) = 2πδ0. Inoltre, dal risultato della Proposizione 1.4.10,

applicato con α = 1, segue che −iF(xu(x)) = û′, cioè F(xu) = iû′, e dall'Esempio 1.3.5

si deduce che û = −2πiH + C, con C ∈ C. In�ne, nell'Esempio 1.3.13 abbiamo provato

che u è dispari, quindi, per il Corollario 1.4.13, anche û è dispari. In particolare, abbiamo

che

û(−x) =

C, se x > 0,

−2πi+ C, se x ≤ 0,

e

−û(x) =

2πi− C, se x > 0,

−C, se x ≤ 0,

8In rappresenta la matrice identità di ordine n.
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e l'uguaglianza tra le due è veri�cata solo se 2πi− C = C, ovvero se C = πi. Abbiamo

mostrato che

û(ξ) = −2πiH(ξ) + πi =

−πi, se ξ ≥ 0,

πi, se ξ < 0,
= −πi

1, se ξ ≥ 0,

−1, se ξ < 0.
= −πi sgn(ξ).

Per poter dire qualcosa sulla trasformata di Fourier del prodotto tensoriale tra due

distribuzioni in S ′(Rn), dobbiamo prima accertarci che questa operazione sia ben de�nita.

A garantircelo è la seguente proprietà:

Proposizione 1.4.15 ([7], Capitolo II). Siano u ∈ S ′(Rn) e v ∈ S ′(Rm). Allora u⊗ v ∈
S ′(Rn+m).

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente risultato:

Proposizione 1.4.16. Siano u ∈ S ′(Rn) e v ∈ S ′(Rm). Allora F(u⊗ v) = Fu⊗Fv.

Dimostrazione. Siano u ∈ S ′(Rn) e v ∈ S ′(Rm). Per la Proposizione 0.2.13 e il Lemma

1.3.28, è su�ciente provare che, per ogni ϕ ∈ D(Rn) e ψ ∈ D(Rm), vale

(F(u⊗ v), ϕ⊗ ψ) = (u⊗ v,F(ϕ⊗ ψ)) = (Fu⊗Fv, ϕ⊗ ψ). (1.60)

Dai teoremi di Tonelli e Fubini, abbiamo

F((ϕ⊗ ψ)(x, y))(ξ, η) =
∫
Rn+m

e−iξ·xe−iη·yϕ(x)ψ(y)dxdy

=

∫
Rn

e−iξ·xϕ(x)dx

∫
Rm

e−iη·yψ(y)dy = Fϕ(ξ)⊗F(η), (1.61)

da cui segue che

(u⊗ v,F(ϕ⊗ ψ)) = (u⊗ v,Fϕ⊗Fψ) = (u,Fϕ)(v,Fψ)

= (Fu, ϕ)(Fv, ψ) = (Fu⊗Fv, ϕ⊗ ψ). (1.62)

In�ne, per quanto riguarda la trasformata della convoluzione, vale il seguente risul-

tato:

Teorema 1.4.17 ([7], Capitolo II). Siano u ∈ E ′(Rn) e v ∈ S ′(Rn). Allora u∗v ∈ S ′(Rn)

e F(u ∗ v) = FuFv.
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Capitolo 2

Soluzioni fondamentali per operatori

di�erenziali a coe�cienti costanti

2.1 De�nizione e proprietà

De�nizione 2.1.1. Un operatore di�erenziale parziale lineare è un operatore della

forma

A(x,D) :=
∑
|α|≤m

aα(x)D
α,

dove ogni coe�ciente aα è una funzione de�nita su un aperto Ω di Rn e a valori complessi

e m ∈ N..

Osservazione 2.1.2. Nel caso in cui aα ∈ C∞(Ω) per ogni α, A(x,D)u è ben de�nita

per ogni u ∈ D′(Ω), dove Ω aperto di Rn.

In questo capitolo, ci limiteremo ad analizzare operatori di�erenziali a coe�cienti

costanti, ovvero operatori della forma

A(D) :=
∑
|α|≤m

aαD
α,

con aα ∈ C per ogni α ∈ Nn
0 , con |α| ≤ m. Per questa classe di operatori è cruciale la

nozione di soluzione fondamentale:

33
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De�nizione 2.1.3. Sia A(D) un operatore di�erenziale lineare a coe�cienti costanti e

sia E ∈ D′(Rn). Diciamo che E è una soluzione fondamentale di A(D) se A(D)E = δ0.

Esempio 2.1.4. Sia n = 1. Nell'Esempio 1.3.5 abbiamo mostrato che H è una soluzione

fondamentale di A(D) = D. In realtà, è immediato veri�care che l'insieme delle soluzioni

fondamentali di D è dato da {H + C : C ∈ C}. Se n ≥ 2 e x′ = (x1, . . . , xn−1),

En(x′, xn) := δ0(x
′) ⊗ H(xn) è una soluzione fondamentale di Dn. Infatti, invocando le

proprietà mostrate nella Proposizione 1.3.32.2 e nell'Esempio 1.3.31, abbiamo

DnEn(x′, xn) = D0
x′D1

xn
δ0(x

′)⊗H(xn) = δ0(x
′)⊗DxnH(xn)

= δ0(x
′)⊗ δ0(xn) = δ(0,0)(x

′, xn) = δ0(x). (2.1)

Osservazione 2.1.5. L'esempio precedente mostra che la soluzione fondamentale di un

operatore di�erenziale non è unica.

De�nizione 2.1.6. Sia A(D) un operatore di�erenziale lineare a coe�cienti costanti.

Usando la notazione vista precedentemente, chiamiamo simbolo dell'operatore A(D) il

polinomio

A(ξ) :=
∑
α≤m

aαξ
α.

Vediamo ora un lemma che ci sarà utile successivamente per mostrare un importante

risultato legato all'esistenza di soluzioni fondamentali.

Lemma 2.1.7. Sia Q(ξ) =
∑

|α|≤m bαξ
α un polinomio a coe�cienti complessi non nullo

di gradom. Poniamo r(Q) := supθ∈Rn,|θ|≤1minz∈C,|z|=1 |Q(zθ)|. Allora esiste una costante

C0 > 0, indipendente da Q, tale che r(Q) ≥ C0

(∑
|α|≤m |bα|2

) 1
2
.

Dimostrazione. Sia Pm la classe dei polinomi di grado minore o uguale m e, per ogni

Q ∈ Pm, poniamo ||Q||2 :=
(∑

|α|≤m |bα|2
) 1

2
e ||Q||∞ := supξ∈Cn,|ξ|≤1 |Q(ξ)|. Mostriamo

che sono delle norme. Chiaramente sono entrambe quantità non negative e, per ogni Q

e P in Pm, abbiamo

||Q+ P ||22 ≤
∑
α≤m

(|bα|2 + |pα|2)

≤
∑
α≤m

|bα|2 +
∑
α≤m

|pα|2 + 2

√√√√(∑
α≤m

|bα|2
)(∑

α≤m

|pα|2
)

= (||Q||2 + ||P ||2)2,
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e

||Q+ P ||∞ = max
ξ∈Cn,|ξ|≤1

|Q(ξ) + P (ξ)| ≤ max
ξ∈Cn,|ξ|≤1

(|Q(ξ)|+ |P (ξ)|) = ||Q||∞ + ||P ||∞.

Inoltre, se ||Q||2 = 0, si ha che, per ogni α ∈ Nn
0 , |α| ≤ m,

(DαQ)(0)

α!
= bα = 0,

da cui segue che tutte le derivate (DαQ)(0) sono nulle per ogni α ∈ Nn
0 , |α| ≤ m, e quindi

Q è il polinomio nullo. Mentre, se ||Q||∞ = 0, abbiamo che, per ogni ξ ∈ Cn, |ξ| ≤
1, Q(ξ) = 0, ma allora Q ha in�niti zeri, e quindi Q ≡ 0. Dato che Pm è uno spazio di

dimensione �nita su C, tutte le norme su tale spazio sono equivalenti, e in particolare lo

sono || · ||2 e || · ||∞. Proviamo che il funzionale r è continuo rispetto alla norma || · ||∞.

Siano Q e Q̃ polinomi in Pm tali che ||Q− Q̃||∞ ≤ δ, con δ > 0 �ssato. Per ogni θ ∈ Rn,

|θ| ≤ 1, abbiamo che

inf
z∈C,|z|=1

|Q(zθ)| = min
z∈C,|z|=1

|Q(zθ)| = |Q(z0θ)| ≥ |Q̃(z0θ)| − δ ≥ inf
|z|=1
|Q̃(zθ)| − δ.

Passando all'estremo superiore, otteniamo che

r(Q) ≥ r(Q̃)− δ.

Ragionando in modo analogo, invertendo i ruoli di Q e Q̃, otteniamo r(Q̃) ≥ r(Q) − δ,
da cui deduciamo che δ ≥ |r(Q) − r(Q̃)|. Osserviamo anche che r è omogeneo di grado

1, infatti, se c ∈ C, abbiamo

r(cQ) = sup
θ∈Rn,|θ|≤1

min
z∈C,|z|=1

|cQ(zθ)| = |c| sup
θ∈Rn,|θ|≤1

min
z∈C,|z|=1

|Q(zθ)| = |c|r(Q).

In�ne, notiamo che se r(Q) = 0, allora Q = 0. Quando r(Q) = 0 abbiamo che, per

ogni θ ∈ Rn, |θ| ≤ 1, infz∈C,|z|=1 |Q(zθ)| = 0, cioè, per ogni θ ∈ Rn, |θ| ≤ 1, esiste

z = z(θ) ∈ C, |z| = 1, tale che |Q(z(θ)θ)| = 0. Consideriamo θ ∈ Rn, |θ| = 1 e

0 < C ≤ 1. Dato che |Cθ| ≤ 1, allora esiste z(Cθ) ∈ C tale che Q(z(Cθ)Cθ) = 0

con |z(Cθ)| = 1, e perciò |Cz(zθ)| = C. Quindi, se θ ∈ Rn, |θ| = 1, per ogni costante

C ∈ R, con 0 < C ≤ 1, esiste z(C) ∈ C con |z(C)| = |C| e Q(z(C)θ) = 0; perciò, il

polinomio z 7→ Q(zθ) ha in�niti zeri, e quindi è il polinomio nullo. Segue che Q(θ) ≡ 0 su
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{θ ∈ Rn : |θ| ≤ 1}, da cui 0 = DαQ(0) = bαα!, per ogni α ∈ Nn
0 , e quindi Q ≡ 0. Notiamo

che K := {Q ∈ Pm : ||Q||∞ = 1} è compatto, in quanto Pm ha dimensione �nita e K è

sia chiuso che limitato, e quindi, per Weierstrass, esiste una costante C1 > 0 tale che,

per ogni Q ∈ K, r(Q) ≥ C1. Inoltre, dall'omogeneità di r, si ha che, per ogni Q ∈ Pm,

r
(

Q
||Q||∞

)
≥ C1, da cui r(Q) ≥ ||Q||∞C1. Per l'equivalenza tra || · ||∞ e || · ||2, esiste una

costante C0 > 0, tale che

r(Q) ≥ C2||Q||∞ ≥ C0||Q||2,

che è proprio quello che volevamo dimostrare.

Teorema 2.1.8 (Teorema di Malgrange�Ehrenpreis). Sia A(ξ) =
∑

|α|≤m aαξ
α un poli-

nomio di grado m ≥ 1. Allora l'operatore di�erenziale associato A(D) =
∑

α≤m aαD
α ha

una soluzione fondamentale E .

Dimostrazione. Per ipotesi, il polinomio A(ξ) ha grado m ≥ 1, quindi esiste α ∈ Nn
0

tale che |α| = m e aα ̸= 0. Sia Q(ξ) = A(−iξ) =
∑

|α|≤m(−1)|α|aα(iξ)α. Dato ξ ∈ Rn,

de�niamo Qξ(η) := Q(ξ + η). Veri�chiamo che esiste una costante C1 > 0, indipendente

da ξ, tale che r1(Qξ(η)) ≥ C1, per ogni ξ ∈ Rn. Se |α| = m, DαQ(ξ) è costante, quindi

il coe�ciente di ξα in Qξ è indipendente da ξ e, in virtù del Lemma 2.1.7, esiste una

costante C0 > 0, tale che

r(Qξ) ≥ C0

∑
|α|≤m

|DαQ(ξ)|2
 1

2

≥ C0

∑
|α|=m

|DαQ(ξ)|2
 1

2

=: C1,

con C1 > 0 indipendente da ξ, in quanto C0 lo è. Allora, abbiamo che, per ogni ξ ∈ Rn,

esiste θ(ξ) ∈ Rn, con |θ(ξ)| ≤ 1 tale che

inf
z∈C,|z|=1

|Q(ξ + zθ(ξ))| = min
z∈C,|z|=1

|Q(ξ + zθ(ξ))| ≥ C1 ≥
C1

2
=: C2

Se |ξ1 − ξ| è su�cientemente piccolo, per continuità, abbiamo che minz∈C,|z|=1 |Q(ξ1 +
zθ(ξ))| ≥ C2, e quindi, per ogni ξ ∈ Rn, esistono V (ξ) intorno di ξ in Rn e θ(ξ) ∈
Rn, |θ(ξ)| ≤ 1 tali che

inf
z∈C,|z|=1

|Q(ξ1 + zθ(ξ))| ≥ C2, per ogni ξ1 ∈ V (ξ).

1r è il funzionale de�nito nel Lemma 2.1.7
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Essendo {|ξ| ≤ N} compatto, per ogni N ∈ N, per il Teorema 0.1.5, possiamo determina-

re un ricoprimento {V (ξk)}k∈N localmente �nito di Rn. Consideriamo {ϕk}k∈N partizione

dell'unità subordinata a {V (ξk)}k∈N . De�niamo su D(Rn) il seguente funzionale E :

(E , ϕ) := 1

(2π)n

∞∑
k=1

∫
Rn

ϕk(ξ)

(
1

2πi

∫
|z|=1

ϕ̂(ξ + zθ(ξk))

Q(ξ + zθ(ξk))

dz

z

)
dξ.

Osserviamo che tale funzionale è ben de�nito. Infatti, per Paley-Wiener, se ϕ ∈ D(Rn),

ϕ̂ può essere estesa ad una funzione intera su C nel seguente modo:

ϕ̂(ξ + iη) =

∫
Rn

e−ix·(ξ+iη)ϕ(x)dx =

∫
K
e−ix·(ξ+iη)ϕ(x)dx,

dove K è il supp(ϕ). Per ogni m ∈ N0, abbiamo che

(1 + |ξ|2)m
∫
K
e−ix·(ξ+iη)ϕ(x)dx =

∫
K
(1−∆x)

m(e−ix·(ξ+iη))ϕ(x)dx,

e, integrando per parti, si ottiene∫
K
e−ix·(ξ+iη)(1−∆x)

mϕ(x)dx.

Maggiorando con il modulo si ha

(1 + |ξ|2)m|ϕ̂(ξ + iη)| ≤ ex·η
∫
K
|(1−∆x)

mϕ(x)|dx ≤ C(K) sup
|α|≤2m

|Dαϕ(ξ)|,

dove C(K) > 0 è una costante che dipende da Ln(K), che è una quantità �nita. Pertanto,
abbiamo mostrato che, per ogni m ∈ N0, esiste una costante Cm > 0, tale che

|ϕ̂(ξ + iη)| ≤ Cm(1 + |ξ|2)−m sup
|α|≤2m

|Dαϕ(ξ)|. (2.2)

Notiamo che, per ogni m ∈ N0,

|(E , ϕ)| ≤ 1

(2π)n

∞∑
k=1

∫
Rn

ϕk(ξ)

(
1

2π

∫
|z|=1

|ϕ̂(ξ + zθ(ξk))|
|Q(ξ + zθ(ξk))|

dz

z

)
dξ

≤ C3

∞∑
k=1

∫
Rn

ϕk(ξ)

(
Cm(1 + |ξ|2)−m sup|α|≤2m |Dαϕ(ξ)|

C2

dz

z

)
dξ

≤ C4

∞∑
k=1

∫
Rn

ϕk(ξ)
1

(1 + |ξ|2)m
dξ = C5

∫
Rn

1

(1 + |ξ|2)m
dξ,
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con C3, C4, C5 costanti reali positive. Scegliendo m > n
2
, l'integrale

∫
Rn

1
(1+|ξ|2)mdξ con-

verge, e quindi E è ben de�nito. Inoltre, notiamo che E così de�nito è una distribuzione.

Infatti, se ϕk → 0 in D(Rn), E(ϕk) → E(0) = 0 in C per (2.2). In�ne, mostriamo che

A(D)E = δ0. Sia ϕ ∈ D(Rn).

(A(D)E , ϕ) = (E , A(−D)ϕ)

=
1

(2π)n

∞∑
k=1

∫
Rn

ϕk(ξ)

(
1

2πi

∫
|z|=1

Q(ξ + zθ(ξk))ϕ̂(ξ + zθ(ξk))

Q(ξ + zθ(ξk))

dz

z

)
dξ

=
1

(2π)n

∞∑
k=1

∫
Rn

ϕk(ξ)ϕ̂(ξ)dξ =
1

(2π)n

∫
Rn

ϕ̂(ξ)dξ = ϕ(0) = (δ0, ϕ), (2.3)

e quindi E è una soluzione fondamentale di A(D).

Vediamo ora come il Teorema 2.1.8 ci permette di derivare importanti informazioni

circa l'esistenza e l'unicità di soluzioni di equazioni di�erenziali alle derivate parziali a

coe�cienti costanti.

Teorema 2.1.9. Sia A(D) un operatore di�erenziale lineare a coe�cienti costanti e sia

E una soluzione fondamentale di A(D). Allora:

1. Se f ∈ D′(Rn) è convolubile con E , una soluzione dell'equazione A(D)u = f è

u = E ∗ f in D′(Rn). In particolare, se f ∈ E ′(Rn), l'equazione A(D)u = f è

sempre risolubile in D′(Rn);

2. Se f ∈ D(Rn), l'equazione A(D)u = f ha sempre una soluzione in C∞(Rn);

3. Se u ∈ D′(Rn) è convolubile con E e A(D)u = 0, allora u = 0.

Dimostrazione. 1. Dalla Proposizione 1.3.44.2 abbiamo che, per ogni α ∈ Nn
0 , D

αE
e f sono convolubili e vale Dα(E ∗ f) = Dα(E) ∗ f ; inoltre, in virtù dell'Esempio

1.3.43, sappiamo che δ0 ∗ f = f . Sia u = E ∗ f e mostriamo che vale A(D)u = f .

A(D)u =
∑
|α|≤m

aαD
α(E ∗ f) =

∑
|α|≤m

aαD
αE

 ∗ f = δ0 ∗ f = f. (2.4)

La seconda parte della tesi segue dall'Esempio 1.3.42.
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2. Segue dal punto precedente e dal Teorema 1.3.46.

3. Sfruttando la linearità di A(D) e le proprietà richiamate nel punto 1, abbiamo che

0 = E ∗ A(D)u = E ∗

∑
|α|≤m

aαD
αu

 =
∑
|α|≤m

aαE ∗Dαu

=

∑
|α|≤m

aαD
αE

 ∗ u = δ0 ∗ u = u. (2.5)

Le soluzioni fondamentali risultano essere anche un importante strumento per lo

studio della regolarità di soluzioni di problemi del tipo A(D)u = f .

De�nizione 2.1.10. Sia Ω un aperto di Rn e sia A(x,D) =
∑

|α|≤m aα(x)D
α un operatore

di�erenziale, con coe�cienti aα ∈ C∞(Ω). Diciamo che A(x,D) è ipoellittico se per

ogni U aperto di Ω e per ogni u ∈ D′(U) con A(x,D)u ∈ C∞(U) si ha che u ∈ C∞(U).

Esempio 2.1.11. Sia U un intervallo aperto reale. Consideriamo l'operatore di�erenziale

A(D) = D. Sia u ∈ D′(U) con Du = u′ = f ∈ C∞(U). Allora, per il Teorema 1.3.7,

esiste u0 ∈ C∞(U), tale che u′0 = f , e u = u0 +C, con C ∈ C. Pertanto D è ipoellittico.

Esempio 2.1.12. Nell'Esempio 1.3.6 abbiamo visto che, se g ∈ C(R) e u(t, x) = g(t −
x), allora Dtu + Dxu = 0, anche se, in generale, u /∈ C∞(R). Deduciamo quindi che

l'operatore A(D) = Dt +Dx non è ipoellittico in R2.

Teorema 2.1.13. Sia A(ξ) un polinomio in n variabili non nullo e sia A(D) il corrispon-

dente operatore di�erenziale a coe�cienti costanti. Sono equivalenti le seguenti:

1. A(D) è ipoellittico in Rn;

2. se E è una soluzione fondamentale di A(D), E|Rn\{0} ∈ C∞(Rn \ {0});

3. esiste una soluzione fondamentale E0 di A(D), tale che E0|Rn\{0} ∈ C∞(Rn \ {0}).
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Dimostrazione. 1. =⇒ 2. Supponiamo che A(D) sia ipoellittico in Rn, e sia E una sua

soluzione fondamentale. Allora A(D)E = δ0. Se U = Rn \ {0}, per l'Esempio 1.3.15,

abbiamo che A(D) = 0 in U , e dall'ipoellitticità di A(D) segue che E ∈ C∞(U).

2. =⇒ 3. Per il Teorema 2.1.8, esiste E0 soluzione fondamentale di A(D) e, per ipotesi,

abbiamo che E0|Rn\{0} ∈ C∞(Rn \ {0}).
3. =⇒ 1. Siano U aperto di Rn, f ∈ C∞(U) e u ∈ D′(U) tali che A(D)u = f . Vo-

gliamo provare che u ∈ C∞(U). Per il Teorema 1.3.23.2, è su�ciente mostrare che, per

ogni x0 ∈ U , esiste r ∈ R+ tale che u|Br(x0) ∈ C∞(Br(x0)). Siano x0 ∈ U e r0 ∈ R+

tali che Br0(x0) ⊆ U , e sia ϕ ∈ D(U) tale che ϕ(x) = 1 per ogni x ∈ Br0(x0). Allora

fϕ ∈ D(U). Per il Teorema 2.1.9.2, esiste v ∈ C∞(U) tale che A(D)v = ϕf . In Br0(x0),

fϕ = f , quindi A(D)u = ϕ = A(D)v, da cui A(D)(u − v) = 0, in Br0(x0). Se indichia-

mo con u′ := u − v, ci siamo ricondotti al caso A(D)u′ = 0. Sia χ ∈ D(U) tale che

χ(x) = 1 se |x − x0| ≤ r1 e χ(x) = 0 se |x − x0| ≥ 2r1, per qualche r1 ∈ R+ tale che

B2r1(x0) ⊆ U. Osserviamo che, se x /∈ B2r1(x0), χ(x) = 0, perciò (χu′)(x) = 0, e quindi

x /∈ supp[A(D(χu′))]. Pertanto, supp[A(D)(χu′)] ⊆ B2r1(x0). Inoltre, se x ∈ Br1(x0),

χ(x) = 1, e quindi A(D)(χu′)|Br1 (x0) = A(D)(u′)|Br1 (x0) = 0, da cui segue che

supp[A(D)(χu′)]⊆ B2r1(x0) \ Br1(x0), che è compatto. Sia ora E0 soluzione fondamen-

tale di A(D) tale che E0|Rn\{0} ∈ C∞(Rn \ {0}). Allora, sfruttando la proprietà vista

nell'Esempio 1.3.43, vale

χu′ = δ0 ∗ (χu′) = A(D)E0 ∗ (χu′) = E0 ∗ A(D)(χu′).

Sia δ ∈ R+ con 2δ < r1 e consideriamo ψ ∈ D(Rn) tale che ψ(x) = 1 se |x| ≤ δ e ψ(x) = 0

se |x| ≥ 2δ. Poniamo E1 := ψE0, E2 := (1−ψ)E0. Osserviamo che E2 ∈ C∞(Rn), in quanto

E2(x) =


0, se |x| ≥ δ,

(1− ψ(x))E0(x), se δ < |x| < 2δ,

E0, se |x| ≥ 2δ,

e ψ ∈ D(Rn), E0|Rn\{0} ∈ C∞(Rn \ {0}). Abbiamo che

χu′ = E0 ∗ A(D)(χu′) = (E1 + E2) ∗ A(D)(χu′) = E1 ∗ A(D)(χu′) + E2 ∗ A(D)(χu′).

Per la Proposizione 1.3.45.2, supp [E1 ∗ A(D)(χu′)] ⊆ supp (E1) + supp [A(D)(χu′)] =

{x+ y : x ∈ supp (E1), y ∈ supp [A(D)(χu′)]} .Notiamo che supp(E1)⊆ B2δ(x0), e quin-
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di, se x ∈ supp(E1), y ∈ supp[A(D)(χu′),

|x+ y| ≥ |y| − |x| ≥ r1 − 2δ =: r2,

pertanto, supp [E1 ∗ A(D)(χu′)] ⊆ Rn \Br2(x0). Da cui segue che

(χu′)|Br2 (x0) = [E2 ∗ A(D(χu′))]|Br2 (x0).

Dato che E2 ∈ C∞(Rn) e A(D)(χu′) ∈ E ′(Rn), per il Teorema 1.3.46, E2 ∗ A(D)(χu′) ∈
C∞(Rn). Poiché, r2 < r1, χ|Br2 (x0) = 1 e quindi

(χu′)|Br2 (x0) = u′|Br2 (x0)
= [E2 ∗ A(D(χu′))]|Br2 (x0) ∈ C∞(Br2(x0)).

Esempio 2.1.14. Consideriamo l'operatore delle onde in R2 così de�nito

A(D) := D2
t −D2

x.

Mostriamo che

E(t, x) :=

1
2
, se |x| ≤ t, t > 0,

0, altrimenti ,

è una soluzione fondamentale, cioè A(D)E = δ0. Per ogni ϕ ∈ D(R2), abbiamo

(A(D)E , ϕ) = (E ,D2
tϕ−D2

xϕ) =
1

2

∫ ∞

0

(∫ t

−t

[
D2

tϕ(t, x)−D2
xϕ(t, x)

]
dx

)
dt

=
1

2

(∫ ∞

0

(∫ t

−t

D2
tϕ(t, x)dx

)
dt−

∫ ∞

0

(∫ t

−t

D2
xϕ(t, x)dx

)
dt

)
. (2.6)

Indicando con I1 :=
∫∞
0

(∫ t

−t
D2

tϕ(t, x)dx
)
dt e con I2 :=

∫∞
0

(∫ t

−t
D2

xϕ(t, x)dx
)
dt,

risulta

(A(D)E , ϕ) = 1

2
(I1 − I2). (2.7)

Osserviamo che

I2 =
∫ ∞

0

[Dxϕ(t, x)]
x=t
x=−t dt =

∫ ∞

0

[Dxϕ(t, t)−Dxϕ(t,−t)] dt. (2.8)
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Per quanto riguardo I1, invece, se scambiamo l'ordine di integrazione, otteniamo

I1 =
∫
R

(∫ ∞

|x|
D2

tϕ(t, x)dt

)
dx = −

∫
R
Dtϕ(|x|, x)dx. (2.9)

Pertanto, (2.7) diventa

1

2

(
−
∫
R
Dtϕ(|x|, x)dx−

∫ ∞

0

[Dxϕ(t, t)−Dxϕ(t,−t)] dt
)

=
1

2

(
−
∫ ∞

0

Dtϕ(x, x)dx−
∫ 0

−∞
Dtϕ(−x, x)dx−

∫ ∞

0

Dxϕ(t, t)dt+

∫ ∞

0

Dxϕ(t,−t)dt
)

=
1

2

(
−
∫ ∞

0

[Dtϕ(t, t) + Dxϕ(t, t)] dt−
∫ 0

−∞
Dtϕ(−t, t)dt+

∫ ∞

0

Dxϕ(t,−t)dt
)
. (2.10)

Osserviamo che∫ ∞

0

[Dtϕ(t, t) + Dxϕ(t, t)] dt =

∫ ∞

0

Dt(t 7→ ϕ(t, t))dt = [ϕ(t, t)]∞0 = −ϕ(0, 0), (2.11)

e

−
∫ 0

−∞
Dtϕ(−t, t)dt+

∫ ∞

0

Dxϕ(t, t)dt =

∫ ∞

0

[−Dtϕ(t,−t) + Dxϕ(t,−t)] dt

= −
∫ ∞

0

Dt(t 7→ ϕ(t,−t))dt = − [ϕ(t,−t)]∞0 = ϕ(0, 0). (2.12)

Pertanto possiamo concludere che, per ogni ϕ ∈ D(R2), (A(D)E , ϕ) = ϕ(0, 0) = (δ0, ϕ).

Chiaramente, E|Rn\{0} /∈ C∞(Rn \ {0}), pertanto l'operatore delle onde A(D) = D2
t −D2

x,

non è ipoellittico.

Consideriamo ora gli operatori di�erenziali ordinari a coe�cienti costanti della forma

A(D) :=
m∑
j=0

ajD
j,

con a0, . . . , am ∈ C e am ̸= 0. Vale il seguente risultato:

Teorema 2.1.15. Ogni operatore di�erenziale ordinario A(D) con A(ξ) ̸≡ 0 ha una

soluzione fondamentale E con supporto in [0,∞). Inoltre, E|R\{0} ∈ C∞(R \ {0}).
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Dimostrazione. Procediamo cercando una soluzione fondamentale E che sia una distri-

buzione regolare della forma

E(x) =

u(x), se x ≥ 0,

0, se x < 0,

con u soluzione dell'equazione di�erenziale ordinaria A(D)u = 0 in R. Per il Teorema di

esistenza e unicità per un problema di Cauchy, u è univocamente determinata dalla scelta

di u(0), u′(0), . . . , u(m−1)(0), mentre il Teorema 2.1.9.2 ci garantisce che u ∈ C∞(R),
e perciò E|R\{0} ∈ C∞(R \ {0}). Siano ora u0, u1, . . . , um−1 ∈ C �ssati e assumiamo

che u(j)(0) = uj per ogni j ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}. Dall'Esempio 1.3.5 segue che E ′ =

u′H+u(0)δ0 = u′H+u0δ0 e E ′′ = u′′H+u′(0)δ0+u0δ
′
0 = u′′H+u1δ0+u0δ

′
0; in generale,

vale che

E (j) = u(j)H +

j−1∑
i=0

uj−i−1δ
i
0.

Deduciamo che

A(D)E =
m∑
j=0

ajD
jE =

m∑
j=1

aj

(
u(j)H +

j−1∑
i=0

uj−i−1δ
(i)
0

)

=
m∑
j=1

aju
(j)H +

m∑
j=1

j−1∑
i=0

ajuj−i−1δ
(i)
0 =

m∑
j=1

j−1∑
i=0

ajuj−i−1δ
(i)
0

=
m−1∑
i=0

(
m∑

j=i+1

ajuj−i−1

)
δ
(i)
0 =

m∑
j=1

ajuj−1δ0 +
m−1∑
i=1

(
m∑

j=i+1

ajuj−i−1

)
δ
(i)
0 . (2.13)

Per concludere, dobbiamo scegliere u0, u1, . . . , um−1 ∈ C in modo tale che
∑m

j=1 ajuj−1 =

1 e
∑m

j=i+1 ajuj−i−1 = 0 per i = 1, · · · ,m− 1; tale condizione è veri�cata per u0 = · · · =
um−2 = 0, um−1 = a−1

m .

Corollario 2.1.16. Ogni operatore di�erenziale ordinario non nullo a coe�cienti co-

stanti è ipoellittico.

Dimostrazione. La tesi è un'immediata conseguenza dei Teoremi 2.1.13 e 2.1.15.
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2.2 Soluzioni fondamentali dell'operatore di Laplace

De�nizione 2.2.1. Chiamiamo operatore di Laplace n-dimensionale in Rn l'opera-

tore di�erenziale

∆ :=
n∑

j=1

D2
j .

Proposizione 2.2.2. L'operatore di Laplace è invariante per isometrie di Rn, cioè, se

T : Rn → Rn, Tx = Ax+ b, con A ∈ Rn×n ortogonale e b ∈ Rn, allora ∆(u◦T ) = ∆u◦T ,
per ogni u ∈ D′(Rn).

Dimostrazione. Sia u ∈ D′(Rn) e T = (tij)i,j∈{1,...,n} ortogonale. Abbiamo

∆(u ◦ T )(x) =
n∑

j=1

D2
xj
(u ◦ T )(x).

Per ogni x ∈ Rn, con x = (x1, . . . , xn), abbiamo

Tx =

(
n∑

k=1

t1kxk, . . . ,
n∑

k=1

tnkxk

)
,

e, per ogni j ∈ {1, . . . , n}, vale

Dxj
(u ◦ T )(x) =

n∑
i=1

Dxi
u(Tx)tij,

D2
xj
(u ◦ T )(x) =

n∑
i=1

tij

(
n∑

l=1

Dxixl
u(Tx)tlj

)
=

n∑
i=1

n∑
l=1

tijtlj(Dxixl
u)(Tx).

Perciò

∆(u◦T )(x) =
n∑

j=1

n∑
i=1

n∑
l=1

tijtlj(Dxixl
u)(Tx) =

n∑
i=1

n∑
l=1

(
n∑

j=1

tijtlj(Dxixl
u)(Tx)

)
. (2.14)

Sappiamo che TT T = In, e quindi, per ogni i, p ∈ {1, . . . , n}, vale2
n∑

m=1

timt
T
mp =

n∑
m=1

timtpm = δip. (2.15)

2δip è il delta di Kronecker, ossia la funzione

δip(x) :=

1, se i = p,

0, altrimenti.
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Applicando questa proprietà al risultato (2.14), otteniamo

∆(u ◦ T )(x) =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

tijtij(Dxixi
u)(Tx)

)
=

n∑
i=1

(Dxixi
u)(Tx) = (∆u)(Tx). (2.16)

Vediamo ora come determinare una soluzione fondamentale E per ∆. Per la proprietà

appena mostrata, sembra naturale cercare tale soluzione tra le distribuzioni regolari della

forma E(x) = F (|x|2), con F : R+ → C liscia. Dall'Esempio 1.3.19 segue che

(∆E)|Rn\{0} = δ0|Rn\{0} = 0,

cioè

4F ′′(|x|2)|x|2 + 2nF ′(|x|2) = 0, per ogni x ∈ Rn \ {0}. (2.17)

Ponendo r = |x|2 e G(r) = F ′(r), (2.17) è equivalente a

G′(r) +
n

2r
G(r) = 0. (2.18)

Moltiplicando (2.18) per il fattore r
n
2 otteniamo

d

dr

(
r

n
2G(r)

)
= r

n
2G′(r) +

n

2
r

n
2
−1G(r) = 0,

da cui segue che esiste una costante C0 ∈ R tale che F ′(r) = C0r
−n

2 .

Integrando si ottiene

F (r) =

C1r
1−n

2 + C2, se n ̸= 2,

C1 ln(r) + C2, se n = 2.

Pertanto E è della forma

E(x) = CE0(x) =

C|x|2−n, se n ̸= 2,

C ln(|x|), se n = 2.

Osserviamo che E è una distribuzione regolare, indipendentemente dalla scelta di C.

Richiamiamo ora la formula di Green, che ci sarà utile in seguito per determinare la
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costante C: Sia Ω un aperto regolare di Rn e sia ν la sua normale esterna. Allora, se

u, v ∈ C2(Ω̄,R)3, vale4∫
Ω

(u(x)∆v(x)− v(x)∆(u))dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dHn−1. (2.19)

Sia ϕ ∈ D(Rn). Applicando (2.19) con u(x) = E0(x), v(x) = ϕ(x), ν(x) = − x
|x| , e

sfruttando il fatto che ∆E0|Rn\{0} = 0, abbiamo che

(∆E , ϕ) = (E ,∆ϕ) = C lim
ϵ→0

∫
|x|≥ϵ

E0(x)∆ϕ(x)dx

= C lim
ϵ→0

∫
|x|≥ϵ

[
n∑

j=1

Dj(E0Djϕ)(x)−
n∑

j=1

Dj(DjE0ϕ)(x) + ∆E0(x)ϕ(x)

]
dx

= C lim
ϵ→0

[
−
∫
|x|=ϵ

n∑
j=1

[E0(x)Djϕ(x)−DjE0(x)ϕ(x)]xjϵ−1dσ(x)

]
. (2.20)

Per ogni j ∈ {1, . . . , n}, abbiamo

Ij :=

∣∣∣∣∫
|x|=ϵ

E0(x)Djϕ(x)xjϵ
−1dσ(x)

∣∣∣∣ ≤ ∫
|x|=ϵ

|E0(x)||Djϕ(x)||xj|ϵ−1dσ(x)

≤ C(n, ϵ)max
|x|=ϵ
|Djϕ(x)|Hn−1(Sn−1) = C(n, ϵ)max

|x|=ϵ
|Djϕ(x)|σn−1ϵ

n−1 ∈ R, (2.21)

con

C(n, ϵ) =

ϵ2−n, se n ̸= 2,

| ln(ϵ)|, se n = 2,

e σn−1 è la misura n− 1 dimensionale di Sn−1 := {x ∈ Rn : |x| = 1}.
Deduciamo che limϵ→0 Ij = 0, quindi

(∆E , ϕ) = C lim
ϵ→0

n∑
j=1

∫
|x|=ϵ

DjE0(x)ϕ(x)xjϵ−1dσ(x).

Se n ̸= 2, abbiamo∫
|x|=ϵ

ϕ(x)
n∑

j=1

DjE0(x)xjϵ−1dσ(x) = (2− n)ϵ1−n

∫
|x|=ϵ

ϕ(x)dσ(x)→ϵ→0 (2− n)σn−1ϕ(0),

3C2(Ω̄,R) indica l'insieme delle funzioni di classe C2 aventi come dominio un aperto di Rn contenente

Ω̄ e codominio R.
4∂Ω indica il bordo di Ω.
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e quindi (∆E , ϕ) = (2− n)σn−1(δ0, ϕ). Se n = 2, abbiamo∫
|x|=ϵ

ϕ(x)
n∑

j=1

DjE0(x)xjϵ−1dσ(x) = ϵ−1

∫
|x|=ϵ

ϕ(x)dσ(x)→ϵ→0 σ1ϕ(0) = 2πϕ(0),

da cui segue che (∆E , ϕ) = 2π(δ0, ϕ). Sistemando C in modo tale che valga in entrambi

i casi l'uguaglianza (∆E , ϕ) = (δ0, ϕ), concludiamo che

E(x) =


|x|2−n

(2−n)σn−1
, se n ̸= 2,

ln(|x|)
2π

, se n = 2.

In�ne osserviamo che, in ogni caso, E|Rn\{0} ∈ C∞(Rn\{0}). Possiamo riassumere quanto

provato con il seguente

Teorema 2.2.3. L'operatore di Laplace ∆ ammette come soluzione fondamentale la

distribuzione regolare

E(x) =


|x|2−n

(2−n)σn−1
, se n ̸= 2,

ln(|x|)
2π

, se n = 2.

Inoltre, poiché E|Rn\{0} ∈ C∞(Rn \ {0}), l'operatore ∆ è ipoellittico.

2.3 Una soluzione fondamentale dell'operatore del ca-

lore

De�nizione 2.3.1. Chiamiamo operatore del calore in Rn+1 l'operatore di�erenziale

A(D) := Dt −∆x = Dt −
n∑

j=1

D2
xj
,

dove t ∈ R e x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. L'operatore del calore talvolta è chiamato "operatore

di di�usione".

Vogliamo cercare una soluzione fondamentale E(t, x) ∈ S ′(Rn+1) che abbia la seguente

forma:

(E(t, x), ϕ(t, x)) =
∫
R
(E(t, ·), ϕ(t, ·))dt, per ogni ϕ ∈ S(Rn). (2.22)



48 2. Soluzioni fondamentali per operatori di�erenziali a coe�cienti costanti

Indichiamo con Ê(t, ξ) la trasformata di Fourier Fx di E(t, ·) fatta rispetto a x, per ogni
t ∈ R. Applicando Fx ad entrambi i membri dell'equazione A(D)E(t, x) = δ(0,0)(t, x) =

δ0(t)⊗ δ0(x), e osservando che Fx(∆xE)(t, ξ) = −|ξ|2Ê(t, ξ), abbiamo

DtÊ(t, ξ) + |ξ|2Ê(t, ξ) = δ0(t)⊗ 1(ξ).

L'idea per procedere è quella di ottenere Ê(t, ξ) andando a cercare la soluzione fonda-

mentale dell'operatore di�erenziale ordinario Dt + |ξ|2. Dalla dimostrazione del Teore-

ma 2.1.15, si evince che, per ogni ξ ∈ Rn, Ê(t, ξ) ha supporto contenuto in [0,+∞) ed

è della forma Ê(t, ξ) = H(t)u(t, ξ), dove u(t, ξ) è soluzione dell'equazione di�erenziale

ordinaria Dtu+ |ξ|2u = 0. In particolare, vale che Ê(t, ξ) = H(t)e−t|ξ|2 . Sia ϕ ∈ S(Rn+1).

Poniamo ϕ̂(t, ξ) = Fx[ϕ(t, ·)](ξ), per t ∈ R e ξ ∈ Rn. Per (2.22), abbiamo

(E(t, x), ϕ(t, x)) =
∫
R
(E(t, ·),Fx[F−1

x ϕ(t, ·)])dt =
∫
R
(Ê(t, ξ),F−1

x ϕ(t, ξ))dt

=

∫ ∞

0

(e−t|ξ|2 , (2π)−nϕ̂(t,−ξ))dt. (2.23)

Dato che e−t|ξ|2 ∈ L1
loc(Rn), vista come funzione di ξ, si ha che (2.23) è equivalente a

(E(t, x), ϕ(t, x)) = (2π)−n

∫ ∞

0

(∫
Rn

e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)dξ
)
dt.

Assumiamo quest'ultima uguaglianza come de�nizione di E e mostriamo che essa è ben

posta e E ∈ S ′(Rn+1). Siano ϕ ∈ Rn+1 e N ∈ N. Allora∣∣∣∣∫ ∞

0

(∫
Rn

e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)dξ
)
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

0

(∫
Rn

|ϕ̂(t,−ξ)|dξ
)
dt

≤
∫ ∞

0

(∫
Rn

(1 + |ξ|2)N(1 + |ξ|2)−N(1 + |t|)N(1 + |t|)−N |ϕ̂(t,−ξ)|dξ
)
dt

≤
∫ ∞

0

(∫
Rn

(1 + |ξ|2)−N(1 + |t|)−Ndξ

)
dt sup

(t,ξ)∈Rn+1

(1 + |ξ|2)N(1 + |t|)N |ϕ̂(t, ξ)|

=

∫ ∞

0

(1 + |t|)−Ndt

∫
Rn

(1 + |ξ|2)−Ndξ sup
(t,ξ)∈Rn+1

(1 + |ξ|2)N(1 + |t|)N |ϕ̂(t, ξ)|. (2.24)

Osserviamo che avendo scelto N > n
2
, gli integrali

∫∞
0
(1 + |t|)−Ndt e

∫
Rn(1 + |ξ|2)−Ndξ

sono convergenti, e pertanto abbiamo che esiste una costante C1 > 0 tale che∣∣∣∣∫ ∞

0

(∫
Rn

e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)dξ
)
dt

∣∣∣∣ ≤ C1 sup
(t,ξ)∈Rn+1

(1 + |ξ|2)N(1 + |t|)N |ϕ̂(t, ξ)|.
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Stimiamo ora la quantità (1 + |ξ|2)N(1 + |t|)N |ϕ̂(t, ξ)|. Abbiamo che, per ogni t ∈ R e

ξ ∈ Rn,

(1 + |ξ|2)N(1 + |t|)N |ϕ̂(t, ξ)| = (1 + |ξ|2)N(1 + |t|)N
∣∣∣∣∫

Rn

e−ix·ξϕ(t, x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

(1−∆x)
N(e−ix·ξ)(1 + |x|)−M(1 + |x|)M(1 + |t|)Nϕ(t, x)dx

∣∣∣∣ ,
e, integrando per parti, otteniamo∣∣∣∣∫

Rn

e−ix·ξ(1 + |x|)−M(1 + |t|)N(1 + |x|)M(1−∆x)
Nϕ(t, x)dx

∣∣∣∣
≤
∫
Rn

(1 + |x|)−Mdx sup
(t,ξ)∈Rn+1

(1 + |t|)N(1 + |x|)M |(1−∆x)
Nϕ(t, x)|. (2.25)

Scegliendo M ∈ N,M > n, l'integrale
∫
Rn(1 + |x|)−M converge, quindi possiamo conclu-

dere che esiste una costante C > 0 tale che∣∣∣∣∫ ∞

0

(∫
Rn

e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)dξ
)
dt

∣∣∣∣ ≤ C sup
(t,ξ)∈Rn+1

(1 + |t|)N(1 + |x|)M |(1−∆x)
Nϕ(t, x)|

≤ C sup
(t,ξ)∈Rn+1

(1 + |t|)N(1 + |x|)M sup
|α|≤2N

|Dαϕ(t, x)|, (2.26)

che è una quantità limitata in quanto ϕ ∈ S(Rn), e quindi E è ben de�nito. Inoltre,

osserviamo che E ∈ S ′(Rn): da (2.26), infatti, segue che, se ϕk → 0 in S ′(Rn), allora

E(ϕk) → E(0) = 0 in C. Proviamo ora che E è una soluzione fondamentale, cioè che

soddisfa l'uguaglianza A(D)E = δ0. In e�etti, abbiamo

(A(D)E(t, x), ϕ(t, x)) = (DtE(t, x)−∆xE(t, x), ϕ(t, x)) = −(E(t, x),Dtϕ(t, x)+∆xϕ(t, x))

= −(2π)−n

∫ ∞

0

(∫
Rn

e−t|ξ|2 [Dtϕ̂(t,−ξ) + Fx(∆xϕ)(t, ξ)]dξ

)
dt

= −(2π)−n

∫ ∞

0

(∫
Rn

e−t|ξ|2Dtϕ̂(t,−ξ)dξ
)
dt+(2π)−n

∫ ∞

0

(∫
Rn

|ξ|2e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)dξ
)
dt.

(2.27)

Sia ora I := −(2π)−n
∫∞
0

(∫
Rn e

−t|ξ|2Dtϕ̂(t,−ξ)dξ
)
dt. Integrando per parti, otteniamo

I = −(2π)−n

∫
Rn

[e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)]∞0 dξ − (2π)−n

∫
Rn

(∫ ∞

0

|ξ|2e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)dt
)
dξ

= (2π)−n

∫
Rn

ϕ̂(0,−ξ)dξ − (2π)−n

∫
Rn

(∫ ∞

0

|ξ|2e−t|ξ|2ϕ̂(t,−ξ)dt
)
dξ,
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e quindi, (2.27) è equivalente a

(A(D)E , ϕ) = (2π)−n

∫
Rn

ϕ̂(0,−ξ)dξ = ϕ(0, 0) = (δ0, ϕ),

perciò E è e�ettivamente una soluzione fondamentale diA(D). Calcoliamo ora F−1
ξ [e−t|ξ|2 ],

per t ∈ R+. Per fare ciò, richiamiamo il noto risultato:∫
R
e−itτ−t2dt = π

1
2 e−

τ2

4 , (2.28)

dove τ ∈ R. Per il teorema di Tonelli abbiamo

F−1
ξ [e−t|ξ|2 ](x) = (2π)−n

∫
Rn

eix·ξe−t|ξ|2dξ = (2π)−n

n∏
j=1

∫
R
eixjξj−tξ2jdξj. (2.29)

Sia Ij :=
∫
R e

ixjξj−tξ2jdξj. Considerando il cambio di variabile ξj = η

t
1
2
, e sfruttando

(2.28), abbiamo

Ij = t−
1
2

∫
R
e
−i

xj

t1/2
η−η2

dη = t−
1
2π

1
2 e−

x2j
4t .

Perciò,

F−1
ξ [e−t|ξ|2 ](x) = (2π)−n

n∏
j=1

t−
1
2π

1
2 e−

x2j
4t =

1

(4πt)
n
2

e−
|x|2
4t , (2.30)

da cui deduciamo che, per ogni ϕ ∈ S(Rn+1),

(E(t, x), ϕ(t, x)) =
∫ ∞

0

1

(4πt)
n
2

(∫
Rn

e−
|x|2
4t ϕ(t, x)dx

)
dt.

Consideriamo ora la funzione E(t, x) := H(t)

(4πt)
n
2
e−

|x|2
4t . È evidente che E(t, x) ∈ C∞(Rn+1\

({0} × Rn)). Osserviamo che, per ogni (t, x) ∈ R+ × Rn,

Dxj
E(t, x) =

−xj
2t

E(t, x),

D2
xj
E(t, x) =

−1
2t

[E(t, x) + xjDxj
E(t, x)],

DtE(t, x) =
−n
2

1

(4π)
n
2

|x|2

4

1

t
n
2
+3
e

−|x|2
4t ,

e, in generale, per ogni α ∈ Nn
0 e k ∈ N0, si ha che Dk

tD
α
xE(t, x) è combinazione lineare

di termini della forma t−βxγe−
|x|2
4t , con β ∈ R+ e γ ∈ Nn

0 . Inoltre,

t−βxγe−
|x|2
4t =

(
|x|2

t

)β

e−
|x|2
4t |x|−2βxγ →t→0 0,
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uniformemente nei compatti di Rn \ {0}, per via del fattore e−
|x|2
4t , e quindi E estesa con

0 in {0}×Rn, è di classe C∞ in Rn+1 \ {(0, 0)} . In�ne, osserviamo che, per ogni t ∈ R+,∫
Rn

E(t, x)dx =
1

(4πt)
n
2

∫
Rn

e−
|x|2
4t dx =

1

(4πt)
n
2

(2t
1
2 )n
∫
Rn

e−|y|2dy

= π−n
2

n∏
j=1

∫
R
e−y2jdyj = π−n

2

n∏
j=1

π
1
2 = 1, (2.31)

e quindi, per ogni T ∈ R+, abbiamo∫
[0,T ]×Rn

E(t, x)dtdx = T,

da cui segue che E ∈ L1
loc(Rn+1), perciò E è una distribuzione regolare.

Abbiamo quindi provato il seguente risultato:

Teorema 2.3.2. L'operatore del calore Dt −∆x ammette come soluzione fondamentale

la distribuzione regolare E(t, x) = H(t)

(4πt)
n
2
e−

|x|2
4t . Inoltre, poiché E|Rn+1\{(0,0)} ∈ C∞(Rn+1 \

{(0, 0)}), tale operatore è ipoellittico.
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