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Introduzione

Lo scopo di questa Tesi ¢ di presentare i principali risultati riguardanti le soluzioni
fondamentali di operatori differenziali a coefficienti costanti. Per fare cio, sara necessario
introdurre lo spazio delle distribuzioni D'()) e studiare le proprieta di cui esse godono.
Dopo alcuni richiami sulle nozioni preliminari di spazio delle funzioni test D(Q2), tra-
sformata di Fourier e spazio di Schwartz S(R™), nel primo capitolo viene introdotta la
teoria delle distribuzioni, sviluppata per la prima volta da S. Sobolev attorno al 1936, per
lo studio delle soluzioni deboli dell’equazione delle onde, e formalizzata da L. Schwartz
in Theorie des distributions nel 1950. In seguito, verranno considerati alcuni classici

esempi, come la delta di Dirac 9, che risultera necessaria per la definizione di soluzione
1

fondamentale, e il valore principale di Cauchy p.v._, e verranno chiariti i motivi che
hanno indotto alcuni matematici di meta ’900 a prendere in considerazione tali oggetti,
determinando un nuovo approccio nello studio delle equazioni differenziali alle derivate

parziali.

"In differential calculus one encounters immediately the unpleasant fact that
not every function s differentiable. The purpose of distribution theory is to
remedy this flaw; indeed, the space of distributions is essentially the smallest
extension of the space of continuous functions where differentiation is always
well defined."[5]

Le distribuzioni sono strumenti che generalizzano il concetto di funzione e, nel corso del
capitolo, viene giustificato il modo in cui si estendono a questi oggetti le usuali operazioni
tra funzioni. Nella seconda meta del capitolo, si mostra che, in virtu del Teorema di

Paley-Wiener, non ¢ possibile estendere la nozione di trasformata di Fourier in D’(Q)
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e, per farlo, risulta necessario introdurre una sua sottoclasse, quella delle distribuzion:
temperate S'(R™).

Il secondo capitolo, invece, si propone di studiare le proprieta degli operatori differen-
ziali a coefficienti costanti, ordinari e parziali, sfruttando le loro soluzioni fondamentali.
In particolare, si dimostra che ogni operatore differenziale A(D) a coefficienti costanti
(non nullo) ammette una soluzione fondamentale £ (Teorema di Malgrange—Ehrenpreis,
1950) e, se f é una distribuzione a supporto compatto, 'equazione A(D)u = f ha come
soluzione in D'(2) la distribuzione v = Ex f. Oltre a risultati riguardanti 'esistenza delle
soluzioni, si analizzano proprieta di regolarita. In particolare, viene introdotta la nozione
di operatore ipoellittico e si mostra un risultato che caratterizza tale natura. Infine, viene
presentata la costruzione delle soluzioni fondamentali di due importanti operatori della
fisica matematica, I’operatore di Laplace A e 1'operatore del calore Dy — A, e si prova

che sono entrambi ipoellittici.
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Notazione

[llustriamo qui la notazione che andremo ad utilizzare in questo lavoro.
e N:={1,2,...}: insieme dei numeri naturali;

L] No =NU {O},

e R: insieme dei numeri reali;

e RT: {x € R:z > 0}: insieme dei numeri reali positivi;

e C: insieme dei numeri complessi;

o Sex €R",x = (21,...,2,), 2| := /D727 ¢ la sua norma euclidea;

e Sexyp € R"er € R, By(xg) := {x € R": |z — x| < r} ¢ la palla di centro z( e

raggio r;
e Se A e B sono sottoinsiemi di R"”, poniamo A+ B:={x+y: 2z € A,y € B};
e Se A ¢é un sottoinsieme di R” e z € R", poniamo A+ z:= A £ {z};
e Se D CR"e A CQ, A% indica la chiusura di A4 in €;

e Sia  aperto di R”. Indichiamo con C(f2) lo spazio delle funzioni continue da §2
a C. Sem € N, C™(9) ¢ il sottoinsieme di C(Q2) i cui elementi hanno tutte le
derivate fino all’ordine m in C'(2). Poniamo C*(Q) := ), . C™();

meN

e Se f € CYQR"), con Q aperto di R", e z € Q, indichiamo con J;(z) la matrice

jacobiana di f in z;
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e Se f € C(Q), definiamo il supporto di f come insieme supp(f):—{z € Q : f(z) # 0}
e L,: misura di Lebesgue in R";

e Se A un sottoinsieme di R", f : A — C misurabile e 1 < p < oo, diciamo che
felr(A)se [,|f(x)Pde < oo;

1
loc

e Siano () aperto di R” e f : @ — C misurabile. Scriviamo f € L; .(Q2) e diciamo

che f ¢ localmente integrabile se fic € L'(K), per ogni compatto K di Q.

Richiamiamo ora la notazione multi-indice. Se n € Ne a = («aq,...,a,) € N}, 5 =

(B1, ..., Bn) € N, poniamo
Oé+ﬁ:: (Oél—f-ﬁl,...,cun—i—ﬁn)_

La scrittura o < /3 significa che a; < §; per ognii € {1,...,n}. Il peso |a| di « é definito
come |af ==Y " 5. Se |a| <me f e C™(Q), poniamo D*f := D3 ... Dg" f.



Preliminari

0.1 Lo spazio D ({2)

Definizione 0.1.1. Sia 2 un aperto di R". Diciamo che ¢ € D(Q2) se ¢ € C*(Q) e
supp(¢) é un compatto di €.

Diamo ora un esempio di elemento in D(£2), che sfrutteremo in seguito per alcune

dimostrazioni.

Esempio 0.1.2. Consideriamo la funzione ausiliaria ( : R — R, cosi definita:

exp(—1), set >0,

C(t) = t
0, set < 0.

Non ¢ difficile verificare che ¢ € C*(R). Sia dato r € RT e definiamo la funzione

¢: R" = R, ¢(x) := ((r’—|z|?). E chiaro che ¢ € C®°(R") e supp(¢)={z € R" : |z| <},

che ¢ compatto, quindi ¢ € D(R™).

Teorema 0.1.3 ([4], Capitolo I). Sia © un aperto di R". Allora:

1. Se fe L,() e [, f(x)p(x)de = 0 per ogni ¢ € D(Q), allora f(z) = 0 quasi

loc

ovunque.

2. Sia K compatto, L C Q. Allora, esiste ¢ € D(Q2), tale che ¢(z) = 1 per ogni = € K.

Teorema 0.1.4. Sia K un compatto di R™ e siano €2y, ..., Qy aperti di R tali che IC C
U;V:l ;. Allora esistono ¢y, ..., ¢n, appartenenti rispettivamente a D(£;),...,D(Qy),
tali che Z;VZI ¢j(x) =1 per ogni x € K.
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Teorema 0.1.5. Sia € un aperto di R”, 2 = U,;<7€); unione di aperti, e sia Z un insieme
di indici. Allora esiste una sottofamiglia {Qy}yer, con Z' C Z, localmente ﬁnitaE]
tale che, per ogni i’ € 7', esiste ¢y € D(Qy) con ¢y(x) > 0 per ogni z € D(Qy) e
Y ier ®v(x) =1, per ogni x € Q.

Introduciamo ora la nozioni di convergenza in D(£2) e C*(12).

Definizione 0.1.6. Sia (¢),.y una successione in D(Q2), con ) aperto di R", e sia
¢ € D(Q2). Diciamo che (¢y),cy converge a ¢ in D(Q2), e scriviamo ¢, — ¢ in D(€), se

sono soddisfatte le seguenti condizioni:

L. esiste K compatto di 2 tale che supp(¢r) C K, per ogni k € N;
2. per ogni o € Ny,
lim D 6y (z) = D°6(2)
k—o00
uniformemente in 2.

Definizione 0.1.7. Sia © un aperto di R" e siano (¢ )ren una successione in C*°(2) e
¢ € C(Q). Diciamo che (¢ )ren converge a ¢ in C*°(£2), e scriviamo ¢ — ¢ in C*(Q),

se, per ogni a € N, klirn D%pr(z) = D%@(x) uniformemente sui compatti di €.
—00
Teorema 0.1.8 (]6], Capitolo XV). Sia Q2 un aperto di R". Allora:

1. Esiste una topologia metrizzabile in C*°(€2), che induce la nozione di convergenza
della Definizione

2. D(Q2) ¢ denso in C*(2), nel senso che, per ogni ¢ € C(S), esiste una successione
(¢k>k€N in D(Q), tale che qbk — gb in COO(Q)

0.2 Trasformata di Fourier e spazio S(R")

Definizione 0.2.1. Per ogni f € L'(R"), definiamo la trasformata di Fourier di f come

la funzione

(FHE) = f6) = / e f(2)de,

n

Ylocalmente finita significa che per ogni x € €, esiste un intorno V,, di x tale che V,, N Q; = 0 solo

per un numero finito di ¢’
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dove - indica il prodotto scalare standard in R".
Valgono le seguenti proprieta:
Teorema 0.2.2 (2], Capitolo 0, D). Se f e g appartengono a L!'(R"), allora

1. F ¢ un operatore lineare da L'(R") a L>(R"™);

2. f ¢ uniformemente continua in R™ e limye| o0 f({) =0;

3. [on F(O)g(6)dE = [, f(2)g(z)da.

Per poter dire qualcosa di pit sulle proprieta di F introduciamo lo spazio di Schwartz,
indicato con S(R™).

Definizione 0.2.3. Diciamo che ¢ € S(R") se ¢ € C°(R") e, per ogni m € Ny, per

ogni o € Ny, la funzione |z|"D%¢(x) ¢ limitata in R”.
Introduciamo anche la nozione di convergenza in S(R™).

Definizione 0.2.4. Sia (¢x)ren una successione in S(R™) e sia ¢ € S(R™). Diciamo che
(¢r)ken converge a ¢ in S(R™), e scriviamo ¢p — ¢ in S(R"), se klim |z|"Dx(z) =
—00

|z|™"D%¢p(x) uniformemente in R", per ogni m € Ny, per ogni a € N.

Osservazione 0.2.5. S(R") ¢ detto anche spazio delle funzioni a decrescenza rapida,
nel senso che, se ¢ € S(R"), allora D*¢(z) = o(|z|™™) per |z| — oo, per ogni a € N,

per ogni m € Nj.

Un’altra definizione che ci sara utile in seguito ¢ quella di O(R"): lo spazio delle

funzioni a crescita lenta.

Definizione 0.2.6. Diciamo che a € O(R") se a € C*(R") e, per ogni a € N, esistono
m(a) € R e C(a) € R, tali che

ID%(z)| < C(a)(1 + |z|)™, per ogni z € R".

Osservazione 0.2.7. La crescita delle funzioni in O(R") ¢ lenta nel senso che, se a €
O(R™), D¥(z) = O(|z|™), per |z| — oo, per ogni a € NP e per qualche m(a) € R. In

particolare, i polinomi appartengono a O(R").
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Enunciamo ora alcune semplici proprieta di S(R™) e O(R™), senza dimostrarle.
Teorema 0.2.8. 1. D(R") C S(R") C C*°(R"); inoltre, la convergenza in D(R")

implica la convergenza in S(R"), che implica quella in C>°(R").

2. Se a € O(R"), ap € S(R™) per ogni ¢ € S(R™). Inoltre, se ¢, — ¢ in S(R"),
agr — a¢ in S(R™).

3. Se a € Nj, D*¢ € S(R") per ogni ¢ € S(R™). Inoltre, se ¢ — ¢ in S(R"),
D%pr, — D% in S(R™).
4. S(R") C L'(R"); inoltre, la convergenza in S(R™) implica la convergenza in L'(R").
Esempio 0.2.9. Un elemento in S(R™) che non appartiene a D(R") & ¢(x) = e *F,
Teorema 0.2.10 ([2], Capitolo 0, D). Se ¢ € S(R"), ¢ € S(R") e I'applicazione F :

O — ngﬁ ¢ una biiezione di S(R™) in se stesso; in particolare vale la seguente formula

o) = (2m)" / e EH(E) e, 1)

Inoltre, si ha che ¢, — ¢ in S(R") se e solo se ¢, — ¢ in S(R™).

Teorema 0.2.11 ([2], Capitolo 0, D). Per ogni ¢ € S(R™) e per ogni o € Njj vale

D$(&) = Fla = (—ix)"¢(x))(€).

Teorema 0.2.12. Per ogni ¢ € S(R") e per ogni a € N, vale

(F(D9))(E) = (1) (F¢)(E).

Proposizione 0.2.13 ([7], Capitolo II). D(R™) ¢ denso in S(R"), nel senso che per ogni
¢ € S(R™) esiste una successione (¢ )ren in D(R™) tale che ¢, — ¢ in S(R™).

Teorema 0.2.14 (Paley-Wiener). Sia K un compatto convesso di R™. Una funzione U
interaE] ¢ la trasformata di Fourier di una funzione di classe C'* con supporto in K se e
solo se, per ogni N € Ny, esiste una costante Cy > 0 tale che, per ogni ¢ = £ +11n € C",

vale

U(Q)] < Cn(1+[¢)~Ye'™,

dove Ix = sup,cx x - 1.

2con intera indichiamo una funzione di variabile complessa olomorfa su tutto C".



Capitolo 1

Distribuzioni

1.1 Definizione e primi esempi

Definizione 1.1.1. Sia 2 un aperto di R". Una distribuzione su €2 é un funzionale li-
neare u : D (Q) — C tale che, se ¢, — ¢ in D (), allora u(¢x) — u(¢) in C. Indicheremo

con D'(Q2) lo spazio delle distribuzioni su ).

Se u € D'(2) e ¢ € D(N), allora scriveremo spesso (u, ¢) o (u(z), ¢(z)), piuttosto che
u(¢).

Esempio 1.1.2. Sia f € L, .(Q). Definiamo il funzionale u; su D(2) nel seguente modo:

loc

(ug, @) == /Qf(x)gb(x)dx

Mostriamo che u; € D'(Q).

La linearita del funzionale segue banalmente dalla linearita dell’integrale.

Sia (¢r)ken successione in D(Q) tale che ¢ — ¢ in D(Q) e sia K un compatto di 2 tale
che supp(¢x) C K, per ogni k € N. Allora, f(x)¢r(x) — f(x)p(x) per ogni x in 2 e

/Q f (@) (x)dz = / f(@)n(x)dz. (1.1)

Inoltre, esiste una costante positiva C' tale che |¢p(x)| < C per ogni x € K e

|/ (@) o (x)| < Clf (2)|xi () per ogni x € , (1.2)

5
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1
loc

che ¢é integrabile perché f € L; () per ipotesi. Dal teorema della convergenza dominata

di Lebesgue segue che

Jim usou(e) = Jim [ J@ynta)de = [ f@pole)e = [ faois = (o)
(1.3)
quindi uy € D'(Q).

In generale, data f € L () spesso identificheremo u; con f. T funzionali che
hanno la forma di u; si dicono regolari e ci saranno utili in seguito per estendere
alle distribuzioni le operazioni di cui godono le funzioni. Vediamo ora un esempio di

distribuzione non regolare.

Esempio 1.1.3. Sia  un aperto di R" e sia zy € (). Chiamiamo delta di Dirac nel

punto xz, e la indichiamo con ¢,,, la distribuzione cosi definita:

(5%7 ¢) = gb(l‘o), per OgIli gb € D<Q)

Proviamo che §,, non ¢ regolare, cio¢ che non esiste f € L} (Q) tale che d,, = u;.
Supponiamo per assurdo che una tale funzione f esista. Sia ) € D(Q\ {x}) e sia ¢

la sua estensione a tutto Q con ¢(xg) = 0. Allora ¢ € D(Q) e

/ F(@)d(a)de = / F@)o(a)de = (uy,6) = (0, 8) = b(x0) = 0. (1.4)
Q\{zo} Q

Dall’arbitrarieta di ¢ e dal[Teorema 0.1.3|[1] segue che f(z) = 0 quasi ovunque in Q\ {zo}

e, dato che {x¢} ha misura di Lebesgue nulla in R™, f(xz) = 0 quasi ovunque in 2, da

cui d,, = 0. Per mostrare che cio rappresenta una contraddizione é sufficiente trovare
una funzione ¢ € D(Q) tale che &,,(¢) # 0, cioé ¢(xp) # 0. A tale scopo consideriamd]|

é(x) = ((r? — |x — x0]?), con r € RT tale che B,(zy) C .

1.2 Convergenza di una successione di distribuzioni

Definizione 1.2.1. Sia Q un aperto di R", siano (uy)reny una successione in D'(Q2) e

u € D'(R2). Diciamo che (ug)ren converge a u in D'(Q2), e scriviamo uy — u in D'(£2), se

(ukv Qb) — (U, §b), per Ogni ¢ € D(Q)
1¢ ¢ la funzione definita nell’Esempio




Esempio 1.2.2. Dati £k € N e x € R, poniamo u(z) := gx(_
ur — 0o in D'(R).
Sia ¢ € D(R), ¢(z) = Re(¢)(x) + iIm(¢)(z). Si ha che

) (x). Mostriamo che

11
k&

(usle). o) = [ Sxc,

/ Soads = & (14 1) (Relo)E) + ilmGi)(2) = Re(@)) + ilm(@)(n). (10

Inﬁne7
I (ue, 8) =l (Re(9)(&) + iTm(0)(n) = Re(8)(0) + iTm(0)(0) = 6(0) = (30,0)

che é proprio quello che volevamo dimostrare.

Teorema 1.2.3 ([6], Capitolo XXXIV). Sia (uy)reny una successione in D'(€2), con
aperto di R™. Supponiamo che per ogni ¢ € D({), esista

u(¢) == lim ug(o).

k—oo

Allora u € D'(Q2).
Come applicazione di questo teorema consideriamo il seguente esempio.

Esempio 1.2.4. Definiamo la distribuzione p.v.% nel seguente modo: se ¢ € D(R),
poniamo

1

(pv.—, ¢(x)) := lim —dx. (1.8)

x

Abbiamo che
1 —%
[y [, +/‘m@dm+/'k<@
lz[>1 T |z[>1 1 4z

1
k

_ ¢(x o(x) ¢(x) — ¢(—x)
—/|x|>l d +/ d T —k—oo o1 @ dl‘—F/(O,l] . dz.

2p.v. sta per "principal value".
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Osserviamo ora che

o(z) ‘ [9(2)|
d d d
/x|>1 x = /m|>1 || TS /x|>1 |p(x)|dx € R,

perché ¢ € D(R), mentre f( $@)=¢(=2) 47 & convergente in quanto esiste

0,1] x
w € R; infatti, considerando lo sviluppo di Taylor di w

lim, o+ intorno

a 0 si ha che

i 2@ —o=) . 2¢/(0)x + ofx)

z—0t x z—0t T

= 2¢/(0) € R.

2@) qg esiste sempre e quindi p.v.i é limite in D'(R) della

Percio, il limite limy_, flw|> ”

1
k

X|p|> 1 (@)
. C e, . .. . |z|>1 Coqe . .. .
successione di distribuzioni (regolari) <IT’“) , quindi ¢ una distribuzione.
keN

1.3 Operazioni sulle distribuzioni

Per giustificare le definizioni di queste operazioni sulle distribuzioni, cominceremo a
definirle sulle distribuzioni regolari (in maniera naturale) e poi cercheremo di estendere

tali definizioni a distribuzioni generali.

1.3.1 Moltiplicazione per una funzione liscia

Sia © un aperto di R", siano f € L} () e a € C®(Q). Si verifica facilmente che

loc

af € L},.() e quindi possiamo considerare la distribuzione regolare u,; ad essa associata.

Se ¢ € D() si ha che ap € D(Q) e
(ta59) = [ alo)f(a)o(a)ds = (us, 00). (19)
Q
Definizione 1.3.1. Sia u € D'(2) e a € C*(2), con 2 aperto di R”. Poniamo

(au, @) := (u,ad), per ogni ¢ € D(Q).

Mostriamo che au cosi definita é effettivamente una distribuzione, osservando che se
or — ¢ in D(Q), allora agr — a¢ in D().



Sia ¢ — ¢ in D(Q) e sia K un compatto di  tale che supp(¢y) C K per ogni k& € N.
Allora, per ogni k € N, si ha

supp(a¢y) C supp(¢r) C K (1.10)

e, ricordando che per ogni a € Nf} vale

D (a(@)u(x)) = 3 (Z)D%@)Da—%k(w,

BLla

con B < asef; <a;perogniié€{l,..,n}e <g) = H <;i>, possiamo concludere
i=1 N\t

che, se o € N}, vale

Jim D (a60) (o) = 3= () D%t (i D)

BLa

=3 (§)prat@p o) =D ad)(e) (1)

B<a

uniformemente in 2, e quindi a¢r, — a¢ in D(QQ), cioé au € D'(Q).

Esempio 1.3.2. Sia Q un aperto di R, 29 € Q e a € C>®(Q). Se ¢ € D(1), si ha
(a0, @) = (0o, a0p) = a(wo)P(20) = (a(20)day, D), (1.12)

Ci0é ady, = a(xg)dy,-

Esempio 1.3.3. Sia ¢ € D(R), abbiamo

(p02,6(2) = (pv-1 26(x)) = Jim RCUS / o(x)dz = (1,6(x)), (1.13)

k—o00

da cui deduciamo che a:p.v.% =1

1.3.2 Derivazione

Sia Q un aperto di R”, a € Nj. Se f € C™(Q), con m > |af, allora f € L}, .(Q) e
quindi possiamo considerare la distribuzione regolare uy associata ad f. Se ¢ € D(Q),

integrando per parti e sfruttando il fatto che supp(¢)C €, si conclude che

(uwes20) = [ D f(@)ola)dr = (<) [ )b o(ade = (<1)"(ur.D%). (114

Osserviamo che D*¢ € D(Q), poiché supp(D“¢) C supp(o).
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Definizione 1.3.4. Sia Q2 un aperto di R", siano v € D'(2) e a € Njj. Se ¢ € D(9),

poniamo

(D%, ¢) == (—1)!*(u, D).

Poiché supp(D“¢) C supp(¢) si ha che se ¢p — ¢ in D(Q2), allora D%, — D% in
D(2), e quindi Du € D'(Q).
Vediamo un esempio in cui si chiarisce come questa nuova nozione di derivata distri-

buzionale generalizza quella di derivata classica.

Esempio 1.3.5. Siano a € R,g € C'((—o0,a|),h € C'([a,0)). Consideriamo la

funzione f : R — C cosi definita:

g(x), se —oco<z<a,

h(z), sea<z< 0.

1
loc

Dalla continuita di g e h segue che f € L (R), e quindi possiamo considerare uy, che
per comodita indicheremo con f. In questo caso f’ rappresenta la derivata di f in senso
distribuzionale e, se ¢ € D(R), abbiamo che

a

(ro=-tt.o)=- [

—0o0

g(x)¢' (z)dx — /OO h(z)¢'(x)dx. (1.15)

Integrando per parti si ottiene che il primo integrale é uguale a

oo - [ swot)

—0o0

—~{ot@ot@) - tim g0 - [ f@otas}. (110

T——00 P

ma poiché ¢ & a supporto compatto, anche g¢ lo &, e quindi lim g(z)¢(x) = 0, percio
T—>r—00

- [ s@é e = gt + [ g@ole)ir

o0 —00

Procedendo in modo analogo per il secondo integrale si mostra che

- [ h@de)ds = ha)sta) + [ H@pole)d
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Indicando con ¢’ e A’ rispettivamente u, e uy/, abbiamo che

f/ = g/X(—oo,a) + h/X(a,oo) + [h<a> - g(a)](sa' (117)

Osserviamo che nel caso in cui g(a) = h(a), la derivata distribuzionale di f coincide
quasi dappertutto con la sua derivata in senso classico.

Inoltre, se consideriamo la funzione gradino di Heaviside H : R — R con

1, sex >0,
H(x) =
0, sex<O.
si ha che H' = §.
Esempio 1.3.6. Sia g € C(R). Consideriamo f(t,z) := g(z—t) € C(R?). Se g € C'(R),
allora abbiamo che D, f(t,z) + D, f(t,x) = —¢'(x — t) + ¢'(x — t) = 0. Mostriamo ora
che, anche quando g € C'(R), f soddisfa ’equazione

th + D:Bf - 07

considerando in questo caso le derivate distribuzionali. Dobbiamo provare che, per ogni
¢ € D(R?), (f, —=Dip — Dy) = 0, cioé

/Rz g(x — t)[Deg(t, x) + Dyo(t, x)]dtdz = 0.

Considerando il cambio di variabili £ = x +t,n =  — ¢, abbiamo

/Rg g(z — )[Deo(t, ) + Dyo(t, )] dtda

3o o (5 57) e (5265 o

Poniamo (&, n) := ¢ (5_77’ T”) Abbiamo che ¢ € D(R?) e, per ogni (§,7) € R?,

Devien) = 3 Do (S50 557) 406 (52557

percio, in virtu dei teoremi di Tonelli e Fubini,

/R ] g(z — t)[Do(t, z) + Dyo(t, z)]dtdz = /

R

9(n) ( | peve. n)d£> dn =0,

dato che ¢ é a supporto compatto.
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Vale infine

Teorema 1.3.7 ([3]). Sia © un intervallo aperto reale e sia f € D'(€2). Allora esistono
infiniti elementi v € D'(2), tali che v’ = f. Se ugy é una di queste distribuzioni, 'insieme
delle soluzioni & dato da {ug+ C : C € C}.

1.3.3 Composizione con un diffeomorfismo

Definizione 1.3.8. Siano §2 e O aperti di R". Un diffeomorfismo C*> da 2 a O ¢é una
funzione x € C*(£,R"), tale che

1. x(2) = O e x ¢ invertibile;
2. det(J,(z)) # 0 per ogni x € .

Dal teorema di invertibilita locale segue che se y é un diffeomorfismo C*° da 2 a O,
x~! & un diffeomorfismo C* da O a (.
Da qui in avanti, ogni qualvolta considereremo un diffeomorfismo daremo per scontato
che esso ¢ di classe C'™°, e quindi eviteremo di specificarne la regolarita.

Siano f € L}, (O) e x diffeomorfismo da Q a O. Allora f o x € L}, .(Q). Infatti, se

Kq ¢ un compatto in €2, allora Ko = x(Kq) € un compatto in O e vale

.A Uuwnmle;m%A1@MﬂwMy§Nf FWldy <oo,  (L18)

Ko
dove M = Irllcax\det(fol)L
(@]
Allora possiamo considerare la distribuzione u .. Se ¢ € D(2), si ha

(uge0e8) = [ F@Not@lde = [ F)ot ) ldetTy o ()l (1.19)

Osserviamo che y — ¢(x *(y))|det.J,-1(y)| € D(); infatti, se supp(¢) = K, si ha che
supp(¢(x ' (y))|detJ-1(y)|) = x(K), che ¢ ancora compatto.

Definizione 1.3.9. Siano Q e O aperti in R", sia y diffeomorfismo da Q a O e u € D'(Q).
Se ¢ € D(2), poniamo

((wox)(x), d(x)) := (uly), o(x " (y))|det (-1 (y))])-
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Esempio 1.3.10. Sia zp € R". La funzione y : R* — R", x(z) = © — 2z ¢ un
diffeomorfismo da R” in sé stesso. Se ¢ € D(R"), abbiamo che

(do(r — z0), 0(x)) = (do(y), d(y + 7o) - 1) = d(0) = (a9, ), (1.20)
quindi dp(z — xg) = 0yg-

Definizione 1.3.11. Sia Q@ =R" 0 2 = R™\ {0}. Allora x(z) = —z ¢ un diffeomorfismo
da € in sé stesso. Sia u € D'(2). Diciamo che u & pari se (u o x)(z) = u(—z) = u(z);

se u(—x) = —u(z) diciamo che u ¢ dispari.

Esempio 1.3.12. Un esempio di distribuzione pari é data da dy. Sia ¢ € D(R"). Allora
si ha

(0o(=), p(z)) = (Bo(y), d(=y) - 1) = ¢(0) = (do(x), ¢(x)), (1.21)
da cui do(—z) = do(x).

Esempio 1.3.13. p.v.% ¢ una distribuzione dispari, infatti, se ¢ € D(R), abbiamo

(2 (—2).0()) = (pv.+ (x). 6(~)) = lim . 2D g,
= [ %‘I)dx _ —(p.vé(;r), (). (1.22)

1.3.4 Restrizione e supporto di una distribuzione

Siano €2 e O aperti di R", con O C (), e sia u € D'(2). Se ¢ € D({2), poniamo
o o(z), se x € O,

. 0, sex e Q\O.
E immediato verificare che supp(qg) =supp(¢), e da cio segue che = D(Q) e, se ¢, — @
in D(0), allora ¢}, — ¢ € D(R).
Sia f € L] (Q) e sia ¢ € D(0), allora

loc

(710, 6) = / fio(@)(a)dz = / F(@)d()dr = (up. d). (1.23)

Questo esempio ci suggerisce la seguente definizione:
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Definizione 1.3.14. Siano Q e O aperti di R™, con O C ), e sia u € D'(Q2). Definiamo

la restrizione u|p di u a O nel seguente modo:

(u‘o, q§) = (u, 9), per ogni ¢ € D(0).

Esempio 1.3.15. Sia O C 2, O e Q aperti di R", e sia 25 € 2\ O. Allora, se ¢ € D(O),

si ha che
(5$0|O’ ¢) = (0z0> Qg) = CE(ZEO) =0, (1.24)

quindi 0,0 = 0.

Lemma 1.3.16. Siano O C Q, con O e 2 aperti di R™, e siano u € D'(Q),a € C*(Q) e

a € Nj. Allora valgono le seguenti:
1. (au)jo = aouo;
2. D*(uj0) = (D*u)o.
Dimostrazione. Sia ¢ € D(O).

1. Osserviamo che

(aw)0, ¢) = (au, §) = (u,ad), (1.25)

(a0, 9) = (w0, ajpd) = (u.a;pd). (1.26)

La conclusione segue dal fatto che

. __ 0, se x € 2\ O,
(a¢)(x) = (ajp9)(x) =
a(x)o(z), sex € O.

2. Abbiamo
((D*u)j0, ¢) = (Du, ) = (—1)1*(u, D*¢); (1.27)

(D*(uj0), ¢) = (—1)1% (10, D¢) = (—1)*(u, Da¢). (1.28)

Si conclude osservando che D% = ﬁa/qb
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]

Definizione 1.3.17. Siano Q un aperto di R", u € D'(Q2) e zp € Q. Diciamo che zg
appartiene al supporto di u, e scriviamo xy € supp(u), se ujo # 0, per ogni O aperto

di Q contenente x.

Osservazione 1.3.18. Dalla Definizione [1.3.17| segue che se u € D'(2) e ¢ € €2, allora

xo ¢ supp(u) se e solo se esiste O aperto di {2 contenente x, tale che ujo = 0.

Esempio 1.3.19. Sia  un aperto di R" e sia z € §2. Mostriamo che supp(d,,) = {zo}-
Se x1 € Q\ {z0}, considerando l'aperto O = B,(z1) C §, con r € R tale che zy ¢ O,

segue dall’Esempio [1.3.15( che d,,0 = 0 e quindi z; ¢ supp(dy, ).
Sia ora O un aperto di 2 contenente zq e sia r € RT tale che B,.(xg) C O. Allora, se

consideriamoff] ¢(x) := ¢ (r? — |x — xo[?) € D(0), si ha che
(Ouglo(), (2)) = ¢(r?) # 0, (1.29)
percid g € supp(dy,)-
Le seguenti proprieta seguono immediatamente dal Lemma [1.3.16
Proposizione 1.3.20. Sia © un aperto di R" e v € D'(Q2). Allora:
1. se a € C*(Q), supp(au) C supp(a)Nsupp(u);
2. se a € NI, supp(D®u) C supp(u).

Dimostrazione. 1. Sia zy € supp(au). Allora, per ogni O C Q aperto con zg € O,

vale
0 # (au)jo = aouo, (1.30)

quindi ap # 0 e ujp # 0, percio xp € {x € Q : a(x) # 0} e xy € supp(u).

2. Sia zo € supp(D®u). Allora
0 # (D)o = D*(uj0), per ogni O C €2 aperto con x4 € O, (1.31)

da cui segue che ujp # 0, e quindi la tesi.

3¢ & la funzione definita nell’Esempio
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Osservazione 1.3.21. Se u € D'(Q),a € C*(Q) e a(x) = 0 per ogni = € supp(u),
allora au non é necessariamente 0. Come controesempio consideriamo il seguente caso:
Q=R,u=d)ea(r) =z B facile verificare che supp(u) C supp(dy) = {0} e a(0) = 0.
Tuttavia, se ¢ € D(R), si ha

quindi au = —dg, che non & 0.
Teorema 1.3.22. Sia 2 un aperto di R" e sia u € D'(£2). Allora supp(u) ¢ chiuso in 2.

Dimostrazione. Mostriamo che Q\supp(u) ¢ aperto in Q. Se z ¢ supp(u), allora esiste
un aperto O, di 2, contenente xy, tale per cui up, = 0. Dalla definizione segue subito
che, se ujp,, = 0, uy = 0 per ogni V" aperto,V C O; percio O,,Nsupp(u)=0. Abbiamo
che zog € O,, € Q\supp(u), con O,, aperto, e quindi Q\supp(u) é aperto, da cui la
tesi. O

Teorema 1.3.23. Sia  un aperto di R" e sia v € D'(Q2). Allora:

1. supp(u)=0 se e solo se u = 0;

2. se u,v € D'(2) e per ogni z €  esiste un aperto €2, di 2 contenente z, tale che

U, = v)Q,, allora u = v.

Dimostrazione. 1. 1l fatto che supp(0)=0 seguente banalmente dalla definizione di
supporto data in precedenza. Mostriamo che vale anche il viceversa. Supponiamo
che supp(u)=0 e proviamo che u = 0, cioé che (u,¢) = 0 per ogni ¢ € D(Q).
Siano ¢ € D(Q) e x € supp(¢). Poiché = ¢ supp(u), esiste un aperto €, di 2
tale che ujg, = 0. L’insieme {2, : z € supp(¢)} & un ricoprimento aperto di

supp(¢), che é compatto, quindi esistono 1, ..., xy in supp(¢), tali che supp(¢)C

Uj.vzl ;. Per il[Teorema 0.1.4} esistono ¢y, ..., ¢y, appartenenti, rispettivamente,
aD(Qy,),...,D(Qsy), tali che Zjvzl ¢;(x) = 1 per ogni x € supp(¢). Infine, poiché
(¢0)1., € D(S;) per ogni j € {1,..., N}, abbiamo che

N N

(u,0) = (%Z%) = (wody) =Y (wa,, (60, ) =0, (133)

J=1 Jj=1

da cul la tesi.
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2. Si mostra applicando il punto precedente alla distribuzione u — v.
O

Corollario 1.3.24. Sia Q un aperto di R", u € D'(f2) e sia a € C*(Q), tale che a(z) =1

per ogni z in un aperto di € contenente supp(u). Allora au = u.

Dimostrazione. Abbiamo che au = au —u + v = u + (a — 1)u. Per la Proposizione

(
[1.3.2011 abbiamo che supp((a — 1)u)C supp(a — 1)Nsupp(
su un aperto contenente supp(u). Quindi, se xy € supp(u), xo ¢ {x € Q : a(z) — 1 # 0};
pertanto, supp(a — 1)Nsupp(u)= 0, e, in virtu del Teorema[l.3.23|1, possiamo concludere
che (a — 1)u = 0, da cui la tesi. O

u) e, per ipotesi, a(z) — 1 =0

Corollario 1.3.25. Sia €2 un aperto di R”, u € D'(2) e ¢ € D(Q2). Allora, se
supp(u)Nsupp(¢)=0, (u, ¢) = 0.

Dimostrazione. Sia O := Q\ supp(u), aperto di  contenente supp(¢). Quindi, per ogni
z ¢ O, ¢(x) =0, si ha che (u, ¢) = (uj0, #j0), ma supp(ujpo) = O N supp(u)=0, e percio
Ujo = 0. ]

In seguito indicheremo con &£'(2) lo spazio delle distribuzioni a supporto compatto in
Q.

Teorema 1.3.26 ([6], Capitolo XXIV). Sia Q un aperto di R™ e sia u € D'(2), con

supporto compatto. Allora:

1. u pud essere estesa in modo unico ad un funzionale in C*(2), che ¢ continuo

rispetto alla topologia menzionata nel [Teorema 0.1.8|

2. Ogni funzionale lineare in C'°(2) che é continuo rispetto a tale topologia &, se

ristretto a D(2), una distribuzione a supporto compatto.
Seu € &'(Q) e pe C®(), indicheremo con (u, @) I'estensione di u applicata a ¢.

Osservazione 1.3.27. Un esempio di distribuzione a supporto compatto ¢ dato dalla
delta di Dirac. Si veda Esempio [1.3.19}
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1.3.5 Prodotto tensoriale di distribuzioni

Siano O e Q aperti di R™ e R™ rispettivamente. Se f € L} (O) e g € L} (),

definiamo il prodotto tensoriale tra f e g come la funzione f ® g, definita in O x €2,

tale che

(f®g)(z.y) == flx)g(y), (z,y) € O x Q.

1
loc

derare ufg,. Inoltre, se ¢ € D(O) e ¢ € D(2), allora ¢ ® 1 € D(O x Q) e, dai teoremi
di Tonelli e Fubini, si ha che

Osserviamo che per il teorema di Tonelli f ® g € L;, (O x ), e quindi possiamo consi-

<w@w®¢wi/ (f ® 9)(@,4)(6 ® ¢)(z, y)d(z, y)

OxQ

= f(@)g(y)d(z)¢(y)dady = /O f(z)p(r)dx /Q g (y)dy = (uy, d)(ug, V).

OxQ
(1.34)

Siano u € D'(0) e v € D'(Q2). Cio che vogliamo fare ora é definire una distribuzione
u® v in D'(O x Q), tale che

(W@ v,6® ) = (u,¢)(v,¥), per ogui ¢ € D(O), ¢ € D(S).

Lemma 1.3.28 (1], Capitolo I). Siano O e  aperti di R™ e R" rispettivamente. Allora
D(0) @ D(2) [ ¢ denso in D(O x Q), cioe, per ogni ¢ € D(O x ) esiste una successione
(¢r)ken in D(O) @ D(R2) tale che ¢ — ¢ in D(O x ).

Teorema 1.3.29. Siano O e 2 aperti in R™ e R” rispettivamente, e siano u € D'(O)
e v € D'(Q). Allora esiste un’unica distribuzione u ® v € D'(O x (), detta prodotto

tensoriale tra u e v, tale che

(u®@v, oY) = (u,d)(v,¥), per ogni ¢ € D(0),y € D(Q). (1.35)

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che se una tale distribuzione esiste, allora ¢ uni-

ca. Siano 7 e v distribuzioni in D'(O x Q) che soddisfano (1.35)) e sia x € D(O x Q). 1l

4D(0) @ D(Q) ¢ il sottospazio di D(O x ) generato da {¢ @ ¥: ¢ € D(0),v € D(Q)}.
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Lemma [1.3.28| ci garantisce 'esistenza di una successione (¢ ® V)ren in D(0O) @ D(Q)
tale ¢ @ 1 — x in D(O x Q), e vale che

(T7 X) A (7—’ gbk ® 77/}k) = <u> ¢k)(vv 1/}16) = (Vv Ok ® ¢k) — (Vv X)

Per I'unicita del limite si ha che (7, x) = (v, x), e dall’arbitrarieta di x si deduce I'unicita.
Diamo ora un abbozzo della dimostrazione dell’esistenza di v ® v. In primo luogo osser-
viamo che, se y € D(O x ), allora la mappa x(z,-) € D(Q) per ogni z € O. Possiamo
quindi definire la funzione x(x) := (v(y), x(z,y)) di dominio O; si mostra che y € D(Q).
Infine, poniamo (u ® v,x) := (u(z), X(z)) = (u(z), (v(y), x(z,y))). E possibile provare
che u@v € D'(O x Q). O

Per una dimostrazione completa si guardi [7],Capitolo II.

Osservazione 1.3.30. I possibile invertire i ruoli delle variabili e y e definire, equi-

valentemente,

(u®wv,x) = (v(y), (u(z), x(x,y))), per ogni x € D(O x Q). (1.36)

Esempio 1.3.31. Siano O e €2 aperti di R™ e R" rispettivamente, e siano xg € O e
yo € Q. Allora, se x € D(O x ), abbiamo

(629 @ 0yy, X) = (620 (7), (6o (1), X (7, 9))) = (0 (%), X (2, 90)))
= X(an yO) = (5(r07y0)7 X>7 (1'37)

quindi 05, @ 0yy = O(0,y0)-

Proposizione 1.3.32. Siano O e Q aperti di R™ e R" rispettivamente, u € D’(O),
veD(Q), ae Ny, eNj. Allora valgono le seguenti:

L. supp(u ® v)=supp(u)xsupp(v);
2. DYDI(u®v) = Dyu ® Div.

Dimostrazione. 1. Mostriamo innanzitutto che supp(u)xsupp(v)C supp(u ® v). Sia
(x,y) € supp(u)xsupp(v) e sia W un intorno di (z,y) in O x Q. Allora esistono
un intorno U(x) di x in O e un intorno V(y) di y in Q tali che U(z) x V(y) C W.
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Inoltre, dato che x € supp(u) e y € supp(v), esistono ¢ € D(U(x)) e v € D(V(y))
tali che (u,¢) # 0 e (v,7) # 0. Si ha che supp(¢ ® ¥)C U(x) x V(y) C W e
(u®v,0@1Y) = (u,¢)(v,¢) # 0, da cui (z,y) € supp(u ® v). Per mostrare 'in-
clusione opposta consideriamo (z,y) € O x Q\(supp(u)xsupp(v)). Senza perdita
di generalita assumiamo che x ¢ supp(u). Allora esiste un intorno U(z) di = in O
tale che U(z)N supp(u)= 0. Consideriamo x € D(O x Q) con supp(x)C U(x) x Q.

Osserviamo che per ogni 3/ € Q vale [

{2/ € O: x(2',y) # 0} C m(supp(x(-),y)) CU(x),

e dal Corollario|1.3.25|segue che (u(-), x(-,7')) = 0 per ogniy/ € Q. Di conseguenza,
(u®wv,x) = (v(v), (u(z"), x(2',y"))) = 0. Poiché x é un elemento arbitrario di
D(U(z) x ), possiamo concludere che (z,y) ¢ supp(u ® v).

2. Sia xy € D(O x Q). Allora

(DIDY (u @ v), x) = (—1)*"l(u @ v, DIDIY)
= (=)l (), (v(y), DIDIX (2,))) = (—=1)*(u(z), (DJv(y), Dix(z,y)))
= (=1)"(u(z), DI(DSv(y), x(x,))) = (Dyu(z), (Div(y), x(z,y)))
= (DSu®DJv, x). (1.38)

]

1.3.6 Convoluzione di distribuzioni

Siano f,g € Lj, (R"). La convoluzione tra f e g é la funzione

(fx9)(x) = . flz —y)g(y)dy.

f = g, tuttavia, non é sempre ben definita e una delle condizioni che ci assicurano che lo
sia é:

() Per ogni K, compatto di R", esiste Ky, ancora compatto di R™, tale che, per ogni
x € KeyeR"\ Ky, esiste un intorno aperto O di y per cui g(z) = 0 quasi dappertutto

in O, oppure f(z — z) = 0 quasi ovunque in O.

571 indica la proiezione su O.
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Teorema 1.3.33. Supponiamo che f e g siano elementi in Lj (R™), per cui vale («).
Allora:

1. per quasi ogni x in R”, la funzione y — f(z — y)g(y) é sommabile in R";

2. la funzione (fxg)( fRn g(y)dy, arbitrariamente estesa a R", appartiene
a Lj (R™).

loc

Dimostrazione. Si pud provare che la funzione (z,y) — f(z — y)g(y) é misurabile in
R™xR™. Siano K e K; compatti di R”, con Ky scelto come in («). Allora f(z—y)g(y) =0

quasi ovunque in R" \ K; e quindi, per il teorema di Tonelli, si ha che

[ ([ 15— stan)ae= [ ([ 15 = wllaiay) as
= [ (1) lotwian 130

Sia R € R tale che,se z € K ey € Ky, |t —y| < R. Allora si ha che per ogni y € K;

vale
/ | (2)]dz < / f(2)|dz = C < oo, perché f € LL(RY),  (1.40)
K-y Bgr(0)

da cui segue che

[ ([ 1= wllswiay) e <€ [ lotlay < oo, percie g € 2, (7). (41

Dal teorema di Fubini segue che per ogni compatto I di R, la funzione y — f(z—y)g(y)
¢ integrabile in R™ per quasi ogni z € K, e = [5. f(z — y)g(y)dy, arbitrariamente
estesa a IC, é integrabile in . Si conclude osservando che R™ é unione numerabile di

compatti. O]

Osservazione 1.3.34. Se esiste K; compatto di R tale che g(y) = 0 quasi ovunque in

R™\ K4, la condizione («) é automaticamente soddisfatta, con IC; indipendente da K.

Esempio 1.3.35. Un caso pin particolare in cui («) continua a valere ¢é il seguente: sia
n=1e f(x) = g(x) = 0 quasi ovunque in (—o0,0). Sia K un compatto di R e R € R
tale I C [—R, R]. Allora, scegliendo Ky = [0, R], si ha che, se y < 0, ci basta considerare
come aperto O in cui g si annulla O = (—00,0); se y > R, prendiamo O = (R, 00) e si

ha che f(x — z) = 0 quasi ovunque in O.
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1
loc

Osservazione 1.3.36. Siano f,g € L, .(R") e siano uy,u, le distribuzioni regolari ad
esse rispettivamente associate. In [3] si mostra che la condizione () é equivalente a:
() Sia s:supp(us)xsupp(ug)— R™, s(x,y) = x +y. Allora s é propria, cioé vale che

per ogni compatto K di R”, s71(K) ¢ un compatto di supp(u)xsupp(u,).

Osservazione 1.3.37. Osserviamo che se f e ¢ soddisfano («), allora anche g e f
verificano la stessa condizione, e questo si vede facilmente osservando che in (a’) i ruoli

di f e g sono simmetrici.

1

loe(R™) e supponiamo che soddisfino («). Sia

Osservazione 1.3.38. Siano f,g € L
inoltre ¢ € D(R™) con supp(¢)C K, con K compatto. Applicando il teorema di Tonelli
e sfruttando il fatto che anche |f| e |g| soddisfano («), si ha che

([ 15t = gty ote)las
- / (1] % gD @)l o(x)|dr.  (1.42)

/RnXRn [f(z = y)g(y)o(x)|dxdy = /

K

Per Weierstrass, esiste una costante positiva C tale |¢(z)| < C per ogni x € K, e quindi

/(|f| * |g)(@)[p(x)]dz < C/(Ifl * |g])(@)] < o0, (1.43)
K K

perché |f| = |g| € L}, .(R™). Quindi, (x,y) — f(x —y)g(y)o(z) ¢ integrabile in R™ x R

loc

e, per il teorema di Fubini, vale

/Rn(f x g)(x)p(x)dx = /Rn . flz —y)g(y)o(r)dedy
- /R A @ay)oe +y)dedy :/ (f ® g)(x, )z + y)dady. (1.44)

R xR™

Sulla base di questo esempio, sembrerebbe naturale definire la convoluzione tra due
distribuzioni u e v in D’(R") in modo tale che, per ogni ¢ € D(R™), si abbia (u * v, ¢)
uguale a ((u ® v)(x,y), d(z + y)). Tuttavia, questa definizione non sarebbe ben posta,
dato che se ¢ € D(R"), con ¢ # 0, allora ¢(z,y) = é(x + y) non apparterrebbe a

D(R™ x R™). Infatti supp(¢)={(z,y) € R" xR" : x4+ y € supp(¢)}, che non é compatto.

Diamo quindi la seguente definizione:
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Definizione 1.3.39. Siano u e v in D’(Q2). Diciamo che sono convolubili se 'appli-
cazione s : supp{u)xsupp(v)— R" s(x,y) = x + y & propria. In tal caso, definiamo la
convoluzione tra u e v nel seguente modo: sia ¢ € D(R™) e sia £ un compatto di R"
tale che supp(¢)C K. Allora s7'(K) ¢ un compatto di supp(u)xsupp(v). Inoltre, sia
a € D(R™ x R"), tale che a(z,y) = 1 in un qualche aperto O contenente s~1(K). Allora

definiamo

(uxv,¢) = ((u@v)(z,y),alz,y)o(x + y)).

Osservazione 1.3.40. L’esistenza di una funzione a siffatta ¢ garantita dal

ma 0.T.3I21

Osservazione 1.3.41. Questa definizione é ben posta, perché non dipende dalla scelta

di a. Sia ay un altro elemento di D(R" x R™) tale che ai(x,y) = 1 su un aperto contenente

s7Y(K). Allora a — a; = 0 su s '(K). Definendo ¢(x,y) := [a(z,y) — a1(z,y)]d(z + 1),

si ha che supp(u ® v) N supp(¢ ):(supp( )xsupp(v)) N supp(q;) = (), quindi, per il
(@,

Corollario, si ha che ((u@v)(z,y), d(z,y)) = 0, cioé ((u@v)(x,y), a(z, y)d(z+y)) =
((u ® U)($7 y)v al(xv y)gb(l‘ + y))

Esempio 1.3.42. Dall’Osservazione [1.3.34] segue che se u € D'(R") e v € E'(R"), allora
sono convolubili. Inoltre, dall’Esempio [1.3.35 si deduce che distribuzioni arbitrarie con

supporto in [0, +00) sono convolubili.

Esempio 1.3.43. Siano u € D'(R") e ¢ € D(R"), con supp(¢)C K, dove K ¢ un
compatto di R". Poiché dy € E'(R™), u e dy sono convolubili e supp(u®dy) =supp(u) x{0}.
Sia s :supp(u)x{0},s(z,y) = x+y. Allora s7}(K) = (supp(u) NK) x {0}. Consideriamo
a € D(R™ x R") tale che a(z,y) = 1 su un aperto contenente (supp(u)NK) x {0}. Allora

(ux 0o, ) = ((u® o) (x,y), alz,y)d(x +y)) = (u(x), (d(y), alz, y)o(z + y)))
= (u(z), a(z,0)¢(x)) = (u(z), [a(z,0) = 1]¢(x)) + (u(z), ¢()) = (u(z), $(x)), (1.45)
cioé u * §y = u per ogni u € D'(R™).
Proposizione 1.3.44 (|3]). Siano u e v distribuzioni convolubili in R™. Allora

1. v e u sono convolubili e v x u = u * v.
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2. Per ogni a, B € N2, D e Dv sono convolubili e DA (u  v) = D * DPv.

Proposizione 1.3.45. Siano u e v distribuzioni convolubili in R"™. Allora valgono le

seguenti:
1. supp(u)+supp(v) & chiuso in R".

2. supp(u * v)C supp(u)+supp(v). In particolare, se u e v sono elementi di &'(R"),
allora u x v € &'(R™).

Dimostrazione. 1. Sia (xy, Yx)reny una successione in supp(u)xsupp(v) tale che
(xg,yr) — z in R™; vogliamo provare che z € supp(u)+supp(v). Dato che u e
v sono convolubili e {x; + yr : £k € N} ¢ relativamente compatto, allora anche
{z) : k € N} ¢ relativamente compatto, quindi, a meno di passare a una sottosuc-
cessione, possiamo supporre x; — x; poiché supp(u) é chiuso, x € supp(u). Infine,

osserviamo che y, = (2 + yx) — 2, — 2z — x € supp(v), da cui la tesi.

2. Proviamo che la restrizione di u v a R™ \ (supp(u) + supp(v)) & 0. Sia ¢ € D(R")
tale che supp(¢)C R™ \ (supp(u) + supp(v)); allora ¢(z + y) = 0 in un aperto
di R™ x R™ contenente supp(u)xsupp(v)=supp(u ® v). Di conseguenza, vale che
a(x,y)é(x + y) = 0 in tale aperto, per ogni a € D(R™ x R™), e cio conclude la

dimostrazione.
O

Teorema 1.3.46 (|5], Capitolo IV). Siano u € D'(R") e v € D(R") o u € E'(R") e
v € C®(R™). Allora u x v € C*(R"), dove

(uxv)(z) = (u(y),v(r —y)), per ogni x € R". (1.46)
Inoltre, vale

D*(u *v)(x) = (u(y), D*v(z — y)), per ogni a € N[, per ogni z € R". (1.47)

1.4 Distribuzioni temperate

Il nostro scopo é quello di estendere la nozione di trasformata di Fourier alle distri-

buzioni in D’'(R"™). Come vedremo, perd, non saremo in grado di dare un’unica defini-
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zione valida per tutti questi funzionali ed é per questo che ci restringeremo ad una loro

sottoclasse, quella delle distribuzioni temperate.

Osservazione 1.4.1. Il [leorema 0.2.2)3 ci suggerisce la seguente definizione di @ = Fu,
per u € D'(R"):

(it, ) = (u, ), per ogni ¢ € D(R"). (1.48)
Questa formula richiede che ngﬁ appartenga a D(R") per ogni ¢ € D(R"); tuttavia, I'unico
elemento ¢ in D(R") per cui gfg € D(R") ¢ ¢ = 0. Infatti, consideriamo, per semplicita, il
caso n=1, e sia ¢ € D(R). 1l teorema di Paley-Wiener ci assicura che $ puo essere estesa

ad una funzione olomorfa su tutto il piano complesso:
() = / e (z)dw, 2 € C. (1.49)
R

Se ¢ € D(R), ¢ & zero su un sottoinsieme aperto di R e, per il principio del prolungamento
analitico, si ha che (/5 = 0 su tutto R, e C. Infine, dalla formula di inversione della
trasformata di Fourier, concludiamo che ¢ = 0. L’idea, quindi, é quella di sostituire
D(R™) con una classe di funzioni invarianti rispetto a F; uno spazio con questa proprieta
¢ lo spazio di Schwartz S(R").

Definizione 1.4.2. Sia n € N. Una distribuzione temperata in R” é un funzionale
lineare u : S(R™) — C tale che, se ¢, — ¢ in S(R™), allora klim u(¢pr) = u(¢) in C. Lo
— 00

spazio delle distribuzioni temperate in R™ & denotato con S'(R").

Osservazione 1.4.3. Dal Teorema [0.2.8][I] segue che se ¢ € S'(R"), la restrizione di u a
D(R™) ¢ una distribuzione in R™; tale restrizione identifica unicamente u, per via della

Proposizione [0.2.13]

Esempio 1.4.4. Sia f : R® — C localmente integrabile, tale che esiste m € N per

cui [p,(1+ |z])7™|f(z)|dz < +oo. Allora la distribuzione regolare uy associata ad f ¢
temperata. Infatti, se ¢ € S(R™), allora f¢ € L'(R") e

((up, o) = | flx)o(x)dz

< sup (1 + |z])"|o(x |/ |(1+ |z])"™dz < +oo.
zeR"
(1.50)
Inoltre, se ¢, — 0 in S(R™), (uys, ¢x) — 0, per il teorema della convergenza dominata di

Lebesgue.
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Esempio 1.4.5. Sia f(z) = e*,x € R. Proviamo che uy, la distribuzione regolare
associata ad f, non é temperata. Per fare cio, ci basta costruire una successione (¢ )ren
in D(R) tale che ¢, — 0 in S(R), ma (uys, ) - 0. Sia ¢ € D(R), tale che ¢(x) > 0 per
ogni z € Re ¢(x) = 1se |z| < 1. Dato k € N, poniamo ¢(x) := 27*¢(x — k), z € R.
Allora ¢ € D(R) per ogni k € N, e quindi ¢, € S(R). Inoltre, per ogni a,m € Ny,

abbiamo

2™ ()] = 27K || |6 (x — k)| = 27F|(z — k) + k| |6 (x — k)|

( < kIMj/fj> [0 (z — k)|
Jj=
m—1
_ ( (?‘) & — k"R 4 |z — "+ km> |6 (@ — k)|
=1

Tl — K"+ B[ (@ — k)|

< C’(m)Z’k {sup \y]m]gb(“) (y)| + k™ sup \qb(a)(y)q < Q’kC(m)[Cl +Cy =0
yER yeR

Quindi ¢ — 0 in S(R). D’altra parte, abbiamo

k1 k1
(ug, dp) = 27" / e“o(x — k)dx > 2’“/ : e"o(x — k)dx = 2’“/ ' e’ dx
R k

-1 k—1

Percio uy non ¢ temperata.

Definizione 1.4.6. Sia (uy)reny una successione in S'(R") e sia u € S’'(R™). Diciamo

che (ug)ren converge a u in S’'(R™), e scriviamo uy — u in S’'(R"), se
(ukzv Qb) - (U, ¢), per OgIli gb S S(Rn)
Proposizione 1.4.7. Sia u € §'(R"). Allora:

1. Per ogni a € O(R"), au € §'(R™). Inoltre, se ux — u in §’'(R™), allora aur — au
in S'(R").

2. Per ogni a € Nj, D € §'(R™). Inoltre, se u — u in S'(R"), allora D*uj, — D%u
in §'(R™).
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3. Se x : R* — R" x(z) = Az + b, con A € R invertibile e b € R", allora
uox € §’'(R™). Inoltre, se uxy — u in S’'(R"), allora ug o x — wo x in S'(R™).

Dimostrazione. 1. Sia a € S(R™); allora abbiamo che, per ogni ¢ € S(R"), (au, ¢) =
(u,a¢). Chiaramente la linearitd di au segue da quella di u, quindi, per provare
che au € §'(R™), basta mostrare che se ¢ — ¢ in S(R"), allora (au, ¢x) — (au, @)
in C. In virta del [Teorema 0.2.8|2] e delle proprieta di u, vale che

(au, or) = (u, apy) — (u,ap) = (au, @), (1.51)

quindi au € S'(R™). Per quanto riguarda la seconda proprieta, é sufficiente

osservare che, per ogni ¢ € S(R™), abbiamo
(@, 6) = (ug, ad) = (u,a0) = (au, 9), (1.52)
cioé auy — au in S(R™).
2. Si mostra in maniera analoga al punto precedente.

3. Sia ¢ € S(R"). Posto ¢"(y) = o(x ™" (y))|det(Jy-1(y))] = ¢(A™ (y — b))|det(A)|~,
abbiamo che ¢* € S(R"). Inoltre, se ¢, — ¢ in S(R™), allora ¢; — ¢* in S(R™).

Infatti[]
2| = |[A™ Ax| < |AT[Az| < AT Ix(@)] + [|ATH118],
e
Ix(@)] < [ Alll| + ol
percio

(uox(z), ¢x(x)) = (u(y), or(y)) = (u(y), ¢ (y)) = (uo x(), p(z)).

6con R™*™ indichiamo lo spazio delle matrici quadrate reali di ordine n.
7 -
con [[Al| := max|,—; |Az|.
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1.4.1 Trasformata di Fourier di distribuzioni temperate

Siamo ora in grado di definire la trasformata di Fourier per una distribuzione tempe-

rata.

Definizione 1.4.8. Sia v € §'(R"). Definiamo la trasformata di Fourier di u come
I'elemento @ = Fu di S’'(R™), tale che

(@, ¢) = (u, 0), per ogni ¢ € S(R").

Osservazione 1.4.9. Questa definizione é ben posta. Infatti, dal [Teorema 0.2.10] si ha
che ¢ € S(R™) per ogni ¢ € S(R™) e, se ¢, — ¢ in S(R"), allora ¢, — ¢ in S(R™);
percio, (@, ¢r) = (u, d) — (u, @) = (4, ) in C per ogni u € S'(R"), quindi @ € S'(R™).

Teorema 1.4.10. La trasformata di Fourier definisce una biiezione di §'(R") in se stesso.

Inoltre, si ha che

F (€)= (2n) "Fu(—x), per ogni v € S'(R"),

ur — u in S’(R") se e solo se iy, — 4 in S'(R").

Dimostrazione. Sia v € §'(R"™) e cerchiamo u € S'(R") tale che & = v. Se cid accade,

applicando [Teorema 0.2.10| e la formula di inversione , vale, per ogni ¢ € S(R"),

(u(z), ¢(@)) = (u(@), FF'¢(x)) = (Fu(€), F (&) = (v(&), F6(€))
= (2m)7"(v(§), Fo(=E)) = (2m) " (Fu(x), o(—x)) = (2m) " (Fo(=x), o()).

Quindi, puo solo che essere u(z) = (27) " F tv(—z). D’altra parte, se
u(x) = (27) " F 'v(—=x), abbiamo, per ogni ¢ € S(R"),

((€), 6(€)) = (2m) (0(€), 6(=€)) = (v(x), FI(2m) "d(=E)](2)) = (v(€), 6(€)),

percio F : S'(R") — S'(R") & sia iniettiva che suriettiva. L’ultima proprieta segue dal
leorema 0.2.10l [l
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Esempio 1.4.11. Sia xq € R". Calcoliamo 6;0: per ogni ¢ € S(R™), abbiamo
(6200 0) = (6, 8) = ba0) = [ e ®0(a)do

da cui segue che 0,,(€) = e~ identificando f(£) = e~ con la distribuzione regolare

associata. In particolare, si ha che 50(5) =1.
Proposizione 1.4.12. Sia u € S'(R™). Allora:
1. Per ogni o € N2, Dew(€) = (i€)*a(€), F((—ix)*u) = D¥q.

2. Se x : R" - R", x(x) = Ax 4+ b, con A € R™" invertibile e b € R", F(uo x)(y) =
T
\detl(A)| @O b ((AT)y).
Dimostrazione. 1. Sia a € Nj. Osserviamo che a(§) = (—i§)* € O(R"), perché ¢
un polinomio, e per Proposizione [L.4.7[] (i§)*au(¢) € S'(R"). Per [Teorema 0.2.11]

abbiamo che, per ogni ¢ € S(R"),

(Du(§), (¢)) = (D*u(x), d(x)) = (=1)
= (=1)*(u(z), F((=i€)"¢(£)) (x)) = (= 1)'“'<u<5>,<—¢5>“¢<s>>
= (=D)I(=DI(Ge) a€), () = (&) a(§), d(£)), (1.53)
quindi Dew(€) = (i€)*a(€). Inoltre,

(F((—iz)*u(@))(€), 6(€)) = ((—iz) u(z), d(x)) = (u(x), (iz)*(x))
= (u(2), (=) FD*¢(€))(x)) = (=1)*I(a(€), D¢(¢

da cui segue che F((—iz)*u(z))(€) = D*a(é).
2. Sia ¢ € S(R™). Vale che
(F(uox),é) = (uox(£),d(&)) = (uly), le(Aﬂé(Aly — A7), (1.55)
dove
H(A"ly— A1) = / TN g )

|det(A)|e” =¥ =Pp(AT2)dz.  (1.56)

R”
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Quindi,

(F(uox), ) = (uly), Fle™’d(AT2)](y)) = (a(2), e ¢(A"2))
1

e“m”y’ba((ﬂ)-ly),¢<y>) (157)

- (|det<A>|

da cui la tesi.

Corollario 1.4.13. Sia u € S'(R"). Se u ¢ pari (dispari), allora @ é pari (dispari).

Dimostrazione. Consideriamo y(z) = — nzﬂ Supponiamo u pari; il caso con u dispari
¢ analogo. Segue da Proposizione [1.4.12]2] che

Fuly) = Flulx))(y) = Flu(=2))(y) = F(-y), (1.58)
percio u(—y) = u(y). O

Esempio 1.4.14. Nell’Esempio abbiamo introdotto la distribuzione u(z) = p.v.2;
vediamo come calcolarne la trasformata di Fourier. Dai risultati ottenuti negli Esempi
(1.3.3] [1.3.12] [1.4.11] e dal [leorema 1.4.10, abbiamo che

Flau(z))(y) = Flly) = 2rF ~1(=€) = 2m80(—€) = 2mdo(§), (1.59)

da cui concludiamo che F(zu(x)) = 2mdy. Inoltre, dal risultato della Proposizione|1.4.10
applicato con a = 1, segue che —iF(zu(z)) = @/, cioé F(zu) = i/, e dall’Esempio [1.3.5]
si deduce che © = —271iH + C, con C' € C. Infine, nell’Esempio [1.3.13| abbiamo provato

che u é dispari, quindi, per il Corollario(l1.4.13] anche @ é dispari. In particolare, abbiamo

che
C, se x > 0,
u(—x) =
—2mi+C, sex <0,
e
A 2m — C,  sex >0,
—u(x) =

—C, se x <0,

81, rappresenta la matrice identita di ordine n.
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e 'uguaglianza tra le due é verificata solo se 2wi — C' = C', ovvero se C' = wi. Abbiamo

mostrato che

—mi, se& >0, 1, se £ >0,

—i = —mi sgn(§).

w(§) = —2miH (&) + mi = -
e, se £ <0, -1, se&<O.

Per poter dire qualcosa sulla trasformata di Fourier del prodotto tensoriale tra due
distribuzioni in S'(R™), dobbiamo prima accertarci che questa operazione sia ben definita.

A garantircelo é la seguente proprieta:

Proposizione 1.4.15 ([7], Capitolo II). Siano u € S'(R") e v € S'(R™). Allorau®wv €
8/<Rn+m).

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente risultato:
Proposizione 1.4.16. Siano u € §'(R") e v € §'(R™). Allora F(u ® v) = Fu ® Fu.

Dimostrazione. Siano u € §'(R") e v € §'(R™). Per la Proposizione |0.2.13| e il Lemma
1.3.28 ¢ sufficiente provare che, per ogni ¢ € D(R") e ¢ € D(R™), vale

(Flu®v),d@9)=(u®v, Flp1)) = (Fu® Fu,¢ ). (1.60)

Dai teoremi di Tonelli e Fubini, abbiamo

F((6© 1) (x.9))(E 1) =t/° e i€ (1)) (y)dady

Rn+m
= [ eotads [ ey = Fole) w F), (161
da cui segue che
(u@v, Flo® 1)) = (u®v, Fo @ Fp) = (u, Fo)(v, Fy)
= (Fu, 9)(Fu,¢) = (Fu® Fv,p @1). (1.62)

]

Infine, per quanto riguarda la trasformata della convoluzione, vale il seguente risul-

tato:

Teorema 1.4.17 ([7], Capitolo II). Siano u € &'(R") e v € §’'(R™). Allora uxv € S'(R")
e F(uxv) = FuFv.
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Capitolo 2

Soluzioni fondamentali per operatori

differenziali a coefficienti costanti

2.1 Definizione e proprieta

Definizione 2.1.1. Un operatore differenziale parziale lineare ¢ un operatore della

forma

A(z,D) := Z aq(z)DY,

la]<m
dove ogni coefficiente a,, & una funzione definita su un aperto €2 di R” e a valori complessi

em € N..

Osservazione 2.1.2. Nel caso in cui a, € C*®(2) per ogni a, A(z,D)u é ben definita

per ogni u € D'(Q)), dove Q aperto di R™.

In questo capitolo, ci limiteremo ad analizzare operatori differenziali a coefficienti

costanti, ovvero operatori della forma

AD) = ) a.D”,

|laj<m

con a, € C per ogni a € Ny, con |a] < m. Per questa classe di operatori é cruciale la

nozione di soluzione fondamentale:

33
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2. Soluzioni fondamentali per operatori differenziali a coefficienti costanti

Definizione 2.1.3. Sia A(D) un operatore differenziale lineare a coefficienti costanti e
sia £ € D'(R™). Diciamo che £ ¢ una soluzione fondamentale di A(D) se A(D)E = dy.

Esempio 2.1.4. Sia n = 1. Nell’Esempio [1.3.5abbiamo mostrato che H é una soluzione
fondamentale di A(D) = D. In realta, ¢ immediato verificare che I'insieme delle soluzioni
fondamentali di D ¢ dato da {H +C : C € C}. Sen > 2e 2 = (x1,...,2,-1),
En(2! xy,) = 6o(2") ® H(x,) ¢ una soluzione fondamentale di D,,. Infatti, invocando le
proprieta mostrate nella Proposizione [1.3.32}2 e nell’Esempio [I.3.31] abbiamo

D&, (2, ,) = DD, bo(2') @ H(z,) = do(2') ® Dy, H(zy,)
= 50(33/) & 50('7;11) = (5(070) (.Z'/,In) = (50(33‘) (21)

Osservazione 2.1.5. L’esempio precedente mostra che la soluzione fondamentale di un

operatore differenziale non é unica.

Definizione 2.1.6. Sia A(D) un operatore differenziale lineare a coefficienti costanti.
Usando la notazione vista precedentemente, chiamiamo simbolo dell’operatore A(D) il

polinomio

AG) =D ang™

a<m
Vediamo ora un lemma che ci sara utile successivamente per mostrare un importante

risultato legato all’esistenza di soluzioni fondamentali.

Lemma 2.1.7. Sia Q(§) = ngm b,£“ un polinomio a coefficienti complessi non nullo

di grado m. Poniamo 7(Q)) := supyegn jg<1 Min.cc z1=1 |Q(20)]. Allora esiste una costante
1
Co > 0, indipendente da @, tale che r(Q) > Cj (ngm \ba]2> :

Dimostrazione. Sia P, la classe dei polinomi di grado minore o uguale m e, per ogni
1

Q € Py, poniamo ||Q]] := (z‘algm |ba|2)2 e [|Qlln = SuUPeecn je1<1 [Q(€)]. Mostriamo
che sono delle norme. Chiaramente sono entrambe quantitd non negative e, per ogni ()

e P in P,,, abbiamo

1Q +PlI3 < D (Ibaf* + [pal®)

a<m

<D bl D Ipal* +2 (Z |ba\2> (Z w) = (1Qll2 +11PI]2)*,

am am am am
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1Q + Pllo = max Q&)+ PE)| < max (1QE&)|+[PE)]) =11Qllo + |IPlls-

£eCnfg<1 £eCn |¢I<1
Inoltre, se ||Q||2 = 0, si ha che, per ogni a € Nj, |a| < m,

QO _,
al “ ’

da cui segue che tutte le derivate (D*Q)(0) sono nulle per ogni a € Ny, |a| < m, e quindi
@ ¢é il polinomio nullo. Mentre, se ||Q||.c = 0, abbiamo che, per ogni £ € C",|{| <
1,Q(&) = 0, ma allora @ ha infiniti zeri, e quindi @) = 0. Dato che P, é uno spazio di
dimensione finita su C, tutte le norme su tale spazio sono equivalenti, e in particolare lo
sono ||+ |2 e || - ||eo- Proviamo che il funzionale r é continuo rispetto alla norma || - ||co-
Siano @ e Q polinomi in P, tali che ||Q — Q||s < 8, con & > 0 fissato. Per ogni # € R”,
|0] < 1, abbiamo che
inf [Q(z0)] = min |Q(z0)] = [Q(200)| > |Q(200)| — & > inf [Q(20)] — 0.

z€C,|z|=1 z€C,|z|=1 |z]=1

Passando all’estremo superiore, otteniamo che

r(@) = r(@) -0

Ragionando in modo analogo, invertendo i ruoli di Q e Q, otteniamo 7(Q) > 7(Q) — 4,
da cui deduciamo che § > |r(Q) — r(Q)|. Osserviamo anche che 7 ¢ omogeneo di grado
1, infatti, se ¢ € C, abbiamo

r(cQ) = sup min |cQ(z0)| = |c¢| sup min |Q(z0)| = |c|r(Q).

ocr |g|<1 2€C)[z|=1 ocr |g|<1 2€C,[z|=1

Infine, notiamo che se r(Q) = 0, allora @ = 0. Quando r(Q)) = 0 abbiamo che, per
ogni § € R" |0 < 1,inf.cc.=1 |Q(20)] = 0, cioé, per ogni § € R [f] < 1, esiste
z = z(0) € C,|z| = 1, tale che |Q(2(0)f)] = 0. Consideriamo 6§ € R" |0 = 1 e
0 < C < 1. Dato che |C0| < 1, allora esiste z(CH) € C tale che Q(2(C0)CO) = 0
con |z(CH)| = 1, e percid |Cz(z0)| = C. Quindi, se § € R",|f| = 1, per ogni costante
C eR,con0 < C <1, esiste 2(C) € C con |2(C)] = |C| e Q(2(C)0) = 0; percio, il

polinomio z — @(z0) ha infiniti zeri, e quindi é il polinomio nullo. Segue che Q(#) = 0 su
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{6 € R": |0] <1}, dacui0=D*Q(0) = by, per ogni a € Ny, e quindi @ = 0. Notiamo
che K :=={Q € P, : ||Q||« = 1} & compatto, in quanto P,, ha dimensione finita e I ¢
sia chiuso che limitato, e quindi, per Weierstrass, esiste una costante C; > 0 tale che,
per ogni @ € K, r(Q) > C}. Inoltre, dall’omogeneita di r, si ha che, per ogni Q € P,
r (ﬁ) > (1, da cui 7(Q) > ||Q||sC1. Per 'equivalenza tra || - || € || - ||2, esiste una
costante Cy > 0, tale che

7(Q) > Col|Q]] = CollQ2,

che é proprio quello che volevamo dimostrare. O

Teorema 2.1.8 (Teorema di Malgrange-Ehrenpreis). Sia A(£) = 3_, <., @&® un poli-
nomio di grado m > 1. Allora 'operatore differenziale associato A(D) = >, a,D* ha

una soluzione fondamentale £.

Dimostrazione. Per ipotesi, il polinomio A(§) ha grado m > 1, quindi esiste o € Ny
tale che |a] = m e a, # 0. Sia Q(&) = A(—i) = Z|a|§m(—1)|a‘aa(if)a. Dato £ € R,
definiamo Q¢(n) := Q(& + n). Verifichiamo che esiste una costante C; > 0, indipendente
da &, tale che 1(Q¢(n)) > Ci, per ogni £ € R™. Se |a| = m, D*Q(&) ¢ costante, quindi
il coefficiente di £* in ()¢ ¢ indipendente da & e, in virt del Lemma [2.17, esiste una
costante Cy > 0, tale che

r(Qe)>Co | D D QUEIP| =Co| D IDQEF| = Cu,

|a|<m |a|=m
con C7 > 0 indipendente da &, in quanto Cy lo é. Allora, abbiamo che, per ogni £ € R”,
esiste 6(&) € R™, con |A(&)| < 1 tale che

inf Q€+ 20(0) = min |Q(E+20(6) > C > D=

z€C,|z|=1 z€C,|z|=1 2
Se | — &]| ¢ sufficientemente piccolo, per continuita, abbiamo che min.cc .j=1 |Q(& +
20(€))| > Cs, e quindi, per ogni £ € R™, esistono V(§) intorno di £ in R™ e §(§) €

R™.10(€)| <1 tali che

inf Q& + 20(6)| > Co, per ogni & € V(¢)

2€C,|z|=1

1y ¢ il funzionale definito nel Lemma [2.17
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Essendo {|¢| < N} compatto, per ogni N € N, per il Teoremal0.1.5, possiamo determina-
re un ricoprimento {V'(&)},cy localmente finito di R”. Consideriamo {¢y}, . partizione

dell’unita subordinata a {V' ()}, - Definiamo su D(R™) il seguente funzionale £:

B(e +20(6) dz) o
. 2mi Jlt QE+20(6) = )

Osserviamo che tale funzionale é ben definito. Infatti, per Paley-Wiener, se ¢ € D(R"),

(€,

$ puo essere estesa ad una funzione intera su C nel seguente modo:
G(& +in) = / e EEMg(r)dr = / et () da,
n K

dove K ¢ il supp(¢). Per ogni m € Ny, abbiamo che

(1+ ¢ /K e €4 3 () dg = / (1= A,)™ (e (€4 ) o ) do,

e, integrando per parti, si ottiene

/ e~ EH (1 ALY p(z)dx.
K

Maggiorando con il modulo si ha

(14 [€2)™|3(E + in)| < = / (1= A)"é()ldz < C(K) sup [D6(€)].

jaj<2m

dove C'(KC) > 0 ¢ una costante che dipende da L,,(K), che ¢ una quantita finita. Pertanto,

abbiamo mostrato che, per ogni m € Ny, esiste una costante C,,, > 0, tale che

|6(€ +in)| < Cr(L+ |€[1)™™ sup [D*(€)]. (2.2)

| <2m

Notiamo che, per ogni m € Ny,
L[ 1B+ o) 4z
R <2w I o ) ¢
(1 <om |D®
<ng/ ( + €17 Zp|a2 | cb(&)ldz_z) 0

1 1
C —d =C —d
= 42 STepn® 5An<1+|§|2>m 3




38 2. Soluzioni fondamentali per operatori differenziali a coefficienti costanti

con Cs, Cy, Cy costanti reali positive. Scegliendo m > 7, l'integrale fRn (1+|€\ —-d€ con-

verge, e quindi £ é ben definito. Inoltre, notiamo che £ cosi definito ¢ una distribuzione.
Infatti, se ¢p — 0 in D(R"), E(¢r) — £(0) = 0 in C per (2.2). Infine, mostriamo che
A(D)E = 4. Sia ¢ € D(R™).

(A(D)E, ) = < )6)
( [ Qe HEDE T 20(E) g) ”

271 |z|=1 Q(f + 20(&6))

£)d¢ =

(2 1) e $(€)dE = 6(0) = (50, 9), (2.3)

e quindi £ ¢ una soluzione fondamentale di A(D). O

Vediamo ora come il [Teorema 2.1.8| ci permette di derivare importanti informazioni

circa I'esistenza e I'unicita di soluzioni di equazioni differenziali alle derivate parziali a

coeflicienti costanti.

Teorema 2.1.9. Sia A(D) un operatore differenziale lineare a coeflicienti costanti e sia

€ una soluzione fondamentale di A(D). Allora:

1. Se f € D'(R"™) & convolubile con &, una soluzione dell’equazione A(D)u = f é
u = &E=x* fin D'(R"). In particolare, se f € &' (R"), 'equazione A(D)u = f ¢é

sempre risolubile in D’'(R");
2. Se f € D(R"), I'equazione A(D)u = f ha sempre una soluzione in C*(R");
3. Se u € D'(R™) ¢é convolubile con € e A(D)u = 0, allora u = 0.

Dimostrazione. 1. Dalla Proposizione [1.3.44]12 abbiamo che, per ogni o € Njj, D*E
e f sono convolubili e vale D*(E x f) = D%(E) * f; inoltre, in virta dell’Esempio
1.3.43] sappiamo che dp % f = f. Sia u = &€ * f e mostriamo che vale A(D)u = f.

ADwu = > aDExf) = [ D aDE | = f = by« f = f (24)

laj<m la|<m

La seconda parte della tesi segue dall’Esempio [1.3.42
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2. Segue dal punto precedente e dal [Teorema 1.3.46]

3. Sfruttando la linearita di A(D) e le proprieta richiamate nel punto 1, abbiamo che

0=ExAD)u=E % Z a, D | = Z an€ * D%

la|<m || <m

= Z%Dag xu =g *xu=mu. (2.5)

|laj<m

O

Le soluzioni fondamentali risultano essere anche un importante strumento per lo

studio della regolarita di soluzioni di problemi del tipo A(D)u = f.

Definizione 2.1.10. Sia 2 un aperto di R" e sia A(z, D) = 7, <, @a(z)D* un operatore
differenziale, con coefficienti a, € C*°(Q2). Diciamo che A(z,D) ¢ ipoellittico se per
ogni U aperto di € e per ogni u € D'(U) con A(z,D)u € C*(U) si ha che u € C*(U).

Esempio 2.1.11. Sia U un intervallo aperto reale. Consideriamo I'operatore differenziale
AD) =D. Siau € D'(U) con Du = = f € C®(U). Allora, per il [Teorema 1.3.7]
esiste uy € C°(U), tale che uy = f, e u = up+ C, con C € C. Pertanto D ¢ ipoellittico.

Esempio 2.1.12. Nell’Esempio abbiamo visto che, se g € C(R) e u(t,z) = g(t —
x), allora Dyu + D,u = 0, anche se, in generale, u ¢ C*°(R). Deduciamo quindi che

'operatore A(D) = D; + D, non ¢ ipoellittico in R2.

Teorema 2.1.13. Sia A(&) un polinomio in n variabili non nullo e sia A(D) il corrispon-

dente operatore differenziale a coefficienti costanti. Sono equivalenti le seguenti:
1. A(D) é ipoellittico in R™;
2. se £ ¢ una soluzione fondamentale di A(D), Ern\ o3 € C°(R™\ {0});

3. esiste una soluzione fondamentale & di A(D), tale che Ern\ oy € C°(R™\ {0}).
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Dimostrazione. 1. = 2. Supponiamo che A(D) sia ipoellittico in R", e sia £ una sua
soluzione fondamentale. Allora A(D)E = &p. Se U = R™ \ {0}, per 'Esempio
abbiamo che A(D) =0 in U, e dall’ipoellitticita di A(D) segue che & € C>(U).

2. = 3. Per il Teorema , esiste & soluzione fondamentale di A(D) e, per ipotesi,
abbiamo che Eyrn\ (o € C°(R™\ {0}).

3. = 1. Siano U aperto di R", f € C*(U) e u € D'(U) tali che A(D)u = f. Vo-
gliamo provare che u € C*(U). Per il Teorema [1.3.23|2, ¢ sufficiente mostrare che, per
ogni g € U, esiste r € R tale che wp,(zy) € C™(B,(20)). Siano zy € U e ry € R
tali che B,,(zo) C U, e sia ¢ € D(U) tale che ¢(x) = 1 per ogni z € B,,(zo). Allora
fé € D(U). Per il Teorema [2.1.92, esiste v € C*(U) tale che A(D)v = ¢f. In B, (z0),
fo = f, quindi A(D)u = ¢ = A(D)v, da cui A(D)(u —v) =0, in B,,(zo). Se indichia-
mo con v := u — v, ci siamo ricondotti al caso A(D)u’ = 0. Sia x € D(U) tale che
x(z) = 1se |z — x| <riex(x) =0se |z — x| > 2ry, per qualche 1 € R tale che
By, (20) € U. Osserviamo che, se & ¢ By, (0), x(z) = 0, percio (yu')(z) = 0, e quindi
z ¢ supp[A(D(xu'))]. Pertanto, supp[A(D)(xw')] € Bay, (). Inoltre, se z € B, (o),
x(z) =1, e quindi A(D)(xu')B,, (z) = AD)(W)|B,, (o) = 0, da cui segue che
supp[A(D)(x')|C Bay, (x0) \ By, (o), che & compatto. Sia ora & soluzione fondamen-
tale di A(D) tale che &rmjoy € C®(R™\ {0}). Allora, sfruttando la proprieta vista

nell’Esempio vale
xu' =g * (xu') = A(D)E x (xu') = &+ A(D)(xu').

Sia 6 € R con 2 < 7 e consideriamo 1 € D(R") tale che ¢)(z) = 1se |z| < Je¢(z) =
se |z| > 20. Poniamo & = ¢&y, & = (1—1)&. Osserviamo che & € C*°(R"), in quanto

0, se |x| >4,
Ea(z) = ¢ (1 —¥(x)&(z), sed < |z| < 26,
507 5€ |.ZU| Z 257

e ) € D(R"), Egrm\ oy € C(R™ \ {0}). Abbiamo che
xu' =& x AD)(xu) = (&1 + &) x A(D)(xu') = &+ A(D)(xu) + & + A(D)(xu/).

Per la Proposizione [1.3.452, supp [&; * A(D)(xw')] € supp (&) + supp [A(D)(xu')] =
{z+y:2z¢€ supp (&),y € supp [A(D)(x')]}. Notiamo che supp(&;) C Bas(xo), € quin-
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di, se 7 € supp(&r), y € supp[A(D) (xt'),
[z +yl = [yl = |e] =m0 =20 =27y,
pertanto, supp [E1 * A(D)(xu')] C R"\ B,,(zo). Da cui segue che

(XU) B, (w0) = [E2 % A(D(XU))]|B,, (w0)-

Dato che & € C*(R") e A(D)(xu') € &'(R™), per il Teorema E x A(D)(yu') €

C>(R"). Poiché, ry <11, X|B,,(z) = 1 € quindi

(XU)1B,, (20) = Wb, (20) = [E2 % AD(XU))]|B,, (20) € C% (B, (20))-

Esempio 2.1.14. Consideriamo 1’operatore delle onde in R? cosi definito
A(D) := D? — D2.

Mostriamo che

se |z| <t,t >0,
E(t,x) =

1
29

0, altrimenti ,

¢ una soluzione fondamentale, cioé A(D)E = ;. Per ogni ¢ € D(R?), abbiamo

1

(A 0) = (€076~ Do) = 3 [ ([ [Drote.n) - Dote.o)] ar) at

= % (/Ooo (/_tt qus(t,a:)dx) dt — /OOO </_i Dggz)(t,a:)dm) dt) :

Indicando con Iy := [;° (fft Df¢(t,x)dx> dt e con I, = [~ (fft D2¢(t, z)d

risulta
(AD)E,6) = 5 (T ~ T»)

Osserviamo che

I, = /0 T Deot )= dt = /O  D2o(t,t) ~ Daoft, ~t)dr.

(2.6)

x) dt,

(2.7)

(2.8)
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Per quanto riguardo Z;, invece, se scambiamo 1’ordine di integrazione, otteniamo

7, = /R </|oo ngb(t,a:)dt) dz = —/RDtng(|x|,x)dx.

x|

Pertanto, (2.7) diventa

% (_ /R D;¢(|z|, z)da — /0 N [D.é(t,t) — Dag(t, —t)] dt)
L (_ /Ooo thﬁ(a:,x)dx—/o Dtgb(—x,x)da:—/ooo Dx¢(t,t)dt+/ooo D, é(t, —t)dt)

2 oo
— % (_ /Uoo [Digp(t,t) + Dyo(t, t)] dt — /_(; Dyp(—t,t)dt + /OOO D, o(t, —t)dt> - (2.10)

Osserviamo che

/0 T Duo(t, 1) + Dao(t, 1)) dt = / Dt e ot 1))dE = [0 D] = —6(0,0),  (2.11)

_ / C Dyd(—t. 1)t 1 / DLt )dt = / T [SDo(t, —t) + Dyo(t, —1)] dt

[e.9]
(e}

_ /O T Dut e (t, —1))dt = — [6(t, =D = 6(0,0).
= (00, 9).

(2.12)

Pertanto possiamo concludere che, per ogni ¢ € D(R?), (A(D)E, ¢) = ¢(0,0)
Chiaramente, Ern (o3 € C°(R™\ {0}), pertanto 'operatore delle onde A(D) = D7 — D2,
non € ipoellittico.

Consideriamo ora gli operatori differenziali ordinari a coefficienti costanti della forma

AD) =) a;D7,

J=0

con ag, . .., a, € Ce ay, # 0. Vale il seguente risultato:

Teorema 2.1.15. Ogni operatore differenziale ordinario A(D) con A() # 0 ha una
soluzione fondamentale £ con supporto in [0, 00). Inoltre, Er\ oy € C<(R \ {0}).
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Dimostrazione. Procediamo cercando una soluzione fondamentale £ che sia una distri-

buzione regolare della forma

u(z), sex >0,

0, se x < 0,

con u soluzione dell’equazione differenziale ordinaria A(D)u = 0 in R. Per il Teorema di
esistenza e unicita per un problema di Cauchy, u é univocamente determinata dalla scelta
di u(0),2'(0),...,u™1(0), mentre il [Teorema 2.1.9/2 ci garantisce che u € C*°(R),
e percio Eryqoy € CP°(R\ {0}). Siano ora wug,us,. .., uy,—1 € C fissati e assumiamo
che u9(0) = u; per ogni j € {0,1,...,m — 1}. Dall’Esempio segue che & =
W H+u(0)dy = v H+updy e E" = u"H +u'(0)dg + updy = v’ H +u1d + updy; in generale,

vale che

£V — O H + Z wj_i 16

Deduciamo che

D)E = ZaJDJE ch( H+Zuj215(z>

m m j—1 m j—1 '
SOICTCLED 9 DUUSSELED 3) Srveet
j=1 j=1 =0 j=1 i=0
m—1 m '
Z <Z i 1> Zajuj 100 + Z (Z Qi 1) 5. (2.13)
=0 J=i+1 i=1 Jj=i+1
Per concludere, dobbiamo scegliere ug, u1, . .., u,_1 € C in modo tale che Z 10U =
le Z;n:l.“ a;uj_;—1 = 0 peri=1,--- ,m—1; tale condizione ¢& verificata per ug = --- =
U2 = 0, U1 = a,}. O

Corollario 2.1.16. Ogni operatore differenziale ordinario non nullo a coefficienti co-

stanti € ipoellittico.

Dimostrazione. La tesi € un’immediata conseguenza dei Teoremi [2.1.13|e [2.1.15] O
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2.2 Soluzioni fondamentali dell’operatore di Laplace

Definizione 2.2.1. Chiamiamo operatore di Laplace n-dimensionale in R" I'opera-

A= z”: D?.
j=1

Proposizione 2.2.2. L’operatore di Laplace é invariante per isometrie di R", cioé, se
T:R" - R"Tx = Ax+0b, con A € R"*" ortogonale e b € R", allora A(uoT) = AuoT),
per ogni u € D'(R™).

tore differenziale

.....

Dimostrazione. Sia u € D'(R™) e T' = (ti;)ije(1,...n} ortogonale. Abbiamo
(uoT)( Z D2 (uoT)(

Per ogni z € R", con x = (xy,...,,), abbiamo

= (Z tiETE, - - -, Z tnkxk> )
k=1 k=1

e, per ogni j € {1,...,n}, vale

D, (uoT)( ZD w(Tx)ty,

D2 U,OT th (ZDm U Tx tlj>

n n

> tijt1j(Daa u)(T).
1 =1

1=

Percio

A(uoT)(x) =D > ¥ ity (Dymu)(Tx) = (Zt,]tl] - Ta:)). (2.14)
7=1 1 =1 =

= i=1 [=1

Sappiamo che TTT = I,,, e quindi, per ogni i,p € {1,...,n}, valf]

i timt oy = i timtpm = Oip- (2.15)
m=1 m=1

25, ¢ il delta di Kronecker, ossia la funzione

1, sei=p,
5”,(33) =
0, altrimenti.
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Applicando questa proprieta al risultato (2.14)), otteniamo
Ao T)(x) =Y <Z tijtixDWu)(Tx)) = 3 (Do) (T) = (Au)(Ta).  (2.16)
1 \j=1

= =1

]

Vediamo ora come determinare una soluzione fondamentale £ per A. Per la proprieta

appena mostrata, sembra naturale cercare tale soluzione tra le distribuzioni regolari della

forma £(x) = F(|z|?), con F : RT — C liscia. Dall’Esempio [1.3.19| segue che

(AE)Rm\{0} = dorm\(0} = 0,
cioe
AF"(|z|?)|x* + 2nF'(|z|*) = 0, per ogni z € R™\ {0}. (2.17)
Ponendo r = |z|? e G(r) = F'(r), (2.17) ¢ equivalente a
G'(r) + —G(r) = 0. (2.18)
2r
Moltiplicando (2.18)) per il fattore r2 otteniamo

d n _oony n %_1 _
5(7“ G(r)) =r G(T)+§7’ G(r) =0,

0|3

da cui segue che esiste una costante Cy € R tale che F'(r) = Cor~ 2.

Integrando si ottiene

Cir'=2 + 0y, sen#2,
Cyln(r) + Cy, sen=2.

F(r)=

Pertanto £ é della forma

Clz|*™, sen # 2,
Cln(|z]), sen=2.

E(x) =C&(x) =

Osserviamo che £ é una distribuzione regolare, indipendentemente dalla scelta di C'.

Richiamiamo ora la formula di Green, che ci sara utile in seguito per determinare la
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costante C: Sia ) un aperto regolare di R™ e sia v la sua normale esterna. Allora, se
quCQQ]RI Vall

/Q (u(z)Av(z) — v(2)A(w))dz = / (u% - v%) dH™ . (2.19)

Sia ¢ € D(R™). Applicando (2.19) con u(z) = &(x),v(x) = é(x),v(z) = —Taps ©
sfruttando il fatto che A&ygn (o3 = 0, abbiamo che

(AE,9) = (£,A¢p) = C'lim Eo(x)Ag(z)dx

e—0 |1‘|>6

ZD (E0D;¢)(z ZD (D;E00)( )+A80(x)gz5(x)] dz

= C'lim

e—0 |$‘ZE

n

= C'lim _/||= Z[Eg(x)ngb(x) —D;&(x)p(x)] xje_lda(x)] . (2.20)

e—0

Per ogni j € {1,...,n}, abbiamo

I = ] / B0l o) < / B @ID0()r e ot

< C(n,e) rln‘eix D;p(z)|H" 1 (Sn_1) = C(n,e) r|naX D;p(z)|on 1"t €R, (2.21)

|=
con
€2, sen # 2,
C(n,e) = 7
|In(e)], sen=2,
e 0,—1 ¢ la misura n — 1 dimensionale di S,,—; := {z € R": |z| = 1}.

Deduciamo che lim._,q I; = 0, quindi
(AE, ) = ClgnZ/ D; & (x)¢(z)z e do(x).
Se n # 2, abbiamo

) Y Di&(x)ze  do(z) = (2 —n)e' " ¢(x)do () —eso (2 —1)0n-10(0),

|z|=e¢ j=1 |z|=e

302(Q, R) indica 'insieme delle funzioni di classe C? aventi come dominio un aperto di R™ contenente

Q e codominio R.
490 indica il bordo di Q.
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e quindi (A&, ¢) = (2 —n)o,_1(do, @). Se n = 2, abbiamo

o(z) Z ngo(av)xje’lda(x) =¢t o(z)do(x) =0 010(0) = 2w¢(0),

|z|=€ |z|=€

da cui segue che (A&, ¢) = 2m(dp, ¢). Sistemando C' in modo tale che valga in entrambi
i casi 'uguaglianza (AE, ¢) = (do, ¢), concludiamo che

( |I‘§—n
5 ) = 2—n)op—1"’
) In(jz)) sen=2.

2

se n # 2,

Infine osserviamo che, in ogni caso, Ern\ foy € C*°(R™\{0}). Possiamo riassumere quanto

provato con il seguente

Teorema 2.2.3. L’operatore di Laplace A ammette come soluzione fondamentale la

distribuzione regolare

|I‘27'n

5<I> — (2—7’7,)0’»,1,1’
In(jz[) sen=2.

2

Inoltre, poiché Erm\ 0y € C°(R™ \ {0}), I'operatore A ¢ ipoellittico.

se n # 2,

2.3 Una soluzione fondamentale dell’operatore del ca-

lore

Definizione 2.3.1. Chiamiamo operatore del calore in R""! I'operatore differenziale
n
AD):=D,—~A, =D, - > D2,
j=1
dovet € Rex = (x1,...,x,) € R". L'operatore del calore talvolta é chiamato "operatore
di diffusione".

Vogliamo cercare una soluzione fondamentale £ (¢, z) € S'(R™"!) che abbia la seguente

forma:

(E(t,z),o(t,x)) = /(S(t, ), o(t,-))dt, per ogni ¢ € S(R"). (2.22)

R
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Indichiamo con &(t, ) la trasformata di Fourier F,, di £(t, -) fatta rispetto a x, per ogni
t € R. Applicando F, ad entrambi i membri dell’equazione A(D)E(t,x) = d(0,0)(t,x) =
8o(t) ® 8o(x), e osservando che F,(ALE)(L, &) = —|€|2E(t, €), abbiamo

Dtg(tvf) + |€’2€(t7€) = 6O(t) & 1(5)

L’idea per procedere é quella di ottenere é(t,f) andando a cercare la soluzione fonda-
mentale dell’operatore differenziale ordinario D; + |£[>. Dalla dimostrazione del

ma 2.1.15| si evince che, per ogni £ € R?, £(t,£) ha supporto contenuto in [0, +o00) ed
& della forma E(t,&) = H(t)u(t,£), dove u(t,£) & soluzione dell’equazione differenziale

ordinaria Dyu+ |€|2u = 0. In particolare, vale che E(t, &) = H(t)e ”. Sia ¢ € S(R™H1).
Poniamo ¢(t, &) = F,[o(t,)](€), per t € R e £ € R"™. Per (2.22), abbiamo

(E(t2), B(t,2)) = /

R

R
— [ en - (223)
0
Dato che e t€I° € L; .(R™), vista come funzione di &, si ha che (2.23) & equivalente a

e, 00t ) = 2m) " [ ( [ et —odg) a,

Assumiamo quest’ultima uguaglianza come definizione di £ e mostriamo che essa é ben
posta e £ € §'(R"™). Siano ¢ € R"™! ¢ N € N. Allora

[ (] ererongas)ar < [7( [ 1ote.-9pac) a
< [T avierr e a6 -olde ) a
< [T(Lasierrrarinac)ar sw qle o)

JERnH1

= [T e [ aet g s 0 )YS0OL 220

t,§)€RnTL

Osserviamo che avendo scelto N > %, gli integrali [;~(1 + [¢))™Ndt e [5.(1+ [£[*)~Nd¢

sono convergenti, e pertanto abbiamo che esiste una costante C; > 0 tale che

[ (Lo -ou)al < ap avi oo

JERn+1
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Stimiamo ora la quantita (1 + [£2)N(1 + [¢])¥]¢(t, €)|. Abbiamo che, per ogni t € R e
£ eR”,

L+ €PN+ )N o(t, )] = (1 + [€H)N (L + [ehN

/n e Ep(t, x)dx
= /n(l = AT A + )M (1 + =DM (1 + )N (¢, v)d

e, integrando per parti, otteniamo
[ e ) M ) ()M 0 - Al ol )

S/n(1+|x|)_MdI sup (L4 [t)™ (1 + [2)|(1 = Ay)Vo(t,2)]. (2.25)

(t,£)eRn+1

Y

Scegliendo M € N, M > n, Uintegrale [5, (1 + |z])~* converge, quindi possiamo conclu-

dere che esiste una costante C' > 0 tale che

/OOO (/ e gt —§)d§) dt‘ <C sup (L) + [2)M](1 = AN (1, 2)|

(t,§)ERHL

<C sup (L4 [t)Y(1+]z)™ sup [D(t,z)], (2.26)

(,6)€Rn+1 ja|<2N
che ¢ una quantita limitata in quanto ¢ € S(R"), e quindi £ ¢ ben definito. Inoltre,
osserviamo che £ € §'(R"): da ([2.26)), infatti, segue che, se ¢, — 0 in S’(R™), allora
E(pr) — £(0) = 0 in C. Proviamo ora che £ ¢ una soluzione fondamentale, cioé che

soddisfa l'uguaglianza A(D)E = dy. In effetti, abbiamo
(AD)E(E, ), o(t, x)) = (Di€(t, 1) =AD& (L, ), §(t, ) = —(E(t, x), Dig(t, ) +A:0(1, )
—en [T ([ D -9 + .00 ) a

= —(2m)™" /0 N ( / ] e Dt —g)dg) dt+(2m) ™" /0 ) ( . €Pe 1t —€)d€> de.

(2.27)

Sia ora T := —(2m)™" [* (f e P D, (t, — d{') dt. Integrando per parti, otteniamo

I=—@m)™" / Lo e de - . ( / G —§>dt) dg
—em [ o0, —n [ ( / |€|26‘t5'2cf3(t,—§)dt>d§,



2. Soluzioni fondamentali per operatori differenziali a coefficienti costanti

50
e quindi, ¢ equivalente a
(AD)E9) = (2m)™" | $(0,~E)dE = 6(0,0) = (6o, 9),

percio & ¢ effettivamente una soluzione fondamentale di A(D). Calcoliamo ora ]—"5_1 [etEIP],
(2.28)

T

per t € RT. Per fare cio, richiamiamo il noto risultato:
itr—¢2 112
/e Ut = r2e T

R

dove 7 € R. Per il teorema di Tonelli abbiamo
]—"gl[e_ﬂf'Z](x) = (QW)_”/ el qe = (27?)_”1_[/ emjéj*tgazdfj. (2.29)
n =1 R
Sia Z; = fR eixjgj_t&?dgj. Considerando il cambio di variabile §; = t—T%L, e sfruttando
(2.28), abbiamo
o 22
Ij = t_% / e*iﬁ’f}*’ﬂan pr— t_%ﬂ'%e_fi
R
Percio,
F e 1P (z) = (QW)_"ﬁt_éﬁée_ﬁ S o e_%, (2.30)
¢ ey (4rt)z

da cui deduciamo che, per ogni ¢ € S(R™),
o) = [ ([ otnaar)

Consideriamo ora la funzione E(t, x) := (fg)%

({0} x R™)). Osserviamo che, per ogni (t,z) € Rt x R",
D,,E(t,x) = =L B(t,),
’ 2t
—1
[E(t,x) + 2Dy, E(t, x)],

e~'ir . B evidente che E(t,z) € C>®(R™1\

D2 E(t,z) =

xj <7x) 2t
—nNn

D,E(t,x) = ——— 5

Bt w) = = (4m)s 4 (373"

e, in generale, per ogni a € NI e k € Ny, si ha che D¥D2E(t, z) é combinazione lineare
||
i, con § € Rt e v € NJ. Inoltre,

1T |z* 1 w2
4t7

di termini della forma tPxYe~
B
]2 x|? Bk
(|—|) e” 3 |z|72PrY =0 0,

t_ﬁg;'ye_ it =
t
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. 2
uniformemente nei compatti di R™\ {0}, per via del fattore e’%, e quindi F estesa con

0in {0} x R", ¢ di classe C* in R""!\ {(0,0)}. Infine, osserviamo che, per ogni t € RY,

1 |2 1 1 2
E(t,z)dr = — gt dr = ————(2t2)" —lv’q
/n (t, r)dx i /n e 1t dx (47#)5( ) /n e Y

n

=772 H/ e Vidy; =n 3 Hn% =1, (2.31)
R

j=1 j=1

e quindi, per ogni T' € R*, abbiamo
/ E(t,x)dtdx =T,
[0,T]xR™

da cui segue che E € L (R"™), percio £ ¢ una distribuzione regolare.

loc

Abbiamo quindi provato il seguente risultato:

Teorema 2.3.2. L’operatore del calore D; — A, ammette come soluzione fondamentale

=2
la distribuzione regolare £(t,z) = (f%e*%. Inoltre, poiché Erni1\ 0,0y € C(R™\

{(0,0)}), tale operatore & ipoellittico.
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