ALMA MATER STUDIORUM - UNIVERSITA DI BOLOGNA

SCUOLA DI SCIENZE

Corso di Laurea in Matematica

Un’Introduzione alla Coomologia dei Fasci

Tesi di Laurea in Topologia Algebrica

Relatore: Presentata da:
Chiar.mo Prof. Miguel Gentili
Giovanni Mongardi

Anno Accademico 2022/2023






La science ne s’apprend pas : elle se comprend. Elle n’est pas lettre
morte et les livres n'assurent pas sa pérennité : elle est une pensée
vivante. Pour s’intéresser a elle, puis la maitriser, notre esprit doit,
habilement guidé, la redécouvrir, de méme que notre corps a du revivre,
dans le sein maternel, [’évolution qui créa notre espece ; non point tous
ses détails, mais son schéma.

-Jean Leray






Introduzione

Mi colpi molto, e inizialmente non capii cosa intendesse, leggere nella prefazione del
libro di Marco Manetti " Topologia” [1] che la topologia assomiglia pitt a un linguaggio
che a una teoria vera e propria. Trovo che la teoria dei fasci sia un esempio lampante di
questo fatto: e un linguaggio utilissimo per comprendere e riformulare meglio concetti e

teorie matematiche.

In questa tesi di laurea proponiamo un primo approccio allo studio della teoria dei
fasci e una possibile introduzione alla coomologia a valori in un fascio di uno spazio
topologico. Tale teoria ¢ stata introdotta dal matematico Jean Leray a partire dal 1940.
Leray era un ufficiale dell’esercito francese che, dopo la sconfitta della Francia nel 1940,
venne inviato in un campo per prigionieri di guerra in Austria. I prigionieri fondarono
qui un’universita, di cui il matematico fu il rettore, in cui tenne dei corsi di topologia
algebrica e pose le basi per l'introduzione della teoria dei fasci. Le idee di Leray si
diffusero con la fine della guerra e ispirarono altri matematici come André Weil e Henri
Cartan. Fra le altre cose, il primo le uso per formulare una dimostrazione oggi classica del
celebre teorema di De Rham mentre il secondo tenne dei seminari sulla teoria dei fasci
a cui parteciparono anche Roger Godement e Alexander Grothendieck. Grothendieck
contribui enormemente allo sviluppo della teoria e all’applicazione di essa alla geometria
algebrica; citiamo 'articolo "Sur quelques points d’algébre homologique” pubblicato nel
1957 sulla rivista ”Tohoku Mathematical Journal” [9], che fu centrale per lo studio della
coomologia dei fasci. Godement pubblico il primo libro con un approccio sistematico alla
materia nel 1958 che ancora oggi ¢ considerato un caposaldo, ”Topologie Algébrique et
Théorie des Faisceauz” [1]. Allo stato dell’arte la teoria dei fasci permea numerose aree

della matematica di cui ¢ diventato uno strumento fondamentale.



ii INTRODUZIONE

Esistono diversi approcci allo studio di questa disciplina: gia a partire dalla defini-
zione stessa di fascio ci sono autori che preferiscono 1'uno o l’altro metodo. In questo
elaborato ¢ presentato quello discusso nel libro di Godement [!]. Abbiamo inoltre scelto
di considerare esclusivamente fasci di gruppi abeliani per semplicita d’esposizione anche
se, almeno a livello di prime definizioni, un approccio piu generale non avrebbe cambiato

la sostanza dei fatti.

Il primo capitolo di questa tesi contiene alcune nozioni preliminari, nello specifico

quelle riguardanti ai limiti diretti di gruppi e alcuni elementi di algebra omologica.

Nel secondo capitolo diamo le prime definizioni di base della teoria fra cui quelle di
prefascio, di fascio, di morfismi fra essi, e molte altre. Vedremo come sostanzialmente i
prefasci consentono di raccogliere informazioni a livello locale di uno spazio topologico,
mentre i fasci esprimono l'idea che a volte & possibile recuperare informazioni a livello

globale partendo da quelle a livello locale.

Una delle parti piu tecniche della tesi si trova nella seconda sezione del primo capitolo,
dove discutiamo il concetto di fascio associato ad un prefascio. Un’esposizione meno
diretta ma sicuramente piu accessibile ¢ quella data ad esempio nel libro ”Algebraic
Geometry” [3] di Robin Hartshorne in cui si da una definizione analoga utilizzando la
proprieta universale del fascio associato ad un prefascio, che in questa tesi non e stata
menzionata. Il motivo e dovuto al fatto che ho trovato la costruzione trattata in questo
elaborato interessante e istruttiva di per sé e in ogni caso ¢ necessaria per dimostrare la

validita della suddetta proprieta universale.

Il terzo capitolo e dedicato alla costruzione di una teoria della coomologia per i fasci;
I’approccio esposto qui € quello introdotto per la prima volta da Godement e fa uso dei
concetti di fiacchezza e di risoluzione di un fascio. Abbiamo mostrato il procedimento
che porta alla costruzione di una risoluzione canonica di un fascio qualsiasi, la quale
permette di calcolare in maniera coerente la coomologia a valori in un fascio di uno
spazio topologico.

Nell’'ultima parte del capitolo viene enunciato e dimostrato un importante e utile
teorema che permette di calcolare i gruppi di coomologia a partire da una qualsiasi riso-
luzione aciclica anziché da quella canonica. Non sembra esserci un nome universalmente

accettato per questo teorema a cui per semplicita di esposizione abbiamo dato il nome
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di "teorema di De Rham - Weil”, cosi come riportato in alcuni testi e online.

Una possibile alternativa per definire la coomologia dei fasci e quella di Grothendieck
che utilizza il linguaggio dell’algebra omologica; in questo elaborato non si accenna a
quest’altra strada poiché avrebbe richiesto uno studio approfondito di concetti come
categorie abeliane, risoluzioni iniettive e funtori derivati che non avrebbe lasciato spazio
alla trattazione di altri argomenti.

Nel quarto e ultimo capitolo ci chiediamo se data una mappa continua tra due spazi
topologici e un fascio su uno di essi si possa definire un fascio sull’altro spazio e ci
concentriamo allo studio del caso particolare di un fascio costante. Mostriamo che in
questa situazione la coomologia ¢ un invariante omotopico dello spazio e successivamente
ricaviamo una formula analoga alla classica formula di escissione che permette di definire
i gruppi di coomologia della coppia (X, D), dove D & un chiuso di X. Questo risultato ci
consente di calcolare i gruppi di coomologia della sfera, cosi come mostrato nell’ultima
sezione. Si mostrera che tali gruppi coincidono con quelli di coomologia singolare e
infatti un possibile sviluppo della tesi potrebbe essere la dimostrazione che nel caso di
spazi topologici paracompatti, di Hausdorff e localmente contraibili coomologia singolare
e coomologia dei fasci coincidono.

La teoria dei fasci € molto ampia proprio perché le sue applicazioni spaziano in campi
molto diversi fra loro quali la geometria algebrica, ’analisi complessa e lo studio di
equazioni alle derivate parziali. Questa tesi non ha quindi alcuna pretesa di completezza
e non giunge a nessun teorema fondamentale o conclusivo di un percorso ma si e cercato

piuttosto di mostrare un possibile primo approccio allo studio di questa teoria.
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Capitolo 1
Nozioni Preliminari

In questo capitolo ci occupiamo di dare le nozioni preliminari necessarie a sviluppare
la teoria presente in questo elaborato. In particolare, presentiamo il concetto di limite

diretto di gruppi e diamo qualche elemento di algebra omologica.

1.1 Limite Diretto di Gruppi

Definizione 1.1 (Insieme diretto). Un insieme diretto é un insieme I con una

relazione binaria < che soddisfi:
(1) (proprieta riflessiva) per ognia € I, a < a
(i1) (proprieta transitiva) per ogni a,b,c € I, se a < b e b < ¢, allora a < c

(111) per ogni coppia di elementi a,b € I, esiste un terzo elemento ¢ € I tale che a < ¢
eb<ce

Definizione 1.2 (sistema diretto di gruppi e omomorfismi). Un sistema diretto
di gruppi e omomorfismi ¢ una collezione di gruppi {G;}ic;r indicizzati da un insieme

diretto I e una famiglia di omomorfismi fop : G — Gy cona,b € I, a < b che soddisfino:
(1) faa € Uidentita su G, per ogni a € I
(Z'L) fa,c = fb,c o fa,b per 097’LZ a < b S cel

1
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Definizione 1.3 (Limite diretto). Introduciamo una relazione d’equivalenza ~ sull’u-
nione disgiunta [, G;:

due elementi g, € G,, g, € Gy, sono equivalenti se esiste ¢ con a,b < c¢ tale che
fae(9a) = foclgn) in Ge.

1l limate diretto del sistema diretto, denotato con hﬂie] G;, e definito come il

quoziente dell’unione disgiunta [ [, G; per la relazione d’equivalenza ~.

In altre parole, la relazione d’equivalenza introdotta identifica elementi dell’'unione
disgiunta che diventano uguali da un certo indice in poi nel sistema diretto.

E possibile dare una struttura di gruppo in modo naturale al limite diretto hﬂie s G;
definendo [ga]+[9s] = [fa.c(9a)+ fo.c(gp)], dove ¢ & scelto in modo che a, b < ¢. L’operazione
-+ ¢ ben posta, poiche se g; € un altro rappresentante di g,, allora esiste ¢ con a,a < ¢
per cui f,(9a) = fac(Ga), e analogamente per g,. Infine, osserviamo che se tutti i gruppi

(&; sono abeliani, allora anche @ie s G;lo e.

1.2 Elementi di Algebra Omologica

Consideriamo la categoria CAb dei complessi di gruppi abeliani che ha come oggetti
i complessi del tipo
TN e L N N ¢ S
dove i G sono gruppi abeliani. I morfismi d vengono detti differenziali del complesso.
Dati due complessi G* e H*, un morfismo f : G* — H* ¢ il dato di una successione
di morfismi di gruppi f, : G" — H™ che commutino con i differenziali, cioe df,(x) =
fnr1d(x) per ogni x € G™. Un morfismo di complessi si dice iniettivo (rispettivamente,

suriettivo) se f,, : G™ — H™ ¢ iniettivo (rispettivamente, suriettivo) per ogni n.

Definizione 1.4 (Cocicli e cobordi). Dato un complesso di gruppi abeliani G*, defi-

niamo il gruppo degli n cocicli come:
Z"G") ={x € G" | dx =0} (1)
e il gruppo degli n cobordi come:

BY(G*) = {dz € G" | z € G* '}
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Osserviamo che poiché d* = 0, se x € B"(G*), allora x = dy per qualche y € G"!
e quindi dz = d*y = 0, ovvero x € Z"(G*). Questo ci dice che la seguente definizione &

ben posta.

Definizione 1.5 (Gruppi di coomologia). Dato un complesso di gruppi abeliani G*,

definiamo per ogni n I'n-esimo gruppo di coomologia come

H(G") = gzgg))

Diciamo che una successione di complessi di gruppi abeliani ¢ esatta se per ogni

n le relative successioni di gruppi abeliani sono esatte. Osserviamo che un morfismo
di complessi induce un morfismo nei gruppi dei cocicli e dei cobordi per ogni n che
passano al quoziente e definiscono morfismi fra gruppi di coomologia. Enunciamo senza
dimostrare il seguente teorema ben noto in algebra omologica, fondamentale nello studio

e nel calcolo dei gruppi di coomologia.

Teorema 1.6. Sia 0 — A* L B* % C* 5 0 una successione esatta corta di complessi

di gruppi abeliani. Allora é ben definita una successione di morfismi
6n  H(C*) — H™(A%)
che induce una successione esatta lunga di coomologia
L2l g (AT) Ly g (B £ H(C) S B (A

I morfismi 6,, si comportano bene rispetto ai morfismi di complessi nel senso che dato

un diagramma commutativo del tipo

0 s A* s B* s C* s 0

L

0 > D* > B F* > 0

g

in cui le righe sono successioni esatte corte, si ha per ogni n un diagramma commutativo

del tipo
Hn(cf*) on Hn—l—l(A*)

| |

Hr(F*) =2y H™ (D).
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Capitolo 2
Definizioni

Il seguente capitolo ¢ interamente dedicato a definire gli elementi di base della teoria
dei fasci e all’esposizione di qualche semplice esempio. Dopo aver introdotto il concetto
di prefascio, daremo una definizione di fascio e mostreremo nella seconda sezione che
se ne puo dare una equivalente che fa uso del cosiddetto ”spazio étale”. Questa altra
prospettiva nasce dal chiedersi se dato un prefascio sia possibile ottenere un fascio che in
un certo senso lo rappresenti il pitt possibile; vedremo che lo spazio étale sopra accennato
fornisce una risposta a questo quesito. Utilizzeremo infine il fascio associato ad un
prefascio per dare altre definizioni come quelle di fascio quoziente e di immagine di un

fascio.

2.1 Prefasci, Fasci e Omomorfismi

Definizione 2.1 (Prefascio). Sia X wuno spazio topologico. Un prefascio di gruppi
abeliani F ¢ il dato di:

(1) Un gruppo abeliano F(U) per ogni aperto U di X.
(2) Un omomorfismo di gruppi
pu F(V) = F(U)

per ogni coppia di aperti U C V', detta mappa di restrizione, che soddisfi:
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(F0) F(0) =0
(F1) Per ogni aperto U, pt : F(U) — F(U) ¢ lidentita

(F2) Per ogni inclusione di aperti U CV C W, si ha plpy = plt

Ovvero, in termini funtoriali, un prefascio di gruppi abeliani su X € un funtore
controvariante dalla categoria degli aperti di X con le inclusioni a quella dei gruppi

abeliani.

Gli elementi del gruppo abeliano F(U) sono dette sezioni; in particolare, quelle
di F(X) sono dette sezioni globali. A volte, i gruppi F(U) sono indicati anche con
I'(U, F). Per semplicita di notazione, se s € F(V) e U C V, scriviamo s|y in luogo di
Py (s).

In generale, si puo definire un prefascio a valori in una qualsiasi categoria, come ad
esempio quella degli insiemi o quella degli anelli. Per gli scopi di questa tesi, tuttavia, ci

riferiremo solo a prefasci di gruppi abeliani.

Esempio 2.2 (Prefascio delle funzioni continue). Uno dei piu classici esempi di
prefascio e quello delle funzioni continue di uno spazio topologico X a valori in R, indicato

con C'x. Definiamo
CU)=A{f:U—=R|f écontinua}

per ogni U aperto di X, e i morfismi di restrizione come le usuali restrizioni di funzioni.
E immediato verificare che in questo modo abbiamo effettivamente definito un prefascio.
Analogamente, si pud definire il prefascio C? delle funzioni continue e limitate su R,

quello delle funzioni olomorfe su C o quello delle funzioni differenziabili.

Definizione 2.3 (germe e spiga). Siano F un prefascio su X ex € X. {F(U)}rev
dove U varia fra gli intorni di x € un sistema diretto di gruppi e omomorfismi. Definiamo
la spiga delle sezioni di F in x come il limite diretto F, = @meU F(U) e chiamiamo

germai di seziont di F in x gli elementi di tale spiga.

Osserviamo esplicitamente che ogni spiga ¢ un gruppo abeliano, in quanto tutti i

gruppi di cui si fa il limite diretto sono abeliani. Diamo ora una descrizione piu esplicita
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dei germi e delle spighe; consideriamo la relazione di equivalenza:
(U,s) ~ (V,t) <& IW aperto tale che € W CUNV e phy(s) = pipy(1).

La spiga delle sezioni di F in x ¢ quindi 'insieme:

{(U,s) |z €U, s G}"(U)}‘

~

F, =

Osservazione 2.4. Se U ¢ un aperto, per ogni x € U si ha un omomorfismo di gruppi
FU) — Fu, s s, = (U,s) (mod ~)

che manda una sezione s € F(U) nel germe s, € F,.

Definizione 2.5 (Fascio). Un prefascio F ¢ detto fascio se soddisfa le sequenti due

condizioni. Per ogni famiglia di aperti {U,}icr, sia U = | U;:
el

(F3) Se s, t sono due elementi di F(U) tali che s|, = t|, per ognii, allora s =t.

(F4) Se, per ogni i, é data una sezione s; € F(U;) in modo che si abbia Si|uint =5

per ogni i, j € I, allora esiste un elemento s € F(U) con s|, = s; per ogni i.

U;NU;

Un prefascio che soddisfi solo (F£'3) ¢ detto monoprefascio o anche prefascio separato,
mentre uno che soddisfi solo (F'4) & detto prefascio congiuntivo. Si osservi che se vale la
condizione (F3), allora la sezione s in (F'4) ¢ unica.

In parole povere, un prefascio ¢ uno strumento utilizzato per tenere traccia di dati a
livello locale dell’oggetto matematico che stiamo studiando, mentre i due assiomi nella
definizione di fascio formalizzano 'idea che, a volte, partendo da questi dati e possibile

ricostruire informazioni globali.

Esempio 2.6. Si verifica facilmente che il prefascio C' dell’esempio 2.2 delle funzioni
continue e anche un fascio.

Al contrario, il prefascio C® delle funzioni continue e limitate non ¢ un fascio, poiche
esistono funzioni localmente limitate che pero non lo sono globalmente. Consideriamo
ad esempio il ricoprimento della retta reale formato dalla famiglia di aperti {(n,n + 2) |

n € Z}. In ognuno di questi insiemi, la funzione f(z) =z ¢ continua e limitata e quindi
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€ una sezione per ciascuno di essi. Quando incolliamo tutte le sezioni, otteniamo che la
proprieta (F'3) e rispettata perche I'unica funzione risultante é l'identita su tutto R, che

tuttavia non & un elemento di C°(R) in quanto non ¢ una funzione limitata.

Esempio 2.7 (fascio costante). Dato uno spazio topologico X e un gruppo abeliano
G, definiamo il fascio costante su G come il fascio denotato con G che associa ad ogni
aperto U C X le funzioni localmente costanti a valori in G. E immediato verificare che
G ¢ effettivamente un fascio. A volte denoteremo questo fascio con Gy per specificare
su quale spazio topologico stiamo lavorando.

Potremmo chiederci perché non venga definito il fascio costante semplicemente come
quello delle funzioni costanti sull’aperto considerato; il motivo € che questo prefascio non
soddisfa I'assioma (F'4), quindi non & un fascio. Infatti, supponiamo che X abbia due
aperti non vuoti disgiunti U; e Uy (ad esempio X = R™ con la topologia euclidea). Se
prendiamo due funzioni costanti f; e fo rispettivamente su U; e U; che assumano valori

diversi, non e possibile trovare f costante su U; U U; tale che f|y, = f1 e flu, = fo

Esempio 2.8 (fascio grattacielo). Sia X uno spazio topologico, z € X e G un gruppo

abeliano. Definiamo il fascio grattacielo x,G come segue: per ogni aperto U C X sia:

G sexelU
0 sexé¢U.

z.GU) =

Se V' C U, il morfismo di restrizione e I'identita su G se x € V', la mappa nulla altrimenti.
Preso un punto y € X, ci chiediamo chi sia la spiga di x,G su y. Ogni intorno di y
contiene anche x se y € {x}, mentre in caso contrario X \ {z} ¢ un intorno di y che non

contiene x. Dunque si ha:

G seye{x}

(2.G)y = N
0 sey¢ {x}.

Osserviamo esplicitamente che in generale un fascio non ¢ determinato dalle sue
spighe in ogni punto poiché le mappe di restrizione potrebbero non essere compatibili,

come mostra il seguente esempio.
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Esempio 2.9. Consideriamo lo spazio topologico X con gli aperti formati da X = {p, ¢},
{p} e l'insieme vuoto. Definiamo i fasci F e G. Poniamo F(V) = G(V) = Z per ogni
V' aperto non vuoto. Prendiamo come mappa di restrizione F(X) — F({p}) l'identita,
mentre G(X) — G({p}) la moltiplicazione per 2. Le spighe di F e G sono isomorfe a Z
ma i due fasci non sono isomorfi poiché la mappa di restrizione di F € un isomorfismo,

quella di G no.

Definizione 2.10 (Omomorfismo di fasci). Siano F e G due prefasci su uno spazio
topologico X. Un omomorfismo di prefasci h ¢ una trasformazione naturale di fun-
tori, cioé € una collezione di omomorfismi di gruppi hy : F(U) — G(U) che commutino
con le restrizion, ossia che rendano commutativo il sequente diagramma per ogni coppia
di aperti U C V:

Analogamente, se F e G sono fasci su X, un morfismo di fasct é un morfismo di

prefasci. Un isomorfismo di fasci ¢ un omomorfismo invertibile.

Per ogni z € X, un morfismo di fasci h induce canonicamente un omomorfismo di
gruppi fra le spighe h, : Fop = lim FU) — @IQUQ(U) = G, definito come l'unico

che renda commutativo il diagramma:

FU) s g

| |

F, —I s g

Esplicitamente, dato (U, s) € F,, si definisce h, (U, s) = (U, hy(s)).

2.2 1l Fascio Associato a un Prefascio

Associato al prefascio F sullo spazio topologico X esiste un altro spazio topologico

Ex munito di un omeomorfismo locale 7 : Er — X che ¢ detto spazio étale di F.
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Come insieme, tale spazio ¢ definito come I'unione disgiunta [] F, delle spighe di F. Si
peX
ha una naturale proiezione 7 : Er — X che manda F, in p. Chiamiamo sezione dello

spazio étale sull’aperto U C X una mappa s : U — Er tale che m o s sia l'identita
su U. Chiariremo in seguito il motivo di chiamare sezione sia una tale funzione, sia un
elemento s € F(U). Siano ora U C X un aperto, s € F(U) ep € U esia s, € F, il

germe di s in p. L’elemento s € F(U) definisce una sezione § di Er su U tramite:
s:U—=Er, prrsy

Lemma 2.11. La famiglia B = {3(U) | U C X ¢ aperto, s € F(U)} ¢é base di una

topologia su Er.

Dimostrazione. Al variare degli intorni aperti U di p considerati e presi gli elementi

s € F(U) si ottengono tutti i germi di s in p e dunque tutte le spighe, ovvero [[ F, =
peX
U 3(U). Inoltre, presi due aperti U,V C X e i corrispettivi A = {§(U) | s € F(U)},
5(U)eB
B={5V)| se F(V)} es, € AN B, allora se consideriamo C' = {5(UNV) | s €

F(UNV)} € B chiaramente vale che s, € C C AN B. O

Prendiamo su Er la topologia generata dalla famiglia descritta nel lemma. Per
costruzione, Er e localmente omeomorfo a X tramite w. Una sezione t di Er e continua
se e solo se ogni punto p € X ha un intorno U tale che t(U) = 5(U) per qualche s € F(U).
Notiamo che per ogni s € F(U), la sezione § & continua.

Definiamo il prefascio F*: per ogni aperto U C X,
FH(U)={t:U — Ex | t ¢ una sezione continua}

con gli usuali morfismi di restrizione di funzioni. Si verifica facilmente che F* verifica le
proprieta (F3) e (F4) e quindi ¢ anche un fascio, detto fascio associato al prefascio
F o anche fascio dei germi di F.

Per ogni aperto U C X, esiste un omorfismo di gruppi canonico
by F(U) = FHU), s 3

che commuta con le restrizioni, ovvero si ha un morfismo di prefasci 6 : F — F™.
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Proposizione 2.12. L’ applicazione 6 é un isomorfimo se e solo se F ¢ un fascio.

Dimostrazione. Per mostrare che # ¢ un isomorfismo, e sufficiente mostrare che 6 € un
isomorfismo per ogni aperto U, perche una volta fatto cio possiamo definire l'inverso di
0 come 0, (U) = 0y (U)~".

L’omomorfismo 6y ¢ iniettivo se e solo se verifica 'assioma (F'3) dei fasci. Infatti,
siano s, t € F(U) che definiscano la stessa sezione su U, ovvero tali che 0y (s) = § =
t = Oy (t). Poiche 3(x) = t(x), esiste un intorno di z in cui le restrizione di s e ¢ sono
uguali (basta guardare come sono definiti § e £). Al variare di € U, otteniamo un
ricoprimento U, di U per cui s|y, = t|y, per ogni z. Da qui & immediato che si ha s = ¢
se e soltanto se vale (F3).

Se (F'3) vale, 'omomorfismo e suriettivo se e solo se (F'4) vale. Infatti, sia t € F*(U).
Per ogni x € U, esiste un intorno U, di = e un elemento s € F(U,) con 0y, (s)(x) = t(z).
Poiche m ¢ un omeomorfismo locale, 0y, e t coincidono in un intorno V,, di z. Scrivendo
U come unione di tali intorni, U = (J; Vi, possiamo trovare elementi s; € V; tali che

Ov,(si) = t su ogni V;. Poiche Oy,ny,(s;) = Ovnv,(s;) = t e dato che Oy,qy, ¢ iniettivo

poiche vale (F3), si ha s;|v,nv, = s;j]v;nv;. Vale la proprieta (F'4) se e solo se esiste s € U
tale che s|y, = s; per ogni i, il che equivale a richiedere 0 (s) = t, ovvero che 0y sia

suriettivo. OJ

Diciamo che due spazi étale (E, ), (E’,7") sono isomorfi se esiste un omeomorfismo

che mandi E in E’ e che trasformi 7 in «’. Dalle considerazioni fatte segue il seguente:

Teorema 2.13. Ogni fascio su uno spazio topologico X ¢é isomorfo a un fascio di sezioni

su uno spazio €tale su X, unico a meno di isomorfismi.

D’ora in poi, grazie a questo teorema, possiamo non fare alcuna distinzione tra un
fascio che soddisfi le proprieta (F'3) e (F'4) e il fascio di sezioni su uno spazio étale
associato. A seconda del contesto, puo essere utile utilizzare una o l'altra prospettiva.
Denoteremo indistintamente con F sia un fascio di gruppi abeliani che lo spazio étale
associato, omettendo I’omeomorfismo locale 7. In particolare, segue che le sezioni viste
come elementi di un fascio sono in biezione con le sezioni viste come funzioni, da cui il

motivo per il quale vengono chiamate allo stesso modo.
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Esempio 2.14. Ripercorrendo la costruzione appena vista, si vede che il fascio associato
al prefascio delle funzioni continue e limitate & il fascio delle funzioni continue (esempio
2.2) e che quello associato al prefascio delle funzioni costanti a valori in un gruppo

abeliano ¢ quello delle funzioni localmente costanti (esempio 2.7).

Osservazione 2.15. In generale, la topologia sullo spazio étale E associato a uno spazio
topologico X non e di Hausdorff, anche se X lo e. Infatti, se s, ¢ sono due sezioni su un
aperto U C X, allora W = {z € U | s(z) = t(x)} ¢ aperto in U. Se E ¢ di Hausdorff,
tale insieme e anche chiuso in U poiche se x € W€, esistono intorni S, T" C E con
s(x) € S, t(x) € T tali che SNT = (). Ricordando che 7 ¢ un omeomorfismo locale e
eventualmente restringendo S e T', si ottengono intorni di x contenuti in W¢. Otteniamo
quindi che se due sezioni su U coincidono in un punto z, allora coincidono in tutta la
componente connessa di U contente x, ovvero E soddisfa un principio simile a quello del

prolungamento analitico, il che non e sempre vero.

Esempio 2.16. Lo spazio étale dei germi delle funzioni continue da R a R dell’esempio
2.2 non ¢ di Hausdorff. La funzione f(z) = 0 per x < 0 e f(x) = 0 per z > 0 ha un
germe fy nel punto 0 € R distinto dal germe 0, della funzione nulla. Ogni loro intorno
aperto contiene i germi f, = 0, per e < y < 0 con € sufficientemente piccolo, quindi fy
e 0g non possono essere separati. Osserviamo che questo fascio non soddisfa il principio

del prolungamento analitico.

Osservazione 2.17. In generale, se lo spazio di base X e di Hausdorff, germi su spighe
diverse possono sempre essere separati da intorni disgiunti. Infatti, siano p, ¢ € X, F un
prefascio su X e (Ex, 7) lo spazio étale associato. Le spighe su p e ¢ sono rispettivamente
7 1(p) e 7 *(q) ed esistono due intorni U 3 p, V > ¢ disgiunti. Qualsiasi siano g,, g,
germi sulle due spighe, abbiamo ) = 7~/ (UNV) =7~ Y(U) N7 V), dunque 7= *(U) e

7~ 1(V) sono intorni disgiunti che separano g, e g,.

Esempio 2.18. Lo spazio étale associato al fascio delle funzioni olomorfe su C e di
Hausdorff. Per I'osservazione di prima, possiamo limitarci a guardare germi sulla stessa
spiga. Siano quindi g; # ¢» due germi sul punto p e siano sj, so le relative sezioni
rispettivamente su Uy, Us. Siano infine U C U; N Uy un intorno aperto di p connesso,

t1 = s1|u e ta = so|y. Allora gli insiemi V) = {t1(z) | x € U} e Vo = {ta2(x) | z € U}
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sono intorni disgiunti che separano g; e go. Se infatti ci fosse un germe ¢, su y in V; NV5,
allora esisterebbe un intorno W C U di y tale che 1|y = t2|w (per definizione di germe).
Dal principio del prolungamento analitico, segue t; = t5 e quindi g1 = t1(p) = t2(p) = g2,
il che e assurdo.

Chiaramente questo ragionamento si puo applicare ogni volta che sullo spazio base si

ha un teorema di identita analogo a quello per le funzioni olomorfe.

2.3 Sottofasci e Fasci Quozienti

Definizione 2.19 (sottofascio e fascio quoziente). Siano F, G due fasci sullo spazio
X. G é detto sottofascio di F se per ogni aperto U C X, G(U) ¢é un sottogruppo di
F(U) e se la mappa di inclusione i : G — F & un morfismo di fasci. Se invece G é solo un
prefascio che rispetta le condizioni sopra, diciamo semplicemente che € un sottoprefascio.
Se G un sottofascio di F, il fascio quoziente F /G ¢ definito come il fascio associato
al prefascio U — F(U)/G(U).

Come visto nell’esempio 2.9, un fascio non e in generale determinato dalle sue spighe
per via del fatto che i morfismi di restrizione potrebbero non essere compatibili. Se ci si
trova pero nella situazione in cui si hanno due sottofasci di un fascio, per definizione le
mappe sono compatibili e quindi ci si puo limitare a controllare le spighe su ogni punto

per mostrare che tali sottofasci sono isomorfi.

Lemma 2.20. Siano F un fascio su X e G un sottoprefascio di F. Allora G & un fascio
se e solo se per ogni famiglia di aperti {U;}icr e per ogni sezione s € F(J,U;), vale

v, € G(U;) per ogni i se e solo se s € G(J, Uy).

S

Dimostrazione. =) Sia s € F(|J,U;) con s

v, € G(U;) per ogni i. Dato che (s|y,)

o,

vinv; = sluynu; = (8lu,)ly, » per la proprieta (F'4) esiste § € G(UJ, Us) tale che |y, = s

S

Ui
Per la proprieta (£'3), abbiamo § = s. Viceversa, se s € G(|J, U;), applicando il morfismo
di restrizione abbiamo s|y, € G(U;) per ogni 1.

<) Verifichiamo (F'3). Siano s, t € G(|J, U;) tali che s
come elementi di F(|J,U;), si ha s = t. Dimostriamo che vale (F'4). Per ogni i € I,
sia s; € G(U;) tale che s;

v, = t|ly, per ogni i € I. Visti

v,nU; = Sjlu;nu; per ogni 4, j. Visti ancora come sezioni di
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F, otteniamo che esiste s € F(|J, U;) tale che s|y, = s; per ogni i e dunque per ipotesi
abbiamo s € G(J, U;). O

Siano F, G due fasci sullo spazio X. Se ¢ : F — G ¢ un morfismo di fasci, si verifica

facilmente che il prefascio nucleo
U ker(oy : F(U) — G(U))

¢ anche un fascio ed e detto nucleo di ¢. Infatti ker(¢) e un sottoprefascio ed e

immediato verificare che vale la proprieta richiesta dal lemma 2.20. Il prefascio immagine
U Im(py : F(U) = G(U))

non e invece un fascio in generale, quindi definiamo 'immagine di ¢ come il fascio
associato al prefascio immagine. Come mostreremo piu nel dettaglio a breve, Imyp puo
essere naturalmente pensato come un sottofascio di ¢. Un morfismo di fasci e detto

iniettivo se il suo nucleo e banale, e detto suriettivo se la sua immagine e 'intero fascio

g

Proposizione 2.21. Sia f : F — G un morfismo di fasci sullo spazio X. Per ogni
p € X, siha (kerf), = ker(f,) e Imf),=Im(f,). In particolare, un morfismo di fasci
¢ iniettivo (rispettivamente, suriettivo) se e solo se le mappe indotte f, sulle spighe sono

iniettive (rispettivamente, suriettive) per ogni p € X.

Dimostrazione. Per definizione, (kerf), = ligUap(keTf(U)) = @Uap(kerf)(] € un sotto-
gruppo di F,, come anche ker(f,), quindi possiamo limitarci a controllare I'uguaglianza
dentro F,. Sia z € (kerf), e sia (U,y) un suo rappresentante con y € (kerf)y. Allo-
ra, per definizione di morfismo indotto sulle spighe, I'immagine di y in F, (ovvero z) ¢
mappato a 0 da f,, dunque x € ker(f,). Viceversa, se x € ker(f,) e (U,y) cony € F(U)
¢ un suo rappresentante, allora fy(y) = 0 e quindi z € (kerf),. Per Imf si procede in
maniera del tutto analoga tenendo conto del fatto che (Imf), = @Uap(l mf(U)) poiché
il prefascio immagine e 'immagine di f hanno le stesse spighe in ogni punto.

Per la seconda parte della proposizione, poiché kerf e il fascio nullo sono sottofasci
di F, si ha che f e iniettiva se e solo se (kerf), = 0 per ogni p € X. Per quanto appena

mostrato, cio vale se e solo se anche ker(f,) = 0, ovvero se e solo se f, ¢ iniettivo per
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ogni p € X. Per quanto riguarda la suriettivita si ragiona allo stesso modo considerando
che esiste un’applicazione iniettiva Imf — G, e quindi Imf puo essere pensato come un
sottofascio di G. Infatti, l'inclusione Imf(U) — G(U) & chiaramente iniettiva per ogni
U e quindi f, € iniettiva per ogni p € X. Dato che le spighe di un prefascio e quelle del
fascio associato coincidono, cosi come la mappa canonica f; coincide con f,, otteniamo

che f*: Imf — G ¢ iniettiva per il punto precedente. ]
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Capitolo 3
Coomologia dei Fasci

Esistono sostanzialmente due approcci per I'introduzione di una teoria della coomo-
logia per i fasci: quella utilizzata da Grothendieck che fa uso del linguaggio dell’algebra
omologica (di cui un’esposizione si puo trovare ad esempio in [3]) e quella introdotta da
Godement in [1] trattata in questo elaborato.

L’idea ¢ quella di trovare una risoluzione di un fascio che sia canonica e che porti
quindi a una buona definizione dei gruppi di coomologia. Ci occuperemo di spiegare
che cosa si intenda con risoluzione di un fascio e di descrivere la costruzione esposta da
Godement. Alla fine del capitolo enunceremo e dimostreremo un teorema molto utile che
permette maggiore flessibilita nella scelta della risoluzione per il calcolo della coomologia
a valori in un fascio, a volte noto in letteratura con il nome di ”teorema di De Rham -
Weil”.

3.1 Swuccessioni Esatte di Fasci

Le definizioni di complesso e di successione esatta si estendono in modo ovvio ai fasci.

Diciamo che una successione di morfismi di fasci sullo spazio X

dn_1 dn dn 1
s Fu S Fo ——

¢ un complesso se d,, od,_1 = 0 per ogni n. Diciamo che una successione di fasci come

sopra ¢ esatta in F,, se e solo se Im(d,,—1) = ker(d,); diciamo che ¢ esatta se ¢ esatta

17
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in ogni F,,. Per controllare se una successione ¢ esatta e sufficiente guardare le spighe su

p per ogni p € X. Infatti Im(d,—,) = ker(d,) se e solo se

Im((dn-1)p) = (Im(dn-1)), = (ker(dy,)), = ker((dn),)

per ogni p € X, dove si e usata la proposizione 2.21. Chiamiamo successione esatta

corta una successione esatta del tipo
0O=+F—=G—H—=0.

Un funtore F' dalla categoria dei fasci a quella dei gruppi abeliani ¢ detto esatto a

destra se data una successione esatta corta di fasci, la successione
F(F)—=F(G) = F(H)—0

e esatta. Diciamo che F' & esatto a sinistra se
0— F(F)—= F(G) = F(H)

¢ esatta. Infine, F' & esatto se ¢ esatto sia a destra che a sinistra. Fissato un aperto
U C X consideriamo il funtore I'(U, -) seguente: per ogni fascio F su X, I'(U, F) = F(U),
mentre per ogni morfismo di fasci ¢ : F — G definiamo I'(U, ¢) == ¢y : F(U) — G(U).

Teorema 3.1. Il funtore I'(U,-) ¢é esatto a sinistra.

Dimostrazione. Bisogna mostrare che per ogni successione esatta corta
® P
O=+F—=G—=>H—=0

la corrispettiva successione

0— (U, F) 2 T(U,G) 2% (U, H)
e esatta.
Proviamo liniettivita di ¢y. Sia s € I'(U, F) che appartenga al nucleo di ¢y. Per
definizione di morfismo indotto sulle spighe, abbiamo che ¢,(s,) = 0 per ogni x € X.

Dunque esiste un intorno V, di = per cui ¢(s)|y, = 0. Per l'esattezza sulle spighe,
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eventualmente restringendo lintorno considerato, segue che sly, = 0. Al variare di
x € U, gli intorni V,, ricoprono U e per le proprieta di fascio di F si ottiene s = 0.

Mostriamo ora che Im¢y = keryy. Sia s € I'(U,F). Per ogni x € U, vale
(Yu(ou(s)))e = Ya(Ps(s:)); per esattezza sulle spighe ¥, (¢.(s;)) = 0 e quindi, anco-
ra per le proprieta di fascio, si ha I'm ¢y C kery. Sia ora t € kery. Per ogni x € U
abbiamo ¥, (t,) = (¥(t)), = 0, quindi il germe ¢, ¢ un elemento di ker v, = I'm ¢,, per
esattezza sulle spighe. Per ogni x € U, esiste s/, € F, della forma (V,, 3’(96)) conV, CU
intorno di x e s,y € I'(V;, F), tale che ¢,(s}) =t,. Per ogni z, y € U si ha

v, (i [varyy) = tlvany, = vy, (84, lvany,)

e quindi, per l'iniettivita di ¢ gia provata,
/ o
5(;,;)|Vzmvy = S(y)’VmVy-

Per le proprieta di fascio abbiamo che esiste s € I'(U, F) tale che s|y, = s{,). Dato che

per ogni x € U abbiamo s, = s/, otteniamo

(Pu(8))e = Pu(ss) = du(sy)=ts
da cui segue ¢y (s) =t e quindi ker vy C Im ¢y . O]

Osserviamo che, in generale, il funtore I'(U, ) non & esatto, come mostra il seguente

esempio.

Esempio 3.2. Sia O il fascio delle funzioni olomorfe su C e O* quello delle funzioni
olomorfe su C che non si annullano. Consideriamo il morfismo di fasci exp 27i: per ogni
UCC, se fe0,exp2mi(f) € 0. 1l nucleo di questa mappa e costituito dalle funzioni
olomorfe a valori interi, che sono quindi localmente costanti e dunque ker(exp2mi) = Z.

Si ha la successione esatta
0—>Z—>0O— 0" =0,

dove exp2mi : O — OF e suriettiva perché per ogni z € C, gli intorni semplicemente
connessi formano una base di C e quindi se U e semplicemente connesso e f € O, allora
f(U) & ancora semplicemente connesso, non contiene lo 0 e percio log f & definito su U.
Tuttavia, se U ¢ ad esempio C\ {0}, la mappa exp2mi : O(U) — O*(U) non & suriettiva

in quanto non ¢ possibile trovare una determinazione del logaritmo su tale insieme.
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3.2 Fasci Fiacchi e Risoluzioni

Definizione 3.3 (Fascio fiacco). Un fascio F sullo spazio topologico X si dice fiacco

se il morfismo di restrizione pyy : F(X) — F(U) ¢ suriettivo per ogni aperto U C X.

Esempio 3.4. La funzione tan : (—=%,%) — R ¢ continua ma non ¢ definita nei punti

agli estremi, quindi non ¢ possibile estenderla a una funzione continua da R a R. Questo
mostra che il fascio C' delle funzioni continue non ¢ fiacco, in quanto la restrizione C'(R) —

C((=%,%)) non ¢ suriettiva.

Definizione 3.5 (Risoluzione di un fascio). Dato un fascio F su X, chiamiamo

risoluzione di F una qualsiasi successione esatta di fasci del tipo
O0=>F =& =& & —E — -
diciamo che la risoluzione é fiacca se ogni &; ¢ fiacco.
Proposizione 3.6. Sia
R N N N A N Sy
una successione esatta di fasci fiacchi su X . Allora per ogni aperto U C X la successione
0— Fo(U) & F(U) S Fo(U) B Fy(U) & Fy(U) — -
¢ esatta.

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su n la seguente proposizione:
Per ogni U C X e per ogni s € F,(U) che sia in ker(d,), esiste t € F,,_1(U) tale che
d,_1(t) = s.
Per l'esattezza a sinistra del funtore I'(U, F) la proposizione ¢ vera per n = 0.
Supponiamo quindi n > 0 e assumiamo l'ipotesi induttiva per n — 1. Consideriamo

la famiglia
A={(V,r) |V CU,reF,(V), du(r) =s|v}

Osserviamo che A & non vuoto poiché contiene I’elemento (@), 0). Ordinando A & possibile

applicare il lemma di Zorn e ottenere che esiste un elemento massimale (W, h') di A. Se
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mostriamo che W = U la dimostrazione ¢ terminata, in quanto e sufficiente prendere
t="n.

Sia per assurdo x € U \ W. Siccome d,,;1(s;) = 0 per esattezza sulle spighe, esiste
un germe 7, € (F,), tale che d,(r;) = s,. Allora esiste un intorno aperto V' 3 z ed
una sezione 1’ € F, (V) tale che d,(r') = s|y. Sia k = N|wavy — |lwny € F(IW NV).
Siccome d,,(k) = 0, per I'ipotesi induttiva esiste 2’ € F,,_1 (W NV) tale che d,_1(2") = k.
Sia z € F,—1(V) una sezione che ristretta a W NV coincida con 2’; sostituendo 7’ con
r:=1"+d,_1(z), si ha che r e b/ coincidono su W NV e quindi per la proprieta (F'4) dei
fasci esiste un elemento h € F(W UU) tale che h|y = h' e h|y = r, il che contraddice la

massimalita. O

3.3 Risoluzione Canonica di Godement

Sia F un fascio sullo spazio topologico X e sia (Ez,m) lo spazio étale associato.

Avevamo visto che per ogni aperto U C X,
FHU)=FU)={t:U — Ex| t & una sezione continua}.
Definiamo:
C°F(U)={t:U — Ex| t & una sezione}.

Un elemento di C°F(U) ¢ una qualsiasi funzione (non necessariamente continua) s : U —
E# che soddisfi 7(s(x)) = z per ogni z € U; in altre parole C°F(U) ¢ il prodotto diretto
[L,c Fz- Come morfismi di restrizione prendiamo gli usuali morfismi di restrizione di
funzioni. E immediato mostrare che in questo modo abbiamo definito un fascio. Esiste

un’iniezione canonica
i:F—=CF

che & un morfismo di fasci, ovvero F & un sottofascio di C°F. Sia Q! il fascio quoziente

di C°F per F. Si ha una successione esatta corta

0> F—=CF—Q' —o.
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Ripetiamo la costruzione per Q' e denotiamo con C'F = C°Q'. Sia Q2 il fascio quoziente

di C°Q' per Q'. Otteniamo un’ulteriore successione esatta corta
00 -»C'ot=Cc'F— Q> —o.

Iterando il procedimento otteniamo C™F per ogni n > 0.

Inoltre, si hanno dei morfismi di fasci
d:C"F —C'F

ottenuti componendo la mappa suriettiva
C"F
n n+l __
con la mappa iniettiva
Qn+1 N Cn+1JT_' — CO QnJrl'
In questo modo abbiamo ottenuto una risoluzione di F del tipo

0 FLHCFLCFSetrd ..

chiamata risoluzione canonica di Godement: ¢ infatti immediato verificare che la
successione sopra e esatta per costruzione.

Osserviamo che la mappa pis : C°F(X) — C°F(U) ¢ suriettiva e quindi C°F ¢ fiacco.
Inoltre, C*"F = CYQ" ! per qualche fascio Q" !, quindi C*F & fiacco per ogni n.

Osservazione 3.7. Per ogni n > 0, possiamo vedere C" come un funtore covariante
dalla categoria dei fasci in sé stessa. Infatti, per ogni fascio F, tramite C" otteniamo
un altro fascio. Inoltre, per ogni morfismo di fasci f : F — G esiste un morfismo
indotto C"f : C"F — C"G che rispetta le proprieta funtoriali: preserva l'identita e la
composizione. Un morfismo come sopra induce infatti morfismi fra le spighe e quindi

morfismi di fasci

cf: [[F=c"F—>cg=T]6.

zelU zelU
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i quali inducono, per passaggio al quoziente
QL =C'F/F = C°G/G = O},
che a loro volta danno morfismi di fasci
C'f:C'F=C"QF —C°Q; =C'G.
Per induzione otteniamo i morfismi C" f per ogni n > 0.

Osservazione 3.8. Su X & uno spazio discreto, per ogni fascio F su X si ha C°F = F.
Infatti per ogni x € X vale F, = F(z). Considerando il ricoprimento fatto da tutti i
punti di X & possibile ottenere un qualsiasi elemento di C°F per la proprieta (F'4).

In particolare, segue che F e fiacco.
Teorema 3.9. [l funtore C™ e esatto per ogni n > 0.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che data una successione esatta corta di fasci sullo

spazio topologico X
0=>F—=G—>H—=0,
la successione

0—-C'F—-C"G—-C'H —0

¢ ancora esatta. Per esattezza sulle spighe risulta essere esatta la successione

O—>H]—“z—>HQm—>H”Hx—>O

zeU zelU zelU

per ogni U C X e di conseguenza anche
0—C'F—C'G—C'H—0

¢ esatta. Siano Q}: il quoziente di C°F per F e analogamente consideriamo Qé e Q%_[.

Abbiamo il seguente diagramma commutativo:
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0 0 0

0 }" >Caff >QV}:—>O
¢ ¢ ¢

0 Q >ch Qé > 0
P P

0 7—[ CO’H—>Q%1—>O

0 0 0

in cui le tre righe e le prime due colonne sono esatte. Affermiamo che anche la terza
colonna ¢ esatta ', con le mappe ¢ e ¢ indotte da quelle della seconda colonna. Poiché
1 o ¢ = 0 nella seconda colonna, cio vale anche nella terza che quindi ¢ un complesso.
Vedendo le tre colonne come complessi, il diagramma rappresenta una successione esatta
corta di complessi poiché le righe sono esatte. Passando alle spighe otteniamo successioni
esatte corte di complessi di gruppi abeliani i quali, dal teorema 1.6, inducono successioni
esatte lunghe fra gruppi di coomologia in cui due termini su tre sono nulli dato che le
prime due colonne sono esatte, quindi anche i restanti gruppi di coomologia sono zero e
la terza colonna ¢ esatta. Prendendo C°() dell’ultima colonna e ragionando come prima

si ottiene l'esattezza di C'. Per induzione abbiamo che C™ ¢ esatto per ogni n > 0. [

3.4 Coomologia dei Fasci

Sia F un fascio di gruppi abeliani sullo spazio topologico X . Definiamo i gruppi di

coomologia H*(X,F) nel modo seguente:
(i) Prendiamo la risoluzione canonica di Godement di F:

0 FLCFLcirLselrd ...

'Questo ¢ un fatto generale che vale nella categoria dei gruppi e in una qualsiasi categoria abeliana

conosciuto come lemma dei nove o anche lemma 3 X 3.
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(ii) Applichiamo il funtore I'(X, -) delle sezioni globali omettendo il termine iniziale F:
0 COF (X)L CFX) S CFX) S -

(iii) Prendiamo la coomologia del complesso C*F(X) di gruppi abeliani risultante:

ker(d: CFF(X) — CFHIF(X))

HY (X, F) = Im(d : CH1F(X) — CRF(X))

Proposizione 3.10. Per ogni fascio F sullo spazio X si ha
HY(X,F) = F(X).

Dimostrazione. Dal teorema 3.1, sappiamo che il funtore delle sezioni globali e esatto a

sinistra e quindi 'esattezza di
0 F—=CFLCF
implica 'esattezza di
0— F(X) = C°F(X) L C'F(X).
Segue quindi
H°(X,F) = kerd = F(X).
O

Definizione 3.11 (Fascio Aciclico). Sia F un fascio su X. F si dice aciclico se
H¥(X,F) =0 per ogni k > 1.

Proposizione 3.12. Ogni fascio fiacco é anche aciclico. In particolare, dato un qualsiasi

fascio F su X, C"F ¢ aciclico per ognin > 0.
Dimostrazione. La successione
0+CF—=C'F—=CF—---
e una successione di fasci fiacchi e quindi, dal teorema 3.6 segue che
0—C'F(X)—=C'F(X)—=CF(X)— -

¢ esatta, da cui la tesi. O



26 3. Coomologia dei Fasci

Corollario 3.13. Ogni successione esatta di fasci
0O=F—=G—->H—=0

sullo spazio X induce una successione esatta corta di complessi gruppt abeliani

0=>CF(X)=>CGX)=>CH(X)—=0
e quindi una successione esatta lunga di gruppi di coomologia

2l HX, F) I BHYXLG) S (X H) S B (X, F)
Dimostrazione. Per esattezza del funtore C™ per ogni n > 0, la successione di fasci fiacchi
0=C"F=C'G—=C"H—=0

e esatta e quindi, per il teorema 3.6, anche

0—=C'"F(X)—=C"G(X) = C"H(X) =0
e esatta per ogni n > 0, da cui la tesi. O
Teorema 3.14. Data una qualsiast risoluzione

0-FL&6L286%6585 ..,

esiste per ogni n > 0 un omomorfismo naturale di gruppi

_ker(d: Eu(X) = Eni(X))

an : H"(E(X)) = Im(d : E,_1(X) = E,(X))

— H"(X,F).
Inoltre:
(i) Se H" "1 X,&) =0 per ogni i = 0,...,n — 2, allora o, & iniettivo.
(ii) Se H" (X, &) =0 per ogni i =0,...,n — 1, allora o, & suriettivo.
(i1i) Per ogni diagramma commautativo di fasci

> F &
> F

&
b

do 2

&o
|7
> £ d

0

& —2 .
|s
g _d

2

5> e e
7
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con le righe esatte, si hanno dei diagrammi commutativi

H™(E.(X)) » H"(E(X))

H™(X,F).

Dimostrazione. Mostriamo l'esistenza di «,, per induzione su n.

Caso n = 0. Ricordiamo che si ha
H(X,F)=F(X)
e che la successione corta
0= F(X) = &(X) S &(X)

¢ esatta. Per iniettivita, F(X) ¢ isomorfo alla sua immagine in &(X) e quindi per

esattezza si ha l'isomorfismo
HY(X,F) = kerd: &(X) — E(X) = HY(E.(X)).
Caso n = 1. Consideriamo il fascio
G =kerd: & — &;.
Si hanno la successione esatta corta
0 F 585G -0
e la risoluzione
05G86%65865 ...,

Per il caso n = 0 si ha HY(X, F) = kerd : &(X) — & (X) ed una successione esatta

lunga

Eo(X) S HYX,G) = HYX,F) = HY(X, &) — -



28 3. Coomologia dei Fasci

che induce la successione esatta

B ker(d: E1(X) = E(X)) a1 4 X
= T aX) S a0 1 KF) 2 HX &)

0 — H'(&E.(X))

Caso n > 2. Supponiamo vero I’enunciato per tutti gli interi minori di n. Prendendo

G come prima, dalla successione esatta corta
0—-F—=& LN g—0
si ha la successione esatta lunga in coomologia
e HYX, &) — HY(X,G) 25 HM(X, F) — HY(X, &) — -+

e per ipotesi induttiva abbiamo un morfismo naturale

_ker(d: Eu(X) = Epya(X))
Im(d: E_1(X) = E.(X))

Yo = H"(E,(X)) — H"(X,0).

Il morfismo «, si ottiene componendo =, con f,. Le altre proprieta si ottengono

sfruttando I'esattezza delle successioni e 'ipotesi induttiva. O]

Da questo teorema segue immediatamente il seguente corollario noto come teorema
di de Rham-Weil, il quale permette di calcolare i gruppi di coomologia a partire da una

qualsiasi risoluzione aciclica al posto di quella canonica di Godement.
Corollario 3.15 (Teorema di de Rham-Weil). Sia F un fascio sullo spazio X e sia

una qualsiasi risoluzione aciclica. Allora per ognin > 0 si ha:

ker(d: &, — Eny1)
[m(d : gn,1 — 8n) .

H"(X, F) =

Dimostrazione. Se la risoluzione ¢ aciclica allora H'(X, &,) = 0 per ogni i > 0 e per ogni
n > 0 e quindi il morfismo «,, ¢ sia iniettivo che suriettivo, ovvero ¢ un isomorfismo di

gruppi. O



Capitolo 4
Mappe Continue e Fasci Costanti

In questo ultimo capitolo studiamo alcune operazioni fra fasci: data una mappa conti-
nua tra due spazi topologici daremo le definizioni di immagine diretta e inversa e vedremo
alcune costruzioni che le riguardano. Successivamente concentriamo la nostra attenzione
al caso particolare dei fasci costanti. Mostreremo che in questa situazione la coomologia
¢ un invariante omotopico dello spazio su cui € definito il fascio, daremo una formula
analoga alla classica formula di escissione e definiremo i gruppi di coomologia della cop-
pia (X, D), dove D & un chiuso dello spazio topologico X. Con questi strumenti saremo
in grado di calcolare nell’ultima sezione la coomologia a valori in un fascio costante della

sfera.

4.1 Immagine Diretta e Inversa di Fasci

Definizione 4.1 (Immagine diretta e inversa). Sia f : X — Y wuna funzione continua
tra spazi topologici e sia F un fascio su X. Definiamo ['immagine diretta f.F come
il fascio su'Y definito da (f.F)(V) = F(f~ (V) per ogni V aperto di Y.

Se G ¢ un fascio su'Y, definiamo l'tmmagine inversa f~'G come il fascio su X
associato al prefascio U +— hﬂvgf(U) G(V) dove U é un aperto di X eV waria fra tutti
gli aperti di' Y contenenti f(U).

Esempio 4.2. Siano X uno spazio topologico e p € X un punto. Siano inoltre G un

gruppo, G il fascio costante su {p} e i : {p} — X il morfismo di inclusione. Per ogni

29
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aperto V C X, vale:
0 sepgV
{p} sexeV.

i (V) =

Si ha quindi i,G(V) =Gsep e V,i.G(V) =0sep ¢ V, ovvero i.G ¢ il fascio grattacielo

introdotto nell’esempio 2.8.

Esempio 4.3. Siano Y uno spazio topologico, G un fasciosu Y, i : {p} — Y linclusione

dove p & un punto di Y. 1l fascio i 'G ¢ quello che manda {p} nella spiga G,,.

Osserviamo che f, ¢ un funtore dalla categoria dei fasci su X a quella dei fasci

su Y. Un morfismo o« : F — G di fasci su X induce canonicamente un morfismo

fela) @ foF — f.G tramite:
fil@)o = apaw) : L F(U) = f.G(U)

per ogni U aperto di Y.
Analogamente f~! pud essere visto come un funtore controvariante dalla categoria

dei fasci su Y a quella dei fasci su X.

Osservazione 4.4. Se f e continua e F e fiacco su X, allora f,JF e un fascio fiacco su
Y.

Lemma 4.5. Siano X uno spazio topologico, D C X un chiuso e : D — X il morfismo

di inclusione. Per ogni fascio F su D e ogni x € X si ha:

Fr sex €D,
0 sex¢D.

1o Jy =

Dimostrazione. Se x ¢ D, allora x possiede un sistema fondamentale di intorni che non
intersecano D, quindi i,.F, = 0.

Se x € D, allora ogni aperto di D che contiene x puo essere ottenuto come intersezione
di D con un aperto di X che contiene x. Da questo segue che il morfismo naturale

1« JFr — F, € una mappa biunivoca. ]
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Proposizione 4.6. Siano X uno spazio topologico, D C X un chiuso e i : D — X

un’immersione chiusa. Allora per ogni fascio F su D e per ogni n > 0 si ha
H"(D,F) = H"(X,i.F).
Dimostrazione. Sia

O0=F ==& — -

una risoluzione fiacca di F su D, come ad esempio quella canonica. Ricordando che una
successione di fasci e esatta se e esatta su ogni spiga, dal lemma precedente sappiamo
che la successione

0— 1. F = 1.8 — 1.E — -

¢ ancora esatta. Inoltre, poiché i e continua, i fasci ,&, sono fiacchi. La tesi segue
osservando che i,.&,(X) = &,(D) e utilizzando il teorema di de Rham-Weil. O

Vogliamo mostrare che per ogni applicazione continua f : X — Y e per ogni fascio

F su Y, esistono dei morfismi naturali di gruppi di coomologia
frrHYY, F) = H'(X, f7F).

Riprendiamo il fascio C°F introdotto nella realizzazione della risoluzione canonica di

Godement. Ricordiamo che avevamo definito per ogni U aperto di X

C'F(U) =[] Fo-

zeU

Applichiamo questa, costruzione al fascio f~'F: per ogni U C X aperto si ha:

I FU) =[] Frw-

zelU

Se V C Y & un aperto tale che f(U) C V, allora & ben definita I’applicazione
fFoFWV) = fUFU),  fF(8)e = Spw), x €V
In particolare, per ogni aperto V' di Y, esiste un’applicazione

fPLFW) = [TIFESTHV) = LSHV)
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e quindi e ben definito il morfismo di fasci su Y
PEF S L 1)
Applicando il funtore f~! alla risoluzione canonica di F otteniamo la successione:
0 fIFL I F S et r S pictr S
Il diagramma commutativo

0 L% gF
0 —> fLF
si estende in maniera naturale a

O f*lo f_lf- f—lCO‘F

| I

0 —2— fTIF —— COfLF.

Questo fatto segue guardando come agiscono i funtori C® e f=1. A sua volta il

diagramma sopra si estende a

0L f1F s I F —— fICF

| b

025 flF — 5 COf'F —— CLfLE
Proseguendo si ottiene:

0 f—l}- fflc()]: ; f*lcl}“ SN f*1C2]: S

L kD

0 —— f'F ——= Cf ' F — Cf'F —— Cf ' F ——

Applicando il funtore delle sezioni globali e i morfismi f# : F(Y) — f~1F(X) si

ottiene:
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0 —— FY) ——— C°FY) —— C'F(Y) ——— C*F(Y) —— -~
% e | e

0 — fAFX) — fFICF(X) — fAICYX)F — fICPF(X) —— -+
L e e

0 —— [MFX) — Cf ' FX) —— C' ' F(X) —— CfF(X) —— -

la cui composizione induce i morfismi f*: H*(Y, F) — H"(X, f~1F).
Osserviamo inoltre che questa costruzione e funtoriale, nel senso che date f : X — Y
e g : Z — X continue, per ogni n e per ogni fascio F su Y si ha la commutativita del

seguente diagramma:

H"(Y,F) AN H"(X, f~1F)

fg\)l)

'F).

4.2 Invarianza Omotopica

In questa sezione proviamo che la coomologia a valori in un fascio costante & un
invariante omotopico dello spazio su cui e definito il fascio. Ricordiamo che due mappe
f,9: X — Y si dicono omotope se esiste una funzione continua F': X x [0,1] — Y tale
che F(z,0) = f(x), F(z,1) = g(z) per ogni x € X.

Definizione 4.7 (Fascio quasi fiacco). Un fascio F su X ¢é detto quasi fiacco se per

ogni © € X lapplicazione F(X) — F, € suriettiva.
Chiaramente ogni fascio fiacco € anche quasi fiacco, ma non vale il viceversa.

Esempio 4.8. Il fascio costante su un gruppo G ¢ quasi fiacco ma non fiacco in generale.
Prendiamo due insiemi aperti disgiunti U e V' che giacciano nella stessa componente
connessa dell’intero spazio X. Definiamo quindi una sezione su U U V' mediante una
funzione che assuma valore 0 su U e 1 su V. Questa sezione non puo essere estesa a
tutto X e quindi il fascio non e fiacco. Le spighe G, valgono G per ogni z € X e segue

quindi che il fascio ¢ quasi fiacco.
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Enunciamo per completezza due teoremi classici di topologia generale che ci servi-

ranno per dimostrare i prossimi risultati, di cui una dimostrazione si trova in [4].

Teorema 4.9 (Teorema del numero di Lebesgue). Sia (X,d) uno spazio metrico
compatto e sia A un ricoprimento aperto di X. Allora esiste un numero § > 0 tale che
ogni sottoinsieme di X con diametro inferiore a 6 € contenuto in uno degli elementi del

ricoprimento. Tale numero e detto numero di Lebesque.

Teorema 4.10 (Teorema di Wallace). Siano X e Y spazi topologici, AC X e BCY
compatti. Allora gli aperti della forma U x V', dove U ¢é un aperto di X contenente A
eV éun aperto di Y contenente B, costituiscono una base per gli intorni di A x B in
X x Y. In altre parole, per ogni aperto Q2 di X XY che contiene A x B, esistono U eV
come sopra tali che Ax BC U xV CAQ.

Proposizione 4.11. Siano X uno spazio topologico e p : X x [0,1] — X la proiezione.

Allora, per ogni successione esatta
do d dy ds
O—>f0—>f1—>f2—>f.3%f4%"'
di fasci quasi fiacchi su X x [0, 1], la successione
* dO * dl * d2 *
0—=pFo—=pF1—=pFa—pFz—---
¢ esatta su X.

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su N l'esattezza della successione in p,Fy.
Per N =0e N = 1, I'esattezza segue direttamente dall’esattezza a sinistra del funtore
sezioni. Quindi, senza perdita di generalita, supponiamo N > 2.
Siano z € X e s € (p.Fn). tale che dy(s) = 0. Allora esiste un intorno aperto U di
x e una sezione s € (p.JFn)(U) = Fn(U x [0,1]) tale che dx(s) = 0. Per ogni t € [0, 1],
esiste un intorno aperto di (z,t) in U x [0, 1] dove s si "solleva” ad una sezione di Fn_1.
Ora, per il teorema del numero di Lebesgue applicato allo spazio metrico compatto
{z} x 0, 1], possiamo trovare un numero finito di aperti V;,...,V,, C U x [0, 1] e n sezioni

h; € Fy_1(V;) tali che per ogni ¢ = 1,...,n valgono le seguenti proprieta:

(1) f(hi) =s

Vi



4.2 Invarianza Omotopica 35

(2) {2} x [ 1] S Vi

Applicando il teorema di Wallace possiamo supporre, riducendo se necessario gli aperti
V;, che V; = U; x A; per ogni indice 7, dove U; € un intorno aperto di x e A; & un intorno
aperto di [%, ﬂ

Restringendo eventualmente ’aperto U, possiamo assumere U; = U per ogni i. Poiché
dy_1(h; — hi—1) = 0 e Fy_o & quasi fiacco, restringendo ulteriormente gli aperti U e
A;, abbiamo che A, N A; = (0 se |i — j| > 2 e che per ogni i = 2,...,n esiste r; €

Fn_o(U x [0,1]) tale che

dN_Q(TZ‘) = hi—l — hz - -FN—l(U X (Ai—l N Az))

Sostituendo, se necessario, h; con h; + dy_o(ry + 79 + ... + 1), otteniamo che le
sezioni h; coincidono sulle intersezioni doppie e quindi definiscono una sezione di Fx_1
sull’aperto U x [0,1]. Chiaramente, h € p,Fn_1(U) e dy_1(h) = s. Abbiamo mostrato

cosl l'esattezza della successione al punto V. O

Corollario 4.12. Siano p: X x[0,1] — X la proiezione e G un gruppo abeliano. Allora

per ogni n il morfismo
p": H'(X,G) - H"(X x [0,1],G)
e un isomorfismo.

Dimostrazione. Abbiamo ottenuto il morfismo p* dalla composizione di p# con il morfi-

smo indotto dal diagramma commutativo

0 —— p G —— p 1C°G —— pIC'G —— p~1C*G ——— ---

R

0 ——p G ——C%'G ——Cp'Gd — C» '@ —— ---

Per il teorema precedente, la successione di fasci su X

0= G=pp 'G—pCL'G—pLp'G—pCp'G—--



36 4. Mappe Continue e Fasci Costanti

e esatta dato che ognuno dei fasci e quasi fiacco. Inoltre, sappiamo che, in generale, C" F
e fiacco qualsiasi sia il fascio F e che p, conserva la fiacchezza essendo un’applicazione
continua (osservazione 4.4). La successione sopra e allora una risoluzione fiacca (dunque
aciclica) di G e quindi e possibile calcolarne la coomologia dal suo complesso delle sezioni

globali per il teorema di de Rham-Weil. D’altra parte si ha che i morfismi
#* Qn _
C"G = p.p~'C"G == p.C"p G

inducono un morfismo tra due risoluzioni fiacche di G e, ancora per il teorema di de
Rham-Weil, inducono isomorfismi tra i gruppi di coomologia dei complessi delle sezioni

globali, dunque p* € un isomorfismo. O

Corollario 4.13. Siano f,g : X — Y due mappe omotope e G un gruppo abeliano.

Allora per ogni n le applicazioni indotte in coomologia coincidono, ovvero:
ff=9g:H"(Y,G) - H"(X,G).

Dimostrazione. Sia F 'omotopia tra f e g, ovvero F': X x [0,1] — Y continua tale che
F(z,0) = f(z) e F(x,1) = g(x). Osserviamo che vale

[ = Fi, g=ry,

dove i(z) = (2,0) e j(x) = (x,1). Per funtorialita, f* = i*F* e quindi & sufficiente

mostrare
= HYX % [0,1,G) — H"(X,G).

Chiamiamo p la proiezione al primo fattore e osserviamo che pi = pj e quindi ¢*p* = j*p*.
Per il corollario sopra abbiamo che p* € un isomorfismo e quindi I'uguaglianza ¢ verificata

se e solo se ¢* = j*. O]
Corollario 4.14. Siano X uno spazio contraibile e G un gruppo abeliano. Allora
H(X,G) =G, H'(X,G)=0  Vn>1.

Dimostrazione. Caso n = 0. Essendo contraibile, lo spazio X ¢ necessariamente con-
nesso e quindi G(X) = G, quindi H°(X,G) = G per la proposizione 3.10.
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Caso n > 1. Per definizione di spazio contraibile, esiste un’applicazione continua
F:X x[0,1] = X e un punto p € x tali che F(z,0) =z e F(z,1) = p per ogni z € X.

Abbiamo 1 morfismi
PHX5{p5HX

e vale r o4 = Idy,), mentre ¢ o r ¢ omotopa all'identita su X. Passando in coomologia si
ha

H"(X,G) 5 H"({p},G) = H™(X,G) = H"({p}, Q).

La composizione di due omomorfismi consecutivi e l'identita. Su uno spazio discreto
F = CVF per l'osservazione 3.8 e quindi qualsiasi fascio F su {p} ¢ fiacco e in particolare

aciclico, dunque
H"({p},G)=0 VYn>1.

Questo mostra che il morfismo r* & il morfismo nullo e allora anche I'identita su H"(X, G)

¢ la mappa nulla poiché e ottenuta componendo r* con ¢*, da cui la tesi. O
Utilizzando lo stesso ragionamento si puo dimostrare il seguente corollario:

Corollario 4.15. Se X ¢ un retratto per deformazione di Y e G é un gruppo abeliano,

allora

H'(X,G) = H"(Y,G)  Vn>0.

4.3 Successione Esatta della Coppia

Definizione 4.16 (Supporto di una sezione). Sia F un fascio sullo spazio topologico

X e sia s una sezione di F su un aperto U. Definiamo il supporto di s come:

Supp(s) ={x € U | s, # 0}.

Osserviamo che Supp(s) ¢ chiuso, infatti il suo complementare & aperto: se s(x) = 0,
allora s(p) = 0 per ogni p in tutto un intorno di x. Inoltre, se W C U sono due aperti e

s € F(U), allora notiamo che vale

Supp(s|w) = Supp(s) N W.
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Definizione 4.17 (Immagine diretta a supporti propri). Siano X uno spazio to-
pologico e U C X un aperto, F un fascio su X e1: U — X il morfismo di inclusione.
Definiamo il prefascio jiF su X, detto immagine diretta a supporti propri, come

il prefascio che ad ogni V- C X aperto associa:
WFV)={se F(UNV)=j4.(V) | Supp(s) é chiuso in V}
e come mappe di restrizione quelle indotte da j.JF.

La definizione data di immagine diretta a supporti propri € in realta un caso partico-
lare in cui j ¢ un’immersione aperta, ma si potrebbe estendere per una qualsiasi funzione

continua tra spazi topologici.
Proposizione 4.18. [l prefascio jiF e un fascio su X.

Dimostrazione. Mostriamo prima che 5 F € un sottoprefascio di j,JF e poi utilizziamo il
lemma 2.20 per concludere.

Se W CVesejF(V), allora Supp(s|lwnr) = Supp(s) N W e quindi, se Supp(s) e
chiuso in V', allora Supp(s|wny) € chiuso in W. Questo mostra che 5 F & un sottoprefascio
di j.F.

Siaora s € j.JF(U;V;) tale che s|y;, € 51 F(V;) per ognii. Allora Supp(s|y;) = Supp(s)N
Vi e quindi Supp(s) N'V; & chiuso in V;. Segue che Supp(s) & chiuso in U;V; poiché i

ricoprimenti aperti sono fondamentali. O]

Lemma 4.19. Siano U C D C X con U aperto e D chiuso in X, e sia F un fascio su
U. Sej:U—=Dei:D— X sono le inclusiont, allora:

i F) = (i) F.

Dimostrazione. Segue immediatamente guardando le definizioni di immagine diretta e

di immagine diretta a supporti propri. ]

Lemma 4.20. Siano F un fascio su X, U C X e j: U — X un’immersione aperta.

Allora esiste un morfismo naturale di fasci:

aijg(f|U) — F.
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Dimostrazione. Per definizione, se V e un aperto di X, si ha
W Flp)(V)={se F(UNV) | Supp(s) e UNV ¢ chiuso in V}.

Sia s una sezione di ji(F|y)(V) e denotiamo con W insieme V' — Supp(s). W & aperto
in V e s si annulla sull’aperto W N U. Definiamo «a(s) € F(V') come l'unica sezione tale

che a(s)|uny = s, a(s)|lw = 0. O
Sia D un sottoinsieme chiuso di uno spazio topologico X e siano
1: D — X, j: X—-—D—=X
i morfismi di inclusione. Per ogni gruppo abeliano G definiamo il fascio G x py su X
come:
Q(X,D) =31Gx_p-

Dove ricordiamo che X — D al pedice indica che stiamo considerando il fascio costante
definito sullo spazio X — D. Per il lemma precedente, esiste un morfismo naturale di

fasci v : G x py = Gx.

Proposizione 4.21 (Formula di escissione). Siano D, K sottoinsiemi chiusi dello
spazio X tali che X = DUK e sia k : K — X il morfismo di inclusione. Allora per

ogni gruppo abeliano G vale:

k*Q(K,KﬁD) = Q(X,D)‘

Dimostrazione. La tesi segue osservando che X —D C K e quindi l'inclusione X —D — X

fattorizza tramite k£ e applicando il lemma 4.19. O

Ricordando la costruzione fatta in (1), osserviamo che e ben definito un morfismo

Guardando il comportamento sulle spighe, si ottiene la successione esatta corta:
0= Grypy > Gy 2 i.Gp — 0.

Chiamiamo tale successione la successione della coppia (X, D).
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Definizione 4.22 (Gruppi di coomologia della coppia). Siano D un sottospazio
chiuso di X e G un gruppo abeliano. Definiamo i gruppt di coomologia della coppia
(X, D) a coefficienti in G come

H"(X,D,G) = H"(X,Gx p))-

Segue immediatamente dalla formula di escissione che se X = DUK, con D, K chiusi,
allora
H"(X,D,G)=H"(K,KND,G)

per ogni n.

Ricordando la proposizione 4.6, la successione esatta lunga in coomologia ¢

5% HYX,D,G) —» H'(X,G) —» H*(D,G) > H""'(X,D,G) — - .

4.4 Coomologia della Sfera

Dato un gruppo G, calcoliamo i gruppi di coomologia a coefficienti nel fascio costante
G della sfera n-dimensionale S™ = {x € R"™ : ||z]| = 1}.

Caso n=0. SY ¢ lo spazio discreto formato da due punti e quindi ricordando
I'osservazione 3.8 si ha che G & fiacco e dunque aciclico, percio H*(S°, G) = 0 per ogni
k > 1. Per quanto riguarda H°(S° G), abbiamo che tale gruppo ¢ {f : S° — G |
f & localmente costante} = G @ G.

Caso n > 1. E immediato osservare che H°(S",G) = G, poiché si tratta del gruppo
formato dalle funzioni localmente costanti da S™ (che & connesso) a G.

Per ogni n > 0, siano

Si:{(m07axn)esn|x020}a
Sﬁ:{(x07>xn)esn‘x0§0}

le calotte sferiche. Osserviamo che sono entrambe contraibili e che per ogni n > 0 si ha
SN S™ = Sn1 Usando la formula di escissione e il fatto che S™ & unione delle due

calotte, che sono chiuse, la successione esatta della coppia (5™, S™) diventa:
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dove il primo e l'ultimo termine sono nulli per ¢ > 1 per la contraibilita di S™ e per
escissione si ha H'(S", 5™, G) = H'(S%,S" !, G). Considerando anche che H°(S",G) =

H°(S™, Q) si ottengono quindi gli isomorfismi

HY(S",G) = H'(S},5" 1, G), i> 0. (2)
Similmente, la successione esatta della coppia (S%, S"™1) &
s HTHST,G) = HY(S" L, G) KN H'(S%, 5" 1 G)— H'(S},G) — -+

Il primo e I'ultimo termine sono nulli per ¢ > 1 poiché S & contraibile e si ottengono

isomorfismi
H7Y(S™ ! G) = H' (S, 5", Q), i > 1. (3)

Dalla successione sopra concentrandosi nei gradi 0 e 1 si ha la successione esatta:

G=H(S?,G) — H'(S" ', G) — H' (57,51, G) = 0
e quindi, avendo gia calcolato i gruppi in grado 0, segue che:

Hl(Si,SO,Q) =G, Hl(Si,S"_l,Q) =0, n > 1.
Ragionando per induzione da 2 e 3 otteniamo gli isomorfismi:

H"(S",G) =G, H'(S",G)=0 peri##0,n.

Osserviamo che i gruppi di coomologia a valori in un fascio costante della sfera coin-
cidono con quelli di coomologia singolare: possiamo chiederci se esista quindi un isomor-
fismo tra le due coomologie. La risposta ¢ affermativa nel caso di spazi paracompatti,
di Hausdorff e localmente contraibili, condizioni soddisfatte nei casi generali di varieta
topologiche e di CW complessi ma la dimostrazione di questo fatto richiede una certa

dose di lavoro aggiuntivo.
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