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Abstract

In questa tesi si considera un sistema hamiltoniano (autonomo) con n gradi di liberta.
Si mostra che nell’intorno di un punto non singolare per il campo hamiltoniano, il campo
puo essere rettificato tramite un cambiamento di coordinate canonico e, in particolare,
il sistema ammette n — 1 integrali primi (locali) indipendenti. Nella dimostrazione si
usano il Teorema di Frobenius ed alcuni risultati di geometria simplettica (la geometria
dello spazio delle fasi).
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Introduzione

La meccanica hamiltoniana nasce nel XIX secolo ed il suo formalismo, non solo vie-
ne utilizzato per risolvere problemi di meccanica newtoniana ma anche in meccanica
quantistica. Infatti, 'operatore hamiltoniano e la quantizzazione della funzione di Ha-
milton classica. In quest’ottica, le trasformazioni canoniche, permettono di scegliere
le coordinate in modo tale che 'operatore hamiltoniano assuma la forma piu semplice
possibile.

Nello studio di un sistema fisico, in meccanica hamiltoniana, e possibile usare una
classe di cambiamenti di coordinate piu ampia rispetto a quella ammissibile in meccanica
lagrangiana. Inoltre, la formulazione hamiltoniana permette di risolvere problemi che
appaiono di difficolta molto maggiore utilizzando le sole equazioni di Newton. Un esempio
di tali problemi, ¢ la determinazione delle curve geodetiche su un elissoide con 3 assi.

Il nucleo matematico di questa tesi consiste nell’esposizione di alcuni strumenti utili
per lo studio locale di un sistema hamiltoniano. Piu precisamente, il Teorema di Frobe-
nius, che generalizza il teorema di rettificazione di un campo vettoriale nell’intorno di
un punto non singolare, ed il Teorema 13, sul completamento di funzioni per avere un
sistema canonico di coordinate locali (dal quale segue un importante risultato di geome-
tria: il Teorema di Darboux). Dal punto di vista della fisica, tale apparato matematico
e utile per I'analisi locale di un sistema hamiltoniano vicino a un punto non singolare
per il campo (ossia nel quale il campo non si annulla). Osserviamo che, da un punto di
vista geometrico, questa e la prima situazione che si presenta naturalmente: nell’intorno
di un punto non singolare, I'insieme di livello dell’hamiltoniana e una ipersuperficie. Ri-
cordiamo che questa situazione risulta “generica” (in ipotesi di regolarita, l'insieme dei
valori critici dell’hamiltoniana ha misura nulla).

Dal punto di vista dei sistemi hamiltoniani, il principale risultato della tesi e che
un campo vettoriale hamiltoniano (autonomo) con n gradi di liberta, nell'intorno di
un punto non singolare per il campo, puo essere rettificato tramite un cambiamento di
coordinate canonico e, in particolare, il sistema ammette n — 1 integrali primi (locali)
indipendenti.

La tesi si sviluppa in cinque capitoli. Il primo capitolo contiene una breve introdu-
zione alla meccanica hamiltoniana: partendo dalle equazioni di Hamilton, introdurremo
le parentesi di Poisson, i campi vettoriali hamiltoniani, la forma simplettica e le tra-



sformazioni canoniche. Confronteremo diverse definizioni equivalenti di trasformazione
canonica e mostreremo come, utilizzando le funzioni generatrici, si possa definire una di
queste trasformazioni.

Nel secondo capitolo, esporremo dapprima il teorema di rettificazione di un cam-
po vettoriale, utile a comprendere la sua generalizzazione in cui, al posto di un campo
vettoriale, si considera un campo di spazi (affini) di dimensione fissata: il teorema di
Frobenius. La dimostrazione di tale teorema si basa sullo studio di equazioni alle deri-
vate parziali del primo ordine. Inoltre, sono date alcune condizioni affinché un campo di
iperpiani sia completamente integrabile. Nel terzo capitolo, si discute la geometria dello
spazio delle fasi. Lo spazio delle fasi ha naturalmente la struttura di varieta simplettica
(¢ il fibrato cotangente allo spazio delle configurazioni di un sistema meccanico). Dopo
aver introdotto alcuni fatti di algebra lineare simplettica si estende la trattazione alla
geometria simplettica. In questo capitolo, saranno riproposte definizioni e dimostrazioni
gia incontrate nel formalismo matematico introdotto nel Capitolo 1, tuttavia, le stesse
definizioni e dimostrazioni, saranno considerate in una varieta arbitraria. Nel quarto
capitolo, si dimostra il Teorema 13 e, come conseguenza, si deduce il Teorema di Dar-
boux (a meno di trasformazioni canoniche tutte le varieta simplettiche sono localmente
equivalenti). La dimostrazione di tale risultato si basa sui concetti matematici intro-
dotti nei capitoli 2 e 3. Usando il Teorema 13 si puo rettificare (localmente) un campo
hamiltoniano nell’intorno di un punto non singolare attraverso un cambiamento di coor-
dinate canonico. Quest’ultimo fatto e di fondamentale importanza: un cambiamento di
coordinate canonico lascia invariate le equazioni di Hamilton. Inoltre, come applicazione
agli integrali primi del moto, si mostra che, in presenza di un integrale primo, i gradi di
liberta di un sistema hamiltoniano diminuiscono di due invece che di uno. Nell’appendice
sono ricordate alcune generalita sulle forme differenziali.



Notazione

Si e utilizzato il grassetto per indicare le quantita vettoriali.
Con il simbolo ¥ si intende il versore del vettore v.
Dove non specificato altrimenti e usata la notazione di Einstein sugli indici ripetuti.

Con il simbolo C*(A, B) si intende I'insieme delle funzioni che mandano elementi di
A'in B con la proprieta di essere derivabili k£ volte con derivata continua.

Per indicare lo Jacobiano di una funzione vettoriale f ¢ stato utilizzato il simbolo f}..
Con il simbolo [A, B] si intende il commutatore tra A, B.
Con i simboli T'M,,T*M, si indicano rispettivamente lo spazio tangente e lo spazio

cotangente relativi al punto x. Il fibrato tangente e il fibrato cotangente sono indicati
rispettivamente con T'M,T*M .



Capitolo 1

Meccanica hamiltoniana

In questo capitolo introduciamo alcune nozioni di base di meccanica hamiltoniana. Nella
presentazione, si ¢ seguito l'articolo [3].

1.1 Equazione di Newton

Consideriamo un sistema meccanico formato da n particelle interagenti, ognuna di massa

m; (i =1,...,n) e con 3 gradi di liberta. La posizione della particella i-esima & descritta
dal raggio vettore g, (assegnato rispetto ad un sistema di coordinate arbitrario) mentre il
vettore q = (qy, - . ., q,,) descrive la posizione del sistema nel suo insieme. Nel caso in cui

le particelle interagiscano tramite forze conservative, la forza esercitata sulla particella
i-esima, F;, puo essere espressa tramite il potenziale V' = V(q) come

FA__a_v__(av oV 8V) .
' dq; Oqui’ Oqai” 0q3i )’ o

7
Il moto t — q(t) & determinato dall’equazione di Newton

d*q, oV
medi Y 1 on 1.1
dt? Jq; (11)
Definiamo le quantita
e p, =m;q;, coni=1,... n (gli impulsi generalizzati);

no_9
o T — Z % (energia cinetica);
i=1 '

e H(q,p) =T +V (I'energia meccanica).
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In particolare, (1.1) puo essere riscritta nel modo seguente

—ld

)

(i=1,...,n). (1.2)

Dall’equazione (1.2) segue direttamente la conservazione dell’energia:

Teorema 1. Se il potenziale V' non dipende esplicitamente dal tempo, allora I’energia
totale del sistema H e conservata.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ un conto diretto che puo essere brevemente descritto
come

dH

dH T+V
E Z (pz—l-—):O.

Infatti

]

Osserviamo che nelle variabili p, g 'equazione di Newton (1.1), un sistema di equazioni
differenziali del secondo ordine con 3n equazioni. L’equazione (1.1) puo essere riscritta
come un sistema del primo ordine con 6n equazioni (noto come le equazioni di Hamilton):

OH
q; = a_pia
(1.3)
. OH
P; = _a_qia

coni=1,...,n.

Esempio 1. Consideriamo il problema di Keplero, cioe una particella di massa m sog-
getta al potenziale V(r) = —é. Per la conservazione del momento angolare il moto
sara confinato nel piano passante per il corpo m e lorigine del campo, in forza di
cio e osservando la forma del potenziale € conveniente wutilizzare le coordinate polari:
q = q(r,0). In tali variabili, energia cinetica risulta essere T = Z(7* + r20%). Si ha
p=(p=mr,pg = mrzé). Supponiamo per semplicita di aver scelto le unita di misura
in modo da avere m =1 e k = 1. Allora I’hamiltoniana e

1

1
H(q,p)=T+V—2(pr+@)—;-
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Osserviamo che la variabile 6 € ciclica, cioe non compare direttamente nell’hamilto-
niana. Ricordiamo che le variabili cicliche forniscono degli integrali primi del moto. Nel
caso in esame si ha

o
a6

dt

0: :.9:>p9:T2é:£:COSt:>9:£/_27 (14>
T

in altre parole si ritrova la conservazione del momento angolare e

22 2
7 l 1
H=—+——-.
2 * 2r2  r
Per il Teorema 1, ’energia totale del sistema si deve conservare. Quindi, lungo il
moto,

221
—t+ ———= =F. 1.
5 + 52 cost (1.5)
Introducendo il potenziale efficace
12 1
Vo(r) = — — =
() 2rz

e separando le variabili in (1.5), si ottiene:

(1.6)

Jo=|

Il sistema risulta quindi integrabile: [’equazione (1.6) permette di trovare r, quindi
da (1.4) si ottiene 6.

Riconsideriamo la strategia che abbiamo seguito nell’esempio precedente:

e Passo 1: passaggio dalle coordinate cartesiane a quelle polari (in questo modo si
¢ evidenziata una coordinata ciclica!, questo permette di abbassare di un’unita i
gradi di liberta del sistema).

e Passo 2: si ¢ integrato il sistema usando la conservazione dell’energia (proprieta
garantita dal Teorema 1).

L’esempio precedente mette in chiara luce il fatto che e utile disporre di un quadro teorico
che permetta agevolmente i cambiamenti di coordinate. Siamo interessati ai cambiamenti
di coordinate che preservano la forma delle equazioni di Hamilton, tali cambiamenti di
coordinate sono detti trasformazioni canoniche o, per ragioni che vedremo nel seguito,
trasformazioni simplettiche.

'Dal punto di vista fisico questo significa che, in coordinate polari, si riconosce facilmente una
simmetria del sistema
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Nel nostro esempio il cambiamento di coordinate ¢ canonico e le equazioni di Hamilton
rimangono invariate. Questo ¢ dovuto al fatto che il nostro cambiamento di coordinate ¢
stato fatto solo al livello delle posizioni e per i momenti si usa la trasformazione indotta.
In termini matematici, un cambiamento di coordinate nella base determina univocamente
un cambiamento di base nei fibrati tangente e cotangenti (in particolare, questo giustifica
'uso delle coordinate generalizzate in meccanica lagrangiana).

Tuttavia, nella formulazione hamiltoniana, si possono utilizzare cambiamenti di coor-
dinate nello spazio delle fasi (delle posizioni e dei momenti). Il vantaggio di avere un
maggior numero di trasformazioni ammissibili ¢ evidente: una trasformazione delle so-
le coordinate potrebbe non mettere in evidenza una variabile ciclica (ribadiamo che la
presenza di integrali primi permette, almeno in via di principio, di integrare il sistema).

Prima di dare le definizioni formali di trasformazioni canoniche e le relative proprieta
andiamo a costruire 'apparato matematico che ci permettera di analizzare meglio il
problema.

1.2 Parentesi di Poisson

In questa sezione vengono introdotte le parentesi di Poisson che sono un utile strumento
in meccanica hamiltoniana sia per riscrivere in forma sintetica le equazioni di Hamilton
sia per caratterizzare gli integrali primi.

Definizione 1. Date due funzioni differenziabili A = A(q,p) e B = B(q, p) si definisce
la parentesi di Poisson di A, B come:

" 9A0B 9AOB
(ABy=Y -2 07

— dp;0q;  0q; Ip;

Il simbolo g;‘_ gf_ e usato al posto di
3

Z 0A OB

= Ipij 0qij

Elenchiamo ora alcune proprieta delle parentesi di Poisson (sono conseguenza delle
analoghe proprieta delle derivate)

1. {A, B} = —{B, A};

2. {A,c} =0, con ¢ costante;

3. {A+C,B}={A,B}+{C,B}, {A,B+C} ={A,B} + {A,C};
4. {AC, B} = A{C, B} + C{A, B} , {A, BC} = B{A,C} + C{A, B};

7
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0A 0B
A B} = B A —
{ = {875’ }+{ ’875}’
per ogni A, B,C' € C*(R*"; R).
Per le coordinate valgono le seguenti relazioni

{pi7qj}:5ij7 Za]: 17"'7”7
{p’iapj}:{qi7Qj}:Oa iajzla"'an
Infine vale la seguente importante relazione, detta identita di Jacobi

Teorema 2. Identita di Jacobi.
Siano f,g,h € C*(R*",R), allora vale la sequente equazione:

{f 49, h}} +Hg.4h, f1} +{h.{[,9}} = 0. (1.7)

La dimostrazione del teorema 2 sara presentata nel seguito (occorre prima introdurre
il campo vettoriale hamiltoniano).
Mostriamo ora come le parentesi di Poisson siano legate alla ricerca di integrali primi:

Proposizione 1. Si consideri la curva t — 2(t) = (q(t), p(t)) soluzione delle equazioni
di Hamilton (1.3) e sia f : R*" +— R una funzione differenziabile. Allora

df B
% (2(t)) = {H. 1} (=(1).
Dimostrazione.
df af f ‘N 0f OH OfoH,

Corollario 1. f ¢é un integrale primo del moto se e solo se {H, f} = 0.

Analogamente la derivata totale di una grandezza fisica f, che dipendente esplicita-
mente dal tempo, lungo la traiettoria, si puo scrivere come

dfa

f
el (18)

Diamo ora un importante teorema per la ricerca di integrali primi.

8
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Teorema 3. di Poisson.
Siano f e g due integrali del moto. Allora {f,qg} € un integrale primo del moto.

Dimostrazione. Per I'equazione (1.8) possiamo scrivere

S0 = ) + U AT )

Dalle proprieta delle parentesi di Poisson, si ottiene che

0 of dg
E{f’g} = {E,g} + { 7§}

Inoltre, per 'identita di Jacobi (1.7), ¢ possibile scrivere:

{H7 {f?g}} = _{f7 {gvH}} - {97 {Haf}} = +{f7 {va}}+{{H>f}7g}a

pertanto otteniamo:
d of dyg df dg
— =q = — H H =] — —= 5.
) {at,g}Jr{f, at}+{f,{ 93+ {{H, [}, 9} {dt,g o
Poiché f e g sono integrali del moto, la loro derivata totale rispetto al tempo e nulla,

quindi {f, g} & un integrale primo del moto. O

In generale, non tutti gli integrali del moto generati da {f, g} = 0 saranno indipen-
denti. Quindi, salvo casi particolari 2, il risultato precedente non permette di risolvere il
problema dell’integrazione delle equazioni del moto.

1.3 Campi vettoriali hamiltoniani

Per introdurre il campo vettoriale hamiltoniano consideriamo anzitutto un sistema di
equazioni differenziale del primo ordine in R™:

x = a(x),

dove a(x) ¢ un campo vettoriale. Ricordiamo che a un campo vettoriale ¢ naturalmente
associato un operatore del primo ordine che, con un abuso di linguaggio, indicheremo
con lo stesso simbolo usato per il campo vettoriale (sara chiaro dal contesto in che modo
il campo vettoriale debba essere inteso):

& 0
a= Zai(x)(‘?as-'

i=1

2Per esempio, se in un sistema fisico le componenti x ed y del momento angolare sono integrali primi
del moto, allora, per I'identita di Jacobi, anche la componente z sara un integrale primo del moto.
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Sia f una funzione scalare, allora la derivata di f lungo il flusso associato al campo
vettoriale a e data da:

df (x(t) ¢ of -
e ;ai(x(t)) S, (x(1)) = a(f(x(1))).

Analogamente, nello spazio delle fasi, la derivata di una grandezza fisica f non esplici-
tamente dipendente dal tempo lungo le traiettorie del moto e¢ data da

OH 0 OH 0
—— | fla@w.p®)

df
= Jop; 0q; B dq; Op;
= Xu(f)(a(t),p(t)).

5 (A, pM) = {H, FYa®),p(t) = > (

=1

Xy € il campo vettoriale hamiltoniano.
In generale, si associa ad una funzione scalare h il campo vettoriale hamiltoniano X,
che agisce su una funzione g come

Xn(g) = {h, g}.

Consideriamo il problema di Cauchy

Definiamo ora il flusso Hamiltoniano la funzione t — ¢(¢; zg) che associa alla condizione
iniziale la soluzione del problema di Cauchy a tempo fissato:

dyp
o = Xulp). (1.9)

Si noti che nella definizione di flusso Hamiltoniano non si fa uso esplicito delle coordinate.
Diamo ora una dimostrazione del teorema 2, la dimostrazione esposta si puo trovare
nel settimo capitolo del libro di meccanica di Landau [5].

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che date f, g, h € C?(R* R), vale la seguente equa-
zione:

{f A9, h}}+{g.{h. [}} +{n.{f.g}} =0.

Notiamo anzitutto che {f,g} ¢ una forma bilineare nelle derivate prime di f e di g.
L’espressione

{h7 {f?g}} - Xh{fag}

10
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e una funzione omogenea lineare delle derivate seconde di f e g. Concentriamoci sulla
funzione f: riuniamo i termini in cui compaiono le derivate seconde di f (in altre pa-
role, trascuriamo la prima parentesi in (2) poiché non contiene derivate seconde di f).
Otteniamo in questo modo

{9.{h, [} +{h AL 9} = {o.{h [} = {h A9, [}} = Xo{h, [} = Xpyg, [} =
= Xg(Xnf) = Xn(Xgf) = (XgXn = XpXy) [ = [Xg, Xa] f-

Vediamo ora che il commutatore non puo contenere derivate seconde della funzione f

B dg 0 _ dg 0 . i
g_apia%' 86]1'8}?1'_ kaﬂﬁk’

dove a = <§_rg)’ g—f;), mentre X = (g, p). Analogamente
Xy = bl%,
dove b = (g—z, g—g). Se ora calcoliamo le composizioni otteniamo:
X Xp = akaa—i;% aby 8$i289€z7
XX, = blg—if% + axb 8;?;%

Calcolando il commutatore ed usando il lemma di Schwarz per scambiare 'ordine di
derivazione, si ottene

861 8al 0
X, X = (ap=—t — bp=—t | —.
[ 9 h] (ak&ck bka.%k) 81‘1

Osserviamo che il commutatore non contiene derivate seconde. Poiché lo stesso ragiona-
mento puo essere applicato sia alle derivate seconde di g sia alle derivate seconde di h,
si deduce che I'equazione,

{f g, h}} +{9.{h, f}} +{h.{f. g}},

non dipende dalle derivate seconde e quindi, essendo lineare nelle derivate seconde, deve
essere identicamente nulla.

[]

11
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1.4 Forme simplettiche

In questo capitolo definiamo una struttura fondamentale per lo studio della geometria
nello spazio delle fasi: la struttura simplettica. Per spiegare tale concetto verra fatto uso
delle forme differenziali, le cui definizioni e proprieta vengono riportate nell’appendice.
La struttura simplettica puo essere considerata una generalizzazione multidimensionale
del concetto di area orientata di un parallelogrammo.

Definizione 2. Sia M C R" una varieta differenziabile e sia o una 2-forma definita su
M. o ¢ una forma simplettica se

e 0 ¢ una forma chiusa (cioé do =0).
e o ¢ non degenere (V& € Tp,M  3In € T,M tale che o(x)(&,n) # 0).

Se M e una varieta differenziabile munita di una 2-forma simplettica allora diremo che
M é una varieta simplettica.

Esempio 2. Sia M lo spazio delle fasi con coordinate ¢, ..., qQn,D1,---,Pn- Allora
n
w :dei/\dqi (1.10)
i=1
e una forma simplettica. Vedremo nel sequito che questo esempio e particolarmente

significativo (localmente tutte le forme simplettiche si riducono alla forma (1.10)). La
forma simplettica w viene chiamata forma simplettica standard.

E utile anche definire la nozione di matrice simplettica.

Definizione 3. Sia J la matrice 2n x 2n definita come

0 I
= 0)
una matrice A € Ma,xa,( R) € simplettica se
ALJA = .

Proposizione 2. Sia A una matrice simplettica. Allora A lascia inalterata la forma
simplettica standard w, cioe

w(a,b) =w(Aa, Ab) Va,bec R".

Dimostrazione. Per ogni a,b € R?" (pensando tali vettori come vettori colonna), si ha

w(a,b) = (Z dp; N dqi> (a,b) =a'Jb=a'A"JAb = (Aa)'JAb = w(Aa, Ab).
i=1

12



Capitolo 1 — Meccanica hamiltoniana

1.5 Trasformazioni canoniche

Arriviamo ora al punto cruciale della trattazione, le trasformazioni canoniche. Diamo
ora la definizione in termini di parentesi di Poisson.

Definizione 4. Sia ® : R* — R*" un diffeomorfismo di classe C*°, diremo che ® ¢
una trasformazione canonica se conserva le parentesi di Poisson:

{f,gto® ={fod,god} Vf gec C®R™R). (1.11)

In altri termini, date due osservabili classiche, f = f(Q,P) e g = ¢g(Q,P), e se
¢ : (q,p) — (Q,P) & canonica allora:

{foCID,gOCID}qm:{f,g}Q’PoCI).

Osserviamo che se ® ¢ canonica anche &1 lo e:

{foCI)_l,goCI)_l}:{fOCD_l,go(I)_l}o(CI)o(I)_l):
:{foCI)_loq),go(I)_loCI)}o@_l:{f,g}ofl)_l.

Teorema 4. Sia ® : R*® — R una trasformazione canonica. Allora ® conserva le
equaziont di Hamilton.

Dimostrazione. Sia z(t) = (q(t), p(t)) una soluzione dell’equazione di Hamilton
z=Xp(z) = {H,z},

nell’equazione precedente in simbolo {H,z} deve essere interpretato nel modo seguente

{H,q}(z(t)), sei=1,...,n,
({H,2}):(t) = (1.12)
{H,pi}(z(t)), sei=n+1,...,2n,

con¢=1,...,2n. Poniamo

Allora, dal Teorema 1 otteniamo che

Z(t) = {H, ®}(z(t)) = {H, ©}(©~'(Z(1)))
={Ho® ", ®o® '}(Z(t))={Ho® ' Z} .

O
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Capitolo 1 — Meccanica hamiltoniana

E possibile dare una caratterizzazione delle trasformazioni canoniche che & molto utile
nella pratica.

Proposizione 3. La trasformazione ® : (g, p) — (Q, P) ¢ canonica se e solo se

{QiQj1,, ={b. B}, =0, {QiF},, =0 (1.13)

Dimostrazione. L’affermazione diretta (ossia che se la trasformazione ¢ canonica valgono
le (1.13)) & ovvia®. Verifichiamo I'affermazione inversa:
(fo®)d(go®) I(fod)i(god)

{fod,god}, = o g aq T (1.14)

Osservando che

,a(f@—;.p) _ i ggi (<I>(q,p))%% (¢,p) + g}; (@(q,p))‘z_};(q,p)7
8(9@_;{)) B 2"; 8852- (q)(q’p»aa% (.p) + gg@(q,p))aa—]z(q,p),
AR -y e G + S own et
\8(%_;{)) _ z:; 80& (d)(q,p))aapi (¢,p) + gg(@(q,z)))g—g(q’p)7

(1.14) e (1.13) implicano la conclusione

{f o®,go q)}q,p = {f,g}Q,p o ®.
]

Osserviamo che le condizioni (1.13) possono essere scritte in forma compatta come:
(@) JP" = J dove @' ¢ la matrice Jacobiana associata a ®. Pertanto possiamo dire
che ® ¢ una trasformazione canonica se e solo se ¢’ & simplettica in ogni punto del suo
dominio.

L’elemento di volume nello spazio delle fasi & dato da

dl' =dq, ...dg,dp; ...dp,.

Dato un sottoinsieme A dello spazio delle fasi, il suo volume e dato dall’integrale

Vol(A) = /A dr.

Mostriamo ora che, se facciamo un cambiamento di coordinate canonico, il volume di
una regione dello spazio delle fasi rimane invariato.

3Se ® preserva le parentesi di Poisson, allora, per ogni f, g vale che {f o ®,go <I>}q7p ={/, g}Q,P o®,
in particolare questo vale per le variabili P, Q

14



Capitolo 1 — Meccanica hamiltoniana

Teorema 5 (Teorema di Liouville). Sia ® una trasformazione canonica ed A un sot-
toinsieme dello spazio delle fasi. Allora il volume di A ¢é uguale al volume di ®(A), in
altre parole il volume ¢ invariante rispetto a .

Dimostrazione. Si ha che
Vol(A / dl' = / |det[(@71)]|dQ; . .. dQndP; ... dP,.

Poiché ®~! ¢ canonica sappiamo che lo jacobiano (®7')" ¢ una matrice simplettica,
pertanto:

det[[(@~1)]*J(@71)] = det([(@)]) detJdet[cp ]
= [det[(®7")"]]? det J = det J.

Quindi, visto che det J # 0, si deduce che det[(®~')'] = £1 e percio
Vol(®(A)) = Vol(A).
0

Osserviamo che ® preserva l’orientazione, cioe det & = 1( visto che non sara utilizzata
nel seguito, non dimostreremo questa proprieta).

Proposizione 4. Una trasformazione dallo spazio delle fasi nello spazio delle fasi @ e
canonica se e solo se ®*w = w, con w = dp; N dg;.

Dimostrazione.
(P*w)(&,m) = w(PE, O'n) = (JO'E)(P'n) = ¥ JV'En = Jén = w(€,m).
O

Esempio 3. ¢ : (¢,p) — (Q,P) = (—p, q) ¢ una trasformazione canonica. Infatti,
dQ; = —dp; e dP; = dq; implicano che

dP; N dQ; = —dg; A dp; = dp; N dg;.

L’esempio mostra come le coordinate e gli impulsi possano trasformarsi l'una nell’al-
tro, pertanto, da un punto di vista matematico, la differenza tra q,p € una questione di
semplice nomenclatura.

Esempio 4. La trasformazione ®* : q— Q(q) si estende alla trasformazione canonica
D :(q,p) — (Q P) = (D% (q),[(D?#(q)!| *p). Per verificare la canonicita di ® basta
provare che prdq, = PpdQy infatti

d(prdqr) = dpi N dg, = d(PrdQy) = dPy, N\ dQy, (1.15)

15



Capitolo 1 — Meccanica hamiltoniana

mostriamo ora che l'equazione (1.15) é soddisfatta

PdQy =P-dQ=P-Q'dq= P-d#(dq) = (#)'P-dq = p- dg = pydyy.

Si noti inoltre che la mappa ® trasforma ’hamiltoniana

%Z% FV (@) = H = B(H) = 537 g5(QPu Py + (Vo 27)(Q)

L’esempio fornisce una spiegazione di cio che avviene in meccanica lagrangiana e del
perché non ci si preoccupi della ricerca di trasformazioni canoniche: ogni cambiamento
di coordinate induce naturalmente un cambiamento sulle velocita che rende la trasforma-

ZL0NE canonica.

Proposizione 5. Il flusso hamiltoniano ¢; : (qy, Py) +— (q,p) € una trasformazione

canonica.
Dimostrazione. Dalla proposizione 4 ,¢; € canonica se e solo se

dyjw B dygw

w=w s = = 0.
T dt
Se vale la condizione (1.16) allora vale anche
d *

Sotw — 0’
dt |,_,

difatti per un arbitrario tempo t; abbiamo

dejw|  _ dyfw]dep(piw)| o dPiw
= = = ¥
dt |, dt g d t=0 S L P

BRAPT

(1.16)

(1.17)

d *
ey}

Essendo interessati a vedere cosa accade per tempi piccoli applichiamo la formula di

Taylor alle variabili q, p vicino ai valori iniziali q,, p,

OH
=qy+ | t+0OF
q qO ap —o ( )
OH
=py— —| t+O(t?),
p pO aq —o ( )

dove sono state applicate le equazioni di Hamilton (1.2).
Calcoliamo ora la forma simplettica per un tempo ¢ — 0 fissato

OH OH 0H 0H
tpnda = (po = o) na (= 500 = (am ) o (a0t

16



Capitolo 1 — Meccanica hamiltoniana

Se ora passiamo alle componenti otteniamo

oH OH

(4 P T )a(a S B )
P, 8(]0k5QOj o 5’pokaQOj P % a%ﬁpoj . 8p01,8p0j Poi |-
(1.18)

Notiamo che tramite un conto diretto che i seguenti membri dell’equazione (1.18)

0*H 0*H

dpo, N =———dpo,, = 0 =dgo, N 7——F—,
* apokapoj g * 3(]0ka%j

mentre i termini contenenti i differenziali misti si elidono applicando il lemma di Schwarz
e i termini contenenti ¢? vengono trascurati. Pertanto otteniamo

dp N dq = dp,y N dq, + O(tQ),

poiché la forma simplettica & conservata per tempi piccoli allora, per I'equazione (1.17),
la dimostrazione e conclusa. O]

1.6 Funzioni generatrici

Concentriamoci ora su un problema di natura pratica: come si costruiscono le trasforma-
zioni canoniche? Come abbiamo visto nella precedente sezione abbiamo numerosi metodi
per verificare se una trasformazione ® sia canonica o meno, ma nessun criterio per sapere
come ottenere una trasformazione canonica. Supponiamo inizialmente di avere gia una
trasformazione canonica @ : (q,p) — (Q,P) e consideriamo il grafico di ¢

I'={(q,p,Q,P): ®(q,p) = (Q,P)}.

Dalla proposizione 4 sappiamo che ® conserva la forma simplettica percio, definendo la
1-forma differenziale o = ¢;dp; + P;dQ;, abbiamo

d« = 0.
r

= dg; N\ dp;
I

+ dP, A dQ;

T

= —dp; Ndg;
T

+ dP, A dQ;

r

Possiamo ora applicare il Teorema 18 (si veda la sezione A.9 dell’appendice) pertanto
esistera localmente in I' una funzione S tale che dS = ¢;dp; + P;dQ);.

Supponiamo ora che ® sia una piccola perturbazione dell’identita, percio e lecito
usare le coordinate (p, Q) piuttosto che (q, p). Il differenziale della funzione S sara

oS oS
dS(p,q) = a_pdpi + an'in = q;dp; + P,dQ;,

17



Capitolo 1 — Meccanica hamiltoniana

da cui si ottiene

oS
4 = op;
S
P=_.
b 00

La funzione S e chiamata funzione generatrice della trasformazione canonica ¢. Vediamo
ora che i nostri passi per ottenere la funzione generatrice S possono essere invertiti
permettendo di ottenere P.

Proposizione 6. Sia S(p, Q) una piccola perturbazione di p;Q;, allora definendo le
variabili g; = 0S/0p; ,P; = 05/0Q); otteniamo una trasformazione canonica ®(q, p) —

(Q, P).

Dimostrazione. 11 grafico I' = {(q,p, Q,P)} : ®(q,p) = (Q,P) & una varieta essendo il
grafico di una funzione liscia. Essendo S(p, q) una piccola perturbazione di p;Q;, S puo
essere scritta come S = p - Q + E con E sufficientemente piccola. Se ora calcoliamo

0’5 I+ oL ~ [ = det 0°5
0Qop = 9Qdp 9QIp
pertanto possiamo applicare il teorema della funzione implicita quindi e possibile utilizza-
re sia le variabili (g;, p;) che le variabili (p;, ;) come coordinate. In particolare possiamo
considerare I' come il grafico della mappa ®(q, p) — (P, Q). Dalle ipotesi segue che

oS oS
= | =—dp; + =—dQ);
r (apz‘ b 0Q; Q)

Essendo d?S = 0 (il differenziale del differenziale di una forma & sempre nullo) conclu-
diamo che

#0,

r

dS(p, Q)

= (q:dp; + P,dQ;)
r

d*S| = (dg; A dp; + dP; A dQ;)

T

=0,
T

pertanto la forma simplettica ¢ conservata, dalla proposizione 4 segue che ® ¢ una
trasformazione canonica. O]
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Capitolo 2

Teorema di Frobenius

In questo capitolo vedremo diversi teoremi utili per 1'analisi locale delle equazioni diffe-
renziali ordinarie e daremo una dimostrazione del teorema di Frobenius. In particolare
e stato seguito il libro di Arnold [2], eccezion fatta per la dimostrazione del teorema di
Frobenius e corollari in cui & stata seguita ’appendice C del libro di Hormander [4].

2.1 Teorema di rettificazione di un campo vettoriale

Si consideri 'equazione differenziale x = v(x), dove v(x) € un campo vettoriale di R".
Ci chiediamo se localmente esista un opportuno cambiamento di coordinate tale per cui
le direzioni del campo siano tutte parallele tra di loro. In alre parole, rettificare un
campo vettoriale significa trovare un diffeomorfismo che trasforma le direzioni del campo
in direzioni tra di loro parallele. Se tale diffeomorfismo esiste, allora il campo vettoriale
viene detto rettificabile.

La domanda naturale e chiedersi sotto quali condizioni un campo vettoriale sia
rettificabile. Il seguente teorema risponde a tale domanda.

Teorema 6. Sia v(x) un campo vettoriale di classe C* definito da un intorno di 0 in
R™ tale che: v(0) # 0, allora esiste un sistema di coordinate yi, ..., Y, in un intorno di
0 tali che v = &1, dove &; e il versore relativo all’asse 1.

Si noti che la condizione di cui bisogna preoccuparsi ¢ v(0) # 0, ossia che il campo
sia non singolare, poiché generalmente i campi vettoriale in fisica sono quasi sempre
sufficientemente regolari.

Prima di cominciare la dimostrazione introduciamo la nozione di spazio trasverso e
dimostriamo un lemma che sara utile alla prova del teorema:

Definizione 5. Siano L uno spazio vettoriale, V e W due sottospazi di L allora, V,W
st dicono trasversi se la loro somma diretta da [’intero spazio vettoriale L.
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Capitolo 2 — Teorema di Frobenius

Lemma 1. Siano L, M due spazi vettoriali ed A : L — M una applicazione lineare
che trasforma una coppia di sottospazi vettoriali trasverst V,W C L in una coppia di
sottospazi vettoriali trasversi AV, AW C M. Allora A é surriettiva.

Dimostrazione. AL = AV + AW = M. ]
Diamo la dimostrazione del teorema 6.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa G : R"! x R — R" tale che G(a,t) = x,
dove a € R"!. G pertanto associa al dominio esteso dell’equazione differenziale la sua
soluzione, con la condizione iniziale che x(0) = (a,t = 0) € R™. Vogliamo mostrare che
G ¢ una rettificazione diffeomorfa nell’intorno dell’origine. Anzitutto notiamo che poiché
il campo vettoriale e differenziabile allora G e differenziabile.

Mostriamo ora che G™! & una rettificazione del campo v. Siano &y, ...,&,_; i versori
lungo gli assi ay, ..., a,_1 e & il versore che in R” punta lungo t. Abbiamo

G'(a,t)(é) = %G((a, t)+sé)| = d%G(a,t +3s)|  =v(G(a,t)). (2.1)
Dall’equazione (2.1) segue che
G 1 (v(G(a,t)) = &. (2.2)

Dall’equazione (2.2) deduciamo che G™! ¢ una rettificazione, poiché trasforma i vettori
del campo vettoriale v nel versore é.

Facciamo ora vedere che G ¢ un diffeomorfismo locale: per definizione di G’ e
dall’equazione (2.2) segue che

=1
Rn—1

¢'(0,0)

e G(0.0) =v(0).

Poiché G'(0,0) trasforma sottospazi vettoriali trasversi in sottospazi vettoriali tra-
sversi allora il suo rango € n e per il teorema della funzione inversa essa risulta invertibile
e pertanto ¢ un diffeomorfismo locale.

Se ora rettifichiamo il campo e consideriamo le coordinate cartesiane in cui y; ha la
stessa direzione delle linee del campo rettificato otteniamo cio che volevamo dimostrare.

O

Esempio 5. Consideriamo v = a% + xza%. Per rettificare il campo si deve risolvere
l’equazione differenziale ordinaria
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da cut st ricava x =t,y = % +n. Se ora ci ricaviamo t,n in funzione di x,y otteniamo
t=x,n=y— “”—; Calcoliamo le derivate parziali

0 ot 0 n on 0 0 5 0

—_ = - _—— = — — " —

Or Oxodt Oxdn Ot on’

9 _ oo mo_ 0

dy Oyot Ooyon On
1l campo wvettoriale diventa

0 0 0 5 0

- 2_:_— — _— = —
o Tay "o T T T

Con un tale campo vettoriale abbiamo G = (t,n + ?) e G = (z,y — 9”3—3) mentre

’ 1 0 —1 —:IJ2 0
G(l tQ);»G _(_1 O).

Come mostrato nel teorema si ha che

“0)-()-

Supponiamo di essere in R?" cioe nello spazio delle fasi e consideriamo I’hamiltoniana
H(q,p). Fissate le condizioni iniziali q(ty) = qq, p(to) = p, e date le equazioni di

Hamilton
(q> ( %_H
N 8pH )
Y T oq "

Se ora supponiamo che dH(q,,p,) # 0 allora siamo nelle condizioni di applicare il
teorema di rettificazione, pertanto esistono le coordinate ¥, ...y2, tali che:

oH
(7)o
dq

Una hamiltoniana scritta in tale coordinate renderebbe banale I'integrazione del sistema.
Tuttavia tale cambiamento di coordinate non sara in generale canonico, il teorema di
Darboux che verra dimostrato alla fine di questa trattazione colmera tale lacuna. E’
fondamentale che il cambiamento di coordinate sia canonico, se cosl non fosse non si
avrebbe garanzia alcuna che le equazioni di Hamilton rimangano invariate nelle nuove
coordinate.
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2.2 Equazioni alle derivate parziali del primo ordine

In tale capitolo vengono introdotte alcune nozioni utili alla dimostrazione del teorema
di Frobenius.
Consideriamo 'equazione differenziale lineare omogenea alle derivate parziali:

ou ou

dove v = (ay,...,a,) € un campo vettoriale in R". E’ possibile sostituire R™ con una
varieta differenziabile M.

Definizione 6. Le soluzioni dell’equazione
&= v(a),
sono le curve caratteristiche per l'equazione (2.3).
Diamo il seguente teorema:

Teorema 7. u ¢ costante lungo le caratteristiche se e solo se u e soluzione dell’equazione

(2.3).
Dimostrazione. Dall’equazione (2.3) abbiamo che

) du
v-Vu=0=x-Vu=— =0,
dt
da cui segue che u e un integrale primo del moto e quindi e costante lungo le caratte-
ristiche. Salvo il caso banale in cui u sia identicamente nulla 'uguaglianza puo essere
percorsa anche nel verso opposto, pertanto la dimostrazione del teorema e conclusa. [

Definizione 7. Sia I' una ipersuperficie differenziabile sulla varieta differenziabile M e
@ una funzione differenziabile data su questa superficie. Si dice problema di Cauchy per
Uequazione (2.3) il problema che consiste nel trovare una soluzione u che soddisfi:

ul =¢.
r

La ipersuperficie I' viene detta ipersuperficie iniziale e la funzione ¢ condizione iniziale.

Il problema di Cauchy non sempre ha soluzione: supponiamo che la curva caratteri-
stica intersechi la superficie iniziale due volte e che in tali punti ¢ assuma valori differenti.
Poiché lungo la caratteristica u dev’essere costante, allora ¢, nei punti in cui la superficie
iniziale incrocia la caratteristica, deve assumere gli stessi valori.
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Definizione 8. Un punto x sulla ipersuperficie iniziale I' é detto non caratteristico se
la caratteristica passante per tale punto non é tangente all’ipersuperficie iniziale, cioe se
la caratteristica passante per tale punto e l’ipersuperficie iniziale sono trasversali.

Teorema 8. Sia x un punto non caratteristico sulla ipersuperficie iniziale. Allora esiste
sempre un intorno U del punto x tale che il problema di Cauchy per ’equazione (2.3) in
tale intorno ha una e una sola soluzione.

Dimostrazione. Si vuole mostrare che 1’equazione

v(u)=0  ul =g,
r

Ammette un’unica soluzione nell’intorno di un punto non caratteristico x € I'. Siano
21, ..., Zp, un sistema di coordinate locali (in un intorno di x) tale che, in tali coordinate,
x = 0 e v = e (le coordinate z1, ..., z,, rettificano quindi il campo v). Sia, in tale intorno,
I' = {F(z) = 0}, con F di classe C*°. Allora, essendo 0 non caratteristico, g—ZFl # 0 e,
per il teorema della funzione implicita I' = {z; = f(22, ..., 2,) }(in un intorno di 0), con
f di classe C°.

Il problema in esame, nelle nuove coordinate, diventa

ou
p =0, u(f(22,-,2n), 22, -, 2n) = ©(f(22, e, 2n)s 22, ooes Zn),
1

che ammette, come unica soluzione,

(21, ey 2n) = O(f (22, ooy Zn)y 225 vy Zn)-

O

2.3 Campo di iperpiani completamente integrabile

Sia M™ una varieta regolare sulla quale e definito un campo di iperpiani tangenti. Nell’in-
torno di un punto xg € M" ¢ definita una 1-forma differenziale o non nulla. Tale 1-forma
¢ definita a meno di una moltiplicazione per funzioni f # 0. I vettori che generano gli
iperpiani tangenti fanno parte del Ker(«) punto per punto.

Definizione 9. Un campo di iperpiant si dice completamente integrabile se la forma
differenziale da si annulla identicamente: doz}KeT(a) = 0.

Si noti che la proprieta del campo di essere completamente integrabile non dipende
dalla scelta della forma a:

Ker(fa) = Ker(a) = dfa =df Na+ fda =0,
Ker(a)

poiché o ¢ completamente integrabile.
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Teorema 9. Il campo di iperpiant o = 0 e completamente integrabile se e solo vale la
condizione di integrabilita di Frobenius, cioé o N\ dav =0.

Dimostrazione. Cominciamo con la dimostrazione nel senso diretto: d Oé}a:O =0=
aANda = 0. Fissiamo un iperpiano e una base su tale iperpiano: &1, ..., &,_1. Completiamo
la base rispetto ad R™ aggiungendo f che & un versore normale all’iperpiano, pertanto
f-,=0 i=1,...n—1.

Osserviamo cosa succede quando guardiamo la 3 forma aAda contro i versori di base:
aAdo(é;,é,é,) =0 Vi j k=1 .,n—1 poiché &,é,;,&, appartengono al Ker(a).
L'unica possibilitd, per non ottenere 0, & utilizzare il versore f, in tal caso si ottiene
do(&;,8;,F) = 0 (&; appartienc al Ker(a)).

Guardiamo ora 'affermazione inversa: doz|a:0 =0<aANda=0.

Poiché &;, é; appartengono al Ker(«) allora 'unico termine che a priori potrebbe non

annullarsi in o Ada = 0 ¢ a(f)da(é;, &;), pertanto tale termine si deve annullare. Poiché
&;,&; appartengono al Ker(a) si conclude che da|a:0 =0. ]

2.4 Teorema di Frobeius

Questa sezione e dedicata al teorema di Frobenius che puo essere considerato un’esten-
sione del teorema di rettificazione di un campo vettoriale.

Definizione 10. Siano v,w due campi vettoriali di R™ differenziabili, allora il commu-
tatore tra v e w vale

?
8xj

o] = () — (v — (Uiawj avj> d

8@ ZaZL’Z’

poiché per il lemma di Schwarz le derivate commutano e quindi le derivate seconde si
elidono.

1l commutatore di due operatori € a sua volta un operatore che verra applicato a una
funzione scalare.

Diamo ora il teorema di Frobenius che da delle condizioni riguardo l'esistenza di
superfici integrali nel caso in cui la condizione di Frobenius sia valida.

Teorema 10. Siano vy, ..., v, campi vettoriali di classe C* definiti in un intorno di 0
di R™ tali che

1. v1(0),...,v,(0) siano linearmente indipendenti,

2. [Vi,Vj] = cijkvk.
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Allora esiste un insieme di coordinate locali vy, ..., y, tale che

0
Dy

:bijVj 1= 1,...,7’

con bj; matrice invertibile r x r.
Ci occorre il seguente lemma.

Lemma 2. Se v; soddisfano le ipotesi 1,2 allora anche V; = a;;v; i =1,...,r soddisfa-
no ancora le ipotesi 1,2 ( a patto che il determinante di a;; sia diverso da zero). Inoltre
le condizioni 1,2 non dipendono dal sistema di coordinate.

Dimostrazione. 1. La matrice a;; ha rango massimo, quindi trasforma vettori linear-
mente indipendenti in vettori linearmente indipendenti.

2. Se calcoliamo il commutatore tra Vj, V; otteniamo
[Vz',Vj] = [aikaa ajzvl] = az’ka(alel) - aszl(az‘ka) =

@ik (Via ) v + apapvi(vi) — a(viap) v — ajiaivi(vi)

= @i a;i[Vi, Vi) + @i (Vea) Vi — aji(Viai,) Vi,

gli ultimi due termini dell’equazione sono uguali (gli indici 1k sono indici di som-
matoria). Utilizzando U'ipotesi [v;, v;| = ¢;jx Vv otteniamo
Vi, Vj] = anagiciapvy = Cizpvy = Cijpai, Vi = Ciji Vi

Le condizioni 1,2 sono invarianti sotto cambio di coordinate; consideriamo una fun-
zione f : R" — R" tale che w; = f/,v; con detf]; # 0. La condizione 1 ¢ soddisfatta
essendo il determinante di f;; non nullo. Verifichiamo che sussiste ancora la condizione 2,
in altre parole se [v;, v;] = ¢;jpvi = [w;, ;] = Cjjwy. Mostriamo la seguente proprieta
del commutatore

f/[via Vj] = [f,via flvj]>

tramite un conto diretto

Vi, vilg = [vi, vil(g(f)) = vi(vi(g([f))) = vi(vi(g(f))) = vi((f'v;)g) — vi((f'vi)g) =
F V) ((fvy)g) = F(vi)(f'vi)g) = [f'vi, f'vi] (2.4)

Utilizzando la (2.4) vale che

Wi, wj] = [fivi, fhvi]) = filvi,vi] = fhcvie = F'(f ™) ciewie = Cijrwe.
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Capitolo 2 — Teorema di Frobenius

Diamo ora la dimostrazione del teorema 10.

Dimostrazione. Applicando il lemma 2 si evince che le ipotesi 1,2 sono necessarie affinché

la conclusione sia vera; data la tesi 8%_ = Y., bijv; verifichiamo che essa implica le
7

ipotesi 1,2. Chiaramente poiché i vettori % sono tra di loro indipendenti e la matrice b;;
¢ invertibile allora essa trasforma vettori linearmente indipendenti in vettori linearmente
indipendenti. Per quanto riguarda l'ipotesi 2 dal Lemma 2 sappiamo che le nostre ipotesi
sono invarianti per cambiamenti di coordinate e, pertanto, visto che I'ipotesi 2 vale per
0/0y; deve valere anche per v;.

I1 teorema nel caso in cui r=1 ¢ esattamente il teorema di rettificazione che abbiamo
gia provato, pertanto possiamo cambiare variabili in modo che sia v = 9/0x;. Se ora

facciamo la seguente trasformazione:
VI VI, Vo Vo — fo1 Vo, o, Ve b Ve — [V, (2.5)

con v; = fij%. Tramite la trasformazione (2.5) stiamo annullando la prima compo-

nente dei restanti 7 — 1 campi vettoriali. La trasformazione (2.5) ha determinante non
nullo:

1 00 ... 0 1 00 0

—fo1r 1.0 ... 0 —fa1 1 0 0
(25)=|—fs: 01 0| =det|—fa 01 01 #o0.

—fn 00 1 ~f1 00 ... 1

Grazie alla trasformazione (2.5) possiamo scrivere restanti r-1 vettori come

- 0
Vj = Zbﬂa—wl

=2

Se ci mettiamo nel punto in cui z; = 0 visto che i v; non dipendono da x; avremo
che v, =3, bjl|11:0 0/0x;. Ci chiediamo ora se tali vettori rispettano le ipotesi 1,2.
L’ipotesi 1 ¢ ovvia visto che il determinante della (2.5) ¢ diverso da 0. Verifichiamo la
condizione 2 con un conto diretto:

= Z (Vj bjs

x1=0 s=2

[V, Vi]

) Ox, Z Cini

s=2

x1=0 x1=0

Applichiamo ora Iipotesi induttiva, questo significa richiedere che: 0/0x; = by;v;, [ =
1,...,r visto che la matrice b;; ¢ invertibile la tesi puo essere riscritta come v; = b, 11 B
Poiché abbiamo gia visto che possiamo scrivere v; = > ', by 0/0x; allora la nostra
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Capitolo 2 — Teorema di Frobenius

ipotesi induttiva implica che bﬂ}xlzo =0 [=r+1,..,n, pertanto:

dove il blocco (r—1) X (r—1) & invertibile per I'ipotesi 1. Tenendo conto che v; = 9/0x,
si ha

[Vlvvj} -

a( a> dr;  Oby o 0 o 0 0
b, b
1

) . +b; — by = ——v;.
ox laxl ]lﬁxl 0y (‘91‘; l(’)xl ox; l@ajl Oor; Oxy Vi

In forza dell’ipotesi 2 vale anche: [vy,v;] =", _, Cijxby. Applicando il commutatore al
vettore di base x; otteniamo il problema di Cauchy

ob !
[V, V], = ket L E Chjrbu,
k_

81‘1
come noto la soluzione di tale problema esiste ed e unica. Poiché bj|_ — 0 I>r
allora essa si annulla in tutto I'intorno di 0 quando [ > r in forza dell’un1c1ta della
soluzione del problema di Cauchy il che completa la dimostrazione. O

Corollario 2. Siano vy, ..., v, vettori che soddisfano le ipotesi 1,2 del teorema di Frobe-
nius e siano fi, ..., fr € C* funzioni scalari.
Allora lequazione

viu=f; j=1,..m (2.6)

ammette una soluzione C* se e solo se
,
vifi = vifi=>_ Cirfe. (2.7)
k=1

Se S ¢ una varieta C* di dimensione n —r con un spazio tangente in 0 trasverso allo
spazio generato dai vettori vy, ...,v,, allora esiste un’unica soluzione in un intorno di 0
tale che u|S = ug, uy€ C*.

Esempio 6. Come noto un campo vettoriale F; é conservativo se esiste una funzione
U tale che F; = —0U/0x;. Condizione necessaria e sufficiente affinché un campo
vettoriale sia conservativo é che sia irrotazionale OF;/0x; = OF;/0x; .

Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che, se vale 'equazione (2.7) allora posto w; =
a;;v;, tale relazione vale ancora per i campi w;. Infatti

wit = a;; f; = (Wi, wilu = wi(a;; f;) — wilag; f;)-
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Capitolo 2 — Teorema di Frobenius

Dal Lemma 2 sappiamo che [wy, w;] = Cy;w; e rinominando g; = a;j f; otteniamo
Crilgi = Wrg; — W;gj.

Notiamo che se la soluzione dell’equazione (2.6) esiste, allora vale 'equazione (2.7);
applichiamo a (2.6) 'operatore v;

viviu — viviu = vif; = vifi = [vi, vilu = Cypviu = Cigy fr,

se ora applichiamo il teorema di Frobenius e ’osservazione precedente, possiamo scrivere
v; = 0/0y;, j=1,..,r. Lequazione (2.6) diventa

ou

3_3/1- = by fj = 9,
In tali coordinate i campi v; commutano e pertanto Cj;;, = 0. Dall’equazione (2.7)
ricaviamo che dg;/dy; — 0g;/0y; = C;jx = 0, in particolare otteniamo che il differenziale
di w e la I-forma Y, , ¢gdy; = w = dw = 0, cio¢ w ¢ chiusa quando le rimanenti
n — r coordinate sono fissate. Siano y’ = (y1,..,9r) €Y' = (Yrs1,--,Yn), S ¢ definita
da y’ = h(y”) in un intorno di 0. Essendo la 1-forma w chiusa allora essa ¢ localmente
esatta (per il lemma di Poincairé), pertanto

y' r
u) = [ S gy + iy,
h(y’) j=1

e una soluzione dell’equazione in esame. Mostriamo infine che u € unica, siano wuq, us
soluzioni abbiamo che

0
Oy

(ur —u2) = 0= w(y',y") = wa(y',y") + C(y")
ed, usando la condizione iniziale, si conclude che

ur(h(y"),y") = ua(h(y”),y") = C(y") = 0.
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Capitolo 3

Geometria simplettica

In questo capitolo viene introdotto ’apparato geometrico che generalizza quanto gia visto
nei capitoli 1.2, 1.3 ed 1.4. Viene seguito il libro di Hérmander [4].

3.1 Algebra lineare simplettica

Consideriamo lo spazio cotangente a R™ che indicheremo con
T"(R") = {(x,£) : x, £ € R"},

in tale spazio consideriamo la forma simplettica o = d§; A dz;. Poiché siamo in R"
allora possiamo avvalerci del prodotto scalare euclideo e la forma simplettica standard e
la forma bilineare

(.U((X, 5)7 (X/7 €/>) = X/ ' £ - X £/7
chiamando €;, €; i versori lungo gli assi x; e §; si ha:

W(éj,ék) = w(éj,ék) = O; w(é]-,ék) = —w(ék, éj) = Ojk Vj, k= 1, .., n. (31)

Il modello ora introdotto rappresenta il nostro prototipo di spazio vettoriale simplet-
tico e nel seguito vedremo che ogni spazio vettoriale simplettico finito dimensionale si
riconduce allo spazio cotangente a un certo R™.

Andiamo ora a dare la definizione formale di spazio vettoriale simplettico

Definizione 11. Sia S uno spazio vettoriale sul campo R. Diremo che S € uno spazio
vettoriale simplettico se esiste una funzione o : S X S — R tale che per ogni ¢,y € S

1. o e bilineare.
2. o & antisimmetrica (cioé o(x,y) = —o(y, x)).

3. o & non degenere (cioe o(x,y) =0 Vy< xz=0).
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Capitolo 3 — Geometria simplettica

Da questa definizione e chiaro che 7*(R™) & uno spazio vettoriale simplettico.

Definizione 12. Siano Si1,5; due spazi vettoriali simplettici con forme simplettiche
01,09 e sia T : S — Sy un’applicazione lineare invertibile. Se vale che

01 (77 7/) = 02(T77 T7,) v77 7, € Sl?
st dice che T e un isomorfismo simplettico tra Sy ed Ss.

Mostriamo ora 'affermazione seguente

Proposizione 7. Ogni spazio vettoriale simplettico finito dimensionale, S, ha dimensio-
ne pari, 2n, ed é isomorfo a T*(R™) per un opportuno n naturale.

Dimostrazione. Mostriamo ora che S ha una base simplettica, cioe una base che soddisfi
(3.1). Scegliamo un arbitrario &€ # 0. Poiché o ¢ non degenere allora esiste &} tale che
o(&1,€é7) # 0. Introduciamo

& = N O'(él,él) =1. (32)
Sia
S1 = span{éy, & },

mostriamo ora che S; ha dimensione 2, ossia &1, € sono linearmente indipendenti. Infatti
si ha che
o) + & = 0=o0(a, + f&,&) = ao(&, &) + Bo (&, &).

Dall’equazione (3.2) otteniamo che o (€, €&;) = —1 in virtu dell’antisimmetria di ¢ mentre

o(€,&) = —0(€1,€&) = o(€,€ ) = 0 pertanto « & deve essere nullo. Visto che & # 0

segue che anche (8 dev’essere nullo, pertanto &;, €; sono linearmente indipendenti.
Consideriamo ora il sottospazio vettoriale

So={v€S:0(y,aé; +p€&)=0 Va,peR}

di dimensione dim(S) — 2. Mostriamo che Sp, S; hanno come unico vettore in comune il
vettore nullo: sia v € 51 N Sy per le proprieta di S1, .5y si ha che

Y= aél +6é17
o(v,&) = 0-(77é1) = 0.

quindi si ottiene:

‘7(’)’7 31) = o(aé + 5751761) = a0<é17 751) + 5‘7(@1, él) =a=0
o(v,81) = o(aé, + $&,8;) = ao(é,,8&;) + Bo(&,8) =3=0

30



Capitolo 3 — Geometria simplettica

il che mostra che Sy e trasverso a S;. Verifichiamo ora che lo spazio Sy € simplettico,
cioe 0'|SO e ancora non degenere. Sia v* tale che o(v*,7') =0 V4’ € Sp, ogni v € S si
scrive come v = '+ 4" con v" € Sy e o(vy*,v) = o(v*,7 ed essendo o non degenere in
S, allora segue che a‘ S e non degenere.

Se la dimensione di S fosse 2 allora la dimostrazione sarebbe conclusa (poiché ba-
sterebbe associare con una applicazione T la base di S; = S alla base del cotangente di
R e, chiaramente, T e un isomorfismo simplettico visto che la dimensione dello spazio
di partenza ¢ la stessa dello spazio d’arrivo). Se la dimensione di S fosse maggiore di 2
allora si puo sempre costruire, per induzione, una base di Sy che unita con la base di S}
formi una base di S e costruendo un applicazione lineare 7", si puo mostrare che 7" ¢ un
isomorfismo simplettico analogamente al caso di dimensione 2. O

Teorema 11. Sia S uno spazio vettoriale simplettico di dimensione 2n e siano A e B
sottoinsiemi di indici di 1,...,n. Siano &;,&, € S j € Ak € B tali da soddisfare
(3.1), allora esistono €;,&, j ¢ Ak ¢ B tali che &, ...,&,, €, ..., &, formino una base
simplettica per S.

Dimostrazione. Supponiamo che esista un indice 1 che appartenga a B ma non ad A e
scegliamo é tale che

0(8,8)=0 VjeA
O'(é, ék) = -0y Vke€DB,

cio ¢ possibile in virtt dell'indipendenza degli &;, € e dal fatto che o ¢ non degenere.
Mostriamo che € ¢ linearmente indipendente da €; ed €,. Da

vé+ Y 18+ & =0,
A
segue che
o (ZL‘é + ijéj + kaék, él) = —x=0.
A

In altre parole visto che €;, € sono linearmente indipendenti allora i vettori &, &;, €, sono
ancora linearmente indipendenti.

In sintesi abbiamo aumentato di uno il numero degli elementi della base (e incremen-
tato di uno la cardinalita di A. Ora abbiamo due possibilita: si ha che # A = # B
oppure # A # # B. Nel secondo caso possiamo iterare il ragionamento fino a ritrovarci
nel primo caso. Se # A # n consideriamo lo spazio S; generato da €,€; j € Ak € B,
argomentando come nella proposizione precedente si puo mostrare che

So={v€S:0(y,aé; + &) =0 Va,peR},

e trasverso a S ed e simplettico. Scegliendo una base di Sy e unendola a quella di S;
come fatto nella proposizione, otteniamo una base di S. O
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3.2 Geometria simplettica

In questa sezione generalizziamo concetti gia visti nello spazio nelle fasi come il campo
vettoriale hamiltoniano e le parentesi di Poisson. Indicheremo con (S,0) una generica
varieta simplettica con la relativa 2-forma o su essa definita. Le funzioni che verranno
utilizzate in tale capitolo, ove non specificato altrimenti, saranno funzioni di classe C'°.

Definizione 13. Sia (S,0) una varieta simplettica e sia f : S — R. Definiamo il
campo vettoriale hamiltoniano X relativo all’hamiltoniana f come

df(v) =o(v, Xy), per ognive S

Definizione 14. Sia (S,0) una varieta simplettica e siano f,g : M — R. Definiamo
la loro parentesi di Poisson come

{f.g} =o(Xy, X).
La definizione di campo vettoriale hamiltoniano ¢ analoga a quella data nel capitolo
1, difatti
Xof =df(Xy) = 0(Xs,Xy) = {f, g}
Diamo l’enunciato del seguente lemma che verra utilizzato per mostrare la validita
dell’identita di Jacobi in una varieta simplettica arbitraria:

Lemma 3. Sia 0 una 2-forma C' sulla varieta S di classe C? e siano x,y, z tre campi
vettoriali O definiti sulla varieta S. Allora vale la sequente relazione

do(z,y, z) = (0 (y, 2)) + y(o (2 z)) + 2(0(z, y))
— o[z yl,2) —o(ly, 2, @) —o([z,y). (33)

Dimostrazione. Notiamo anzitutto che 'equazione (3.3) ¢ lineare sia rispetto alla 2-forma
o sia rispetto ai campi vettoriali x,y, z. In altre parole se 'equazione (3.3) vale per oy, oy
allora vale anche per 0 = a,01 4+ a205 con a1, as € R per definizione di somma di 2-forme;
analogamente se 'equazione (3.3) vale per x;, x5 allora vale anche per x = b;x; + byxy
in virtu della linearita del commutatore e alla bilinearita delle 2-forme (e similmente per
gli altri campi vettoriali y, z).

Sia f una funzione di classe C* allora I'equazione (3.3) ¢ lineare rispetto ad f. Per
provarlo analizziamo il comportamento dei singoli termini presenti nell’equazione (3.3)

do(fx,y,z) = fo(x,y,z)
(fx)o(y,z) = f(x(o(y,2)),
yo(z, fx) = (yf)o(z,x) + fyo(z,x), (3.4)
zo(x, fy) = (zf)o(x,y) + fzo(x,y), (3.5)
—o(ly.z], fx) = —fo(ly. z].x).
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Osserviamo che, per ogni funzione ¢ di classe C*, si ha

Lf,ylg = fykg—i — ykg_i:i] = —(ykaa—i)(g) =—(yf)g
fx,y] = flx,y] + [f.y]x = flx, 5] = (v f)x, (3.6)

quindi utilizzando I'equazione (3.6) nei restanti termini dell’equazione (3.3) contenenti il
commutatore otteniamo

—o(lfx,y],z) = —o(flx,y] = (yf)x,2)

= (yf)o(x,2) = fo(lx,y],2), (3.7)
—0([z, [x],y) = = o(flz, %] = (zf)x,y)
= —(zf)o(x,2) — fo([z,x].y). (3.8)

I termini non lineari nelle equazioni (3.4),(3.5),(3.7) e (3.8) si cancellano a vicenda,
provando che 'equazione (3.3) e lineare rispetto alla trasformazione x +— fx(ripetendo lo
stesso conto si pud mostrare che vale altrettanto per i campi y, z). E’ pertanto sufficiente
provare che I'equazione (3.3) & valida in un intorno dell’origine di R™ con x,y,z campi
vettoriali costanti, e 0 = a,dv; A dvs dove a; ¢ una funzione di classe C' e vy, v3 sono
coordinate locali.

Sviluppando la (3.3) otteniamo

x(f1) y(fi) z(fi)
do(x,y,2) = (day A\ dvy A dvs)(x,y,2z) =det | x(f2) y(f2) z(f2) |, (3.9)
x(fs3) y(fs) z(fs)

il primo termine del determinante della (3.9) sviluppato rispetto alla prima riga &

x(fily(f2)z(fs) — 2(f2)y(fs))) = x(f1)(df2 N dfs)(y,2) = xo(y, 2),

se scriviamo in maniera analoga i restanti termini della (3.9) otteniamo

x(0(y,2)) +y(o(z,x)) +2z(0(x,y)),
ed essendo i campi vettoriali costanti abbiamo provato 1’asserto. O

Teorema 12. (Identita di Jacobi)
Sia (S,0) una varieta simplettica e siano f,g,h : M — R. Vale allora la sequente
identita

{hAf 93y +{f g, h}} +1{g,{h, f}} =0.
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Dimostrazione. Consideriamo i campi hamiltoniani X, X, X}, e applichiamo il Lemma
3. Essendo per definizione o una 2-forma chiusa abbiamo che

dU(Xf, Xg, Xh) =0= XfU(Xg, Xh) + XQU(Xh,Xf) + Xh(T(Xf,Xg)
- 0([Xf7 Xg]a Xh) - U([XWXFLL Xf) - U([Xh’ Xf]7Xg)' (3'10)

Inoltre abbiamo che

Xf(O-(Xg’ Xh)) = Xf({g7 h}) - {f7 {97 h}},
o([Xr, Xg], Xp) = (X Xy — XX p)h = X(Xgh) — Xy(X1h) =

Xf{g7 h} - Xg{f7h} = {f7 {ga h}} - {gv {f?h}}

E’ evidente che i primi tre termini dell’equazione (3.10) formano esattamente 'identita
di Jacobi, mentre i restanti tre (quelli che contenenti i commutatori) sono

O([Xf7Xg]>Xh) = {f7 {ga h}} - {gv {f7 h}}a
o([Xg, Xn], Xys) = {9, {h, f}} —{h. {9, [}},
o([Xn, Xy, Xg) = {hAf g} = {f:{h, 93}

In virtu dell’antisimmetria delle parentesi di Poisson (che segue direttamente dall’anti-
simmetria della 2-forma o) concludiamo che I'identita di Jacobi ¢ soddisfatta. [

Corollario 3.
(X7, Xyl = Xi1.g)-

Dimostrazione.
[Xf7 Xg]h = {f? {g7 h}} - {gu {f? h}}

Applicando il Teorema 12 otteniamo

{f7 {gv h}} + {97 {h7 f}} = _{h7 {f: g}} = {{fag}ah} = X{f»g}‘
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Capitolo 4

Teorema di Darboux ed applicazioni

In quest’ultimo capitolo enunceremo e daremo una dimostrazione del Teorema di Dar-
boux. Inoltre applicheremo la tecnica dimostrativa usata per il Teorema di Darboux per
mostrare che localmente gli integrali primi in abbassano di due i gradi di liberta. Per la
dimostrazione del teorema ¢ stato seguito il libro di Hormander [4].

4.1 Teorema di Darboux

Dal punto di vista tecnico il seguente teorema ¢ uno dei principali risultati della tesi.

Teorema 13. Sia (S,0) una varieta simplettica di dimensione 2n, siano A, B due sot-
toinsiemi di indici di {1,...,n}. Se q;, j € A e p,, k € B sono funzioni C* in un
intorno di sy € S, con differenziali linearmente indipendenti e tali da soddisfare

{qzaqj}:07 Z7.]€A7 {pzapk}:0Z7ker
{pk7 q]} = 5jk7 ke B7.] S Au (41)

allora si possono trovare delle coordinate locali x, y in un intorno di sy che soddisfano le
relazioni (4.1) e tali che x; = q;, j € Ay, = p;, k € B.

Dimostrazione. Poniamo x; = q;, j € A,ey, =p, k € B.

Consideriamo lo spazio cotangente al punto sy. Dal Teorema 11 segue che esiste un
sistema di coordinate locali x;,y, 7,k = 1,...,n in un intorno di sy, tuttavia, per tali
coordinate, le relazioni (4.1) valgono solo nel punto sy.

Per la definizione di varietd, possiamo assumere che S sia un intorno di 0 di R?".
. . . . _ o o
Visto che le relazioni (4.1) valgono in 0 allora Xq = "oy © X | 0= Bar-
Sia J ¢ A, mostriamo che ¢ possibile trovare un q = q; tale che dq = dz; in 0 e tale

che soddisfi le relazioni

Xq,q4 = {qj,q} =0,j€4; Xpa={pya} =0, k€ B. (4.2)
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Dal Corollario 3.2 abbiamo che
|:XQj7Xqi] = X{qqui} - XO =0 7’7] S A7
[ka,XpJ =Xipopt = Xo=0k,l € B,
[ka,xqj] =Xyt =Xa, =0j €A keB,

quindi i campi vettoriali hamiltoniani commutano tra di loro.
I campi qu, Xp, sono indipendenti e generano uno spazio

W = span{Xy,, j € A; Xy,, j € B}
trasverso a

Infatti dim(W) = #A+#B, mentre dim(Sy) = 2n—#A+#DB; inoltre Xq (y;) = —1 # 0.
Sono valide le ipotesi del Corollario 2, pertanto abbiamo un unica soluzione di classe C'*°
q vicino a 0 tale che

q(x,y) =xy dove y; =0, j €A, x,=0, k€ B,

In 0 abbiamo che dq(0) = dz; visto che le relazioni (4.1) valgono in 0. Possiamo pertanto
rimpiazzare I'insieme A con AU {J} e ripetere I'argomento ora esposto fino ad ottenere
2n coordinate. O

Osserviamo che dal Teorema 13, scegliendo A = B = & si ottiene il

Teorema 14. di Darbouz
Sia S una varieta simplettica. Allora, esistono un intorno U di sy € S, un aperto V.
di T*(R™) ed una trasformazione canonica ® : U — V.

Il Teorema di Darboux puo essere riformulato nel modo seguente:
localmente, una qualsiasi varieta simplettica e, a meno di una trasformazione cano-
nica, un aperto di 7*(R™) munito della forma canonica standard.

4.2 Applicazione agli integrali primi
Iniziamo questa sezione con un’immediata conseguenza del Teorema 13.

Corollario 4. Sia sy un punto non critico della funzione di Hamilton H. Allora esiste un
cambiamento di coordinate canonico xy, ..., Ty, Y1, ..., Yn tale che, nelle nuove coordinate
locali



Appendice A - Forme differenziali

Dimostrazione. Scegliendo 1 = H ed usando il Teorema 13 si possono completare le
coordinate ottenendo 1’asserto. O

Osserviamo che il sistema ammette n integrali primi locali indipendenti x1, ys, ..., Yp.
Da tale corollario segue che se abbiamo un sistema fisico con una hamiltoniana non
degenere in un punto, allora in un intorno di tale punto, possiamo sempre integrare il
sistema.

Teorema 15. Supponiamo di essere nello spazio delle fasi, sia f un integrale primo del
moto tale che in un certo punto (qy,py) si abbia V f # 0. Allora, f riduce i gradi di
liberta del sistema fisico di 2 in un intorno di (g, Py)-

Dimostrazione. Applichiamo il Teorema 13, in un intorno di (q,, p,) utilizziamo le coor-
dinate canoniche @4, ...,Q,, Py, ..., P, e identifichiamo P, = f. Essendo le nuove coordi-
nate Q, P canoniche allora la trasformazione ® : (q,p) — (Q, P) € canonica. Definiamo
I’hamiltoniana nelle nuove variabili come

H(Q,P)=(Hod")(Q,P).
Visto che f ¢ un integrale primo del moto e la traformazione ® ¢ canonica segue che
0={H f}={Ho® ' fod'}od= {ﬁ,Pl} o,

pertanto P; e un integrale primo del moto nelle nuove coordinate. In virtu della canoni-
cita di @ le equazioni di Hamilton rimangono invariate, inoltre

OH

Q1

da cui segue che la nuova hamiltoniana non dipende da ();. Lungo il moto avremo quindi
due vincoli, P, dovra rimanere costante e H assumera valori costanti lungo Q). O

0= {i P} --

Corollario 5. Nel caso in cui f = H abbiamo che Q1 = Q(Z(0)) +t, dove Z(t) ¢ la

traiettoria del sistema fisico nelle nuove variabili.

Dimostrazione. Analogamente alla dimostrazione del risultato precedente applichiamo il
teorema di Darboux ponendo P, = H. Poiché & : (q,p) — (Q,P) & canonica, per la
Proposizione 1 (lungo la traiettoria del moto) abbiamo

(AZW), Quz0)} = 1 = {H(2(0)), Q20 = LD

da cui segue che Q; = Q(Z(0)) + ¢ . O
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Appendice A

Forme differenziali

Si definiscono le forme esterne e le forme differenziali, che sono usate frequentemente in

meccanica hamiltoniana. Nella seguente trattazione verra seguito il capitolo 7 del libro
di Arnold [1].

A.1 1-forme

Definizione 15. Una I-forma o : R® — R ¢ un’applicazione lineare, cioé
olax+by) = ao(x) + bo(y) Ve,yeR" Va,beR,

In altre parole o e un funzionale lineare. L’insieme di tutti i funzionali lineari su R"
forma uno spazio vettoriale, detto duale di R™ e indicato con (R™)*.

Esempio 7. Sia F un campo vettoriale costante in R allora o(x) = F-x ¢ una 1-forma.

A.2 2-forme

Definizione 16. Definiamo una 2-forma come un’applicazione o : R X R" — R tale
che per ogni x,y, z € R™ e per ogni a,b € R,

o(ax+ by, z) = ao(x, z) + bo(y, z),
o(z,y) = —o(y, z).
o ¢ una forma bilineare su R™ in virtu della proprieta di antisimmetrica
o(ax +by,z) = ao(x,2z) + bo(y,z) = —ao(z,x) — bo(z,y) = —o(z,ax + by).

Esempio 8. Sia v il campo di velocita costante di un fluido in R3. Il flusso del liquido
attraverso la superficie del parallelogramma formato da x,y é una 2-forma

olx,y) =v- (X y).
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Le 2-forme formano uno spazio vettoriale con le operazioni

(01 + 02)(X7 y) = 01(X7 y) + UQ(XJ y) VX, y € Rna
(ao)(x,y) = ao(x,y) Va € R,

oL ) « n(n—1
la cui dimensione ¢ "(”2 )

matrice antisimmetrica

, difatti detti €;,€; i vettori della base canonica di R" si ha la

0 012 O1n
A —012 0 O9n,
o(é;,e,) =
—O01n —O0(n—1)n 0

A.3 k-forme

Definizione 17. Sia 0 : R" X ... X R" — R tale che
—_———

k wvolte
o(ax + bx], @y, ..., 21,) = ao(x, @, ..., T}) + bo(+bT], @, ..., k) VI, Ty, ..., ;p €R?
Va,b € R,
(X, .oy i) = (—1)0(@y, ..., zx) Vay,, ...,z € R,
dove v wvale 1 se la permutazione di indict € pari o -1 nel caso che la permutazione di
dici sia dispari.
Esempio 9. [l volume orientato formato dai vettori @, ..., x, € R™ e una n-forma

11 ... Tin
V(xy, ..., z,) = det

Tpnl -~ Tpn

Analogamente ai casi delle 1-forme e delle 2-forme anche in questo caso le k-forme
formano uno spazio vettoriale con le operazioni

(01 + 09) (X1, ooy Xg) = 01(X1, oory Xp) + 02 (X1, oovy Xg) VX1, ...,X € R",

(ao) (X1, ..., Xg) = a0(Xq, ..., Xg) VX, ..., Xp € R",

denoteremo tale spazio vettoriale con il simbolo A* dove la k indica che gli elementi di
A sono le k-forme. La dimensione di A* si pud mostrare che vale m, coerentemente

con quanto visto con A2
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A.4 Prodotto esterno

Cominciamo dando la definizione del prodotto esterno di due 1-forme
Definizione 18. Siano 0,09 1-forme su R™ definiamo il prodotto esterno tra oy, oo
— o1(x) oz(w)) _ _
(01 A 2)(, ) = det (al(y) ") — o1 @l) — (W)l

E’ chiaro che o; A 09 € una due forma.

Fissato in R™ un sistema di coordinate x4, ..., x,, possiamo sempre esprimere una due
forma come o =), < Qij T N\ T dove la sommatoria e ristretta a ¢ < j in virtu del fatto
che z; A\ x; = 0 per definizione di prodotto esterno.

Definiamo ora il generico prodotto esterno tra una k-forma e una I-forma:

Definizione 19. Siano o1(xi, ..., x.) € A* oo(yy, ..., y,) € AL, si definisce il loro prodotto
esterno come

(01/\0-2)(1:17"'7mk7y17"'7yl) = Z <_1)V0-1<:Ei17"'7mik>o-2(yj17"‘7yjl)7

permutazioni

dove la sommatoria ¢ fatta rispetto a tutte le possibili permutazioni di indici e v vale 1
se la permutazione e dispari e 0 se € pari.

Il prodotto esterno di una k-forma con una l-forma ¢ una k+1 forma.
Il prodotto esterno gode delle seguenti proprieta

o (0 Nog) = (=1)"(0y ANoy) Vo, € A¥ oy € A
o (aoy +boy No3) = aloy ANo3) +b(aa Aaz) Vo, € A¥ oy € Alyos € A™ Va,b € R,

[ (0'1 A 0'2) N (O'g) = (0'1> N (O’Q VAN 0'3) VO'l € Ak,UQ € AZ,O'g e A™.

A.5 Pull-back

Consideriamo la seguente situazione: siano xXi,...,X; € R™ e sia ¢ una k-forma definita
su vettori di R™. Per poter far agire o su Xy, ..., X, applichiamo una funzione lineare
f:R™ — R™ ai nostri vettori

(fro)(xa, o xk) = o (f(x1), oo (X)),

I'operazione sopra descritta viene chiamata pull-back. Il pull-back gode delle seguenti
proprieta

e f:R™ — R" g:R" — RP funzioni lineari, sia o € A*(RP) e siano xi,...,x; €
R™ allora ((g o f)*o)(X1,...,Xx) = f*g*0(x1, ..., Xk),

o f* o1 Noy) = (fo1) A(f*o2) Vop € Al

40



Appendice A - Forme differenziali

A.6 Forme differenziali

Definizione 20. Sia M una varieta differenziabile, consideriamo lo spazio tangente
TM = Ugepyy TM,. Diremo che o : TM — R é una 1-forma differenziale se é regolare
e lineare in ogni spazio tangente T'M,.

Esempio 10. Sia f € CO(M C R™,R), il suo differenziale df|x :TM, — R ¢ una
1-forma differenziale.

Fissato un sistema di coordinate xq,...,z, su R", chiaramente i differenziali delle
coordinate dx; ¢ =1,...,n sono 1-forme differenziali. Vediamo ora I’aspetto pit generale
delle 1-forme differenziali in R™

Teorema 16. Fissato un sistema di coordinatexy, ..., x, locali su M C R™ per ogni o
1-forma differenziale definita su tale dominio vale che

dove a; € C*(R™,R) variano da punto a punto in generale.

Definizione 21. Una k-forma differenziale o si dice esatta se esiste una funzione f
differenziabile tale che df = o.

A.7 k-forme differenziali

Definizione 22. Sia M una varieta differenziabile, sia a‘m una k-forma definita su T M,
se o diremo che essa € una k-forma differenziabile nel punto x della varieta M.

Se per ogni punto x della varieta M ¢ data 0|:1: ed essa risulta differenziabile allora
diremo che o € una k-forma differenziale definita su M.

Analogamente al caso delle 1-forme differenziali anche con le k-forme differenziali
abbiamo il seguente teorema

Teorema 17. Ogni forma differenziale nello spazio R™ fissato un sistema di coordinate
X1, ..., Tp ST PUO SCTIvETE UNIVOcCamente come

g = Z ai17._.,ik($)dl'il AN ZL‘ik,

U150y lg

dove a;, . ;, (x) sono funzioni regolari su R™.
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A.8 Pull-back di forme differenziali

Analogamente al caso delle k-forme definiamo il pull-back di una forma differenziale come

Definizione 23. Siano N, M delle varieta, sia f : M — N differenziabile, sia o una
k-forma differenziale su N e sia € € M. Definiamo il pull-back di o rispetto a f come

(fro)(@) (21, ... z1) = o(f(x))(df(z1), .., df(z))
per vettor: tangenti prest a piacere 2y, ...,z € T'M,.
Il pull back gode delle seguenti proprieta
o f*(aoy +boy) = af*(01) + bf*(02) Voi,00 a,beR,

o [*(oy Nog) = (f*o1) A(f*02) Voy,00.

A.9 Differenziazione esterna

Definizione 24. Si consideri un sistema di coordinate locali x4, ...,z, di R™ e i loro
differenziali dxq,...,dx,. Consideriamo la k-forma o definita su R", la sua derivata
esterna é definita come
n
8@1

do =
7 — 0%

dx; \ dxy,

dove I = (i1, ...,1x) € un insieme di indici.
Pertanto se o ¢ una k-forma differenziale do sara una k+1-forma differenziale.
Esempio 11. Consideriamo una funzione f : R™ — R regolare. f é una 0-forma e la

sua derivata esterna é
df = dx; = .

Definizione 25. Diremo che una forma differenziale o e chiusa se do = 0.

Vediamo ora due proprieta della derivata esterna

d(O‘l/\O'Q) :d0'1/\0'2—|—<—1)k0'1/\0'2 VUl,Ug k—forme,
d(do) =0 Vo.
Esempio 12. Consideriamo la 1-forma su R? o = Pdx + Qdy abbiamo che
) oP 0Q oQ 0Q 0P
do = dPNdz+dQNdy = (—dr+—dy)Ndx+(—dx+—dy)A\dy = (———)dzAd
o z+dQNdy = (5 5 y)Adz+(o =+ yIndy = (o ay):v Y,

che corrisponde alla 2 forma che compare nel noto teorema di Green.
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Osserviamo che per ogni funzione f : M — N differenziabile e per ogni forma o su
N si ha che f*(do) = d(f*o). Concludiamo con ’enunciato del lemma di Poincairé

Teorema 18. Se o ¢ una forma differenziale chiusa allora é localmente esatta.
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