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Notazioni

Nel corso della trattazione utilizzeremo le seguenti notazioni.

e se u ¢ una funzione a valori in RY indicheremo le sue componenti con

e se a € N” ¢ un multi-indice, || == a3 + ...+ «, indica la sua altezza;

e A€ B :=A C B, tipicamente usato per coppie di insiemi aperti;

e A+ B={a+b/ac A be B};

e £ indica la misura di Lebesgue n-dimensionale;

e H"™ indica la misura di Hausdorff n-dimensionale;

e w, indica la misura della palla unitaria in R";

e [z] =min{m €Z/m > z};

e M,(R) indica I'insieme delle matrici quadrate di ordine n a coefficienti reali;

e se A CR" u:A — R indicheremo con {u < t} = {z € A/u(x) < t}.

Similmente per >, ... ecc;

f, f(z) dz indica la media integrale di f su €, cioe

f sy = S | st@yas



Notazioni

1 sex >0
sgn: R — R, sgn(z) =140 sex =0
-1 sex <0
se u: R" — R, v, v~ indicano la parte positiva e negativa di u, cio¢

U+ |u - ul —u
M U U )

diam indica il diametro di un insieme, cioe

diam(A) = sup |z — y|;
z,y€A

d;; indica la delta di Kronecker, cioe

lset=7

0sei#j.

5ij =



Introduzione

L’argomento di questo elaborato ¢ la descrizione di due fondamentali risulta-
ti di regolarita di soluzioni di equazioni differenziali lineari ellittiche in forma di
divergenza, entrambi dovuti al matematico Ennio De Giorgi. Il primo e stato otte-
nuto nel 1957 ed ¢ noto come Teorema di De Giorgi-Nash, essendo stato ottenuto,
indipendentemente e nello stesso periodo, ma con metodi diversi, anche dal mate-
matico americano J. Nash. Esso riguarda la regolarita Holderiana delle soluzioni

deboli dell’equazione differenziale lineare in forma di divergenza

i=1 j=1
dove
x € 0 C R" aperto limitato,
A matrice simmetrica di coefficienti misurabili e limitati,
u =0 su 0f).
Si suppone inoltre che I'equazione sia ellittica, cioe che esista A > 0 tale che

Z Ay (@)&& = NP,
ij=1

per ogni £ € R™ e per quasi ogni x € ().

Una funzione u ¢ soluzione debole di (1) quando

/ Z A;j(x)DjuD;pdx =0,
Q

ij=1



ii Introduzione

per ogni p € C§°(9).

Il secondo risultato di De Giorgi che qui illustreremo risale al 1968, ed e un
esempio di sistema di equazioni differenziali lineari, in cui la soluzione, che non
prende valori scalari, bensi vettoriali, non solo non e continua, ma addirittura
non e neppure localmente limitata. Tale risultato pose fine all’aspettativa che
la regolarita gia ottenuta nel caso scalare potesse essere ottenuta anche nel caso
vettoriale.

L’operatore differenziale considerato da De Giorgi, che ¢ in forma di divergenza,
rientra in una classe di operatori differenziali assai rilevanti per il forte legame coi
problemi di minimizzazione.

Si consideri infatti il classico problema del calcolo delle variazioni di determi-

nare una funzione u : Q — R, con Q aperto di R", che minimizzi il funzionale

f(u)—/QF(x,u(ac),Du(x))dx

tra tutte le funzioni u soddisfacenti certe condizioni al bordo, nello specifico quella

di assumere particolari valori

u=U in 012,

per una qualche funzione U assegnata. Se u € una soluzione di questo problema di
minimo, data una arbitraria funzione test ¢ e facile osservare che u + tp continua

a soddisfare la condizione al bordo, ossia
u+tp =U in 092,

per ogni t € R.

Se si considera la funzione
g(t) = F(u+tp),

il fatto che v minimizza F implica che g ha un minimo in ¢ = 0. Trascurando

eventuali problemi di regolarita, per il Teorema di Fermat, dovra essere

g (0)=0.



iii

Andando a derivare sotto al segno di integrale si ha

g(t) = % (F(u+tp)) = /Q %[F(w,u—i— to, Du+tDy)| dx

N
:/ZDuQF(x,uthgo,DuthDgo)goadx
Q

a=1
N n
+ / > ) D.aF(w,u+ tp, Du+ tDp)Dig® da.
2 a=1 i=1

Valutando in ¢ = 0 risulta

N N n
0=4(0) = /QZ Dy F(x,u, Du)p® dx + /Q Z Z Do F(x,u, Du)D;p® dz,
a=1

a=1 i=1

che integrando per parti possiamo riscrivere come

N n
/ Z [— Z D; (Dzqu(x,u, Du)) + Dy F(x,u, Du)] e*dx =0,
Q a=1

i=1
in quanto ¢ = 0 su 0f). Tenendo conto dell’arbitrarieta della funzione ¢ dovra

necessariamente essere soddisfatta

- ZDZ (DZ?F((L',U, DU,)) + DuaF(lL‘7u,Du) = 07

i=1
per ogni a = 1,..., N. Queste ultime prendono il nome di equazioni di Eulero-
Lagrange del funzionale F e forniscono una condizione necessaria alla minimizza-

zione di F. Se in aggiunta F ¢ convesso, ossia se
F((1=tu+tv) < (1 —1t)F(u)+tF(v),

per ogni funzione u, v e per ogni t € (0, 1), allora anche la funzione g & convessa
e quindi possiede un punto di minimo nel punto critico ¢ = 0. L'importanza del-
le equazioni di Eulero-Lagrange cresce sotto l'ipotesi di convessita, in quanto le

funzioni che minimizzano F sono tutte e sole le soluzioni di queste equazioni.

11 risultato di De Giorgi (1957), che riguarda il caso N = 1, ha come applica-

zione la regolarita dei minimi di funzionali integrali del tipo

Flu) = /Q F(Du(x))dz,
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con F' € C*(R™,R) che soddisfi
|D*F(2)| <A,

ed esista A > 0 tale che
(D*F(2)€,6) > A¢J,
per ogni £ € R". Allora ’equazione di Eulero-Lagrange di F e
S Di (D., F(Du(x))) =0,
i=1

quindi, se u minimizza F, u soddisfa

/ > D.,F(Du)Dypdx =0, (2)
Q=1

per ogni ¢ € C§°(R2). Se si suppone che il minimo u sia una funzione localmen-
te Lipschitziana, allora si dimostra che esso e addirittura di classe C'*°. Questo
inaspettato salto di regolarita ¢ frutto di un argomento iterativo di guadagno di
regolarita, noto come bootstrap argument, che e reso possibile dal Teorema di De

Giorgi-Nash. Infatti, posta ¢ = Dy e inserendola nella (2) otteniamo

/ > D.,F(Du)D;¢dx = / > " D.,F(Du)D;Dypdx = 0,
Q=1 Q=1

che possiamo integrare per parti, ottenendo
/ > D.,D..F(Du)D;(Dyu) Dip dz = 0. (3)
Q=1
Dalla (3) segue che v := Dyu & una soluzione debole di
> Di(Ay(x)Djv) =0, (4)
ij=1

dove i coeflicienti di questo operatore lineare in forma di divergenza sono A;;(z) =
D.,D. F(Du(z)). Essendo u localmente Lipschitziana, allora i coefficienti Ag;(z)

sono misurabili e localmente limitati. E quindi possibile applicare a (4) il Teorema



di De Giorgi, ottenendo percio che le funzioni Dyu sono localmente Holderiane per
ogni k. Si & cosl pervenuti ad affermare che il minimo v & in C4*(Q), da cui si
ottiene che i coefficienti A;; sono in realtd C**. Questo da inizio ad un processo
di bootstrap, dovuto a Schauder, che accresce ad ogni passo la regolarita della
funzione u. L’aspetto particolare e che il processo di bootstrap era gia noto prima
del risultato di De Giorgi, ma in assenza del risultato di Holderianita della funzione

u, non era possibile innescare questo processo.

La trattazione e divisa in quattro capitoli. Il primo e dedicato all’enunciazione
di alcuni prerequisiti e al richiamo di risultati di base. Il secondo e il terzo sono
il vero centro della tesi. In questi vengono studiate le proprieta di un particolare
insieme di funzioni contenente le soluzioni cercate. Dimostreremo prima la locale
limitatezza di tali funzioni, dopodiché la loro locale Holderianita. Il quarto e ultimo
capitolo contiene un controesempio, dovuto allo stesso De Giorgi, alla validita del

teorema per sistemi di equazioni, ovvero per funzioni u a valori vettoriali.






Capitolo 1

Nozioni fondamentali

1.1 Spazi di Sobolev

Da qui fino a fine trattazione daremo per scontato, se non specificato diversa-

mente, che ) sia un generico sottoinsieme aperto e limitato di R"™.

Definizione 1.1.1 (Derivata debole). Siano u € Lj,

loc

p
loc

(Q), p > 1, a € N". Diciamo

che u possiede la derivata debole di ordine a in L (€)) se esiste una funzione

vy € LY () tale che

loc

/uDagodx:(—l)lal/vagodm,
Q Q

per ogni ¢ € C3°(Q). In tal caso denotiamo la funzione v, con D%u.

Definizione 1.1.2 (Derivata forte). Siano u € L

(Q), p > 1, @ € N". Diciamo
che u possiede la derivata forte di ordine o in LY () se esiste una successione
(u;)ien in C1*(Q) tale che per ogni A € Q aperto valgano
1. u; —— win LP(A).
1—+00
2. (D%u;);en € di Cauchy in LP(A).

In tal caso la funzione limite v, = lim D%, in LP(A) ¢ detta derivata forte di
1—00

ordine o di u.
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Proposizione 1.1.3. Le derivate deboli sono uniche.
Teorema 1.1.4 (Meyers-Serrin). Le derivate deboli sono derivate forti e viceversa.

Definizione 1.1.5. Siano k£ € N, p > 1. Chiamiamo spazio di Sobolev di esponent:

k, p I'insieme
WEP(Q) = {u € LP(Q)/Va € N", |a| <k, 3D € LF(Q)}.
Teorema 1.1.6. Lo spazio di Sobolev W*P(Q) dotato della norma

lullyes =D D%l 1,

lal<k

¢ uno spazio di Banach.

Proposizione 1.1.7. Siano f € C*(R) una funzione con derivata limitata, u €
Whr(Q). Allora
foue W (Q) (1.1)

D(f ou) = f'(u)Du. (1.2)

Dimostrazione. Se u € C*(Q) N WP(Q) si ha semplicemente la derivata di una
funzione composta (in senso classico).
Nel caso generale esiste (u;)ien € C1(Q) N WHP(Q) tale che

u; — u in WP(Q),

1——+00

e, a meno di passare ad una sotto-successione, possiamo supporre che la conver-
genza sia anche puntuale q.o. Per ipotesi f ¢ di classe C' con derivata limitata,

ne deduciamo che esiste L > 0 tale che

| f(wi) — fu)] < Llu; — ul,

da cui
f(ui) —— f(u) in LP(Q).

i——+00
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Inoltre vale

|D(f ous) = f'(u) Dul = | f'(ui) Du; — f'(w) Du
< (i) (Du; — Du)| + |(f'(ui) = f'(w))Dul.  (1.3)

Ora
| Du; — Dul P 0 in LP(92),
e
|f'(wi)| < L,
allora
|f'(u;)]| Du; — Dul P 0in LP(Q). (1.4)

D’altra parte, per la continuita di f,

|f (u;) — f'(u)] —— 0 q.o.in ©,

i——+00
da cui

(i) = f'(u)|| Dul| < 2L|Du| € LP(4).

Adesso, dal teorema sulla convergenza dominata di Lebesgue otteniamo

|f' (u;) — f'(uw)||Du] —— 0 in LP(Q). (1.5)

i——4o00

Infine da (1.3), (1.4), (1.5) e dal teorema dei carabinieri si ha
|D(f ou;) — f'(u)Du| — 0 in LP(Q).

i——400

La (1.1) segue ora dal Teorema 1.1.4, mentre la (1.2) segue dal fatto che

/Q(fou) pa)ds = lim_[ (fou)D, (dx—hm—/D (f o ui)p(x) dz

i—+00 i—+00
(1.6)

- / £'(u) Dyu(z)p(x) da.
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Proposizione 1.1.8. Sia u € W'?(Q). Allora
[ul € WH(Q)

e vale
Dlu| = sgn(u)Du.

Dimostrazione. Per ogni € € R definiamo la funzione

:Q = R, n() = /2 + (u(z) +¢)?,

e osserviamo che
3 p
U — lu| in LP(2).

Per la Proposizione 1.1.7 si ha che, per quasi ogni = € ()

2
Dne(r) = (u ( )+ 6) Du(x) = MDu(x)
2¢/e + (u(x) +¢)? 0.
Passiamo ora al limite ¢ — 0. Per q.oz € Q2 siha
1 se u(z) >0
. u(z)+e , u(z) + ¢
lim —— =1 — _ )1 _
-1  sewu(z) <0,
e
1 se u(z) >0
. u(z)+e u(as) +e
lim ——— = i =g_ =< =L —
-1 sewu(z) <0.

Osserviamo che
g+(u)Du = g_(u)Du q.o. su 2N {u # 0}.

Inoltre, poiché le funzioni di W1 hanno derivata nulla q.o. sugli insiemi di livello

vale
Du =0 q.o. su {u = 0}.
In conclusione si ha
Dlu| = sgn(u)Du.
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Corollario 1.1.9. Sia uw € W'P(Q). Allora

Du seu>0
D(u") =
0 se u < 0.

Dimostrazione. Conseguenza diretta delle Proposizioni 1.1.7 e 1.1.8. O]

Dopo aver visto alcuni risultati basilari riguardanti gli spazi di Sobolev passia-
mo alla dimostrazione del primo teorema di immersione di Sobolev, il quale verra
utilizzato nella trattazione del teorema di De Giorgi.

Enunciamo due lemmi preliminari.

Lemma 1.1.10. Siano fi,..., fq € LYQ). Allora

d d J %
/Qi111|fi|da:szﬂl(/ﬂ|fi| dx) .

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su d.
Il caso d = 2 si riduce alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Supponiamo
vera la tesi per d e dimostriamola per d + 1.

Per la disuguaglianza di Holder si ha

d

d+1 ﬁ d i a+1
[ TTisde < ( [ gzl a) ( / Hrfirddx) o oan
Qi & Qi1
e applicando l'ipotesi induttiva alle funzioni g; := | f,|d%1, 1 =1,...,d segue che
d %1 d 1
* T+
/ 1T il da < (/ ;|4 dm) : (1.8)
Qi1 i=1 /9

Unendo la (1.7) e la (1.8) otteniamo la tesi. O

Lemma 1.1.11. Siano fi,..., f, : R" — [0,+00). Supponiamo che per ogni i =

1,...,n la funzione f; non dipenda dalla variabile x;. Allora
n n ﬁ
Jidz < ( it dfi"i) ;

/R7L E E Rn—1

dove Ty = (T1, ...y Tis1, Tin1y .-y Tp).
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Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su n.

Il caso n = 2 segue subito dal teorema di Tonelli. Supponiamo vera la tesi per

n e dimostriamola per n + 1.

Per il teorema di Tonelli e la disuguaglianza di Holder si ha

n+1 n
/ H Jidzdr, = / Jn+1 (/ H i d$n+1) dz
Rt i R" R =1

< <Anfs+ldx)i I (/R]:Ifdx+> Ta)

Per il Lemma 1.1.10 si ha

(1.9)

1

(LEERS (VEZO

quindi
/Rnﬂﬁfida:dxnﬂ
(o) (LE(fronn) o)
(/Rnﬁgldx) ([ a)” (.10
dove

1
gi = (/ Ii dﬂ?nﬂ) .
R

Osservato che g; e indipendente da x; e da x,,; possiamo applicare 'ipotesi

induttiva per ottenere

:H( . l/f daniq d:cl)l. (1.11)

=1

Mettendo assieme (1.9), (1.10), (1.11) otteniamo la tesi. O
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Teorema 1.1.12 (Sobolev I). Siano u € C{°(R"), 1 < p < n. Allora
[ull o < c(n, )| Dull s,

ove
oo P
pr = :
n—p

Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto il caso p = 1. Per ogni i = 1,...,n si ha
Zq
u(z) = / Diu(zy, ... 21, t, T, ..., 2y dE,
— 0o
quindi per ogni ¢ si ha

u(z)| < / |Dyu] da;.
R

Segue che

n

u(@) = [l < T ([ 10atian) ™ =TT 5

=1 i=1

fi= < | Diul dﬂﬂi) ;
R

¢ una funzione indipendente dalla variabile xz; per ogni . Per il Lemma 1.1.11

dove

abbiamo

n

. n =
|| dz < / l_IfZ dz < H </ frt diZ)
Rn Rn i—1 i1 Rn—1

n e =
: R7»—1 JR i=1 R™

i=1

n = =
< H < . | D dx) = < . | D dx) :

i=1

cioe la tesi per p = 1.

Se p > 1 si applica cio che abbiamo appena provato alla funzione

v:R* = R, v(z) = |u(z)|",
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per un qualche r > 0 da determinare. Osservato che
|Dv(x)] = (r + 1)|u(z)["|Du(x)],

e sfruttando la disuguaglianza di Holder si ha

(r+1)n nT_l n_ nT_l
/ lu| =1 da = lv|"=1 dx < | Dv| dx
p—1

=(r + 1)/ lul"|Du|dx < (r + 1) ( |Du|pdx) ’ ( |71 dx> "
n R™ Rn

Se scegliamo

-1
P =1
n—p
segue
(r+n _ rp np .

quindi la tesi con

]

Notazione. Siindica con W (Q) la chiusura di C5°(€) rispetto alla norma | RI——
In sostanza u € Wi(Q) se e solo se esiste una successione (u;)ieny in C3°(Q) tale
che

u; — u in WHP(Q).

1—+00

Teorema 1.1.13. Siano 2 CR" aperto, u € Wol’p(Q). Se p < n allora

u € LF(Q),

[ul| o < c(n, p) || Dull 1 (1.12)
Dimostrazione. Sia (u;);en € C5°(R2) tale che

u; — u in WHP(Q).

i——+00
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In particolare (Du;);eny € una successione di Cauchy in LP(Q) e quindi per il

Teorema 1.1.12 si ha
[uj = will e < e(n, p) || Duj — D[,
che implica (u;);eny di Cauchy in LP"(Q). Siccome

u; — u in LP(§2),
1—>+00

dovra necessariamente essere

u; — u in LP"(Q).
1—>+00

Dunque abbiamo

il Loe < cn, p) | Dl o

u; — u in LP"(Q),

i——+00

Du; —— Du in LP(92),

i—+o00
e quindi

lull o < e(n, p)I Dl -

]

Come ultima nozione sugli spazi di Sobolev proviamo una generalizzazione al

caso u € WH(Q) della (1.12).

Definizione 1.1.14 (Aperto regolare). Sia 2 C R". Diciamo che Q ¢ un aperto

regolare se
1. Q e aperto e limitato;
2. Q= int(Q);
3. 9Q ¢ una (n — 1)-varieta di classe C'.

Teorema 1.1.15 (Disuguaglianza isoperimetrica). Sia @ C R"™ aperto regolare.
Allora
min{.Z"(Q), Z™(Q)} < c(n)[H"1(0Q)]".
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Teorema 1.1.16 (Disuguaglianza isoperimetrica). Siano Q C R™ aperto regolare,
E C Q tale che QN OE sia di classe C*. Allora

min{.Z"(E), £"(Q\ E)} < c(QH"(QNOE)]"

Teorema 1.1.17 (Formula della coarea). Siano @ C R™ aperto, u € C*(Q), u >
0. Allora

/Q Duldz = /Om H™ Q0 {u = t}) dt

Lemma 1.1.18. Siano f : [0,400) — [0, +00) misurabile e decrescente, o > 1.

Allora
+oo +o00
/ ) dt < ( fa(t) dt)
0 0

Dimostrazione. Siano T > 0, t € [0,T]. Siccome f ¢ decrescente si ha

n<q [ e
e ()
[ esoas ([ s ) faeydt (1.13)
/Otf‘l‘(s)dSS/OTfi(t)dt

e inserito cio nella (1.13) otteniamo

/OTta—lf(t)dtg (/UTfi(t)dt)a_l /OTfi(t)dt: (/OTfi(t)dt)a

Dall’arbitrarieta di 7" si ha la tesi. O

[0

da cui
che implica

Osservato che

Lemma 1.1.19. Siano Q C R"™ misurabile, u :  — [0,+00) misurabile, p €
[1,400). Allora

+o0
/ uP dx = p/ 1L ({u > t})dt
0 0
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Dimostrazione. Dimostriamo anzitutto il caso p = 1.

Sia A == {(t,x) € (0,+00) x Q/t € (0,u(z))}. Abbiamo

u(x) +o00
,?”H(A):/udx:// dtda::/ / dz dt
Q aJo 0 {u>t}
+

[ nqu s (1.14)

0

Se p > 1, utilizzando quanto appena mostrato, si ha

/Qupdx - 0+°°$n({u,, S t))dt = 0+°°$n<{u S 5)) dt
=p 0+oo L"({u > s})sP ! ds. (1.15)
]
Teorema 1.1.20. Sia v € WH(B(0, R)), v > 0. Supponiamo che valga
L (v = 0}) > %xnw(o, R)). (1.16)

Allora

1
=

1
</ o' dx) < c(n)/ |Dv| dex.
B(0,R) B(0,R)

Dimostrazione. Supponiamo v € C*(B(0, R)). Per i Lemma 1.1.18 ¢ 1.1.19 si ha

* n oo 1
/ v dr = / tr1.2"({v > t})dt
B(0,R) 0

n—1

n

<

n—1

+o0 =
( ZL{v > t})r dt) . (1.17)
Dalla (1.16) si ha, per t > 0,
L (<)) 2 2" (v =0} 2 3L (BO,R))

da cui segue

L' {o>1}) < 2"({v < t}).
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Allora dai Teoremi 1.1.16 e 1.1.17 abbiamo

:c(n)/ | Dol dz. (1.18)
B(O,R)

1.2 Spazi di Holder e di Campanato

Definizione 1.2.1 (Spazio di Hélder). Sia o € (0, 1]. Chiamiamo spazio di Holder

di esponente « 'insieme
% (Q) = {f € C(Y) /I fllcon < +o0},

dove
[ fllgoe = sup | f(x)] + [flco.,
e

Floon = sup LB =TW
“ z,ye) |l‘ — y|a '
z#y

Pit in generale, se k € N, definiamo
CE(Q) = {f € C*(Q) / || fllgr.a < +00},

dove

I les = 3 sup [D7f)| + 3 [0 flcoe.

Bl<k *€ |8l=k

Definizione 1.2.2 (Spazio di Campanato). Siano A > 0, 1 < p < 400. Chiamia-

mo spazio di Campanato di esponenti p, A I'insieme
LrNQ) = {f € L(Q) / ||l r < +00},

ove

1l gor = 1f 1l o + [flzen,
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[f]ip,)\ ‘= Ssup 7n_)\/ |f(ZL‘) - faco,r pdx,
€N Q(zo,r)
0<r<dg
e
dg = diam(€2), (1.19)
Q(xg,r) = QN B(xg, 1), (1.20)
Jaor ¢=][ f(z)dz. (1.21)
Q(zo,r)

Proposizione 1.2.3. Valgono le sequenti:
1. HLPA € una seminorma Ssu [,PM\(Q);

2. L#(9) C LPNQ) se Q ¢ limitato, p < q e =2 > "=t

3. C0(Q) C LPN(Q).

Definizione 1.2.4. Diciamo che 2 non presenta cuspidi esterne se esiste ¢, > 0

tale che
Lz, 7)) > cowpr”, (1.22)

per ogni z € Q, per ogni r € (0,dg).

Osservazione 1.2.5. Se la frontiera di € e Lipschitziana allora {2 non possiede né

cuspidi esterne, né interne.

Teorema 1.2.6 (Campanato). Siano  C R™ aperto limitato senza cuspidi ester-
ne, A\ >0,1<p<+o00. Sen <\ <n+p allora lo spazio di Campanato LP(S)

A—n

¢ isomorfo allo spazio di Holder C%*(Q) per a =

La dimostrazione del teorema di Campanato si basa un importante risultato,

dovuto a Lebesgue, che enunciamo di seguito.

Definizione 1.2.7. Siano 2 C R" aperto, u € L{ (), z € Q. Diciamo che z ¢

loc

un punto di Lebesgue per u se

lim lu(y) — u(x)| dy = 0. (1.23)

r—0t B(z,r)
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Osservazione 1.2.8. Se x ¢ un punto di Lebesgue per u allora
u(zr) = lim u(y) dy.
r—0+ B(z,r)

Osservazione 1.2.9. Se u ¢ continua in x allora x ¢ un punto di Lebesgue per w.

Teorema 1.2.10 (Lebesgue). Siano Q C R"™ aperto, uw € L, (). Allora quasi

loc

ogni punto di ) € un punto di Lebesque per u, cioé
Z"({x € Q/x non ¢ un punto di Lebesgue per u}) = 0.

Siamo ora pronti a dimostrare il Teorema 1.2.6.

Dimostrazione del Teorema 1.2.6. 11 punto (3) della Proposizione 1.2.3 ci assicura
gid una inclusione. Dimostriamo ora che vale anche £P*(Q2) C C%%(Q).

Sia u € LPA(Q). Divideremo la dimostrazione in due passi: costruiremo una
funzione v nelle classe di equivalenza di u che sara il nostro candidato ad essere
Holderiana e poi mostreremo 'effettiva regolarita di v.

Siano R > 0, z €  fissati e studiamo la successione (ux R ) definita da
2t/ ieN

Per ogni 0 < r < p < dg vale

Cawn " U — Uy | < / Uy — Uy p[” Ay
Q(z,r)
<o ( [ P ay+ [ ) el dy)
Q(z,r) Q)
<2 ul, (1 + pY) < 28[u]h, 007 (1.24)

dove ¢, € la costante di (1.22). Ne segue

=3

_n A A—n
e =t | < clulesnr ™5 p7 = clulenn (2)7 95

Sostituiamo ora %, 21% rispettivamente al posto di p, r ed otteniamo

A—n

R\ »
< x| = . .
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La successione <uz R ) e quindi di Cauchy, pertanto convergente. Possiamo
72t/ 4eN

percio definire la funzione

v: Q=R v(z)= lim u, r = lim u(y) dy, (1.26)
i—4oo T2i i—+00 Q(z ﬁ.)

Y
e per il Teorema di Lebesgue si ha u = v q.o. su 2. Osserviamo ora che per ogni @

tale che B(z, £) C Q si ha

P 1 P
u(y)—umﬁ_ dy:—/ U(?J)_Uﬁ. dy
]{mﬁ) 20 ZL7(Q(x, %)) oz, 2) 2
)z (7) Loyl -veald
2 g (B(I',%)) 2 Q(‘%zﬁz) 2%
R\ 1 RMm
<|=) —=x[p = . > 0 1.27
<(z) cgptie = oy = 20
perché per ipotesi A > n. Ne segue che
Fo )~ v@l dy 0 (129
Q(zvgﬁz) 1—+00
in quanto
Fo ) - vl dy
_1 p 1 D
<2 u(y) —u, n| dy+2° u, = —v(z)| dy
O, ) 2 Oz, By 1
_ 2,,_1][ u(y) —u, =| dy+ 219-1(%, n — o) ——0, (1.29)
Q(L?R_) ’ 20 72t 1—>+00
per la (1.27) e la (1.26). D’altra parte
Cewnr” < LUz, 1)) < wpr”, (1.30)

se r € (555, £) . Allora, mettendo assieme (1.28) e (1.30) si ha
1

u(y) —v(z |pdy=—/ u(y) — v(@)|" dy
]{Z(sc,r) ( ) ) g”(Q(x,r)) Q(m,'r)’ ) ( ’

L™z, 3)) ][
N f"(Q(x’ %)) Q(a,

2n

=— [u(y) = v(@)[" dy —— 0, (1.31)

A e

) = vt dy
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da cui

L. 1 —v@ray o
Osserviamo che la funzione v e indipendente dalla scelta del raggio iniziale R,
purché R sia positivo.
Ora che abbiamo determinato il nostro candidato v mostriamo che v € C%*(Q).

Per ogni d € N'\ {0}, sommando da 0 a d — 1 nella (1.25) risulta

d—1 - (A
Uy B — uz,R‘ < u, r —u, r|<clu LMR E
) 1 9i+1 191

=0 =0

00 i
A=n 1 A—n
< clulgpaR 7 E ( A_n) < clulgaR 7, (1.32)

i=0 P

per la convergenza della serie geometrica. Passando al limite per d — +o0o abbiamo
|v(z) — ug r| < cu] R,

dove

o =
p

Pertanto se z,y € ), scelto R = 2|z — y| si ha
[v(z) —v()| < [v(@) = Uar| + |te,r — Uyl + |uyr — v(Y)]
<l —y|* + |us,r — Uy Rl (1.33)

Stimiamo |u, g — u, g|. Data la nostra scelta di R segue che

Q (y, ?) C Q(z, R),

da cui

mn
_ _ P < _ P
Cetn o [t = Uy, R|" < /Q ) Uz, r — uy,rl" d2

§2p—1 (/ |U—UI7R|de+/ |u—uy,R|pdz) < 2p[ ]EPARA. (134)
Q(z,R) Qy,R)

In conclusione
Uy r — Uy r| < clu]pa RY < clx —y|”. (1.35)

Mettendo assieme la (1.33) e la (1.35) abbiamo la tesi. O
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1.3 Funzioni cut-off

In quest’ultima sezione di prerequisiti definiremo che cos’e una funzione cut-oft
e ne costruiremo esplicitamente una, in quanto tale strumento risultera essere di

grande utilita nei capitoli successivi.

Definizione 1.3.1 (Mollificatore). Chiamiamo mollificatore ogni funzione
w:R" = R,

tale che

1. we CP(R™,[0,400));

Allora la funzione

Lexp <1:Ii‘\2) se |z <1
0 se |z| >1

w:R" =5 R, w(z) =

¢ un mollificatore.

Notazione. Se w ¢ un mollificatore poniamo, per ogni € > 0

1

we :R" 5 R, w.(r) = —w (z) : (1.36)
en \e

Definizione 1.3.3 (s-mollificata). Siano f € LL _(R"), € > 0. Chiamiamo

loc

e-mollificata di f la funzione

fe :R" =R, fo(z) = (f xw:)(z) = - flz —y)w:(y) dy.
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Osserviamo che la definizione € ben posta in quanto 'integrale viene calcolato

su supp(w;) che & compatto.

Proposizione 1.3.4. Siano f € L} (R"), e > 0. Allora

loc
fe € C(R™).

Inoltre, se supp(f) € compatto anche supp(f.) lo é. Precisamente

supp(f:) € supp(f) + B(0,¢).

Definizione 1.3.5 (Funzione cut-off). Siano K C Q C R™, K compatto,  aperto.

Chiamiamo funzione cut-off tra K e 2 ogni funzione
n:R" =R,
tale che
1. n e Cg°(R™, [0, 1]);
2. 7 =1 in un aperto contenente K;
3. supp(n) C €.
FEsempio 1.3.6. Dati 0 < r < R, costruiamo una funzione cut-off n tra B(0,7) e

B(0, R) tale che
c

R—1’

dove ¢ > 1 arbitraria. Iniziamo considerando una costante

|Dn| <

R—r

4 Y

0<e<
e successivamente scegliamo due valori a, b tali che
0<a—2s<r<a—e<b+e<R<b+2e.
In particolare vale

r+e<a<r+26<R—-2<b<R-—c¢. (1.37)
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Definiamo la funzione

1 se [t <a
tl—b
h:R—= R, h(t) = 7 sea<|t|<b
a0 —
0 se [t| > b.
Osserviamo che vale
0 se |t <a
t
wiy =38 <
a—>b
0 se |t| > b.

Poniamo ora g := h.. Esplicitamente si ha

1 se ft|<a—e

g(t) = /h(t—s)wg(s)ds sca—e<|t|<b+e
R

0 se [t| > b+e,
e
0 se ft|<a—e
g (t) =< Dy </ h(t — s)w:(s) ds) sea—e<|t|<b+e
R
0 se [t| > b+e,

con w, come nella (1.36). Sia ora |t| € (a —e,b+ ¢). Abbiamo, usando il teorema

di scambio tra derivata ed integrale,

410 =i [ o= ynts)as) = [ Dt~ sy as

da cui segue

1 1
9’0l < /R’h/(lf—s)]ws(s) ds < P a ng(S) ds = —
Usando la (1.37) arriviamo alla maggiorazione
1 c

) < —— < -
b—a R—r—4e R—r
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dove

Infine la funzione cut-off cercata ¢

n:R" = R, n(z) = g(|z]).



Capitolo 2
Limitatezza delle soluzioni

Adesso che sono stati fatti i dovuti richiami possiamo concentrarci sull’argo-
mento centrale della trattazione. Ricordiamo che siamo interessati allo studio
della regolarita delle soluzioni deboli dell’equazione ellittica lineare a coefficienti

misurabili, simmetrici e limitati in forma di divergenza
> Di(Ay(x)Dyu) =0, (2.1)
ij=1

che si annullano lungo la frontiera di {2 C R™ aperto limitato. Ricordiamo inoltre
che essendo l'equazione ellittica a coefficienti limitati esistono due costanti 0 <
A < A tali che

MEP <Y Ay(a)&g; < Al

ij=1
per ogni £ € R™ e per quasi ogni x € (). D’ora in avanti, anche se non specificato

esplicitamente, si supporranno sempre verificate tali ipotesi.

2.1 Classe di De Giorgi

Definizione 2.1.1 (Soluzione debole). Diciamo che una funzione u ¢ una soluzione
debole di (2.1) se

1. ue W,2(Q);

21
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2. Per ogni ¢ € Wy*(Q), u soddisfa
/ > Ay(x)DjuD;¢ dx = 0,
Q=1

che possiamo riscrivere in forma vettoriale come
/ (A(z)Du, D¢) dx = 0.
Q

Inoltre diciamo che la funzione u ¢ una sotto-soluzione della (2.1) se vale (1) e

se u soddisfa
/ (A(z)Du, D¢) dx <0,
Q

per ogni ¢ € Wol’z(Q), ¢ > 0 q.o. su €. Similmente per la definizione di sopra-

soluzione.

Definizione 2.1.2 (Insieme di sopralivello). Siano z € Q, r > 0 tale che B(z,r) C

Q). Chiamiamo insieme di sopralivello k di w in B(z,r) I'insieme
Az, k,r) :={u >k} N B(z,r),

dove non indicheremo esplicitamente la dipendenza da x quando cio non creera

confusione.

Teorema 2.1.3 (Disuguaglianza di Caccioppoli). Siano u una soluzione debole di

(2.1), k e R, B(z,r) € B(z, R) € Q. Allora
A2 1
Dquygc——/ u— k) dy. 2.2
/A(k,r) D A (R =71)* Jagm) ( ) 22)
Dimostrazione. Sia n una funzione cut-off tra B(x,r) e B(z, R) tale che

2
R—1r

[Dn| < (2.3)

Se applichiamo la formulazione debole della nostra equazione differenziale con

funzione test

¢ =n’(u—k)" e Wy*(Q),
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abbiamo
0= / (A(y)Du, D) dy = / (A(y)Du, Dl (u — k)*]) dy
- / n(u — k)" (A(y) Du, D) dy + / (A@W)Du, D(u — K)*)dy.  (2.4)

Osservato che
n =0 al di fuori di B(z, R),

e che

D(u—k)", (u—k)T =0su{u<k},

risulta

0=2 [ - k)A@DuDr)dy+ [ (A D, D) dy
A(k,R) A(k,R)

Ne segue che

/ W2(A(y) Du, Du) dy = —2 / n(u— k)(A(y) Du, D) dy
A(k,R) A(k,R)

<9 / n(u— k)| A@)||Dul| Dl dy. — (2.5)
A(k,R)

Utilizzando ora la disuguaglianza di Young, la (2.3) e ricordando

[A]l < A,
si ha
2
[ awDu Dy <A [ g piDd s dy
A(k,R) A(k,R) R—r
A/ 2 2 45A 2
<— n*|Du dy—l——/ u—k)“dy. 2.6

€ Jaw,r) [Dul (R—=7)? Jaw.r) ( ) (2:6)

In particolare, scelto
2A

la (2.6) diventa

A 8A?

2 2 2 2
n“(A(y)Du, Du dyﬁ—/ n”°|Du|” dy + / u— k)*dy.
/A(k,R) Aw) ) 2 JA(k.R) [Dul AR —=r1)? A(k,R)( )
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Dunque

8A? /
_ u—k)?dy
AR —7)? A(k,R) ( )

A
> / n*(A(y)Du, Du) dy — —/ n*|Dul” dy
A(k,R) A(k,R)

2
21 1012 A 217,12 A 2
>\ n°|Dul”dy — - n’|Du|"dy = - | Dul” dy, (2.7)
A(k,R) 2 J Ak 2 J A(k.R)
perché n = 1 su A(k,r). Moltiplicando entrambi i membri per 2 si ha la (2.2) con
c = 16. O

Definizione 2.1.4 (Classe di De Giorgi). Chiamiamo classe di De Giorgi DG (f2)

Pinsieme delle funzioni u € W, () per cui esiste ¢ € R* tale che

DquySL/ u—k)*dy, 2.8
/A(k,r) D (R—1)? A(k,R) ( ) 28)

per ogni k € R, per ogni B(z,r) € B(z, R) € Q. In tal caso definiamo la costante
di De Giorgi c¢h(u) come la pit piccola costante maggiore di 1 per cui vale la
(2.8).

Inoltre chiamiamo classe di De Giorgi DG_(QQ) e costante di De Giorgi cp(u)
gli analoghi di DG, (Q) e ¢}o(u) dove la (2.8) ¢ sostituita da

c

|Du)*dy < ———— / (u — k) dy.
/{u<k:}ﬂB(x,r) (R—r)? {u<k}NB(z,r)

Infine poniamo

DG(Q) == DG, (Q) N DG_(), (2.9)

cpg(u) = max(cho(u), cpa(u)). (2.10)

Osservazione 2.1.5. Dalla dimostrazione del Teorema 2.1.3 segue che non ¢ ne-
cessario che la funzione u sia soluzione di (2.1) affinché u appartenga a DG (12).

Risulta infatti sufficiente che u sia sotto-soluzione di (2.1) e in particolare vale

2

A
cHalu) < 16F'
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Osservazione 2.1.6. La mappa

DG.(9) — DG_(Q)

u+— —u

¢ una biezione e vale

cha(u) = cpa(—u).

2.2 Locale limitatezza degli elementi della classe
di De Giorgi
Notazioni. Introduciamo le seguenti notazioni. Data u € DG (2) poniamo
Ut = [ ) - 7, (2.11)
A(h,r)
V(h,r) = ZL"(A(h,r)). (2.12)
Teorema 2.2.1. Valgono le sequenti:
1. U,V sono funzioni crescenti in r e decrescenti in h;

2. Per ogni h > k, per ogni 0 < r < R wvalgono le disuguaglianze

1
(h — k)

V(h7 T) < U(k’r>7

Dimostrazione. 11 primo punto segue dal fatto che
U= [ @) -nPds [ ) -k [ ) - bRy
A(h,r) A(h,r)
<[ () -0y = Ul ) (2.13)
A(k,R)

se h >k ese(<r < R. Analogamente per V.
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Dimostriamo ora la seconda parte. Si ha

(h— B2V (hr) = (h — k)22 (A(h, 7)) = / (h— k)2 dy

A(h,r)
: /A(hm) (ufy) — k) dy < /A(k,r) (uly) — k)*dy = U(k, R),
(2.14)

da cui segue la prima disuguaglianza. Sia n una funzione cut-off tra B(x,r) e

B(z, ) tale che

4
Dn| < .
1Dnl < 75—
Osserviamo che
2
[ Dl =P [ D) - kP
B(z,"5%) Ak, "5)

= / | Dul* dy
Ak, 758)

< D6 g gy~ 206l 1y gy

T (R-A) (R—r)?
(2.15)
e che
u(y) — k))? 2 16 wly) — E)H)2
Lo O =R ROy < 2o [ () -7y
16 , 16
- m /A(k,’“;R) (u(y) — k)" dy < —(R Ep=E U(k,R). (2.16)

Utilizzando la maggiorazione
(a+b)* <2(a® +07),

si ha
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Adesso applichiamo il Teorema di immersione di Sobolev 1.1.16 alla funzione n(u—

k)T per gli esponenti 2,2* ed otteniamo
1

( Lo ) =) dy>

gcm)<é(HRﬂDM@KMw—kVH%M>, (2.18)

[N

quindi

</A(k,r)(u(y) k) dy) < (R—r)? U(k, R). (2.19)

In conclusione, utilizzando la disuguaglianza di Holder, si ha

2
2*

vk = [ IRCORERTE ( / MRCORE dy) vk, )
(n)cho(u) .
g—GZf%erJQV@Jy. (2.20)

Corollario 2.2.2. Per ogni h > k, 0 < r < R wvalgono

1
V(nr) < Gl 1), (2.21)

3o

UMJ)SE@E&iQU%JﬂV%Jﬂ.

Rooy (2.22)

Dimostrazione. Conseguenza diretta del teorema precedente data la monotonia di

UelV. OJ

Risulta possibile unire queste due disuguaglianze per ottenere la maggiorazione
della singola quantita
p(h,r) = U(h,7)*V (h,7)",
dove £ > 0, n > 0 verranno determinati in seguito.

Dalle (2.21), (2.22), espandendo la scrittura otteniamo

C¢ 1
(h — k)21 (R —r)%

2¢
n

o(h,r) < Uk, R)*™V (k,R)
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con C' = c(n)chg(u).

Il nostro obiettivo € quello di stimare il comportamento di ¢ e un primo passo
consiste nello scrivere il secondo termine della maggiorazione come una potenza di

@ stesso. Cerchiamo percio un esponente ¢ > 0 tale che
U§+nv% — Uy — (U§V”)6 — 900'

A tal fine bisogna determinare le soluzioni del sistema
(2.23)

Siccome &, 7 sono parametri positivi arbitrari non ¢ restrittivo supporre n = 1 e

risolvere il sistema nelle incognite 6, £. Fatto cio si ottengono

1 1 2
6 == -+ — 2.24
2+V4+w (2.24)
nd
2

(2.25)

e per questa scelta di € e lecito scrivere

Cé 1 c% 1

S P T e S PR SE Tt

—o(k,R)’.  (2.26)

Osservazione 2.2.3. La (2.24) ci dice che 6 dipende esclusivamente da n. Inoltre

Teorema 2.2.4. Siano v € DG (), B(z, Ry) € Q. Allora per ogni hy € R esiste

d = d(ho, Ro, che(u)) tale che
(ho td @) 0

Inoltre € possibile scegliere d soddisfacente

" h 0—1
i = clm)chg(w’# £
0
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Dimostrazione. Definiamo le successioni (k;)ien, (R;)ien come segue:

k} —ho‘f‘d_if ‘>h0+d

2t j+too
R
Bo o , fo.
2 i+l iste0 2

ove d > 0 verra scelto successivamente. In particolare osserviamo che (k;);en €

Ri =

crescente mentre (R;);en € decrescente. Ora, dato che

d
Kiv1 — ki = 21

Ry
Ri — Rip = 52’

per la (2.26) si ha

(kip1, Riy1) < ok, Ri) | @

e () (5

;= 2’”(,0(1@-, R;).

Sia 1 € R e poniamo

La maggiorazione precedente puo essere riscritta in funzione di v; come

2i(2£+2) 0624£+2 Q—l)
(60— 2 t
ui(6—1) R0§d2

Vi1 < Y (2“

Con la scelta

% +2
p="p—7>0

si semplifica la frazione
2i(2§+2)

oui(0—1) L,

ottenendo quindi
05 24§+2

Yir1 < Y, <2#W%€_1> .

Inoltre, scegliamo d che soddisfi

(€94E+2
oH RE —— it =1 (2.27)
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Allora abbiamo

¢1 S 'QD(),
che implica

Yy < o,

in quanto

(€94E+2 B C€04E+2 B
e <y (2/L REP ! 1) < 1y <2“W% 1) = 1.

Osserviamo che quest’ultima maggiorazione e possibile perché § — 1 > 0. Dun-

que iterando tale ragionamento un numero finito di volte si dimostra che vale la

maggiorazione
1/)7: S 1/}07

per ogni 7 € N. Pertanto

o(ki, R;) < 27 o (ko, Rg) — 0.

i——+00

D’altra parte, per monotonia, si ha

R R
0<¢p (h0+d, 70) < (ki770> < ki, R;)) —— 0,

i——400

cioe la tesi. In particolare osserviamo che per la (2.25), la condizione (2.27) &

soddisfatta se

o) no p(ho, Ro)?™!
d2 > C(n>cDG(U) -1 _ C(TL)C-EG(U)TG 90( 05 0) )

-~ R ’ Ry’
]
Osservazione 2.2.5. Si ha .
© (ho +d, 70) =0 (2.28)
se e solo se .
U (ho +d, —0) =0
2
oppure
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Nel primo caso, ricordando la (2.11), deve necessariamente essere

7 (A <h0+d,%)> — 0.

Nel secondo, ricordando la (2.12), giungiamo alla stessa conclusione. Pertanto

(2.28) equivale a

) R
u < hy+dq.o.in B ($’70) .
Siamo pronti ad enunciare il risultato piu significativo del capitolo, ovvero il
passaggio da una stima L? ad una stima L> delle funzioni appartenenti alla classe

di De Giorgi.

Corollario 2.2.6. Sia u € DG (Q2). Allora vale

6—1

(V(Z;R))Q (2.29)

[NIES

esssupu < h + 6(n)ci§G(u)n79 (
B(z,5)

U(h, R)>

wy ™
per ogni B(x, R) C Q e per ogni h € R.

Dimostrazione. La tesi e conseguenza diretta del Teorema 2.2.4 dopo aver espanso

©(hg, Ry)?~1 e dopo essersi ricordati che 7, £, 8 verificano le condizioni

Osservazione 2.2.7. Nel caso in cui A = 0 il corollario ci dice che

esssupu < a (][ u? dy)
B(x,%) B(z,R)

dove a pud essere stimata in termini di n e ¢} (u). Similmente, nel caso in cui

u € DG_(Q) vale
—essinfu < b (][ u? dy)
Bz, % B(z,R)

N[

1
2
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con b dipendente da n e ¢ (u). Pertanto se u € DG(Q) esiste ¢ = ¢(n, cpa(u))

tale che

2
esssupu —essinfu < ¢ (][ u? dy)
B(x,5) B(z,%) B(x,R)

da cui la locale limitatezza di w.



Capitolo 3

Regolarita Holderiana

3.1 Oscillazione essenziale

Questo capitolo vertera attorno allo studio di una nuova quantita legata alla

funzione wu.

Definizione 3.1.1 (Oscillazione essenziale). Siano @ C R™ aperto, u : Q@ — R
misurabile, B(z,r) C Q. Chiamiamo oscillazione essenziale di u su B(z,r) il
valore

w(B(z,7))(u) = esssup u — essinf u.
B(z,r) B(z,r)

Quando non creera confusione indicheremo 1’oscillazione di u semplicemente con
wy(u).

Teorema 3.1.2. Siano Q C R™ aperto, ¢ > 0, a € (0,1], u : Q@ — R misurabile.
Supponiamo che per ogni B(z,r) C Q valga w,(u) < cr®. Allora

u e CYHQ).

loc
Dimostrazione. Per quasi ogni y € B(x,r) vale

essinfu < u(y) < esssupu,
B(=,r) B(z,r)

da cui

essinf < u,, < esssupu,
B(z,r) B(z,r)

33
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che implica

|U(y) - Ux,r| < wr(u) < ecr®.
Abbiamo cosl dimostrato che

= £2,n+2a(Q> )

Infatti per ogni zp € Q, r € (0,dq) si ha

T”ZO‘/ U — gy > da < P2 / (cr*)? dx
Q(zo,r) Q(zo,r)

< 027"_"/ dz = Pw, < +oo, (3.1)
B(zo,r)

dove Q(z0,7) ¢ definito nella (1.20). Per il Teorema 1.2.6 si ha u € Co¥(Q). O

loc

Lemma 3.1.3 (Iterazione). Siano Ry > 0, f : (0,2Rg] — R crescente tale che

r(5)=(3) sen

per ogni p € (0, Ry]. Allora

0= () s

per ogni v, R tali che 0 <r < R < R,.

Dimostrazione. Siano r, R € (0, Ryg] con r < R e sia i € N tale che

R

Dalle ipotesi segue immediatamente che

()< ()= < nm

quindi, per monotonia

s (B) < (3) rm=a () s <o (1) i
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3.2 Teorema di De Giorgi

Ricordiamo che, come visto nella (2.11), data u € DG () si definisce
V(h,r) = ZL"(A(h,1)).

Lemma 3.2.1 (Decadimento di V). Siano Q@ C R", u € DG, (). Supponiamo

esistere B(x,2r) @ Q, ko < esssupu < M < 400 tali che
B(x,2r)

V(ko,7) < %f”(B(x, r)).

Allora, posto

k, =M — , 2
- (32)
vale .
Vb)) eln)eha(u)
rm v

per ogni v € N.
Dimostrazione. Siano h,k € [ko, M] con k < h e definiamo la funzione
0 se u(y) <k
v: Q=R ooy) =S uly) -k sek<uly) <h
h—k se u(y) > h.

Per costruzione v > 0 e v € WH(Q) perché u € W1(Q). Chiaramente, pud essere
Dv # 0 solo su A(k,r) \ A(h,r) e osserviamo che

L"{v=0}NB(z,r)) = ZL"{u < k}NB(x,r))
> £"({u<ho} N Bx,r) > 22" (Blx,r)).  (33)
Allora per il Teorema 1.1.20 si ha

(h— k)" Z"(A(h,1)) = /A(h )Ul* dy < [[vllz- < e(n)[| D],

1 1"
= ¢(n) </ | Do dy) = c(n) (/ | D dy) :
B(z,r) A(k,r)\A(h,r)

(3.4)
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Applicando adesso la disuguaglianza di Holder otteniamo

1*
o ([ ipulay)
A(k,r)\A(h,r)

< c(n) ( / rDude) " Ak, )\ Alh ) S
A(k,r)\A(h,r)

1*

<o ([ lour ) LA )\ A )

1*
2

—co) ([ puay) " ) - V) E (35)
A(k,r)
Per ipotesi u € DG (€2) quindi
+
[ pupay e [ e pray
A(k,r) r A(k,2r)
+ +
<c(n) CDGQ(“) / (M — k) dy < c(n)cDG2(“> / (M — k)2 dy
r A(k,2r) r B(w,2r)
che(u) 2 .m + 2 n—2
<c(n) 3 (M — k) w,r"™ = c(n)che(u)(M — k) r"==. (3.6)

Mettendo assieme (3.4), (3.5), (3.6) si ottiene

(h — k)Y V(h,r) < ¢(n) (CEG(U)(M — k)anr”_2)7 (V(k,r) = V(h,r))

-
S

da cui segue, elevando il tutto alla 1%,
(h = k)2V (h,r)™ < c(n)che(u) (M — k)2w,r™2(V (k,r) — V(h, 1)),

che possiamo riscrivere come

V(hr)t < c(n)c%du)%r”%{/(k, r)—V(h,r)).

Sia k, come nella (3.2) e sostituiamo k;_1, k; al posto di k, h rispettivamente.

Otteniamo allora

oV (k)™ <DV (ki)
=1

< e(n)chg(u)r™? Z m(V(lﬂi_l, r)—V(k,r)). (3.7)
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Dalla (3.2) si ha

quindi

In conclusione

]

Teorema 3.2.2 (De Giorgi). Siano Q@ C R™ aperto limitato, u € DG(SY), cioeé
u, —u € DG (). Allora
ue CYQ),

loc

con
20 = —log,(1 — 27+,

no—1

v = [2C(n)cpa(u) o1 ],

9_1+ /1+2
) 4 n’

Dimostrazione. Sia R > 0 tale che B(x,2R) € Q e per ogni r € (0, R] definiamo

m(r) == essinf u,
B(z,r)

M (r) == esssupu,

B(z,r)
w(r) = M(r) —m(r),
u(r) = M

Vogliamo applicare il Lemma 3.2.1 al valore
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A tal fine dobbiamo prima verificare che siano soddisfatte le ipotesi di tale lemma,
ossia provare che .
V(ko,r) < §$"(B(x,r)).

Ora
V(ko,r) = L"({u > ko} N B(x,r)) = L"({u > pu2r)} N B(z,r)).

Se vale

2"({u > u(2r)} 0 Blx,r) < 2" (Blx, 7))
non c’e nulla da fare, altrimenti si ha

2" ({u < u(2r)} 0 Bl 1) < 52" (Bl 7))
e si ragiona con —u al posto di u dato che per ipotesi

u € DG(R)
e di conseguenza
—u € DG(Q).

Scegliamo
no—1

v = [2C(n)cpa(u) =1 1,

con C(n), e di conseguenza v, abbastanza grande da verificare

6(n)cDG(u)n79 (M>951 < %, (3.9)

rrn

dove &(n) ¢ la costante della (2.29). Cio e sempre possibile in quanto, per il Lemma
3.2.1 .

<V(k,,, r)) o c(n)epg(u) < c(n)epa(u)

T.n

6—1 °

v " 20(n)epe(u) o

In particolare, la scelta di v risulta indipendente dai valori r, R. Sostituendo r, k,

rispettivamente al posto di R, h nella (2.29) si ottiene

6—1

M (L) < ko + em)epa(u) ¥ (U(k”’r))% (V(k”’r)> o

Wpr™ rm
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Ora
U(ky,,r) 2 B 1 5 2
( Wy ™ ) W /A(k;l,,r) (= h) dy>
1 , o\ 2
< (= /B L (e k) dy)
= M(2r) — k. (3.10)
Dunque
01 (5) <k + oot aren) -y (L)
st M(er) —ky _ M(2r2) +k,
— M(2r) - 2yl+2w(27"). (3.11)
Allora
w (g) =M <g> —m (g) <M <g> —m(2r) <w(2r) — 2yl+2w(27’)
= (1= )= (3) T e
_ (i) Sl ( ) o (3.12)

Pertanto, dal Lemma 3.1.3 segue

wlr) < (%)aww) — o

e per il Teorema 3.1.2 si ha la tesi. O]
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Capitolo 4
Regolarita per sistemi

Nel capitolo precedente abbiamo dimostrato che le soluzioni deboli in W% ()
dell’equazione ellittica lineare con coefficienti Boreliani e limitati
n
> Di(Ay(x)Dyu) =0,
ij=1
sono Holderiane. Risulta naturale porsi lo stesso problema nel caso di sistemi.
Sfortunatamente, a differenza del caso scalare, il risultato di regolarita non e piu

valido come mostro lo stesso De Giorgi nel 1968 in [De 68].

4.1 1l controesempio di De Giorgi

Iniziamo fornendo le notazioni che useremo in questo capitolo.
Notazioni. e B:=B(0,1)={zxeR"/|z| <1}
e B*:=B(0,1)\ {0} ={z e R"/0 < |z] < 1}.
Consideriamo il campo vettoriale u : R™ — R™ definito come
w(z) = z|x|” = (z1|z]”, ..., za]z|”). (4.1)

Mostreremo nel corso di questo capitolo che per un’opportuna scelta di v =
7(n) € R nonostante la funzione u sia la soluzione delle equazioni di Eulero-

Lagrange del funzionale

F(u) ::/BF(SU,Du)d:c,

41
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dove

D | + > (D), (4.2)

i,j=1 1,j=1

F(z, Du) (n—2

essa non risulta essere né continua né limitata se n > 3. Articoleremo la prova nei

seguenti punti:

1. determineremo i coeflicienti Agjﬁ : B — R tali che

F(x, Du) ZZA” DuDu

a,p=11,j=1

2. mostreremo che tali coefficienti sono misurabili, limitati e soddisfano la

condizione di ellitticita

Al < ZZA” v)EE),

a,f=11,j=1

q.0. su B, per un certo A > 0;
3. mostreremo che il funzionale F e strettamente convesso;
4. determineremo le equazioni di Eulero-Lagrange di F;

5. determineremo l’esponente ~ per cui u e soluzione di tali equazioni in senso

classico in B*;
6. mostreremo che u € WH?(B,R");
7. mostreremo che u ¢ soluzione debole delle equazioni di Eulero-Lagrange;
8. proveremo che u non e limitata né continua in B se n > 3.

Iniziamo la dimostrazione.

1) Mediante una verifica diretta si prova che i coefficienti Agﬁ sono dati da

ij Tali
Agg(@) = |(n —2)00i + HW} {(n — 2)dg; + dapdij,

]
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per ogni «, 5,4, € {1,...,n}.
2) Dal punto precedente segue subito che

Al (@) € L(B),

per ogni «, 3,4,7 € {1,...,n}. Inoltre, si puo verificare che esistono due costanti
A, A tali che
0<A<A,
AP < Y0 Y Als(a)€agh < AlgP, (4.3)
a,B=14,j=1

per q.o. © € B, per ogni ¢ € M, (R).
3) Per la linearita dell’integrale dimostrare che F'(z,-) & strettamente convessa

per q.o. x € () ¢ sufficiente per affermare che F ¢ strettamente convesso. Siano
allorat € (0,1), X, Y € M,(R), X #Y e proviamo che

(1—-t)F(x,X)+tF(z,Y)— F(z,(1 -t)X +tY) > 0.
Si ha

(1-t)F(z, X))+ tF(z,Y) — F(z,(1 - )X +tY)
= Y (= )AL@)XX] — Al(2)XLY] — Ay (@) YiXh + Aly(2) YY)
i g B=1

= 3 (- )AL (@)(XL - V(X - Y]). (4.4)

1,7,0,8=1
Dalla (4.3) e dalla scelta di ¢, X, Y segue

(t=1*) D AT () (XL =YX, =Y 2 Mt =) X Y[ >0,

i7j7a7/8:1
dunque la stretta convessita di F.

Osservazione 4.1.1. Poiché il funzionale F ¢ strettamente convesso una funzione
u soddisfa debolmente le equazioni di Eulero-Lagrange ad esso associate se e solo

se u € minimo di F, precisamente ['unico minimo.
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4) 1l funzionale in questione ¢ del tipo

Flu) == /B F(z, Du) dx,

pertanto le equazioni di Eulero-Lagrange si ottengono ponendo
ZD (@, Du)] = 0,i=1,...,n. (4.5)

Espandendo la (4.5) si ha in B*

ZDj{[n—z ZDhu +n Z x""xh ] [(n—2)5ij+n%] +Dju’}
i=1 v

k,h=1

~0, (4.6)

per ogni ¢ = 1,...,n che possiamo ulteriormente svolgere ed ottenere

(n—2) i[n—2 ZDhu +nZWh ] (4.7)

= 2l

+nZD {”J [ ZDhu —l—nz x’“‘“ ” (4.8)

k,h=1

+ Z D3yt =0, (4.9)
h=1

perognii=1,...,nin B*.
5) In questo passaggio andremo a sostituire nelle (4.7), (4.8) e (4.9) la funzione

u definita nella (4.1). Sia i € {1,...,n} fissato e osserviamo che
Dilz|” = yalz| 7> (4.10)

Ne segue che

n

Z Djla]” = Z Dy (vl = Y (e 4y = 2)aq |

h=1
= (ny+7° = 29|27, (4.11)
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quindi

Z D3 (z]z|") = :E,ZD,%MP + Di(|x|” + 2;D;|x|") = x Z D} |z|” 4 2D;|z|"
h=1 h—1 h=1
heti

= (ny +7)mila, (4.12)

che poi andremo a sostituire nella (4.9). Nuovamente per la (4.10) abbiamo le

uguaglianze

> Dulala) =D (o + wnDulz[)) = > (] + yaila] %) = (n+7)|=[",
h=1 h=1 h=1
(4.13)

n n

L. X a:

> S Di(aala) = Y L Dyfa] + Z 2|:cr”+2 hDh|:c|”

hh=1|x| hohe e
k+#h

iz’
= [z + Z k 2|27 = (L)l (4.14)
koh=1

dove & stata usata l'identita

3 alal = (sz) <sz> e

k.h=1

Dopo questi conti, si ha

(n—2)D; [(n —2) Dy(zplz)") +n %Dk(xhum]
h=1 k,h=1
= (n = 2)Dy[(n — 2)(n +7)[z|" +n(1 +7)|z["]

=7(n —2)[(n = 2)(n +7) +n(1 + )|z, (4.15)
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mentre

nZD {xl% [ —2) Y Dp(zplz]") +n xk—?Dk(iﬂhkﬂp)]}

h=1 ke h=1 ||

_nZD {22020+ lal 40+ 11}

—NZD {wiyl["[(n = 2)(n +7) + n(1+7)]}. (4.16)
Per espllcltare quest’ultimo termine osserviamo anzitutto che

—9 -2 —4 -2
> Di(wial ™) = > w27+ (v = 2)23 |27 + Dy(aF|27?)
j=1 j=1

i
= (n — Daylz|"™> + Z(V — Q)mix?|x|7_4 + 22|z + (y — 2)aP |
j=1

j#

= (n + D)zl 2+Z — )@z = (n oy — Dayla| 2 (4.17)

7j=1

Pertanto da (4.16) e (4.17) si trova

nZD { [<"— 2) " Dafanlel") +n ”"’fi’lehW”

h=1 i 7l

= "(n +7 = D(n = 2)(n+7) +n(l + )]zl (4.18)

Infine possiamo inserire le (4.12), (4.15), (4.18) rispettivamente nelle (4.9), (4.8),
(4.7) ed ottenere per i =1,....n

2 n 2 2 -2
(2n —2) (7+§) +ny 47| wilz|T =0,

che ¢ soddisfatta in senso classico in B* se

_ " !
T T Yan—2rr1)

Osservazione 4.1.2. Se n > 3 allora

n 1 3 1
=—1|1- <1 — ) <—1
! 2( (2n—2)2—|—1) - 2< \/16+1)
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6) Mostriamo che u € W?(B). Anzitutto osserviamo che esiste ¢ = ¢(n) tale

che
|Du| < c|z|”.
Infatti
| Duf® < Z ‘Diuhf = Z (nDyla|")? + Z(WV +2;Dylx]")?
ih=1 ih=1 i=1
ih
< Z w2y x| 4 )z = el (4.19)

i,h=1
In particolare, da cio segue che
| Dul||, = / |Du)* dz < c/ 2| dz < 400,
B B
in quanto 2y > —n. Percio
|Du| € L*(B). (4.20)

Adesso, applicando una semplice integrazione per parti si ha che

/lwmwu_—/fmmmﬁ

per ogni ¢ € C5°(B*). In tal modo riusciamo a stimare la norma L? di u con quella

di Du. Ne segue che
u € L*(B*,R"),
quindi
u € WH(B*,R™).

Per poter concludere che u € W1?(B,R") dobbiamo ripetere lo stesso ragiona-

mento con ¢ € C§°(B).

Lemma 4.1.3. Siano n > 3, ¢ € C§°(B). Allora esiste una successione (pg)gen
in C3°(B*) tale che

Dk m} 2 in W1’2<B).
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Dimostrazione. Sia 1 una funzione cut-off tra B e B(0,2). Definiamo per ogni

k € N le funzioni

() = P(kx),
er() = o(z)(1 — Pp(x)).

Si ha
pr € C5°(B) NWH(B),
e
gpk:OinB(O,l).
k
Inoltre

2 2 2 2
[ — SDkHWw(B) - HSO%HWLQ(B) - H@WHLQ(B) + HD(SOW)HH(B)
< [lonllzaim) + 2 (D)2 + 210DV F2gm)  (4:21)

Adesso
2 _ 212 2
'k
e
DRVl = [ IDefutde< [ IDgfPde 0, @2
B B(O,%) k—+o0

per il teorema della convergenza dominata di Lebesgue. Infine

(D) ) = [ 1D o < maxi? [ DIk da
=k? maxgp2/ |Dy(kx)]? de < K>~ max<p2/ |Dy(x)|” dz —— 0, (4.24)
B B B R k——+o0

in quanto per ipotesi n > 3. Mettendo assieme (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24) si

conclude la dimostrazione. O

Sia adesso ¢ € C$°(B). Per il Lemma 4.1.3 esiste (¢g)ren in C§°(B*) conver-
gente a o in W?(B). Allora,

/ (Du)pdr = lim (Du)ppdr = — lim u(Dpy)de = —/ u(Dy) dz,
B

(4.25)
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quindi u possiede derivate deboli su B. Dunque, per 'unicita delle derivate deboli
e per la (4.20), si ha
u € WH(B,R").

7) Ricordando che u risolve le equazioni di Eulero-Lagrange in senso classico

in B* si ha che le risolve anche in senso debole in B*, cioe

/ZZA” (z)D;u“D;’ dz = 0,

a,p=11,j=1

per ogni ¢ € C§°(B*,R"). Se consideriamo ora una funzione ¢ € C§°(B,R"),

utilizzando ancora una volta il Lemma 4.1.3, si ha

/ S 3 AV () Dt ngoﬂdx—kgrfoo/ S S A () DDyl e 0.
a,f=11,j=1 a,f=11,5=1
Dunque u ¢ soluzione debole delle equazioni di Eulero-Lagrange anche in W?(B).
8) A questo punto ¢ sufficiente richiamare ’Osservazione 4.1.2 e per n > 3 si
ottiene

lim |u(z)| = hm 2| = +o0.
|z|—0 |z|—

Chiaramente © non ¢ né localmente limitata né continua in B.

Osservazione 4.1.4. L’Osservazione 4.1.1 ci dice che il controesempio fornito da
De Giorgi sfata la possibilita di ottenere regolarita Holderiana sia per soluzioni
di un sistema di equazioni alle derivate parziali sia per estremali vettoriali di un
funzionale integrale del calcolo delle variazioni, a meno di non imporre ipotesi di

struttura sull’operatore.
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