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Sommario

La superconduttività è uno stato della materia caratterizzato dall’espulsione di tutti i
campi magnetici durante la transizione di fase e da resistività nulla al passaggio di cor-
rente, esso è proprio di molti materiali a basse temperature. I primi superconduttori sono
stati identificati agli inizi del Novecento raffreddando la materia a temperature estreme,
ma nel corso degli anni fino ad arrivare ai nostri giorni si sono trovati sempre più materiali
con queste caratteristiche a temperature sempre maggiori, in particolare per una specifica
classe di composti chiamati cuprati si sono trovate temperature critiche superiori ai 100K.
In questa tesi vengono presentati i principali risultati ottenuti nell’ambito, a partire dal-
l’instabilità di Cooper data dall’interazione elettrone-elettrone fino ad arrivare alla teoria
BCS, per poi passare ad enunciare le caratteristiche salienti dei cuprati e l’apparato teorico
con cui si è descritto il loro comportamento. Ci si sofferma in particolare sulla descrizione
e lo studio di un potenziale anisotropo come origine dell’interazione attrattiva mediante
gli strumenti forniti dalla fisica dello stato solido nell’ambito dei potenziali periodici e del
modello di Hubbard applicato a un reticolo bidimensionale.
Date queste condizioni si ottiene che un modello con superconduttività data da pseudogap
di onda dx2−y2 dovuta all’interazione antiferromagnetica negli strati 2D di CuO2 descrive
i cuprati in maniera conforme alle loro caratteristiche fisiche.
Si è inoltre sviluppato un approccio numerico per calcolare l’equazione di gap con queste
premesse, trovando dei risultati conformi alle aspettative che confermano il nostro modello
teorico.
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Capitolo 1

Introduzione ai superconduttori e
instabilità di Cooper

1.1 Caratteristiche fenomenologiche dei supercondut-

tori

La superconduttività è uno stato della materia scoperto per la prima volta nel mercurio
dal fisico olandese Onnes nel 1911 [1] che si viene a formare a temperature molto basse,
prossime allo zero assoluto. Questo comportamento viene poi riscontrato negli anni suc-
cessivi in molti altri elementi puri raffreddati a temperature bassissime.
La prima descrizione fenomenologica di questo particolare stato della materia viene com-
piuta da Meissner nel 1933 [2].
Per i materiali che manifestano uno stato superconduttivo si hanno delle proprietà parti-
colari al di sotto di una temperatura critica Tc [3]:

• Si ha una transizione netta delle proprietà del materiale alla temperatura Tc (che
per diversi materiali può variare da pochi mK fino all’ordine di una decina di K
al di sopra della quale si ha un normale comportamento metallico tipico dei solidi,
segno che ci troviamo in una vera e propria transizione di fase. Le energie termiche
corrispondenti a questo stato sono quindi molto inferiori (tra 10−7eV e 10−3eV )
rispetto alle energie tipiche dei solidi (nell’ordine del livello di Fermi, ovvero di circa
un eV ).

• La resistività elettrica in un materiale nello stato superconduttivo è nulla e si può
avere un flusso di carica elettrica all’interno del materiale senza alcuna dissipazione
di energia. Al di sopra della temperatura critica Tc il materiale si comporta come
un normale conduttore.
Lo stato superconduttivo può tuttavia essere distrutto applicando un campo ma-
gnetico Hc sufficientemente intenso sopra il quale il materiale perde tutte le sue
peculiari proprietà. Questa condizione limita quindi anche la corrente massima DC
che può fluire all’interno del materiale senza distruggere questa fase della materia
(effetto Silsbee).
Un superconduttore permette la conduzione senza dissipazione di una corrente AC,
se la frequenza non è troppo elevata.
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• Si ha diamagnetismo perfetto (effetto Meissner): applicando un qualsiasi campo
magnetico all’esterno del materiale nello stato superconduttivo, si trova un campo
magnetico totale nullo all’interno del materiale.
Questo significa che la presenza del campo magnetico all’interno deve essere an-
nullata da una corrente situata sulla superficie del materiale. Chiamiamo questa
corrente corrente persistente. Da notare che per un conduttore perfetto si deve ne-
cessariamente avere un campo magnetico interno indipendente dal tempo ∂H

∂t
= 0,

mentre nel caso di un superconduttore si ha la condizione ulteriore H = 0 su tutto
il materiale.

• Contrariamente a ciò che succede nei normali conduttori, i superconduttori non sono
anche dei buoni conduttori di calore e non esibiscono alcun comportamento tipico
dell’effetto Peltier (il quale afferma che in un conduttore a temperatura costante
una corrente elettrica è sempre accompagnata da un flusso di calore). Ciò significa
che gli elettroni che partecipano alla corrente persistente non trasportano alcuna
entropia.

Figura 1: grafico del calore specifico misurato in prossimità della temperatura critica Tc,
i punti sperimentali sono in nero con i possibili andamenti evidenziati in grigio. È chiara-
mente visibile la discontinuità per la temperatura critica Tc e l’andamento esponenziale
nella zona superconduttiva. I dati sono presi da un materiale composto da un reticolo
poliedrico con cella unitaria data da Ba8Si46 [4].

• Il calore specifico a basse temperature in un normale metallo dà un contributo
∝ aT + bT 3, con il primo termine di tipo elettronico e il secondo di tipo fononico.
Nel caso di un superconduttore si ha una discontinuità del calore specifico per la
temperatura critica Tc: subito al di sotto di essa CV salta a un valore superiore
rispetto a quello predetto dal normale comportamento metallico, per poi scendere
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progressivamente fino a valori inferiori a quelli del corrispondente materiale nello
stato normale (ottenuto applicando un campo magnetico superiore a Hc).
Questo fatto suggerisce che il normale andamento del calore specifico sia sostituito
nella fase superconduttiva da un termine del tipo exp {−∆/kBT} con ∆ costante
energetica. Questo è il comportamento tipico di un sistema in cui esiste una gap
tra il livello fondamentale (livello di Fermi) e i livelli eccitati di ampiezza 2∆ con ∆
nell’ordine di kBTc.

1.2 Tipologie di superconduttori

Esistono due tipi di superconduttori: quelli di tipo I e quelli di tipo II. Quelli di tipo I sono
stati scoperti, come già detto, da Onnes nel 1911. Si tratta di elementi puri normalmente
scarsamente conduttivi (i conduttori migliori spesso non hanno una fase superconduttiva)
con una temperatura critica Tc solitamente sotto i 10K e campo critico Hc minore di 1T.
Quelli di tipo II sono leghe o ceramiche con temperatura critica in generale più alta e due
campi critici Hc1 e Hc2 , per H < Hc1 si ha l’effetto Meissner descritto in precedenza, per
Hc1 < H < Hc2 si ha uno stadio misto in cui il flusso di campo magnetico penetra nel
metallo formando un reticolo regolare mentre perH > Hc2 si ha il normale comportamento
metallico. In generale esiste una proporzionalità fra i due campi con Hc2 di intensità fino
a qualche decina di Tesla.
In questa tesi, dopo aver descritto le caratteristiche fondamentali della teoria BCS per
i superconduttori, tratteremo in particolare dei cuprati, famiglia di superconduttori di
tipo II a base di leghe di rame con temperature critiche superiori al punto di ebollizione
dell’azoto.

1.3 Le coppie di Cooper e l’instabilità a basse tem-

perature

Nel 1957 viene per la prima volta pubblicata una teoria che possa spiegare il fenomeno della
superconduttività a livello microscopico da Bardeen, Cooper e Schrieffer [5]. L’ipotesi
centrale da cui viene sviluppata tutta la teoria è che, a bassissime temperature (al di sotto
dei 30 K nella teoria originale), il mare di elettroni all’interno di un metallo sia instabile
rispetto a un’interazione attrattiva che si viene a creare tra una coppia di elettroni, con
l’ipotesi che questa interazione attrattiva sia mediata da un fonone. Questa interazione è
quindi efficace in una banda di energie di larghezza di ordine ℏωD attorno all’energia di
Fermi, con ωD frequenza fononica di Debye del materiale.
Lo stato fondamentale di un gas di fermioni liberi a T = 0 si ottiene dalla statistica di
Fermi-Dirac:

Nf (ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
(1.3.1)

con µ potenziale chimico e β = (kBT )
−1, la quale per T = 0 si riduce a una distribuzione

in cui gli stati al di sotto della energia di Fermi sono completamente occupati mentre
quelli al di sopra sono del tutto vuoti.
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Se adesso si aggiunge al gas di Fermi una coppia di elettroni caratterizzata da una in-
terazione centrale attrattiva ”piccola” U(r1, r2) e che non interagisce con il resto degli
elettroni se non mediante il principio di esclusione di Pauli, si ottiene l’Hamiltoniana per
i due elettroni della coppia:

Ĥpair =
P̂ 2
1

2m
+
P̂ 2
2

2m
+ Û(r1, r2) (1.3.2)

con cui si può scrivere la corrispondente equazione di Schroedinger indipendente dal tempo

ĤpairΨ = EpairΨ. (1.3.3)

Si ha che l’energia della coppia, in mancanza dell’interazione attrattiva, è necessariamente
2Ef in quanto i livelli inferiori sono completamente occupati.
Dato che l’Hamiltoniana non dipende dalla parte di spin, si può scrivere la funzione d’onda
Ψ come Ψ = χ(σ1, σ2)ϕ(r1, r2). Si prende inoltre per la coppia il sistema di riferimento a
energia minore, ovvero quello per cui la quantità di moto del sistema è nulla, per questo
motivo si pone nello spazio dei momenti k1 = k e k2 = −k.
Poniamo quindi la condizione che il potenziale attrattivo sia centrale: per ottenere questo
dobbiamo ipotizzare che esso sia del tipo U(r1, r2) = U(r1 − r2).
Per avere la forma generale della parte orbitale della funzione d’onda espandiamo in onde
piane per ciascuno dei due elettroni

ϕ1 =
1√
V

∑
k

eikr1 (1.3.4)

e otteniamo cos̀ı la forma generale per la parte orbitale della coppia di Cooper:

ϕ =
1

V

∑
k

g(k)eik(r1−r2), (1.3.5)

dove |g(k)|2 è l’ampiezza della probabilità di trovare un elettrone con vettore d’onda k e
un altro con −k e poniamo g(k) = 0 per Ek =

ℏ2k2
2m

< Ef per tenere conto del principio di
esclusione di Pauli (i livelli energetici sono già occupati, avendo ipotizzato di aggiungere
la coppia di Cooper al gas di Fermi).
Ipotizziamo inoltre che l’interazione U(r1 − r2) sia attrattiva solo tra gli elettroni in una
banda energetica di ampiezza ℏωD, tale per cui g(k) = 0 per Ek > Ef + ℏωD (per un
normale metallo ℏωD ≪ Ef ). Questa assunzione al momento non giustificata viene fatta
postulando che l’interazione attrattiva sia di origine fononica e quindi attiva solo per
energie dell’ordine di ℏωD.
Possiamo adesso scrivere la funzione d’onda completa Ψ tenendo conto del fatto che essa
deve essere antisimmetrica:

Ψ =
∑
k

g(k)eik(r1−r2)χ(s=0), g(k) = g(−k)

Ψ =
∑
k

g(k)eik(r1−r2)χ(s=1), g(k) = −g(−k).
(1.3.6)

5



Passiamo adesso a descrivere la natura dell’interazione U(r1 − r2), per normali metalli
abbiamo che l’elemento di matrice del potenziale responsabile della transizione da uno
stato iniziale (k,−k) a uno stato finale (k′,−k′) è dato da:

Ukk′ =

∫∫
1

V
e−ik(r1−r2U(r1 − r2)

1

V
eik

′(r1−r2)dr1dr2

=
1

V

∫∫
e−i(k−k′)rU(r)dr

(1.3.7)

con r = r1 − r2.
Ora da (1.3.3) e (1.3.6) possiamo scrivere[

− ℏ2

2m
(∇1 +∇2) + U(r1 − r2)− Epair

]∑
k′

g(k′)
1

V
eik

′(r1−r2)χ(s) = 0,

∑
k′

[2Ek′ + U(r1 − r2)− Epair]g(k
′)
1

V
eik

′(r1−r2)χ(s) = 0

(1.3.8)

e moltiplicando per 1
V
e−ik(r1−r2) otteniamo∑

k′

[2Ek′ + U(r1 − r2)− Epair]g(k
′)

1

V 2
ei(k

′−k)(r1−r2)χ(s) = 0. (1.3.9)

Ora possiamo integrare su r1 e r2 per ottenere∑
k′

[2Ek′ − Epair]g(k
′)

∫∫
d3r1d

3r2
1

V 2
ei(k

′−k)(r1−r2)+

+
∑
k′

g(k′)

∫∫
d3r1d

3r2U(r1 − r2)
1

V 2
ei(k

′−k)(r1−r2) = 0,

(1.3.10)

per il primo integrale sappiamo che

1

V

∫∫
d3rei(k

′−k)r = δk′k, (1.3.11)

mentre nel secondo possiamo sostituire all’interno l’eq. (1.3.7). Otteniamo quindi l’equa-
zione

(2Ek − Epair)g(k) +
∑
k′

Ukk′g(k
′) = 0 (1.3.12)

dividendo entrambi i membri per 1
V
.

Questa equazione, sostituendo alla sommatoria un integrale e interpretando il potenzia-
le come un nucleo integrale, è il punto di partenza per la descrizione microscopica dei
fenomeni di superconduttività. Per risolverla è necessario fare delle ipotesi sulla natura
dell’interazione. In questa tesi tratteremo diversi casi, da quello più semplice con Ukk′ co-
stante utilizzato per spiegare la fisica dei superconduttori di tipo I a quello di particolare
importanza per i cuprati, superconduttori di tipo II con accoppiamento di tipo ”d-wave”
[6].
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Per il momento sviluppiamo il caso elementare in cui l’interazione è costante per un’am-
piezza di banda ℏωD attorno all’energia di Fermi, in questo caso possiamo scrivere Ukk′ =
U0/N con U0 > 0, abbiamo allora

(2Ek − Epair)g(k)−
U0

N

∑
k′

g(k′) = 0 (1.3.13)

con Ef < Ek, Ek′ < Ef + ℏωD.
Con questa scelta si può subito notare che non esistono soluzioni di tripletto con energia
della coppia inferiore a 2Ek = 2Ef (questo a causa del fatto che per gli stati di tri-
pletto g(k) = −g(−k) da cui consegue

∑
k′ g(k

′) = 0), ci troviamo quindi a considerare
esclusivamente soluzioni di singoletto ”s-wave”. Scriviamo allora l’equazione∑

k

g(k) =
U0

N

∑
kk′

g(k′)

2Ek − Epair

(1.3.14)

che viene soddisfatta (trascurando il caso banale
∑

k g(k) = 0) se

1 =
U0

N

∑
k

1

2Ek − Epair

. (1.3.15)

Nel limite termodinamico possiamo sostituire la sommatoria con un integrale e scrivere

1 =
U0

N

∫ Ef+ℏωD

Ef

D0(E)
dE

2E − Epair

=
U0

N

∫ Ef+ℏωD

Ef

D0(Ef )
dE

2E − Epair

(1.3.16)

assumendo la densità degli stati costante nell’intervallo di interesse (gli ordini di grandezza
sono rispettivamente per Ef ≈ eV , ℏωD ≈ 10−3eV ).
Si ha allora

1 = U0n0

∫ Ef+ℏωD

Ef

dE

2E − Epair

=
1

2
U0n0 ln

2Ef + 2ℏωD − Epair

2Ef − Epair

(1.3.17)

con

n0 =
D0(Ef )

N
, (1.3.18)

da cui
2Ef − Epair

2Ef + 2ℏωD − Epair

= exp

(
− 2

U0n0

)
. (1.3.19)

Possiamo allora scrivere l’energia di legame della coppia di Cooper come ∆b = 2Ef −Epair

ottenendo

∆b = ℏωD
exp (−1/U0n0)

sinh (1/U0n0)
(1.3.20)

la quale, nel weak coupling limit, ovvero per U0n0 ≪ 1 e ∆b ≪ ℏωD, ci dà

∆b = 2ℏωD exp (−2/U0n0), (1.3.21)

da cui è chiaramente visibile che, per qualsiasi valore di U0, anche molto piccolo, gli elet-
troni tendono naturalmente a disporsi in coppie di Cooper di singoletto s-wave, essendo
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questa una configurazione a energia minore.
Si ha inoltre che l’energia di legame ∆b, essendo funzione di una espressione non analitica,
non risulta trattabile con le tecniche tradizionali della teoria perturbativa.
Avendo quindi mostrato che, posta l’esistenza di un’interazione attrattiva in una coppia
di elettroni, è energeticamente vantaggioso per gli elettroni nei pressi del livello di Fermi
disporsi a formare questi particolari stati, dobbiamo ora spiegare l’origine fisica di questa
interazione.
Per fare ciò dobbiamo dividere il problema in due parti: per prima cosa dimostreremo
che l’interazione di Coulomb (repulsiva) è fortemente soppressa nel nostro modello e pas-
seremo poi a spiegare l’origine dell’interazione attrattiva.

1.4 Interazione di Coulomb

Consideriamo per semplicità che il nostro materiale sia rappresentato da un reticolo omo-
geneo composto da cariche positive e da un gas libero di elettroni [3]. Questa appros-
simazione, molto semplificata rispetto alla interazione che effettivamente si produce in
un solido, è tuttavia efficace nel delineare gli aspetti fondamentali dell’interazione, con-
siderando inoltre che modelli più realistici sono spesso troppo complessi per poter essere
trattati.
Gli ioni positivi in questo modello sono fissati rigidamente in delle determinate posizioni
prestabilite e attraggono localmente gli elettroni del gas. Poniamo ϕext il potenziale gene-
rato dalle sole cariche positive (escluso il mare di elettroni), abbiamo quindi l’equazione
di Poisson

−∇2ϕext = 4πρext(r) (1.4.1)

con ρext(r) la densità di carica generata unicamente dagli ioni positivi.
Indichiamo invece con ϕ, ρ il vero potenziale e la vera densità di carica (compresa del
contributo dato dal gas di elettroni, che scherma le cariche positive). La corrispondente
equazione di Poisson è allora

−∇2ϕ = 4πρ(r). (1.4.2)

Si assume che la dipendenza fra ϕ e ϕext sia data da

ϕext(r) =

∫
dr′ϵ(r, r′)ϕ(r′) =

∫
dr′ϵ(r − r′)ϕ(r′) (1.4.3)

dato si considera che in un gas uniforme ϵ sia funzione solo della posizione relativa fra
i punti r e r′. In questa forma si ha che la corrispondente trasformata di Fourier nello
spazio dei momenti soddisfa

ϕext(q) = ϵ(q)ϕ(q) (1.4.4)

con

ϵ(q) =

∫
dre−iq·rϵ(r), (1.4.5)
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dove ϵ(q) è detta costante dielettrica dipendente dal vettore d’onda.
Queste quantità soddisfano inoltre le seguenti relazioni:

ρ(q)− ρext(q) = χ(q)ϕ(q),

q2ϕext(q) = 4πρext(q),

q2ϕ(q) = 4πρ(q),

(1.4.6)

con le ultime due trasformate di Fourier dell’equazione di Poisson.
Sostituendo ove possibile e sviluppando i calcoli si arriva quindi a scrivere relazione

ϵ(q) = 1− 4π

q2
χ(q) = 1− 4π

q2
ρ(q)− ρext(q)

ϕ(q)
(1.4.7)

e per proseguire con i calcoli è necessario fare delle ipotesi semplificanti sulla quantità
χ(q). Per i nostri scopi useremo la teoria di Thomas-Fermi [7], modello semiclassico che
restituisce in maniera sufficientemente accurata ciò che succede all’interazione di Coulomb
fra gli elettroni del mare.
In teoria per conoscere la densità elettronica si dovrebbe risolvere l’equazione di Schroe-
dinger per ciascuno degli elettroni

− ℏ2

2m
∇2ψi − eϕ(r)ψi = ϵiψi, (1.4.8)

l’approccio di Thomas-Fermi semplifica il problema nel caso si abbia un potenziale ϕ(r)
che varia molto lentamente, rendendo quindi sensato considerare la relazione tra l’energia
e il vettore d’onda di un elettrone nella posizione r

ϵ(k) =
ℏ2k2

2m
− eϕ(r). (1.4.9)

Questa equazione ha senso chiaramente soltanto se si considerano dei pacchetti d’onda
sufficientemente grandi che devono essere, per il principio di indeterminazione, sufficien-
temente distribuiti nello spazio delle posizioni, cosa che richiede che il potenziale varii in
maniera lenta per poter essere applicata con successo.
Sappiamo che la densità elettronica in un metallo n(µ) =

∫
dϵD(ϵ)f(ϵ, µ) è in funzione

della densità degli stati e dalla statistica di Fermi-Dirac: la prima dipende dalle proprietà
geometriche del materiale e non può variare in base al potenziale ϕ(r) applicato, per
quanto riguarda la statistica di Fermi-Dirac si può scrivere invece

f(ϵ, µ) =
1

exp β(ℏ
2k2

2m
− eϕ(r)− µ)

= f(ϵ, µ+ eϕ(r)), (1.4.10)

e si può quindi considerare in presenza del potenziale prodotto dal reticolo un nuovo
potenziale chimico µ′ = µ+ eϕ(r). Possiamo allora scrivere

ρ(r)− ρext(r) = −e(n(µ+ eϕ(r))− n(µ)) ≈ −e2∂n
∂µ
ϕ(r) (1.4.11)
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per ϕ(r) piccolo abbastanza piccolo. Ora confrontando con l’eq.(1.4.7) (la relazione resta
valida anche nello spazio dei momenti) possiamo sostituire scrivendo

ϵ(q) = 1 +
4πe2

q2
∂n

∂µ
. (1.4.12)

Definiamo adesso il vettore d’onda di Thomas Fermi k0 come

k20 = 4πe2
∂n

∂µ
(1.4.13)

tale per cui la relazione precedente diventa

ϵ(q) = 1 +
k20
q2
. (1.4.14)

Possiamo ora scrivere il nostro potenziale totale in maniera esplicita. Abbiamo co-
me potenziale generato dal reticolo delle cariche ”nude” positivo il semplice potenziale
Coulombiano

ϕext(r) =
e

r
, ϕext(q) =

4πe

q2
, (1.4.15)

mentre il potenziale totale avrà la forma

ϕ(q) =
4πe

q2 + k20
(1.4.16)

che, operando la trasformazione di Fourier, dà il risultato

ϕ(r) =

∫
dq

(2π)3
eiq·r

4πe

q2 + k20
=
e

r
e−k0r. (1.4.17)

Il potenziale percepito dagli ioni del reticolo è quindi schermato e pesantemente atte-
nuato, avendo una forma analoga a quella del potenziale di Yukawa. Per gli elettroni la
situazione per simmetria è la stessa: solo se posti a distanze estremamente piccole (molto
inferiori alla distanza media tra due elettroni vicini) percepiscono una repulsione significa-
tiva. Fatte queste considerazioni, si può dunque trascurare tranquillamente il contributo
dell’interazione di Coulomb nel contesto delle coppie di Cooper.

1.5 Origine dell’interazione attrattiva

Quanto descritto nel precedente paragrafo non può tuttavia spiegare la provenienza della
debole interazione attrattiva che si instaura nella coppia di elettroni, per fare ciò dobbiamo
descrivere in maniera dettagliata ciò che accade in un reticolo cristallino.
Possiamo considerare il reticolo cristallino in un solido come una trama di ioni positivi
disposti in posizioni ben definite che, per piccole oscillazioni rispetto alla posizione di
equilibrio, si comportano come oscillatori armonici (quantistici). Il modello più semplice
descrivibile [8] è quello di una catena 1D di ioni tutti uguali che si comportano come degli
oscillatori armonici legati uno all’altro. Si può costruire l’Hamiltoniana nella forma

H =
∑
i

p2i
2m

+
1

2
mω2

∑
i

(xi − xi+1)
2. (1.5.1)
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Assumendo condizioni al contorno periodiche (una catena chiusa) si possono scrivere gli
operatori posizione e momento in coordinate normali scomponendo in serie di Fourier

xk =
1√
N

∑
l

xle
ikal, xl =

1√
N

∑
k

xke
−ikal,

pk =
1√
N

∑
l

ple
−ikal, pl =

1√
N

∑
k

pke
ikal,

(1.5.2)

con a passo del reticolo.
Svolgendo i calcoli si arriva quindi ai seguenti risultati:∑

l

xlxl+m =
1

N

∑
kk′

xkx
′
k

∑
l

eial(k+k′)eimak′ =
∑
k

xkx−ke
imak,∑

l

p2l =
∑
k

pkp−k,
(1.5.3)

e si può mostrare che il termine di energia potenziale presente nella Hamiltoniana si scrive
come

1

2
mω2

∑
j

(xj − xj+1)
2 =

1

2
mω2

∑
k

xkx−k(2− eika − e−ika) =
m

2

∑
k

ω2
kxkx−k, (1.5.4)

dove abbiamo definito

ωk =
√

2ω2(1− cos ka) = 2ω| sin ka|. (1.5.5)

Otteniamo allora l’Hamiltoniana scritta nello spazio delle k

H =
1

2m

∑
k

[pkp−k +m2ω2xkx−k] (1.5.6)

con la forma di un oscillatore armonico quantistico semplice per ogni k, definiamo quindi
gli operatori distruzione e creazione (con le usuali relazioni di commutazione) come

ak =
(mωk

2ℏ

)1/2(
xk +

i

mωk

p−k

)
,

a†k =
(mωk

2ℏ

)1/2(
xk −

i

mωk

p−k

)
.

(1.5.7)

Possiamo quindi scrivere l’Hamiltoniana nella sua forma più sintetica

H =
∑
k

ℏωk

(
a†kak +

1

2

)
. (1.5.8)

Questa hamiltoniana descrive i quanti di eccitazione di una quasiparticella chiamata
fonone, analogo quantistico dei modi vibrazionali classici presenti in un solido. Esi-
ste un oscillatore armonico indipendente per ogni vettore d’onda k con numero quantico
nk = 0, 1, 2... e possiamo notare in (1.5.5) una dispersione delle componenti ∝ m−1/2.
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Questa dipendenza della dispersione dei fononi dalla massa degli ioni è stata rilevata spe-
rimentalmente studiando isotopi diversi dello stesso elemento [9].
L’interazione attrattiva che si origina in un superconduttore è proprio dovuta alla presen-
za dei fononi, i quali permettono di avere delle interazioni in cui gli elettroni scambiano
energia e momento tra di loro mediante gli stessi fononi.

Figura 2: rappresentazione schematica dell’interazione fra due elettroni mediata da un
fonone, in (a) il passaggio dell’elettrone modifica localmente la posizione degli ioni positivi
nel reticolo e in (b) l’eccesso di carica positiva risultante attira un secondo elettrone.

Si può comprendere in maniera intuitiva cosa succede a livello microscopico considerando
la rappresentazione classica di due elettroni che si muovono in maniera stocastica in un
reticolo regolare (Figura 2): il primo elettrone passa in una zona del reticolo e provoca
localmente una densità di carica elettrica positiva dovuta al fatto che gli ioni positivi
tendono a spostarsi dalla posizione di equilibrio per coprire l’eccesso di carica negativa
prodotta dal passaggio dell’elettrone. Tuttavia, una volta passato l’elettrone, il reticolo
necessita di un determinato tempo per rilassare alla posizione di equilibrio, ed è possibile
che nel frattempo la densità di carica positiva attragga un secondo elettrone, che nelle
giuste condizione arriva a ”seguire” il primo, formando la coppia di Cooper descritta in
precedenza.
Scriviamo ora l’Hamiltoniana di interazione elettrone-fonone, sapendo che nella Teoria
dei campi essa può essere scomposta in due parti H = H0 + Hint, con il primo termine
composto dalle Hamiltoniane dell’elettrone e del fonone libero e il secondo come termine
di interazione fra elettrone e fonone.
Il primo termine è dato da

H0 =
∑
kσ

k2

2m
c†kσckσ +

∑
qλ

ℏωqλ

(
a†qλaqλ +

1

2

)
, (1.5.9)

in cui si possono notare l’Hamiltoniana di elettrone libero scritta con il formalismo di se-
conda quantizzazione e l’Hamiltoniana per il fonone libero che differisce da quella ricavata
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in precedenza per la somma su λ, dovuta al fatto che si sta descrivendo un reticolo 3D e
non una semplice catena.
Per quanto riguarda il termine di interazione si ricava la seguente forma [10]:

Hint =
1

V

∑
kσqλ

Wqc
†
k+qσckσ(aqλ + a†−qλ), (1.5.10)

dove con Wq si indica l’intensità dell’interazione al vertice.

Figura 3: diagramma di Feynman elementare dell’interazione fra due elettroni mediante
lo scambio di un fonone di momento q.

Diviene ora necessario operare sull’Hamiltoniana appena costruita, per prima cosa osser-
viamo che è sempre possibile operare una trasformazione canonica H̃ = e−SHeS. Possiamo
inoltre espandere in serie di Taylor l’operatore esponenziale [11]

eS = 1+ S +
1

2!
S2 + · · · (1.5.11)

e arriviamo ad ottenere l’espressione

H̃ = H + [H, S] +
1

2!
[[H, S], S] + · · · . (1.5.12)

Nel nostro caso abbiamo che l’Hamiltoniana originale si scompone in due parti H =
H0 +Hint, per cui ricaviamo

H̃ = H0 +Hint + [H0, S] + [Hint, S] +
1

2!
[[H0, S], S] +

1

2!
[[Hint, S], S] + · · · . (1.5.13)

Dato che S è un operatore arbitrario, possiamo definirlo in modo tale da soddisfare

Hint + [H0, S] = 0 (1.5.14)

e possiamo semplificare l’equazione precedente, tenendo conto che S con il vincolo utiliz-
zato è al primo ordine in Hint e fermandosi al secondo ordine in Hint

H̃ = H0 + 0 + [Hint, S] +
1

2
[−Hint, S] = H0 +

1

2
[Hint, S]. (1.5.15)
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Prendiamo Hee =
1
2
[Hint, S] nuova Hamiltoniana di interazione. In una base che diagona-

lizza H0 (H0|n⟩ = En|n⟩) gli elementi di matrice di S sono:

⟨n|{Hint + [H0, S]}|m⟩ = ⟨n|0|m⟩,
⟨n|Hint|m⟩+ ⟨n|(H0S − SH0)|m⟩ = 0,

⟨n|Hint|m⟩+ (En − Em)⟨n|S|m⟩ = 0

(1.5.16)

da cui ricaviamo

⟨n|S|m⟩ = ⟨n|Hint|m⟩
Em − En

. (1.5.17)

Denotando con |I⟩ e |II⟩ due autostati di H0 stati iniziale e finale, abbiamo

⟨I|Hee|II⟩ =
1

2
⟨I|[Hint, 0]|II⟩ =

1

2

∑
i

(⟨I|Hint|i⟩⟨i|S − S|i⟩⟨i|Hint|II⟩) =

=
1

2

∑
i

⟨I|Hint|i⟩
(

1

EII − Ei

− 1

EI − Ei

)
⟨i|Hint|II⟩,

(1.5.18)

dove abbiamo sfruttato la completezza della base per riscrivere l’identità come
∑

i |i⟩⟨i|.
Abbiamo ora ottenuto l’espressione per due processi in cui due elettroni interagiscono
mediante lo scambio di un fonone, l’emissione e l’assorbimento di un fonone. Per il
processo di emissione possiamo identificare Wq = ⟨i|Hint|II⟩ e W ∗

q = ⟨I|Hint|i⟩ intensità
di interazione al vertice e interpretiamo gli stati |I⟩, |i⟩ e |II⟩ nel seguente modo:

|I⟩ = |k,−k; 0⟩, EI = Ek + E−k,

|i⟩ = |k′,−k; 1⟩, Ei = Ek′ + E−k + ℏωq,

|II⟩ = |k′,−k′; 0⟩, EII = Ek′ + E−k′ ,

(1.5.19)

dove gli elettroni nello stato iniziale hanno momento (k,−k), nello stato intermedio
(k′,−k) con la presenza di un fonone con energia ℏωq e lo stato finale con due elet-
troni con momento (k′,−k′).
Possiamo allora sostituire in (1.5.18)

⟨I|Hee|II⟩ =
1

2
|Wq|2

(
1

Ek′ − Ek − ℏωq

+
1

Ek − Ek′ − ℏωq

)
(1.5.20)

e definendo ℏω = Ek′ − Ek si ottiene la forma

⟨I|Hee|II⟩ =
|Wq|2

ℏ
ωq

ω2 − ω2
q

. (1.5.21)

Il processo di assorbimento dà per simmetria un risultato analogo a quello appena ricavato
per l’emissione, sicché l’interazione totale è data da

⟨I|Hee|II⟩ =
|Wq|2

ℏ
2ωq

ω2 − ω2
q

(1.5.22)

e notiamo infine che il termine di interazione è negativo (e quindi attrattivo) per ω < ωq.
Si ha che ωq in un reticolo cristallino è nell’ordine della frequenza di Debye, dando un si-
gnificato fisico all’idea iniziale di limitare l’interazione delle coppie di Cooper all’intervallo
compreso attorno all’energia di Fermi di ampiezza ℏωD.
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Capitolo 2

Teoria BCS

2.1 Stato fondamentale BCS a T=0

Avendo confermato che il gas di elettroni a bassissime temperature diventa instabile ri-
spetto alla formazione di coppie di elettroni i tre fisici padri della teoria BCS produssero
un’ipotesi per il nuovo stato fondamentale come sovrapposizioni di stati costruiti mediante
le coppie di Cooper formate da elettroni di momento (k,−k):

|ΨBCS⟩ = Πk(uk + vkc
†
k↑c

†
−k↓)|0⟩, (2.1.1)

dove |0⟩ è lo stato di vuoto senza elettroni con gli usuali operatori di creazione per la coppia
di elettroni. Per quanto riguarda gli operatori vk e uk si trova che il loro modulo quadro
rappresenta la probabilità che esista o non esista una coppia di elettroni con momento k.
Abbiamo infatti la condizione di normalizzazione

⟨ΨBCS|ΨBCS⟩ = ⟨0|Πk(u
∗
k + v∗kc−k↓ck↑)Πk′(uk′ + vk′c

†
k′↑c

†
−k′↓)|0⟩ =

=⟨0|Πk(|uk|2 + u∗kvkc
†
k↑c

†
−k↓ + ukv

∗
kc−k↓ck↑ + |vk|2)|0⟩ =

=Πk(|uk|2 + |vk|2) = 1

(2.1.2)

che viene soddisfatta ponendo il vincolo

|uk|2 + |vk|2 = 1. (2.1.3)

Scegliamo i coefficienti uk e vk in maniera tale da minimizzare il valore di aspettazione di
⟨ΨBCS|H|ΨBCS⟩ con Hamiltoniana data da:

H =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ +

1

N

∑
kk′

Ukk′c
†
k↑c

†
−k↓c−k′↓ck′↑, (2.1.4)

avendo posto per semplicità ϵk = Ek − Ef energia rispetto al livello di Fermi. Possiamo
notare in particolare per quanto riguarda il termine di potenziale che viene distrutta una
coppia di elettroni con momento (k′,−k′) e al contempo creata una coppia con momento
(k,−k).
Dobbiamo quindi risolvere un problema variazionale minimizzando la quantità sopra
descritta, assumiamo inoltre le seguenti condizioni:
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• le interazioni in cui il momento rimane invariato (k = k′) contribuiscono in maniera
trascurabile rispetto a tutte le altre interazioni

• u−k = uk e v−k = vk

• la forma del potenziale Ukk′ dipende in generale dal materiale preso in considera-
zione, ma per il momento possiamo approssimarlo (e questa approssimazione è sod-
disfacente per i superconduttori di tipo I) in maniera che sia costante (Ukk′ = −U0

per −ℏωD < ϵk < ℏωD). Osserveremo in seguito che nel caso dei cuprati questa
approssimazione non descrive accuratamente la fisica del problema.

Otteniamo allora i seguenti risultati:

⟨ΨBCS|
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ|ΨBCS⟩ =

=
∑
kσ

⟨0|Πq(u
∗
q + v∗qc−q↓cq↑)c

†
kσckσΠq′(uq′ + vq′c

†
q′↑c

†
−q′↓)|0⟩ =

=
∑
k

ϵk⟨0||vk|2c−k↓ck↑(c
†
k↑ck↑ + c†k↓c−k↓)c

†
k↑c

†
−k↓|0⟩ =

=
∑
k

2ϵk|vk|2

(2.1.5)

per quanto riguarda il termine di elettrone libero, mentre per la parte di potenziale
abbiamo

⟨ΨBCS|
1

N

∑
kk′

Ukk′c
†
k↑c

†
−k↓c−k′↓ck′↑|ΨBCS⟩ =

=
1

N

∑
kk′

Ukk′⟨0|v∗ku∗k′ukvk′c−k↓ck↑c
†
k↑c

†
−k↓c−k′↓ck′↑c

†
k′↑c

†
−k′↓|0⟩ =

=
1

N

∑
kk′

Ukk′v
∗
kuku

∗
k′vk′ .

(2.1.6)

Unendo i due termini otteniamo finalmente l’equazione da minimizzare rispetto ai due
coefficienti uk e vk con il vincolo (2.1.3)

⟨ΨBCS|H|ΨBCS⟩ =
∑
k

2ϵk|vk|2 +
1

N

∑
kk′

Ukk′v
∗
kuku

∗
k′vk′ = EBCS. (2.1.7)

Per avere EBCS reale i coefficienti uk e vk devono avere la stessa fase

uk −→ uke
iϕk

vk −→ vke
iϕk ,

(2.1.8)

e li possiamo prendere per semplicità, nel rispetto del vincolo applicato, come

uk = cos θk, vk = sin θk. (2.1.9)
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Sostituendo in (2.1.7) otteniamo dunque

EBCS =
∑
k

2ϵk sin
2 θk +

1

N

∑
kk′

Ukk′

4
sin 2θk sin 2θk′ (2.1.10)

e troviamo il minimo derivando rispetto all’angolo θq

∂EBCS

∂θq
= 2ϵq sin 2θq +

1

N

∑
k′

Uqk′ cos 2θq sin 2θk′ = 0. (2.1.11)

Possiamo ora sostituire Il parametro generico q con k e riscrivere le funzioni goniometriche
di θk nel seguente modo:

sin 2θk =
∆k√
ϵ2k +∆2

k

cos 2θk =
ϵk√

ϵ2k +∆2
k

.
(2.1.12)

Sostituendo nella equazione precedente troviamo la cosiddetta equazione di gap

∆k = − 1

N

∑
k′

Ukk′
∆k′

2
√
ϵ2k′ +∆2

k′

(2.1.13)

che può essere risolta ponendo delle condizioni sul potenziale Ukk′ .
Nel caso più semplice sopra descritto Ukk′ = −U0 per |ϵk| < ℏωD l’equazione di gap si
semplifica notevolmente:

∆k =
U0

N

∑
k′

∆k′

2
√
ϵ2k′ +∆2

k′

, |ϵk| < ℏωD, (2.1.14)

e si può risolvere con l’ipotesi ∆k = ∆0 > 0 nell’intervallo considerato.
Si ha allora

∆0 =
U0

N

∑
k′

∆0

2
√
ϵ2k′ +∆2

0

,

1 =
U0

N

∑
k′

1

2
√
ϵ2k′ +∆2

0

,

(2.1.15)

e passiamo inoltre al limite continuo con una densità degli stati D(Ef + ϵ) ≈ D(Ef )

1 =
U0D(Ef )

2

∫ ℏωD

−ℏωD

dϵ√
ϵ2 +∆2

0

= U0D(Ef )arcsinh
ℏωD

∆0

,

∆0 = ℏωD sinh−1 1

U0D(Ef )

(2.1.16)

che nel ”weak coupling limit” U0D(Ef ), approssimazione di legame debole fra gli elettroni
della coppia rispetto alla scala di energia ℏωD, diventa

∆0 ≈ 2ℏωDe
−1/U0D(Ef ) (2.1.17)
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in accordo, a meno di un fattore numerico, con il risultato trovato in (1.3.21) riguardo
l’instabilità di Cooper.
Possiamo ora trovare l’energia di condensazione, ovvero l’energia che viene liberata a
T = 0 con la transizione di fase del materiale dallo stato normale a quello superconduttivo.
Abbiamo

EBCS =
∑
k

ϵk

(
1− ϵk√

ϵ2K +∆2
0

)
+

1

N

∑
kk′

Ukk′
∆k∆k′

4
√
ϵ2k +∆2

k

√
ϵ2k′ +∆2

k′

=

= N

∫ ℏωD

−∞
dϵD(Ef + ϵ)2ϵ+N

∫ ℏωD

−ℏωD

dϵD(Ef + ϵ)ϵ

(
1− ϵ√

ϵ2 +∆2
0

)
+

+N

∫ ∞

ℏωD

dϵD(Ef + ϵ) · 0−N

∫ ℏωD

−ℏωD

dϵ·

·
∫ ℏωD

−ℏωD

dϵ′D(Ef + ϵ)D(Ef + ϵ′)
U0∆

2
0

4
√
ϵ2 +∆2

0

√
ϵ′2 +∆2

0

≈

≈ 2N

∫ −ℏωD

−∞
dϵD(Ef + ϵ)ϵ+ND(Ef )·

·
[
−ℏωD

√
(ℏωD)2 +∆2

0 +∆2
0arcsinh

ℏωD

∆0

]
−NU0D

2(Ef )∆
2
0arcsinh

2ℏωD

∆0

,

(2.1.18)

dove si è sostituito nell’equazione (2.1.10) gli elementi in (2.1.12) e si sono operate le
stesse approssimazioni fatte in precedenza per trovare l’equazione (2.1.17). Per quanto
riguarda il termine di elettrone libero è stato diviso in tre intervalli diversi l’integrale per
considerare i livelli energetici invarianti rispetto all’instabilità di Cooper per ϵ < ℏωD che
rimangono doppiamente occupati come nel gas di Fermi in condizioni normali, i livelli
energetici in cui agisce il potenziale che determina l’instabilità compresi fra (−ℏωD, ℏωD)
e i livelli al di sopra di ϵ = ℏωD che allo stesso modo rimangono vuoti come accadrebbe in
condizioni normali a T = 0. Per comodità di calcolo e per convenzione il primo integrale è
stato prolungato fino a −∞, dato che il risultato cos̀ı ottenuto rimane corretto con ottima
approssimazione.

Figura 4: confronto fra la distribuzione degli stati energetici in prossimità del livello di
Fermi per lo stato superconduttivo a T = 0 e per lo stato normale a T = Tc. Si noti come
la distribuzione a T = 0 non corrisponda a quanto previsto nella statistica di Fermi-Dirac.
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Sostituendo nell’ultimo termine l’equazione della gap in (2.1.16) l’energia diventa

EBCS ≈ 2N

∫ −ℏωD

−∞
dϵD(Ef + ϵ)ϵ−ND(Ef )ℏωD

√
(ℏωD)2 +∆2

0 (2.1.19)

e possiamo infine calcolare l’energia di condensazione. L’energia dello stato normale si
trova prendendo il limite per ∆0 −→ 0

EN = 2N

∫ −ℏωD

−∞
dϵD(Ef + ϵ)ϵ−ND(Ef )(ℏωD)

2, (2.1.20)

da cui per ∆0 ≪ ℏωD come da weak coupling limit si trova

∆Econd = EN − EBCS = −ND(Ef )

[
(ℏωD)

2 − ℏωD

√
(ℏωD)2 +∆2

0

]
≈

≈ 1

2
ND(Ef )∆

2
0.

(2.1.21)

L’energia di condensazione liberata ∆Econd nella transizione di fase è ciò che determina
nel concreto l’espulsione del campo magnetico critico nei superconduttori.

2.2 BCS a T > 0

Vogliamo ora costruire un modello fisico del superconduttore a temperature diverse dal-
lo zero assoluto per poter descrivere le sue proprietà termodinamiche. Per fare ciò
riprendiamo l’Hamiltoniana costruita nella sezione precedente

H =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ +

1

N

∑
kk′

Ukk′c
†
k↑c

†
−k↓c−k′↓ck′↑

e applichiamo una approssimazione di campo medio [12], ovvero scriviamo un operatore
A nella forma

A = ⟨A⟩+ [A− ⟨A⟩] (2.2.1)

in cui il primo termine a destra è la media dell’operatore mentre il secondo rappresenta
la fluttuazione dalla media.
In questo modo possiamo scrivere il prodotto di due operatori A e B come

AB ≈ ⟨A⟩B + A⟨B⟩ − ⟨A⟩⟨B⟩ (2.2.2)

avendo approssimato e introducendo quindi un errore

AB − ⟨A⟩B − A⟨B⟩+ ⟨A⟩⟨B⟩ = [A− ⟨A⟩][B − ⟨B⟩] (2.2.3)

al secondo ordine rispetto alla media dei due operatori A e B.
Nel nostro caso poniamo

A = c†k↑c
†
−k↓, B = c−k′↓ck′↑, (2.2.4)
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e possiamo allora semplificare la parte di potenziale dell’Hamiltoniana nel seguente modo:

1

N

∑
kk′

Ukk′c
†
k↑c

†
−k↓c−k′↓ck′↑ ≈

≈ 1

N

∑
kk′

Ukk′

[
⟨c†k↑c

†
−k↓⟩c−k′↓ck′↑ + c†k↑c

†
−k↓⟨c−k′↓ck′↑⟩ − ⟨c†k↑c

†
−k↓⟩⟨c−k′↓ck′↑⟩

]
.

(2.2.5)

La media di un operatore è in generale un numero complesso, per questo motivo scriviamo

∆k′e
+iφk′ =

1

N

∑
k

Ukk′⟨c−k↓ck↑⟩,

∆k′e
−iφk′ =

1

N

∑
k

Ukk′⟨c†k↑c
†
−k↓⟩

(2.2.6)

scomponendo la media nell’ampiezza e nella fase.
La Hamiltoniana diventa allora

H =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ +

∑
k

∆ke
−iφkc−k↓ck↑ +

∑
k

∆ke
iφkc†k↑c

†
−k↓ + const, (2.2.7)

dove l’ultimo termine della eq.(2.2.6) è stato inglobato nella costante in quanto somma
di prodotti di medie. Questa Hamiltoniana, pur avendo il pregio di descrivere un sistema
non interagente avendo separato le due componenti del termine di interazione, ha tuttavia
il problema di non conservare il numero di elettroni in quanto costituita da termini in cc
e c†c† isolati.
Per capire il significato di questo fatto possiamo riscrivere assumendo un potenziale
indipendente dal momento:

∆ke
iφk = −U0

N

∑
k′

⟨c−k′↓ck′↑⟩ = −U0

∫∫∫
|ϵk|<ℏωD

d3k′

(2π)3
⟨c−k′↓ck′↑⟩. (2.2.8)

Possiamo considerare allora il termine ∆ke
iφkc−k↓ck↑ come l’operatore che converte due

elettroni in una coppia di Cooper del condensato e− + e− −→ pair2−, ovvero la creazione
di una coppia del condensato. Il termine ∆ke

−iφkc†k↑c
†
−k↓ rappresenta il procedimento

opposto di distruzione di una coppia del condensato.
In alternativa possiamo scrivere c−k↓ = h†k↓ come operatore creazione di lacuna, da cui
otteniamo l’Hamiltoniana

H =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ +

∑
k

∆ke
−iφkh†k↓ck↑ +

∑
k

∆ke
iφkc†k↑hk↓, (2.2.9)

in cui viene invece descritto lo scattering di un solo elettrone in una coppia e una lacuna
(Andreev reflection) e− −→ pair2− + h+ e per simmetria il procedimento opposto.
I due modelli sono ugualmente corretti e utilizzabili ma vi è una differenza concettuale fra
i due: mentre nel primo caso gli elettroni vanno a costruire il condensato nella riflessione
di Andreev vengono miscelati stati di particella e stati di lacuna.
La riflessione di Andreev differisce dalla normale riflessione per il fatto che diffonde ela-
sticamente elettroni in lacune invertendo le componenti della velocità e conservando, di
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conseguenza, la corrente. Il miscelamento di stati di elettrone e di lacuna nella riflessione
di Andreev, che possono essere combinati linearmente a formare degli stati di quasipar-
ticella, determina la comparsa di una gap al livello di Fermi che origina una dispersione
della forma generale

Ek =
√
ϵ2k +∆2

k. (2.2.10)

Vogliamo ora costruire questi stati di quasiparticella, e per fare questo stabiliamo l’esi-
stenza di uno spazio degli stati di elettrone e lacuna isomorfo a quello dello spin di un
elettrone. Chiamiamo questo spazio di isospin e diciamo spinori di Nambu gli analoghi
degli spinori elettronici.
Lo spinore di Nambu è costruito nel seguente modo:

Ψk =

(
ck↑
c†−k↓

)
=

(
ck↑
hk↓

)
, Ψ†

k =
(
c†k↑, c−k↓

)
=
(
c†k↑, h

†
k↓

)
. (2.2.11)

Possiamo ora riscrivere l’Hamiltoniana (2.2.9) in funzione degli spinori di Nambu. Per il
termine di energia cinetica (libero) si ha∑

kσ

ϵkc
†
kσckσ =

∑
k

ϵk(c
†
k↑ck↑ + c†−k↓c−k↓) =

∑
k

ϵk(c
†
k↑ck↑ + 1− c−k↓c

†
−k↓) =

=
∑
k

(c†k↑, c−k↓)

[
ϵk 0
0 −ϵk

](
ck↑
c†−k↓

)
=
∑
k

Ψ†
k

[
ϵk 0
0 −ϵk

]
Ψk,

(2.2.12)

dove abbiamo sostituito al secondo termine k con −k dato che l’energia cinetica è in-
variante rispetto a tale trasformazione dipendendo quadraticamente dal momento e poi
applicato le consuete relazioni di commutazione degli operatori di creazione e distruzione.
L’energia −ϵk è l’energia necessaria per creare una lacuna con momento k.
L’Hamiltoniana in questo formalismo si scrive quindi

H =
∑
k

(c†k↑, c−k↓)

[
ϵk ∆ke

iφk

∆ke
−iφk −ϵk

](
ck↑
c†−k↓

)
=
∑
k

Ψ†
k

[
ϵk ∆ke

iφk

∆ke
−iφk −ϵk

]
Ψk (2.2.13)

in una forma più compatta. Possiamo semplificare ulteriormente la forma dell’Hamilto-
niana scrivendo ∆ke

iφk = ∆1k − i∆2k e introducendo il formalismo di Pauli per lo spazio
di isospin

H =
∑
k

Ψ†
k(ϵkσ3+∆1kσ1+∆2kσ2)Ψk =

∑
k

Ψ†
k(hk · σ̂)Ψk =

∑
k

Ψ†
k(Ekn̂k · σ̂)Ψk, (2.2.14)

dove si definisce hk = (∆1k,∆2k, ϵk) mentre σ̂ è l’usuale vettore composto dalle matrici di
Pauli.
Diagonalizziamo ora l’Hamiltoniana nello spazio di isospin e troviamo i seguenti 2k auto-
vettori

n̂k · σ̂
(
uk
vk

)
= +

(
uk
vk

)
, n̂k · σ̂

(
−v∗k
u∗k

)
= −

(
−v∗k
u∗k

)
, (2.2.15)

con le corrispondenti autoenergie

E±
k = ±

√
ϵ2k +∆2

k. (2.2.16)
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Se adesso si proietta lo spinore Ψ†
k sui due autovettori prima ottenuti (con lo stesso k), si

trovano gli operatori di quasiparticella che diagonalizzano l’Hamiltoniana di campo medio
nello spazio di Nambu:

a†k↑ = Ψ†
k ·
(
uk
vk

)
= c†k↑uk + h†k↓vk, a−k↓ = Ψ†

k ·
(
−v∗k
u∗k

)
= h†k↓u

∗
k − c†k↑v

∗
k. (2.2.17)

Figura 5: visualizzazione della miscelazione di particella e lacuna nella trasformazione di
Bogoliuobov.

Questa trasformazione viene chiamata trasformazione di Bogoliubov e miscela le parti-
celle con le lacune. Possiamo combinare i due operatori a formare uno spinore

a†k = (a†k↑, a−k↓) = Ψ†
k

[
uk −v∗k
vk u∗k

]
= ΨkUk, (2.2.18)

e dall’operatore aggiunto ak = U †
kΨk possiamo ricavare che Ψk = Ukak ottenendo

Ψ†
k(hk · σ̂)Ψk = a†kU

†
kEk(n̂k · σ̂)Ukak = a†kU

†
kEkσ3Ukak =

= a†kU
†
kUkEkσ3ak = a†kEkσ3ak,

(2.2.19)

dove abbiamo sfruttato l’unitarietà della matrice Uk.
Si ha dunque l’Hamiltoniana di campo medio diagonalizzata nella base formata dalle
quasiparticelle

H =
∑
k

a†kEkσ3ak, (2.2.20)

che si può esplicitare scrivendo

H =
∑
k

a†kEkσ3ak =
∑
k

Ek(a
†
k↑ak↑ − a−k↓a

†
−k↓) =

∑
kσ

Ek(a
†
kσakσ − 1). (2.2.21)

L’Hamiltoniana scritta in questo modo può essere divisa in due parti: una relativa alle
quasiparticelle eccitate (a†kσakσ) con energia Ek =

√
ϵ2k +∆2

k e un’altra relativa allo stato
fondamentale (dove non sono presenti quasiparticelle) che ha energia Eg = −

∑
k Ek. Se si

pone la densità di quasiparticelle per spin NS(E) e la normale densità degli stati al livello
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di Fermi Nn(E), considerando che il numero di quasiparticelle è conservato si ottiene la
relazione

NS(E)dE = Nn(0)d|ϵ|,

NS(E) = Nn(0)
d|ϵk|
dEk

= Nn(0)
d

dEk

√
E2

k −∆2
k

= Nn(0)
E√

E2
k −∆2

θ(E − |∆|),

(2.2.22)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo assunto una ∆k = ∆ indipendente dal momento.
Si può notare che con questa scelta si ha assenza di stati all’interno della gap |∆| e che
gli stati tendono ad addensarsi in corrispondenza dei valori di energia limite Ek = ±|∆|,
un fenomeno conosciuto con il nome di picco di coerenza.

2.3 Calcolo della funzione di gap e della temperatura

critica Tc

Per calcolare la funzione di gap ∆ operiamo le trasformazioni di Bogoliubov nella eq.(2.2.6)

∆ke
iφk =

1

N

∑
k′

Ukk′⟨c−k↓ck↑⟩ =

=
1

N

∑
k′

Ukk′⟨(v∗k′a
†
k′↑ + uk′a−k′↓)(uk′ak′↑ − v∗k′a

†
−k′↓)⟩ =

=
1

N

∑
k′

Ukk′ [v
∗
k′uk′⟨a

†
k′↑ak′↑⟩ − v∗2k′ ⟨a

†
k′↑a

†
−k′↓⟩+

+ u2k′⟨a−k′↓ak′↑⟩ − uk′v
∗
k′⟨a−k′↓a

†
−k′↓⟩].

(2.3.1)

Gli operatori di Bogoliubov sono operatori fermionici (le quasiparticelle che rappresentano
sono una miscela di elettroni e lacune, ovvero fermioni) e possiamo calcolare le medie dei
loro prodotti usando la distribuzione di Fermi-Dirac nel seguente modo:

⟨a†k′↑ak′↑⟩ = Nf (Ek′), ⟨a−k′↓a
†
−k′↓⟩ = 1−Nf (Ek′),

⟨a†k′↑a
†
−k′↓⟩ = ⟨a−k′↓ak′↑⟩ = 0,

(2.3.2)

e, tralasciando il fattore di fase, ininfluente per il calcolo della gap (tutti i termini
nell’equazione sono reali), abbiamo quindi

∆k =
1

N

∑
k′

Ukk′v
∗
k′uk′ [2Nf (Ek′)− 1] =

=
1

N

∑
k′

Ukk′
∆k′

2
√
ϵ2k′ +∆2

k′

[2Nf (Ek′)− 1] =

=
1

N

∑
k′

Ukk′
∆k′

2Ek′
[2Nf (Ek′ − 1)],

(2.3.3)
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dove abbiamo sostituito usando le relazioni (2.1.9) e (2.1.12).
Nel caso più semplice Ukk′ = −U0 per −ℏωD < ϵk < ℏωD e con ∆k = ∆ otteniamo
l’equazione integrale

1 = U0

∫ ℏωD

−ℏωD

dϵD(Ef + ϵ)
1− 2Nf (

√
ϵ2 +∆2)

2
√
ϵ2 +∆2

=

= U0

∫ ℏωD

−ℏωD

dϵD(Ef + ϵ)
tanh β

2

√
ϵ2 +∆2

2
√
ϵ2 +∆2

≈

≈ U0D(Ef )

∫ ℏωD

−ℏωD

dϵ
tanh β

2

√
ϵ2 +∆2

2
√
ϵ2 +∆2

(2.3.4)

risolvibile numericamente.
Si può calcolare una soluzione analitica nell’intorno della temperatura critica Tc (calcola-
bile proprio in questa maniera): per T che tende a Tc dal limite inferiore si può prendere
il limite ∆ −→ 0, in questo modo l’equazione della gap diventa

1 ≈ U0D(Ef )

∫ ℏωD

ℏωD

dϵ
tanh β

2
|ϵ|

2|ϵ|
= U0D(Ef )

∫ β
2
ℏωD

0

dx
tanhx

x
, (2.3.5)

che possiamo risolvere per parti

1 ≈ U0D(Ef )

[
ln
β

2
ℏωD tanh

β

2
ℏωD −

∫ β
2
ℏωD

0

dx
lnx

cosh2 x

]
=

= V0D(Ef )

[
ln
β

2
ℏωD + γ − ln

π

4

]
,

(2.3.6)

dove abbiamo semplificato avvalendoci della condizione di weak coupling limit β
2
ℏωD ≫ 1

che determina

tanh
β

2
ℏωD ≈ 1,

∫ β
2
ℏωD

0

dx
lnx

coshx
≈
∫ +∞

0

dx
lnx

coshx
= ln

π

4
− γ (2.3.7)

con γ costante di Eulero.
Il termine β = βc in questa equazione corrisponde alla temperatura critica in cui vi è
la transizione di fase tra lo stato superconduttore e quello normale, esplicitando per la
temperatura si ottiene

kBTc ≈
2eγ

π
ℏωDe

−1/U0D(Ef ), (2.3.8)

espressione molto simile a quella già trovata per la gap energetica a 0K (2.1.17). In
particolare il loro rapporto si trova essere

2∆0

kBTc
≈ 2π

eγ
≈ 3.528 (2.3.9)

misurabile e ”universale”, si ha infatti un buon accordo sperimentale con questo valore
nel caso dei superconduttori di tipo I [13], ovvero per quelli in cui si può considerare il
potenziale e quindi la gap indipendente dal momento.
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Capitolo 3

Elementi di fisica dello stato solido

3.1 Reticolo di Bravais e prima zona di Brillouin

Un concetto fondamentale nello studio dei solidi cristallini e quindi anche dei metalli è
quello del reticolo di Bravais [3], il quale specifica la struttura geometrica delle unità
ripetute presenti in un cristallo, siano esse atomi, molecole o ioni. Un reticolo di Bravais
tridimensionale consiste in tutti i punti con vettore posizione x⃗ della forma

x⃗ = n1a⃗1 + n2a⃗2 + n3a⃗3 (3.1.1)

dove gli a⃗i sono vettori linearmente indipendenti e gli ni sono coefficienti a valori interi,
tali per cui tutti i punti del reticolo sono raggiungibili muovendosi di ni passi nella dire-
zione a⃗i per i da 1 a 3.
I tre vettori a⃗i sono anche detti vettori primitivi e generano l’intero reticolo cristallino, in
particolare determinano le simmetrie insite nel reticolo.
Risulta inoltre importante notare che in un reticolo di Bravais è importante non solo la
disposizione dei punti, ma anche la loro orientazione, e si ha ad esempio che un reticolo
esagonale bidimensionale (come un’arnia di api) non forma un reticolo di Bravais standard.

Figura 6: rappresentazione di una cella di Wigner-Seitz.

Un’ulteriore definizione è quella di cella primitiva: essa è un volume che, traslato lungo
i vettori del reticolo di Bravais, riempie tutto il cristallo senza lasciare alcun vuoto al suo
interno. Una cella primitiva contiene esattamente un unico punto del reticolo.
Risulta sempre possibile scegliere una cella primitiva che possieda tutte le simmetrie pro-
prie del reticolo di Bravais. Il modo più semplice per costruire una tale cella è considerare
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una cella di Wigner − Seitz, ovvero la regione di spazio attorno a un punto del reticolo
che è più vicina ad esso che a qualsiasi altro punto.
Abbiamo poi il concetto di reticolo reciproco, base dello studio analitico della struttura
periodica del cristallo, esso in particolare si occupa di determinare le fisica in uno spazio
simmetrico per la traslazione (lo spazio dei momenti) solo per determinate e precise scelte
dei vettori e, in particolare, degli effetti che questo fatto ha sulle leggi di conservazione del
momento, considerando che si basano, come sappiamo grazie al teorema di Noether, sulla
simmetria dello spazio delle configurazioni rispetto alle traslazioni di vettore generico.
Dato un vettore R costituito a partire dai punti di un reticolo di Bravais e una onda
piana generica eik·r, avremo che in generale l’onda piana non rispetterà la periodicità se
non per una scelta speciale di vettore d’onda k. Abbiamo che il momento k appartiene al
reciproco di un reticolo di Bravais con vettore R se è soddisfatta la relazione

eik·(r+R) = eik·r (3.1.2)

per tutti gli r e R del reticolo di Bravais. Possiamo inoltre riscrivere la precedente relazione
nel seguente modo

eik·R = 1 (3.1.3)

per tutti gli R del reticolo di Bravais. Soddisfatte queste relazioni, il reticolo reciproco
soddisfa la condizione per essere considerato un reticolo di Bravais.

Figura 7: rappresentazione grafica della prima e seconda zona di Brillouin per un reticolo
reciproco bidimensionale, con a si indica il passo reticolare.

Introduciamo inoltre la definizione della prima zona di Brillouin: essa è una cella di
Wigner-Seitz nello spazio dei momenti, risulta possibile inoltre definire la prima zona di
Brillouin (e anche le zone di ordine superiore) prendendo in considerazione la teoria delle
bande elettroniche in un potenziale periodico.
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3.2 Potenziali periodici e il teorema di Bloch

Siccome gli ioni in un reticolo cristallino sono arrangiati in maniera tale da rispettare
una certa periodicità, in particolare quella determinata dal reticolo di Bravais, è normale
considerare un potenziale U(r⃗)che abbia la stessa periodicità [3]

U(r⃗ + R⃗) = U(r⃗). (3.2.1)

Il problema è di tipo prettamente quantistico in quanto la lunghezza di scala della pe-
riodicità del potenziale (10−11m) è della stessa grandezza della lunghezza d’onda di De
Broglie per l’elettrone libero.

Figura 8: esempio di potenziale periodico per un reticolo unidimensionale, si noti in
particolare la sua periodicità.

In generale ci troviamo di fronte a un problema a molti corpi dato che bisogna considerare
non solo l’interazione di ciascun elettrone con gli ioni del reticolo (e quindi con il potenziale
”nudo”) ma anche con tutti gli altri elettroni, formando effettivamente dei potenziali
di accoppiamento elettrone-elettrone. Nell’approssimazione di elettrone indipendente
possiamo considerare che queste interazioni siano sintetizzate da un potenziale effettivo
che tenga in considerazione gli effetti di tutti gli altri elettroni, come già fatto in precedenza
per trovare il potenziale di Coulomb effettivo. In questo modo ricaviamo un problema in
cui ci troviamo a descrivere un singolo elettrone in un potenziale che deve soddisfare la
periodicità del reticolo di Bravais.
La forma di questo potenziale può essere determinata a priori considerando un andamento
quasi piatto nella regione compresa fra due ioni positivi che diventa sempre più simile a
quello di un potenziale di singolo ione man mano che ci si avvicina a uno degli ioni nello
specifico.
Dobbiamo quindi adesso studiare l’equazione di Schroedinger indipendente dal tempo
nell’ipotesi che il potenziale U(r⃗) abbia una periodicità definita a priori dal nostro reticolo

ĤΨ =

(
− ℏ2

2m
∇2 + U(r)

)
Ψ = EΨ. (3.2.2)

Gli elettroni indipendenti in questo modello sono anche chiamati elettroni di Bloch per
definirli in contrapposizione agli elettroni liberi che si hanno nel caso di un potenziale
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identicamente nullo (il potenziale periodico più semplice da definire e descrivere).
Si deve inoltre tenere in considerazione che l’impianto finora descritto è molto utile da un
punto di vista concettuale per descrivere le caratteristiche dei solidi cristallini, tuttavia
sono sempre presenti in un reticolo reale delle irregolarità causate da impurità, ioni disposti
in maniera scorretta o altre motivazioni. Questo fatto può essere al momento tralasciato
imponendo che queste irregolarità possano essere trattate in maniera perturbativa.
Esaminiamo ora l’enunciato del teorema di Bloch [14], il quale afferma che gli autostati Ψ
di una Hamiltoniana come in (3.2.2) in un reticolo di Bravais di periodicità definita sono
sempre scomponibili in una forma che rappresenta il prodotto di un’onda piana con una
funzione della stessa periodicità del reticolo di Bravais

Ψ = eik·ru(r), u(r +R) = u(r), (3.2.3)

per tutti gli R nel reticolo di Bravais. Quanto appena affermato implica inoltre che

Ψ(r +R) = eik·RΨ(r) (3.2.4)

con le Ψ autostati di H.
Possiamo dimostrare quanto appena enunciato osservando che si può sempre espandere
una qualsiasi funzione in una somma pesata di onde piane

Ψ(r) =
∑
q

cqe
iq·r. (3.2.5)

Per quanto riguarda il potenziale U(r) periodico si può operare nello stesso modo: la sua
espansione conterrà necessariamente solo onde piane con la stessa periodicità del reticolo
che saranno quindi vettori appartenenti al reticolo di Bravais reciproco

U(r) =
∑
K

UKe
iK·r (3.2.6)

con i coefficienti di Fourier UK determinati da

UK =
1

V

∫∫∫
cella

dre−iK·rU(r) (3.2.7)

con la richiesta ulteriore, dato che U(r) è reale, che i coefficienti abbiano la proprietà

U−K = U∗
K . (3.2.8)

Dato che possiamo aggiungere a piacere un termine costante al potenziale senza alterare
l’interazione, richiediamo che la media spaziale U0 del potenziale su una cella primitiva
sia nulla

U0 =
1

V

∫∫∫
cella

drU(r) = 0. (3.2.9)

Assumendo inoltre che per una scelta appropriata dell’origine si abbia U(−r) = U(r)
(assunzione lecita in un reticolo periodico) si ottiene che gli Uk devono essere necessaria-
mente reali.
Possiamo ora andare a sostituire il termine cinetico in (3.2.2)

− ℏ2

2m
∇2Ψ =

∑
q

ℏ2

2m
q2cqe

iq·r, (3.2.10)
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mentre il termine di potenziale può essere scritto come

UΨ =

(∑
K

UKe
iK·r

)(∑
q

cqe
iq·r

)
=
∑
Kq

Ukcqe
i(K+q)·r =

∑
Kq′

Ukcq′−Ke
iq′·r, (3.2.11)

ed è conveniente sostituire gli indici (k, q′) con gli indici (k′, q), tale per cui la Hamiltoniana
diventa ∑

q

eiq·r

[(
ℏ2

2m
q2 − E

)
cq +

∑
K′

UK′cq−K′

]
= 0. (3.2.12)

Dato che le onde piane considerate sono fra di loro ortogonali, l’equazione appena definita
deve annullarsi per ogni q in maniera indipendente(

ℏ2

2m
q2 − E

)
cq +

∑
K′

UK′cq−K′ = 0, (3.2.13)

e scriviamo il vettore d’onda q come k−K, dove K è il vettore nel reticolo reciproco tale
per cui k giace nella prima zona di Brillouin. L’equazione diviene allora(

ℏ2

2m
(k −K)2 − E

)
ck−K +

∑
K′

UK′ck−K−K′ = 0, (3.2.14)

e, operando un cambio di variabili K ′ −→ K ′ −K abbiamo la forma finale(
ℏ2

2m
(k −K)2 − E

)
ck−K +

∑
K′

UK′−Kck−K′ = 0. (3.2.15)

Quella appena scritta è la Hamiltoniana (3.2.2) nello spazio dei momenti. Evidenziamo
inoltre che, a causa della periodicità del potenziale, Uk è non nullo solo se k è un vettore del
reticolo reciproco. Determiniamo quindi che per un k fissato nella prima zona di Brillouin
l’equazione appena descritta per un qualsiasi K dello spazio reciproco si accoppia ai soli
coefficienti ck−K , ck−K′ che differiscono da k per un vettore del reticolo reciproco e si può
scomporre il problema in N problemi per ciascun valore di k permesso nella prima zona
di Brillouin.
Ognuno di questi problemi ha una soluzione determinata dalla sovrapposizione di onde
piane contenenti unicamente k o che differiscono da k per un vettore del reticolo reciproco.
Se ritorniamo adesso all’espansione della funzione d’onda Ψ sapendo che il vettore d’onda
q assume unicamente i valori k, k −K ′, k −K ′′, ... otteniamo

Ψk =
∑
K

ck−Ke
i(k−K)·r = eik·r

∑
k

ck−Ke
−iK·r, (3.2.16)

che è nella forma descritta dal teorema di Bloch se si pone u(r) come

u(r) =
∑
K′

ck−Ke
−iK·r. (3.2.17)

Il vettore d’onda k introdotto nella teoria di Bloch può essere considerato l’analogo del
vettore d’onda di elettrone libero kfree presente nella teoria di Sommerfeld riguardo ai gas
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di elettroni liberi. A differenza di ciò che succede in quest’ultimo caso esso non è però
legato al momento dell’elettrone da una semplice relazione quale ℏk = p e, in generale, le
due quantità non sono fra di loro proporzionali. Ciò consegue dal fatto che la Hamiltoniana
(3.2.2) non è invariante per traslazioni di vettore qualsiasi, ma solo per quelle permesse dal
reticolo di Bravais reciproco. Per questo motivo la simmetria traslazionale che determina
in ultima analisi la conservazione del momento è rotta e non esistono quindi autostati
simultanei dell’operatore momento e della Hamiltoniana in presenza di un potenziale non
costante. Con un veloce calcolo si può infatti confermare

−iℏ∇Ψnk = −iℏ∇(eik·runk(r)) = ℏkΨnk − iℏeik·r∇unk(r) (3.2.18)

che non è in generale un autovalore dell’operatore momento. Ciò nonostante si può definire
ℏk momento cristallino e si può considerare k un numero quantico che emerge dalla
rottura di questa simmetria e che riflette le proprietà del reticolo di essere simmetrico per
traslazione solo per determinati vettori prestabiliti. Notiamo inoltre che si può sempre
prendere k nella prima zona di Brillouin, in quanto si può sempre decomporre un vettore
k′ = k +K con k all’interno di essa e K vettore del reticolo reciproco.
L’indice n comparso in (3.2.18) si rende necessario in quanto per un dato k esistono
molteplici soluzioni al problema di Schroedinger, infatti dalla funzione d’onda di Bloch

Ψ(r) = eik·ru(r)

con k fissato e u(r) con periodicità propria del reticolo possiamo vedere sostituendo nella
Hamiltoniana che u è determinata dalla seguente equazione agli autovalori

Hkuk(r) =

[
ℏ2

2m

(
1

i
∇+ k

)2

+ U(r)

]
uk(r) = Ekuk(r) (3.2.19)

con condizione al contorno
uk(r) = uk(r +R). (3.2.20)

Per la condizione di periodicità possiamo considerare di risolvere l’equazione ristretta a
una singola cella primitiva la quale, avendo un volume finito, farà s̀ı che le soluzioni siano
un insieme discreto. Da qui la necessità di indicizzarle con un numero di banda n.
Possiamo inoltre assegnare gli indici n ai livelli in maniera tale che, per un dato n, gli
autovalori e gli autostati siano periodici in k nel reticolo reciproco

Ψn,k+K(r) = Ψnk(r), En,k+K = En,k, (3.2.21)

e si possono considerare i livelli energetici di un elettrone in un potenziale periodico nei
termini di una famiglia di funzioni continue En(k) ciascuna con la periodicità del reticolo
reciproco. La struttura di queste funzioni e le informazioni che si possono estrapolare da
esse prendono il nome di struttura di banda del solido.
Per ogni n l’insieme di livelli elettronici determinati da En(k) viene detta banda energetica.
Ogni banda energetica è periodica in k e continua con un limite inferiore e superiore e
tutti i livelli energetici En(k) si trovano all’interno di questi limiti.
Passiamo ora a determinare lo stato fondamentale di questa struttura di livelli elettronici
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nello stesso modo in cui si trova lo stato fondamentale livello di Fermi in un gas di
elettroni liberi: lo stato fondamentale di N elettroni di Bloch è costruito riempiendo dal
basso tutti i livelli energetici fino ad esaurire gli elettroni (tenendo conto della molteplicità
degli spin) sapendo però che essi sono ora indicizzati non solo dal vettore d’onda k (che
deve rimanere confinato nella prima zona di Brillouin), ma anche dal numero quantico
discreto n. In questo modo sono possibili tre configurazioni:

• Si ha un certo numero di bande completamente occupate (di valenza) e il resto delle
bande totalmente vuote (di conduzione), inoltre la gap energetica tra l’ultima banda
completamente occupata e la prima banda vuota è maggiore della scala energetica
kBT con T temperatura ambiente. Questa configurazione dà origine ai materiali
isolanti.

• Si ha un certo numero di bande completamente occupate e il resto delle bande
totalmente vuote, ma la gap energetica tra l’ultima banda di valenza e la prima di
conduzione è dell’ordine di kBT con T temperatura ambiente. Questa configurazione
dà origine ai semiconduttori intrinseci.

• Esistono un certo numero di bande parzialmente occupate. In questo caso il livello
di Fermi Ef giace all’interno di una o più bande e in ognuna di esse esiste una
superficie nello spazio dei vettori d’onda che separa i livelli occupati da quelli non
occupati. L’insieme di queste superfici prende il nome di superficie di Fermi ed è
la generalizzazione in un reticolo periodico della sfera di Fermi nel caso di elettroni
liberi. I materiali che hanno questa caratteristica hanno proprietà metalliche e sono
detti conduttori.

La sezione di superficie di Fermi presente in una delle bande è data dalla seguente relazione
nello spazio delle k:

En(k) = Ef . (3.2.22)

Dato che ogni En(k) ha una periodicità nello spazio delle k, anche la superficie di Fermi
avrà la stessa periodicità. Ad ogni modo si preferisce solitamente per semplicità rappre-
sentare un’unica cella primitiva del reticolo reciproco, la quale permette di rappresentare
ciascuno dei livelli fisicamente distinti usando un singolo punto, la cella primitiva solita-
mente utilizzata è la prima zona di Brillouin.

3.3 Approssimazione di Tight Binding e bande ener-

getiche

Cerchiamo ora di descrivere in maniera più precisa le origini e la forma del potenziale
periodico di cui abbiamo fino ad ora postulato l’esistenza che ci permetterà poi di definire
in maniera più precisa il concetto di banda energetica (e la sua origine a partire dagli
orbitali atomici).
Ci avvaleremo in particolare dell’approssimazione di tight binding, utile nel caso in cui la
sovrapposizione delle funzioni d’onda sia sufficiente per richiedere correzioni alle funzioni

31



d’onda degli atomi isolati ma non abbastanza grande da rendere inutile la descrizione del
solido a partire dagli orbitali atomici. Questa approssimazione è particolarmente utile
per descrivere le bande energetiche nei materiali isolanti e nei metalli di transizioni aventi
orbitali di tipo d non completamente occupati.
Ai fini della discussione riguardo la superconduttività ad alte temperature nei cuprati è
particolarmente interessante questo secondo caso, in quanto proprio nei cuprati si trova
che questa superconduttività viene mediata da un potenziale antiferromagnetico presente
nel canale d [15].
Per iniziare assumiamo che nella vicinanza di ciascun punto del reticolo la Hamiltoniana
completa periodica del reticolo (3.2.2) si possa approssimare con la Hamiltoniana Hat di
singolo atomo. Assumiamo poi che gli stati legati della Hamiltoniana atomica siano ben
localizzati, ovvero che per Ψn stato legato si ha

HatΨn = EnΨn, (3.3.1)

e richiediamo che Ψn(r) sia molto piccolo per r nell’ordine di grandezza del passo reti-
colare. Nel caso estremo in cui la Hamiltoniana del reticolo differisca da quella atomica
solo per r maggiore dell’ordine di grandezza appena definito si possono prendere come
ottima approssimazione le funzioni d’onda Ψn(r) appena definite per descrivere lo stato
stazionario della vera Hamiltoniana. Prendiamo quindi le funzioni d’onda Ψn(r +R) per
tutti gli R del reticolo di Bravais per tenere conto della condizione di periodicità. Nel
caso non sia possibile applicare una approssimazione cos̀ı forte scriviamo la Hamiltoniana
completa come

H = Hat +∆U(r), (3.3.2)

dove in ∆U(r) sono contenute tutte le correzioni al potenziale atomico necessarie per
descrivere il potenziale periodico effettivo del reticolo.
Se Ψn(r) soddisfa l’equazione di Schroedinger con Hamiltoniana Hat allora soddisfa anche
la Hamiltoniana periodica se ∆U(r) si annulla dove Ψn(r) è diversa da 0. In questo caso
ciascun livello energetico atomico con funzione d’onda Ψn(r) contribuirebbe a creare N
livelli energetici nel potenziale periodico, ciascuno riferito a uno degli N atomi presenti
nel reticolo.
Dobbiamo quindi trovare una combinazione lineare di queste N funzioni d’onda tali per
cui sia possibile soddisfare la condizione di Bloch

Ψ(r +R) = eik·RΨ(r).

Richiediamo che queste combinazioni siano del tipo

Ψnk(r) =
∑
R

eik·RΨn(r −R), (3.3.3)

dove k si trova nella prima zona di Brillouin, in questo modo si può infatti verificare che
la condizione di Bloch è rispettata considerando

Ψ(r +R) =
∑
R′

eik·R
′
Ψn(r +R−R′) = eik·R

[∑
R′

eik·(R
′−R)Ψn(r − (R′ −R))

]
=

= eik·R

∑
R

reik·RΨn(r −R)

 = eik·RΨ(r).

(3.3.4)
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In questo modo otteniamo una funzione d’onda che rispetta la condizione di Bloch pur
continuando ad esprimere proprietà affini a quelle degli orbitali atomici.
Per avere dei risultati più realistici è tuttavia necessario rilassare la condizione di annul-
lamento di Ψn(r) in presenza di ∆U(r) e assumere che la funzione d’onda sia piccola ma
non esattamente nulla in presenza di ∆U(r). A questo fine cerchiamo delle soluzioni per
la Hamiltoniana completa del tipo

Ψ(r) =
∑
R

eik·Rϕ(r −R), (3.3.5)

dove abbiamo che le ϕ(r) non sono le funzioni d’onda degli orbitali atomici di partenza e
risulta quindi necessario trovare un modo per calcolarle.
A questo proposito torniamo alla nostra assunzione dalla quale consegue, tra le altre cose,
che il prodotto ∆U(r)Ψni(r) sia molto piccolo dove non nullo. Da ciò consegue che la ϕ(r)
debba essere molto simile a una combinazione lineare di Ψn(r) funzione d’onda atomica
iniziale e sue degenerazioni.
Questo indica che è possibile trattare il problema del calcolo della funzione d’onda effet-
tiva approssimandola alla combinazione lineare di una piccolo numero di funzioni d’onda
atomiche vicine

ϕ(r) =
∑
n

bnΨn(r), (3.3.6)

metodo noto anche con il nome di Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO).
Prendiamo ora la Hamiltoniana del reticolo

HΨ(r) = (Hat +∆U(r))Ψ(r) = E(k)Ψ(r), (3.3.7)

e moltiplichiamola per la funzione d’onda atomica Ψ∗
m(r) integrata su tutto lo spazio

abbiamo che ∫∫∫
Ψ∗

m(r)HatΨ(r)dr =

∫∫∫
(HatΨm(r))

∗Ψ(r)dr =

= Em

∫∫∫
Ψ∗

m(r)Ψ(r)dr = Em,

(3.3.8)

ricordiamo inoltre la relazione di ortonormalità esistente fra le diverse funzioni d’onda
degli orbitali atomici: ∫∫∫

Ψ∗
mΨn = δnm. (3.3.9)

Otteniamo dunque il seguente risultato:

(E(k)− Em)

∫∫∫
Ψ∗

mΨndr =

∫∫∫
Ψ∗

m(r)∆U(r)Ψ(r)dr, (3.3.10)
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sostituiamo adesso in Ψ(r) le relazioni prima ottenute

(E(k)− Em)bm =− (E(k)− Em)
∑
n

(∑
R ̸=0

∫∫∫
Ψ∗

m(r)Ψn(r −R)eik·Rdr

)
+

+
∑
n

(∫∫∫
Ψ∗

m(r)∆U(r)Ψn(r)dr

)
bn+

+
∑
n

(∑
R ̸=0

∫∫∫
Ψ∗

m(r)∆U(r)Ψn(r −R)eik·Rdr

)
bn,

(3.3.11)

dove abbiamo separato per ciascuno dei due termini la parte con R = 0 da quella con
R ̸= 0.
Per quanto riguarda gli integrali con dentro funzioni d’onda della forma

Ψ∗
m(r)Ψn(r −R) (3.3.12)

assumiamo (dalla nostra ipotesi di funzione atomiche ben localizzate) che il loro integrale
di overlap sia piccolo, da cui consegue il fatto che sia il primo che il terzo termine produ-
cono un contributo piccolo.
Per quanto riguarda il secondo termine assumiamo che il suo contributo sia piccolo perché
ci aspettiamo che le funzioni d’onda atomiche siano troppo piccole alle distanze per le qua-
li il potenziale periodico ∆U(r) sia significativamente diverso da 0.
Consegue quindi necessariamente che il contributo del lato di destra dell’equazione è pic-
colo e quindi anche il prodotto (E(k) − Em)bm, ciò è possibile se E(k) − Em è piccolo
quando bm è grande o viceversa.
Allora l’energia di Bloch E(k) deve essere molto vicina a quella di un livello energetico
atomico preciso e tutti i coefficienti bm non relativi alle autofunzioni (comprese quelle
degeneri) del tale livello atomico devono essere molto piccoli:

E(k) ≈ E0, bm ≈ 0 se Em ≪ E0 o Em ≫ E0. (3.3.13)

Possiamo utilizzare questa ultima espressione per stimare la parte destra dell’equazione
(3.3.11) e far variare la somma sugli stati n in maniera tale da avere solo gli stati degeneri
o con energia molto vicina a quella di E0. Se E0 si riferisce a un livello non degenere,
ad esempio un orbitale s, l’approssimazione si riduce a un’unica equazione che produce
un’espressione esplicita per l’energia della banda che si genera dal livello s (banda s). Per
quanto riguarda invece una banda p, generata dai livelli atomici p, otteniamo 3 equazioni
omogenee i cui autovalori generano le energie Ek delle 3 bande p e le cui soluzioni b(k)
producono la giusta combinazione di orbitali atomici che costituiscono ϕ per ogni vettore
d’onda k. Lo stesso procedimento si può ripetere con gli orbitali di tipo d, tenendo conto
della diversa degenerazione.
Talvolta risulta necessario, come accade anche nella determinazione degli orbitali moleco-
lari, tenere conto di orbitali diversi ma con energie molto simili, dando luogo a un processo
di ibridizzazione. Questo accade molte volte nel calcolo delle bande dei metalli di tran-
sizione, in cui diviene necessario tenere in considerazione sia gli orbitali d che l’orbitale
s esterno, dando luogo a un miscelamento s − d e dovendo risolvere 6 equazioni (5 per
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l’orbitale d e 1 per quello s) per (3.3.11).
È utile inoltre considerare la relazione che sussiste fra la larghezza di banda e l’integrale
di overlap

γij(R) = −
∫∫∫

ϕ∗
i (r)∆U(r)ϕj(r −R)dr (3.3.14)

fra di loro direttamente proporzionali. In generale le funzioni d’onda relative a stati a
energia più alta hanno anche una estensione spaziale più ampia, dando origine a integrali
di overlap più consistenti. Da ciò si può affermare che bande energetiche prodotte da
livelli a energia maggiore avranno una larghezza maggiore e viceversa.

3.4 Modello di Hubbard

Nel contesto della superconduttività nei cuprati è di fondamentale importanza la com-
prensione del modello di Hubbard [16], il modello a più particelle più semplice che possa
essere formalizzato che non sia possibile ridurre a un problema a singola particella.
Lo stato fondamentale per questo problema è molto complesso e spesso è impossibile tro-
vare la sua forma analitica: si è potuta trovare una soluzione nel caso unidimensionale,
mentre per i casi a dimensione maggiore non sono state ancora trovate delle soluzioni di
questo tipo e si è dovuto procedere in maniera numerica con metodi Monte Carlo facendo
molti progressi ma dovendo tuttavia considerare varie approssimazioni per ottenere infor-
mazioni utili [17].
Questo modello, dovendo ignorare dei termini che non sono piccoli in maniera banale a
livello microscopico, produce una Hamiltoniana effettiva in cui sono incluse solo le inte-
razioni più significative.
Nel limite fortemente interagente (U grande) di banda occupata a metà la Hamiltoniana di
Hubbard si riduce a una Hamiltoniana di pura interazione di spin, mentre nel caso attrat-
tivo (U negativo), utile per capire il fenomeno della superconduttività, si può dimostrare
che esso si può ricondurre a un modello di U grande con banda semipiena conferendo
quindi la possibilità di trattare il fenomeno della superconduttività come un fenomeno di
tipo magnetico.
Iniziamo quindi con il giustificare le approssimazioni che eliminano molti termini dalla Ha-
miltoniana di Hubbard [18], partiamo prendendo in considerazione l’interazione effettiva
elettrone-ione (schermata)

U el−el =
1

2

∫
d3xd3yU(x, y)

∑
σσ′

Ψ†
σ(x)Ψ

†
σ′(y)Ψσ′(y)Ψσ(x) (3.4.1)

ignorando le interazioni spin-orbita per semplicità.
Utilizziamo il formalismo di Bloch sviluppato per le energie nella struttura di banda Enk

e le relative funzioni d’onda ϕnk per la Hamiltoniana di singolo elettrone con n numero
di banda.
Scriviamo le funzioni d’onda per gli stati di Wannier (base alternativa a quella di Bloch
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nello spazio delle configurazioni e riconducibile ad essa) come

ϕin(x) =
1√
N

∑
k

e−ik·xϕnk(x) (3.4.2)

con N numero di siti del reticolo.
Questa base è indicizzata dall’indice di sito del reticolo i e dal numero di banda n.
Possiamo inoltre definire gli operatori di Wannier come

c†niσ =

∫
d3xϕni(x)Ψ

†
σ(x), cniσ =

∫
d3xϕni(x)Ψσ(x), (3.4.3)

i quali obbediscono alle relazioni di anticommutazione canoniche. Invertendo questa
relazione abbiamo

Ψ†
σ =

∑
in

ϕ∗
inc

†
niσ, Ψ†

σ =
∑
in

ϕ∗
inc

†
niσ. (3.4.4)

Possiamo quindi costruire ora la Hamiltoniana di interazione come

H = −
∑

tnijc
†
niσcnjσ +

∑
Unmpq
ijkl c†niσc

†
mjσ′cpkσ′cqlσ (3.4.5)

con somme sugli indici ripetuti. Notiamo che la Hamiltoniana è costituita da un termine
cinetico che descrive la possibilità che un elettrone ”salti” da un sito del reticolo a un
altro e da un termine di potenziale.
I termini di hopping tij sono dati dagli elementi di matrice

tnij = −⟨ϕniσ|H0|ϕnjσ⟩ =
1

N

∑
k

e−ik·(xj−xi)Enk, (3.4.6)

dove H0 è la Hamiltoniana di singolo elettrone con la proprietà addizionale tij = t∗ij.
In assenza di campi di Gauge esterni i tij possono essere scelti reali. Il potenziale di
interazione è dato da (3.4.1) e si può scrivere come

Umnpq
ijkl =

1

2

∫
d3xd3yU(x, y)ϕ∗

ni(x)ϕ
∗
mj(y)ϕpk(y)ϕql(x), (3.4.7)

e possiamo minimizzare la sua intensità e distanza di interazione mediante una scelta ac-
corta della base di stati di Wannier (e quindi una scelta accorta di H0 di singolo elettrone)
che permette di omettere molti termini dal calcolo.
Innanzitutto osserviamo che quando la superficie di Fermi giace in un unica banda (caso
molto semplice ma anche molto frequente, sufficiente per i nostri scopi) n = 1 è possi-
bile trascurare i termini della matrice di hopping che prevedono un salto da una banda
a un’altra. Questa approssimazione prende il nome di modello di Hubbard di singola
banda.
Trascuriamo inoltre due classi di interazione nella parte di potenziale: i termini diretti e
i termini di scambio.
Per quanto riguarda i termini diretti essi comportano integrali sui moduli quadri delle
funzioni di Wannier (|ϕi|2 all’interno di (3.4.7) e si scrivono come

V =
∑
i ̸=j

Vijninj, (3.4.8)
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dove Vij = Uijji interazione di intersito accoppia le fluttuazioni di densità in siti del reti-
colo differenti.
I termini Vij non sono necessariamente minori dei tij quando le interazioni sono debol-
mente schermate con la distanza e non possiamo trascurare il loro contributo facendo
considerazioni sugli ordini di grandezza. Tuttavia si può osservare che V accoppia flut-
tuazioni di carica piuttosto che fluttuazioni di spin e che il suo contributo sia rilevante
solamente in prossimità di una instabilità di carica e non per una transizione di fase di
tipo magnetico.
Per quanto riguarda i termini di scambio essi involvono gli accoppiamenti magnetici tra
siti differenti. L’esempio più semplice che si possa fare si ha nel caso di una interazione
fra due siti

J =
∑
i ̸=j

Uijijc
†
iσc

†
jσ′ciσ′cjσ = −1

2

∑
i ̸=j

JF
ij

(
Si · Sj +

1

4
ninj

)
, (3.4.9)

dove JF
ij = Uijij. Il loro contributo (di tipo ferromagnetico) può essere trascurato nel

nostro caso perché gli integrali di scambio di questo tipo sono costituiti da prodotti misti
di funzioni di Wannier (ϕ∗

iϕj), soppressi nel limite atomico in cui gli orbitali di Wannier
sono approssimativamente sovrapposizioni di orbitali atomici (in analogia con il regime
di tight binding)

ϕk(x) ≈
∑
i

eik·xiϕ(x− xi). (3.4.10)

In questo regime gli overlap sono dell’ordine∫
d3x|ϕ∗

i (x)ϕj(x)| ≈ e−i|xi−xj |/la (3.4.11)

con la raggio medio dell’orbitale atomico.
Lo stesso discorso si può fare per gli elementi tij, anch’essi caratterizzati da integrali di
overlap.
Il limite atomico ci permette inoltre di considerare il modello nel regime di tight binding
e di prendere un insieme minimo di termini tij a corto raggio sul reticolo (talvolta anche
solamente i primi vicini). In secondo luogo si può considerare il limite di U grande dal
momento che l’interazione di Hubbard nel sito diviene più grande quanto più le funzioni
d’onda sono localizzate.
Da queste ultime considerazioni consegue

U ≈ e2

la
≫ tij, U = 2Uiiii, (3.4.12)

da cui si deduce che l’interazione di Coulomb sul sito è maggiore in ordine di grandezza
rispetto ai termini di hopping.
Otteniamo infine la Hamiltoniana minima per il modello di Hubbard

H = −
∑
ijσ

tijc
†
iσcjσ + U

∑
i

ni↑ni↓ (3.4.13)

con ni↑, ni↓ numero di elettroni con spin up e spin down in ogni sito del reticolo.
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Figura 9: Rappresentazione grafica delle interazioni descritte dalla Hamiltoniana minima
prevista nel modello di Hubbard.

Questa Hamiltoniana tuttavia è troppo semplificata per poter essere utilizzata per rappre-
sentare un sistema reale e dobbiamo quindi derivare la Hamiltoniana effettiva, obiettivo
significativo che permetterebbe di descrivere le eccitazioni di bassa energia nel regime di
U/t grande.
Ipotizziamo che questa Hamiltoniana effettiva possa essere espansa in potenze di U/t. Per
una banda occupata a metà (un elettrone per livello energetico) si hanno soprattutto ec-
citazioni di spin alle basse energie descritte nel modello antiferromagnetico di Heisenberg
per spin 1

2
, ad altri riempimenti le eccitazioni di carica e di spin sono descritte dal modello

t− J .
Iniziamo definendo il termine di ordine 0

U = U
∑
i

ni↑ni↓, (3.4.14)

i suoi autostati sono stati di Fock nella rappresentazione di Wannier che vengono separati
da U in due sottospazi differenti

S = [|n1↑, n1↓, n2↑, · · · ⟩ : ∀i, ni↑ + ni↓ ≤ 1] ,

D = [|n1↑, n1↓, n2↑, · · · ⟩ : ∃i, ni↑ + ni↓ = 2] ,
(3.4.15)

dove D contiene le configurazioni in cui almeno un sito è doppiamente occupato, mentre
in S ci sono le configurazione con tutti i siti vuoti o singolarmente occupati.
Consideriamo il termine di hopping

T = −
∑
ijσ

tijc
†
iσcjσ (3.4.16)

come perturbazione, esso ha la capacità accoppiare S con D facendo saltare un elettrone
da un sito a un altro cambiando l’occupazione, togliendo effettivamente la grandissima
degenerazione presente nei due sottospazi S e D.
Possiamo ora scrive la Hamiltoniana in matrice con U diagonale

H =

[
Ps(T+U)Ps PsTPd

PdTPs Pd(T+U)Pd

]
(3.4.17)
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con Ps, Pd operatori proiezione sui due sottospazi.
Risolviamo questa equazione con l’ansatz

G(E) = (E − H)−1, (3.4.18)

abbiamo che la proiezione di G(E) sul sottospazio S è

PsG(E)Ps = Ps(E − H)−1Ps = [E − Heff (E)]
−1, (3.4.19)

dove Heff è data esplicitamente da

Heff = PsTPs + PsT[Pd[E − (U+T)]Pd]
−1TPs. (3.4.20)

Gli autovalori di H (e non di Heff , la quale dipende parametricamente da E) sono dati
da

det |En − Heff (En)| = 0 (3.4.21)

e possiamo espandere all’interno della Hamiltoniana efficace (ignorando i problemi che
sorgono dal vasto numero di siti) Pd(E − H)Pd all’ordine zero in E/U e al secondo or-
dine in t/U , permettendoci di ottenere una equazione agli autovalori con Hamiltoniana
indipendente dall’energia

Heff −→ Ht−J [1 +O(E/U) +O(t/U)],

Ht−J = Ps

[
T− 1

U

∑
ijkσσ′

tijtjkc
†
iσcjσnj↑nj↓c

†
jσ′ckσ′

]
Ps,

(3.4.22)

dove Ht−J è chiamata Hamiltoniana del modello t− J . Consideriamo ora un reticolo con
un numero estremamente vasto di siti N , abbiamo che anche gli elettroni scaleranno con
N e, di conseguenza, pure l’energia di stato fondamentale scalerà nello stesso modo. Non
è quindi molto utile porre l’energia E = 0 per espandere la Hamiltoniana efficace, ma si
può comunque scrivere una Hamiltoniana per le piccole eccitazioni spostando lievemente
il livello fondamentale

E0 −→ E ′
0 = Ed

0 − U, (3.4.23)

dove Ed
0 , estensiva allo stesso modo (scala con il numero di siti), è l’energia più bassa

prevista dal modello di Hubbard per i siti doppiamente occupati. Non possiamo calcolare
questa energia se non abbiamo esplicitamente l’energia dello stato fondamentale, dobbia-
mo restringere quindi il campo di applicazione della Hamiltoniana Ht−J alla descrizione
delle eccitazioni di bassa energia e relative funzioni d’onda.
Adesso, ripetendo il procedimento già fatto e espandendo per

|E − E ′
0| ≪ U (3.4.24)

possiamo studiare le fluttuazioni di bassa frequenza e la risposta rispetto alla temperatura
del modello di Hubbard usando una Hamiltoniana indipendente dall’energia.
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Figura 10: schema rappresentativo delle interazioni fra un elettrone e una lacuna e fra gli
spin di due elettroni in Ht−J . Si può osservare per t lo hopping di nearest neighbour e
per J ′ di next-nearest neighbour. Per J si ha invece l’interazione antiferromagnetica fra
gli spin di elettroni vicini.

Riscriviamo ora la Hamiltoniana Ht−J in una forma più intellegibile

Ht−J = Ps(T+HQHM + J′)Ps,

T = −
∑
ijσ

tijc
†
iσcjσ,

HQHM =
1

2

∑
ij

Jij

(
Si · Sj −

ninj

4

)
,

J′ = − 1

2U

i ̸=k∑
ijk

tijtjk

[∑
σ

(c†iσckσnj)− c†i σ̂ck · c
†
jσ̂cj

]
.

(3.4.25)

Abbiamo quindi scomposto la Hamiltoniana in tre termini, il primo dei quali è ”cinetico”
relativo ai salti elettronici fra siti, il secondo descrive le interazioni magnetiche (antiferro-
magnetiche) nelmodello quantistico di Heisenberg con Jij = 4t2ij/U , il terzo è un termine
spesso omesso sempre di hopping di ordine superiore che ha intensità molto minore ri-
spetto a T.
In condizione di banda occupata a metà abbiamo ni = 1, ovvero ogni sito del reticolo
ha esattamente un elettrone. In queste condizioni si parla di isolante di Mott e l’unico
termine non nullo in Ht−J è HQHM , si ha quindi in questo regime un comportamento
preponderantemente di tipo antiferromagnetico.
Trattiamo ora del modello di Hubbard con U negativa, ovvero con interazioni localmente
attrattive fra elettroni che possono essere mediate, in particolare per il nostro caso dei
superconduttori cuprati, da deformazioni del reticolo (fononi) o anche, seguendo ipotesi
recenti, da fluttuazioni di spin (paramagnoni) [19].
In generale si considera l’intervallo di tempo in cui si verifica il meccanismo di pairing
(determinato dalla frequenza di Debye ωD o dalla frequenza di spin fluctuation ωsf ) di
molto inferiore rispetto alla durata di una interazione che determina il salto di un elet-
trone, per questo motivo assumiamo che il meccanismo di pairing sia istantaneo rispetto
alle interazioni presenti nel modello di Hubbard.
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Con queste assunzioni abbiamo una Hamiltoniana della forma

H−U = −
∑
ijσ

tijc
†
iσcjσ −

U

2

∑
i

(ni − 1)2 +
1

2

∑
ij

Vij(ni − 1)(nj − 1)− µ
∑
i

ni. (3.4.26)

Abbiamo che U favorisce il formarsi di coppie di elettroni con spin opposto nello stesso
sito mentre Vij che rappresenta le interazioni di intersito respingono gli elettroni in siti
differenti. Il termine di hopping compete con il primo facendo saltare gli elettroni e
distruggendo le coppie.
Per prima cosa trasformiamo il nostro modello in uno con U positiva, e a questo scopo
operiamo una trasformazione particella-lacuna sugli elettroni con spin down

ci↑ −→ ci↑, ci↓ −→ h†i↓, (3.4.27)

operando quindi una trasformazione di Bogoliubov.
Possiamo ora scrivere la Hamiltoniana con U positiva nel seguente modo:

H+U =−
∑
ij

tij(c
†
i↑cj↑ − h†i↓hj↓) +

U

2

∑
i

(n2
i − 1)2

+
1

2

∑
ij

Ja
ijS

z
i S

z
j − h

∑
i

Sz
i −N∆E,

(3.4.28)

avendo posto l’anisotropia di Ising Ja
ij = 4Vij, il campo magnetico come h = 2µ e lo shift

energetico come ∆E = µ+ 1
2
U .

Possiamo inoltre ignorare il fatto che il termine di hopping sia contraddistinto da elemen-
ti di matrice spin dipendenti, dato che per lo scopo della nostra tesi ci troviamo in un
reticolo bipartito, ovvero un reticolo che può essere separato in due sottoreticoli i cui siti
interagiscono esclusivamente con i siti dell’altro (considerando i primi vicini). I reticoli di
questo tipo sono quelli quadrati o cubici, i primi in particolare fondamentali per rappre-
sentare i cuprati.
In un reticolo non bipartito non è invece possibile eliminare i segni discordi con una sem-
plice trasformazione di Gauge.
La trasformazione di Bogoliubov appena compiuta mappa gli operatori di carica nella Ha-
miltoniana con U negativa in operatori di pseudospin nella Hamiltoniana con U positiva,
nel nostro caso specifico le fluttuazioni di carica locali vengono mappate in fluttuazioni di
pseudospin nella direzione z

1

2
(ni − 1) −→ Sz

i , (3.4.29)

e possiamo inferire che una densità di carica nella prima Hamiltoniana corrisponda a una
densità di spin z nella seconda Hamiltoniana.
Le pseudo componenti Sx

i , S
y
i corrispondono agli operatori di pairing

1

2
(c†i↑c

†
i↓ + ci↓ci↑) −→ Sx

i ,

1

2i
(c†i↑c

†
i↓ − ci↓ci↑) −→ Sy

i .
(3.4.30)
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Si osserva che l’ordinamento degli pseudospin nel piano x − y rappresenta la supercon-
duttività nel modello con U negativa

Ψ(xi) = ∆(xi)e
iϕ(xi) −→ ⟨S†

i ⟩ (3.4.31)

Dove ∆ e ϕ al primo membro sono rispettivamente il modulo e la fase del parametro
d’ordine della teoria BCS, responsabile della fenomenologia dei superconduttori. Ψ in
particolare si accoppia a un campo di Gauge elettromagnetico esterno con carica 2e.
Dimostriamo ora che una Hamiltoniana nel modello di Hubbard con un’interazione U
di tipo attrattivo corrisponde a una Hamiltoniana con U repulsiva nel caso di banda
semioccupata (interazione antiferromagnetica).
Consideriamo la trasformazione

ci,σ −→ h†i,−σ, σ =↑, ↓, (3.4.32)

sotto questa trasformazione la Hamiltoniana H+U è invariante

H+U [c] = H+U [c
′], (3.4.33)

mentre per il numero di stati occupati vale

ni −→ 2− n′
i. (3.4.34)

Il numero di elettroni si ricava dalla media termodinamica

⟨ni⟩ =
1

Z
Trc(e

−βH+U [c]ni) =
1

Z
Trc′(e

−βH+U [c′](2− n′
i)) (3.4.35)

invariante dato che la traccia di un operatore è invariante per una trasformazione canonica,
questo implica

1

N
⟨
∑
i

ni⟩ =
1

N
⟨
∑
i

(2− ni)⟩ = 1, (3.4.36)

risultato che ci permette di trattare il problema come puramente di spin per U grande.
La Hamiltoniana di pseudospin effettiva in questo caso si trova sostituendo in (3.4.28)
come

H+U −→ Hspin +O(t2/U),

Hspin =
1

2

∑
ij

[
(Jij + Ja

ij)S
z
i S

z
j − Jij(S

x
i S

x
j + Sy

i S
y
j )
]
− h

∑
i

Sz
i

(3.4.37)

con Jij = 4t2ij/U e trascurando lo shift energetico costante. Questa Hamiltoniana con-
tiene accoppiamenti di tipo ferromagnetico per le componenti x, y dello pseudospin e
accoppiamenti di tipo antiferromagnetico per la componente z.
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Capitolo 4

I cuprati

4.1 Accoppiamento anisotropo

Riprendiamo l’equazione di gap a temperatura T > 0 trovata nel secondo capitolo (2.3.3)

∆k =
1

N

∑
k′

Ukk′
∆k′

2Ek′
[2Nf (Ek′)− 1] = − 1

N

∑
k′

Ukk′
∆k′

2Ek′
tanh

β

2
Ek′ , (4.1.1)

dove nel secondo passaggio abbiamo esplicitato il segno meno per rendere chiaro che
l’interazione è attrattiva. Nel caso di un potenziale uniforme U0 < 0 non dipendente dal
momento l’equazione è soddisfatta da una funzione di gap uniforme e positiva su tutto lo
spazio dei momenti.
In generale tuttavia il potenziale non è uniforme su tutto k e si alternano regioni in cui è
positivo a regioni in cui è negativo, tale per cui una funzione di gap uniforme non risolve
l’equazione. Nei punti in cui il potenziale cambia segno si formano i cosiddetti nodi della
gap, ovvero punti in cui la funzione di gap cambia segno ed è effettivamente nulla. La
funzione di gap deve soddisfare, per poter avere uno stato superconduttivo, la seguente
relazione

sign∆k = − signUkk′ sign∆k′ , (4.1.2)

in maniera tale che le regioni in cui è presente un potenziale repulsivo abbiano funzioni di
gap discordi mentre quelle in cui è presente un potenziale attrattivo le abbiano concordi.
Ciò può accadere solo se la funzione di gap ∆k dipende dal momento, ovvero è anisotropa
nello spazio dei momenti.
La teoria BCS studiata fino ad ora non prevede la formazione di coppie di Cooper legate
da un potenziale repulsivo, tuttavia dei fermioni tra di loro interagenti possono formare
delle coppie di Cooper con un momento orbitale e di spin non nullo che danno origine a
delle funzioni di gap anisotrope nello spazio dei momenti.
L’esempio più semplice di potenziale che si può realizzare è dato da

U =
1

2

∑
q

Uqb−qbq =
1

2

∑
k1k2q

∑
σ1σ2

Uqc
†
k1+qσ1

c†k2−qσ2
ck2σ2ck1σ1 ,

bq =
∑
k1σ1

c†k1+qσ1
ck1σ1 , b−q =

∑
k2σ2

c†k2−qσ2
ck2σ2 ,

(4.1.3)
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dove abbiamo definito per semplicità l’operatore bq che distrugge una particella con mo-
mento k e ne crea una con stesso spin e momento k+ q, inoltre per ottenere l’espressione
finale del potenziale abbiamo tenuto conto del fatto che gli operatori di creazione e distru-
zione riferiti a particelle diverse commutano fra loro. Possiamo notare che il potenziale
descrive una classica interazione fra due fermioni mediata da un bosone (fonone) con mo-
mento q: vengono distrutte due particelle di momento (k1, k2) e ne vengono create due
con momento (k1 + q, k2 − q).
Nel caso della coppia di Cooper dobbiamo richiedere che la quantità di moto totale del
sistema formato dai due elettroni sia nulla, per questo motivo nello stato iniziale i due
fermioni devono avere momento iniziale (k′,−k′) e momento finale (k,−k) tale per cui si
ha q = k − k′.
L’interazione diventa allora

UBCS =
1

2

∑
kk′

∑
σσ′

Uk−k′c
†
kσc

†
−kσ′c−k′σ′ck′σ = U↑↑

BCS + U↓↓
BCS + U↑↓

BCS, (4.1.4)

dove abbiamo separato i termini del potenziale con spin parallelo da quelli con spin op-
posto.
Prendiamo per primo in considerazione il termine di spin opposto

U↑↓
BCS =

1

2

∑
kk′

Uk−k′ [(c
†
k↑c

†
−k↓)(c−k′↓ck′↑) + (c†k↓c

†
−k↑)(c−k′↑ck′↓)] =

=
1

2

∑
kk′

[Uk−k′ + U−k+k′ ](c
†
k↑c

†
−k↓)(c−k′↓ck′↑) =

=
∑
kk′

Uk′−k(c
†
k↑c

†
−k↓)(c−k′↓ck′↑) =

∑
kk′

Uk−k′Ψ
†
kΨk′ ,

(4.1.5)

nello svolgimento abbiamo considerato Uk−k′ = U−(k−k′) e Ψ
†
k e Ψk′ operatori di creazione

e distruzione della coppia.
Una coppia di elettroni con spin opposti può essere scomposta in uno stato di singoletto
1√
2
(| ↑↓⟩ − | ↓↑⟩) e in uno di tripletto 1√

2
(| ↑↓⟩ + | ↓↑⟩) e, dato che la funzione d’onda

totale di una coppia di fermioni per il principio di Pauli deve essere antisimmetrica, si
deve avere una funzione d’onda orbitale (determinata dall’interazione U) simmetrica per
il termine di singoletto e antisimmetrica per quello di tripletto.
Separiamo quindi la parte simmetrica del potenziale da quella antisimmetrica:

U↑↓
BCS =

∑
kk′

[
1

2
Uk−k′ +

1

2
Uk−k′ ±

1

2
Uk+k′

]
Ψ†

kΨk′ =

=
∑
kk′

[
1

2
(Uk−k′ + Uk+k′) +

1

2
(Uk−k′ − Uk+k′)

]
Ψ†

kΨk′ =

=
∑
kk′

(US
kk′ + UT

kk′)Ψ
†
kΨk′ ,

(4.1.6)

dove abbiamo messo in evidenza l’interazione nel canale di singoletto (simmetrica) e di
tripletto (antisimmetrica). I due canali sono differenti e non comunicanti, dunque si hanno
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operatori di creazione e distruzione di coppia diversi per le due componenti del potenziale,
in particolare:

ΨS†
k = c†k↑c

†
−k↓ − c†k↓c

†
−k↑, ΨS†

k = +ΨS†
−k,

ΨT †
k = c†k↑c

†
−k↓ + c†k↓c

†
−k↑, ΨT †

k = −ΨT †
−k.

(4.1.7)

Ricaviamo ora l’espressione finale per il potenziale di interazione con spin discordi

U↑↓
BCS =

1

4

∑
kk′

[
US
kk′Ψ

S†
k ΨS

k′ + UT
kk′Ψ

T †
k ΨT

k′

]
(4.1.8)

con la parte di singoletto e di tripletto separate. Come operatori di creazione e distruzione
di coppia sono stati prese le metà degli operatori precedentemente definiti (ad esempio
1
2
ΨS†

k ) per avere un risultato normalizzato.
Per quanto riguarda l’interazione mediata dalle coppie con spin concorde possiamo scrivere

U↑↑
BCS + U↓↓

BCS =
1

2

∑
kk′

Uk−k′ [(c
†
k↑c

†
−k↑)(c−k′↑ck′↑) + (c†k↓c

†
−k↓)(c−k′↓ck′↓)] =

=
1

4

∑
kk′

(Uk−k′ − Uk+k′)[(c
†
k↑c

†
−k↓)(c−k′↑ck′↑) + (c†k↓c

†
−k↓)(c−k′↓ck′↓)] =

=
1

4

∑
kk′

2UT
kk′ [(c

†
k↑c

†
−k↓)(c−k′↑ck′↑) + (c†k↓c

†
−k↓)(c−k′↓ck′↓)].

(4.1.9)

Rappresentiamo ora in maniera compatta i tre operatori di coppia di tripletto (due di
spin parallelo e uno di spin opposto) definendo un vettore

Ψ⃗T †
k = c†kα (σ̂iσ2)αβ c

†
−kβ =

 c†k↓c
†
−k↓ − c†k↑c

†
−k↑

i(c†k↓c
†
−k↓ + c†k↑c

†
−k↑)

c†k↑c
†
−k↓ + c†k↓c

†
−k↑


T

, (4.1.10)

dove la terza componenente descrive lo stato di tripletto con spin opposti mentre la prima
e la seconda sono combinazioni lineari degli stati di spin parallelo. Con questa notazione
il potenziale (4.1.4) è definito come

UBCS =
∑

kk′∈ 1
2
BZ

[
US
kk′Ψ

S†
k Ψk′ + UT

kk′Ψ⃗
T †
k Ψ⃗T

k′

]
. (4.1.11)

Per poter valutare il contributo dato dall’interazione nei due canali di singoletto e di
tripletto US

kk′ e UT
kk′ consideriamo il potenziale magnetico generato da una coppia di

elettroni

Um =
1

2

∑
q

Jq[S⃗−q · S⃗q] =
1

2

∑
k1k2

∑
q

Jqc
†
k1+qαc

†
k2−qγ

(
σ̂

2

)
αβ

·
(
σ̂

2

)
γδ

ck2δck1β, (4.1.12)

dove Jq è l’intensità effettiva dell’interazione sulla superficie di Fermi e dove definiamo

S⃗q =
∑
k1

(
σ̂

2

)
αβ

c†k1+qαck1β. (4.1.13)
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Possiamo sviluppare il prodotto fra i due spinori nel modo convenzionale(
σ̂

2

)
αβ

·
(
σ̂

2

)
γδ

=

{
+1

4
S⃗1 + S⃗2 = 1

−3
4

S⃗1 + S⃗2 = 0
, (4.1.14)

dove il primo termine si riferisce agli stati di singoletto mentre il secondo a quelli di
tripletto. Definiamo ora la struttura dei due potenziali di interazione simmetrico e
antisimmetrico:

US
kk′ = −3

4

[
Jk−k′ + Jk+k′

2

]
,

UT
kk′ = +

1

4

[
Jk−k′ − Jk+k′

2

]
.

(4.1.15)

Il carattere dell’interazione differisce nei due canali: infatti nel canale di singoletto l’in-
terazione è attrattiva se di tipo antiferromagnetico (Jk−k′ > 0 −→ US

kk′ < 0) mentre quella
nel canale di tripletto lo è nel caso sia di tipo ferromagnetico (Jk−k′ < 0 −→ UT

kk′ > 0). Il
canale di tripletto interessa le onde p, mentre il canale di singoletto riguarda le onde s e
d.

4.2 Struttura cristallina dei cuprati e famiglie prin-

cipali

Tutte le famiglie che compongono il gruppo dei cuprati derivano strutturalmente da una
tipologia di cristalli chiamata perovskite [20] aggiungendo però dei difetti nella struttura
cristallina originaria mediante drogaggio.
La perovskite è una ceramica (materiale che combina metalli con non metalli) composta
da due cationi metallici e da un anione non metallico in rapporto (1 : 1 : 3), per i cuprati
questi tre elementi sono rispettivamente un metallo con raggio atomico maggiore del rame
(ad esempio Y , Ba, La a seconda delle varie famiglie), Cu e l’ossigeno O. Per quanto
riguarda la disposizione si ha una unità fondamentale del cristallo di tipo cubica a corpo
centrato in cui il catione più ingombrante si trova al centro, Cu in ciascuno dei vertici del
cubo e l’ossigeno nel punto medio di ciascuno degli spigoli.
Per lo scopo di questa tesi analizzeremo solo i cuprati contraddistinti da un drogaggio
mediante lacune, in quanto storicamente i primi ad essere scoperti nonché quelli con
temperature critiche ad oggi più alte, ma è importante sottolineare che esistono anche
cuprati in cui il drogaggio è ottenuto aggiungendo elettroni.
Soffermiamoci in particolare sui seguenti due superconduttori drogati mediante lacune:

• Y BaCu3O7−x:
Il composto Y BaCu3O7 ha una temperatura di transizione a pressione ambiente di
93K, tra le più alte ottenute per i cuprati e i superconduttori in generale. La sua
struttura cubica può essere descritta come una perovskite a cui sono strati sottratti
degli atomi di ossigeno, aggiungendo effettivamente delle lacune.
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La sua struttura fondamentale è formata da diversi strati che si ripetono periodica-
mente:

Y − CuO −BaO − CuO2 −BaO − CuO2,

ed evidenziamo inoltre che gli strati CuO2 sono fondamentali per il fenomeno su-
perconduttivo, in quanto l̀ı si forma la banda d all’origine della gap energetica. A
seconda che questa sia drogata p o drogata n si ha una situazione in cui essa è più
che semipiena o meno che semipiena.

Figura 11: rappresentazione di un cristallo di Y BaCU3O7

Se si varia la quantità di ossigeno in Y Ba2Cu3O7−x con 0 ≤ x ≤ 1 si ha che la
temperatura critica Tc rimane a circa 90k da x = 0 fino a x = 0.2, per poi scendere a
circa 60k per 0.3 ≤ x ≤ 0.4. Sopra questa soglia il comportamento superconduttivo
tende a scemare e per x = 1 la temperatura critica è Tc = 0K.

• La2−xMxCuO4 con M = Sr,Ba metalli alcalino-terrosi:
A differenza del cuprato sopra descritto, che si forma per deformazione della strut-
tura della perovskite ideale sottraendo degli atomi di ossigeno, per quanto riguarda
questo materiale esso viene prodotto frapponendo fra gli strati di perovskite siti con
metalli come appunto il lantanio, che può essere poi parzialmente sostituito da altri
metalli alcalino-terrosi.

La struttura fondamentale è la seguente:

CuO2 − LaO − LaO − CuO2 − LaO − LaO − CuO2.

Questa classe di composti mostra la temperatura critica Tc maggiore per valori di
x pari a 0.15 per Sr (Tc = 30K) e 0.2 per Ba (Tc = 35K).
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Figura 12: rappresentazione di un cristallo di LaCuO4

4.3 Rappresentazioni irriducibili della funzione di gap

Avendo stabilito nelle sezioni precedenti che il fenomeno della superconduttività dei cu-
prati ha un’origine antiferromagnetica, consistente con una interazione mediata dal canale
di singoletto, ci accingiamo ora a illustrare le possibili simmetrie della equazione di gap
data la condizione di canale di singoletto [21].
Come è possibile notare in Tabella 1, le rappresentazioni irriducibili possibili sono es-
senzialmente quattro, di cui una, costante, già vista per i superconduttori studiati dalla
teoria BCS originale.

armonica onda
1 s0

cos kxa+ cos kya sx2+y2

cos kxa− cos kya dx2−y2

sin kxa sin kya dxy

Tabella 1: principali simmetrie per la funzione di gap ∆k in un reticolo bidimensionale
con relativa onda.

Possiamo motivare la scelta di prendere simmetrie in un reticolo bidimensionale quadrato
(e non in un più generale reticolo 3D) facendo notare come sia emerso sperimentalmente
[22] che il meccanismo della superconduttività nei cuprati sorga a partire da strati bidi-
mensionali di CuO2 e che si propaghi da qui all’intero materiale 3D.
Vediamo ora nel dettaglio la forma della funzione di gap nelle varie rappresentazioni, a
partire dalla soluzione di onda s estesa

∆k(s) = ∆const +∆0(cos kxa+ cos kya), (4.3.1)

in cui si può notare il contributo costante già visto nella teoria BCS originale con l’ag-
giunta di un termine dipendente dal momento.
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Figura 13: onda s estesa.

Per quanto riguarda l’onda dxy la funzione di gap assume la forma

∆k(dxy) = ∆0 sin kxa sin kya, (4.3.2)

mentre nel caso di onda dx2−y2 si ha la seguente equazione:

∆k(dx2−y2) = ∆0(cos kxa− cos kya). (4.3.3)

Figura 14: onda dxy.
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Figura 15: onda dx2−y2

In un reticolo quadrato la coppia di campi corrispondenti alle funzioni di gap sono compo-
ste da differenti combinazioni lineari di coppie di singoletto locali, ad esempio per l’onda
dx2−y2 si ha

∆̃†(dx2−y2) =
∑
k

∆k(dx2−y2)c
†
k↑c

†
−k↓, (4.3.4)

dove c†kσ è il consueto operatore di creazione di un elettrone con momento k e spin σ.

Possiamo ora espandere mediante gli operatori sito c†iσ l’espressione per ottenere

∆̃†(dx2−y2) =
∆0

2

∑
i

[(c†i+x↑c
†
i↓ − c†i+x↓c

†
i↑)− (c†i+y↑c

†
i↓ − c†i+y↓c

†
i↑)+

+ (c†i−x↑c
†
i↓ − c†i−x↓c

†
i↑)− (c†i−y↑c

†
i↓ − c†i−y↓c

†
i↑)],

(4.3.5)

dove la rappresentazione delle coordinate del reticolo nell’espressione a destra corrisponde
a una combinazione lineare di singoletti tra l’i-esimo sito del reticolo e i suoi quattro primi
vicini.
Vediamo adesso perché un accoppiamento di tipo dx2−y2 sia maggiormente adatto a spie-
gare il meccanismo di superconduttività nei cuprati. Per fare ciò studieremo un unico
strato di CuO2 assumendo per ipotesi che esista un fenomeno di hopping che crea un
accoppiamento debole fra strati e produce uno stato superconduttivo che si diffonde al-
l’intero materiale tridimensionale.
In generale in un reticolo quadrato come quello del nostro modello si assume che la gap
sia di tipo s estesa o dx2−y2 (o una loro combinazione lineare) per poter rispettare le sim-
metrie del reticolo. Possiamo quindi già scartare l’idea di una gap con onda dxy.
Ci sono inoltre alcuni indizi che ci fanno ritenere probabile un meccanismo con onda
dx2−y2 rispetto a uno con onda s estesa: in Figura 16 è possibile vedere la rappresenta-
zione di un singolo strato superconduttivo: si noti nel caso dell’atomo di rame il singolo
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elettrone presente nell’orbitale dx2−y2 , la cui presenza ci fa propendere per un’interazione
superconduttiva originata da un’onda di tipo d piuttosto che di s estesa.

Figura 16: rappresentazione schematica di uno strato di CuO2 dove è visibile l’orbitale
dx2−y2 di Cu occupato da un singolo elettrone e gli orbitali pσ di O che originano la banda
in cui si forma l’accoppiamento.

Scriviamo ora un modello di Hubbard che rappresenti nelle sue parti più essenziali il
fenomeno che si origina semplificandolo per ottenere un reticolo composto da siti Cu
caratterizzati da un termine di hopping t e una repulsione sul sito U nel caso siano
presenti due elettroni:

H = −
∑
<ij>σ

t(c†iσcjσ + c†jσciσ) +
∑
i

Uni↑ni↓. (4.3.6)

La banda a cui fa riferimento questo modello è per definizione semioccupata (un elettrone
per sito), se questo sistema è lievemente drogato per abbassare o alzare lievemente l’oc-
cupazione della banda si ottiene un isolante di Mott, caratterizzato quindi da interazioni
antiferromagnetiche, che, come visto in precedenza, dà origine a uno stato superconduttivo
mediante una interazione lievemente attrattiva fra gli elettroni che andranno a costituire
le coppie di Cooper.
Per queste ragione si ritiene oramai consolidato per i cuprati che lo stato superconduttivo
sorga a partire da una gap di tipo dx2−y2 .

4.4 Superconduttività da onda dx2−y2 nei cuprati

Riassumiamo adesso quanto appreso fino ad ora: sappiamo che la superconduttività nei
cuprati si basa sul moto degli elettroni sulle superfici bidimensionali del materiale, superfici
caratterizzate dall’essere composte da un reticolo di ioni Cu2+. In assenza di dopaggio,
gli ioni Cu2+ sono in uno stato (3d) e la loro fisica è dominata dall’orbitale di antilegame
dx2−y2 . In questi ioni si ha infatti la tendenza ad avere legami forti fra gli orbitali dx2−y2
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localizzati nella distorsione planare quadrata di un ottaedro, un fenomeno noto con il
nome di distorsione di Jahn− Teller [23].
Nel reticolo ossidato l’ossigeno ha quindi il ruolo di ibridizzare il proprio orbitale 2p
con quello 3dx2−y2 del rame. Dopando il reticolo con l’aggiunta di lacune o elettroni
inserendo ad esempio altri metalli (a parte Ni o Zn), la distorsione planare diventa
ancora più intensa con considerevoli effetti per le interazioni fononiche. Il rame infatti
possiede grazie all’orbitale di antilegame un momento di spin S = 1

2
: aggiungendo cariche

libere (elettroni o lacune) questo momento di spin diviene anch’esso mobile e l’interazione
antiferromagnetica residua stabilisce un accoppiamento di onda d.
Dalle considerazioni fatte fino ad adesso viene naturale studiare una sezione planare del
reticolo per comprendere gli effetti superconduttivi di questi materiali. Il modello che
andiamo adesso a costruire considera una singola banda di elettroni che si muove in
un reticolo quadrato di ioni con electron hopping −t, interazione antiferromagnetica di
nearest-neighbor J e repulsione di Coulomb sul sito U .

ϵk = −2t(cos kxa+ cos kya)− µ,

Jq = 2J(cos kxa+ cos kya),
(4.4.1)

dove a è il passo del reticolo.
La Hamiltoniana nello spazio delle configurazioni per questo modello [24] è determinata
nella maniera seguente:

H = −
∑
<ij>σ

tc†iσcjσ +
∑
i

Uni↑ni↓ +
∑
<ij>

JS⃗i · S⃗j, (4.4.2)

dove il primo termine rende conto della possibilità che un elettrone salti da un sito a uno
dei suoi nearest-neighbor, il secondo dell’interazione di Coulomb sul sito nel caso siano
presenti due elettroni, il terzo dell’interazione magnetica spin-spin tra elettroni sempre
tra nearest-neighbor.
Si noti inoltre che i primi due termini provengono dalla Hamiltoniana di Hubbard minima
(3.4.13), mentre il terzo termine proviene da (3.4.37) avendo considerato solo il termine
di interazione AFM (interazione principale nei cuprati).
Scriviamo ora

H =
∑
kσ

c†kσckσ +
1

2

∑
q

[
Ub−q↑bq↓ + JqS⃗−q · S⃗q

]
, (4.4.3)

dove abbiamo come di consueto la parte cinetica di elettrone libero nella banda considerata
e la parte di potenziale formata dai due termini di interazione di Coulomb e di interazione
magnetica.
Se assumiamo che U e J siano piccole rispetto alla larghezza di banda della dispersione
elettronica possiamo usare l’approssimazione di liquido di Fermi con un’interazione BCS
nel canale di singoletto

US
q = U − 3

4
2J(cos qxa+ cos qya) = U − 3

2
J(cos qxa+ cos qya) (4.4.4)

per la coppia di Cooper k − k′ = q. Notiamo inoltre che non esiste interazione nel canale
di tripletto dato che U costante non può contribuire mentre J > 0 antiferromagnetica nei
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cuprati è esclusiva del canale di singoletto.
Simmetrizziamo nel modo consueto il potenziale

Ukk′ =
1

2

[
US
k−k′ + US

k+k′

]
= U − 3

2
J [cos kxa cos k

′
xa+ cos kya cos k

′
ya]. (4.4.5)

Come già fatto nel secondo capitolo utilizziamo l’approssimazione di campo medio per
ottenere la Hamiltoniana di campo medio

H =
∑
kσ

c†kσckσ +
∑
kk′

[
U − 3

2
J(cos kxa cos k

′
xa+ cos kya cos k

′
ya)

]
c†k↑c

†
−k↓c−k′↓ck′↑ (4.4.6)

con una equazione di gap associata

∆k = −
∫∫

d2k′

(2π)2
Ukk′

∆k′

2Ek′
tanh

β

2
Ek′ . (4.4.7)

Sia l’onda s che l’onda d sono di singoletto, vogliamo ora separare l’interazione (4.4.5) nei
due termini corrispondenti:

Ukk′ = U s
kk′ + Ud

kk′ ,

U s
kk′ = U − 3

4
J
[
(cos kxa+ cos kya)(cos k

′
xa+ cos k′ya)

]
,

Ud
kk′ = −3

4
J
[
(cos kxa− cos kya)(cos k

′
xa− cos k′ya)

]
.

(4.4.8)

Con questa scelta abbiamo, coerentemente con le simmetrie proprie dell’onda s e dell’onda
d, un potenziale del canale s invariante rispetto a rotazioni di π

2
di k o k′ e uno del canale

d che cambia di segno operando la stessa rotazione.
Per quanto riguarda il termine di onda s possiamo notare che è essa composta da due
termini di cui il primo costante e indipendente dal momento: preso da solo genera un
contributo costante dovuto all’interazione di Coulomb (che infatti non dipende dal mo-
mento). Il secondo termine viene per questo chiamato di onda s estesa.
Per quanto riguarda il canale d non vi sono invece termini costanti e il suo contributo non
è previsto dalla teoria BCS classica.
Abbiamo quindi ottenuto due specie diverse di condensato:

• condensato con simmetria s,

• condensato con simmetria d.

Per quanto riguarda il condensato s abbiamo

∆s
k = ∆s

1 +∆s
2(cos kxa+ cos kya),∑

k′

Ud
kk′∆

s
k′ = 0, (4.4.9)

mentre per il condensato d

∆d
k = ∆d(cos kxa− cos kya),∑
k′

U s
kk′∆

d
k′ = 0. (4.4.10)
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Possiamo notare che i due tipi di accoppiamento sono ortogonali, abbiamo inoltre l’inte-
razione nel canale d non è influenzata dall’interazione di Coulomb presente localmente.
Per il canale d si hanno, dato che Ud

kk′ cambia di segno per ogni rotazione di π
2
, nodi in cui

la funzione di gap è nulla, precisamente per kx = ±ky. Inoltre l’energia di quasiparticella

Ek =
√
ϵ2k +∆d2(cos kxa− cos kya)2 (4.4.11)

deve essere nulla all’intersezione fra i nodi ∆d
k = 0 e la superficie di Fermi ϵk = 0.

(a) condensato di tipo s esteso

(b) condensato di tipo d

Figura 17: grafico della prima zona di Brillouin prendendo rispettivamente una funzione
di gap di tipo s estesa e di tipo d, a formare due diverse specie di condensato. Si noti
la gap energetica nel condensato di tipo s in cui la densità di stati è nulla e i nodi per
kx = ±ky per il condensato di tipo d, in particolare la densità di stati in questo caso non
è nulla in prossimità della superficie di Fermi. Le immagini sono a scopo illustrativo e
non rispecchiano gli ordini di grandezza in gioco, in particolare si è esagerata l’ampiezza
della funzione di gap rispetto a quanto viene riscontrato sperimentalmente.
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Nell’intorno dei punti nodali (∆d = 0 e ϵk = 0) la dispersione può essere linearizzata
rispetto al momento e le eccitazioni formano una struttura tipica nota con il nome di
cono di Dirac. Anche la densità degli stati ha un andamento lineare nei pressi della
superficie di Fermi (N(Ek) ∝ Ek).
Possiamo adesso calcolare la funzione di gap per un’onda dx2−y2 mediante l’equazione di
gap

∆d(cos kxa− cos kya) =

=−
∫∫

d2k′

(2π)2

[
−3

4
J(cos kxa− cos kya)(cos k

′
xa− cos k′ya)

]
·

·
∆d(cos k′xa− cos k′ya)

2Ek′
tanh

β

2
Ek′

(4.4.12)

che, dopo aver semplificato per il fattore ∆d(cos kxa− cos kya), diventa

1 =
3

4
J

∫∫
d2k

(2π)2
(cos kxa− cos kya)

2Ek

tanh
β

2
Ek. (4.4.13)

Si può trovare una soluzione analitica per la temperatura critica Tc se assumiamo che
l’interazione abbia luogo unicamente in una banda energetica con larghezza di ordine pari
all’energia di fluttuazione di spin ℏωSF attorno alla superficie di Fermi e che la forma
della banda attorno a Γ (k = (0, 0)) sia tale per cui diventa possibile utilizzare un’ap-
prossimazione quadratica ϵk = −4t−µ+ t(k2x+k

2
y), con queste condizioni la densità degli

stati D(Ef ) su una superficie bidimensionale nello spazio dei momenti diventa costante e
si può approssimare la funzione di gap a

∆d(cos kxa− cos kya) ≈
∆d

2
a2(−k2x + k2y) =

∆d

2
(ak)2(− cos2 θ + sin2 θ) =

= −∆d

2
(ka2) cos 2θ = ∆0 cos 2θ,

(4.4.14)

e l’equazione della gap diventa, prendendo E =
√
ϵ2 +∆2

0 cos
2 2θ:

1 =
3

4
J

∫∫
kdkdθ

(2π)2
cos22θ

2E
tanh

β

2
E = dϵ = 2tkdk

=
3

4
J
1

2t

∫∫
dϵdθ

(2π)2
cos22θ

2E
tanh

β

2
E =

=
3

4
J

1

4πt

∫ ℏωSF

−ℏωSF

dϵ

∫ 2π

0

dθ

2π

cos2 2θ

2E
tanh

β

2
E =

(
1

4πt
= D(Ef )

)
=

3

4
JD(Ef )

∫ ℏωSF

−ℏωSF

dϵ

∫ 2π

0

2θ

2π

cos2 2θ

2E
tanh

β

2
E.

(4.4.15)

Alla temperatura critica Tc la funzione di gap è ∆0 = 0 e mediare su un angolo giro dà
come risultato 1

2
, l’equazione ha allora la forma

1 =
3

8
JD(Ef )

∫ ℏωSF

0

dϵ
1

ϵ
tanh

β

2
ϵ, (4.4.16)
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analoga a quella già trovata nella teoria BCS (2.3.5). La soluzione è quindi del tutto
identica al caso già affrontato e si ha

Tc ≈
2eγ

π
ωSF e

−(U0D(Ef ))
−1

, U0 =
3

8
J. (4.4.17)

Per quanto riguarda il canale di onda s troviamo invece un’equazione di gap

∆s
k = −

∫∫
d2k

(2π)

[
U − 3

4
J(cos kxa+ cos kya)(cos k

′
xa+ cos k′ya)

]
·

·
∆s

1 +∆s
2(cos k

′
xa+ cos k′ya)

2Ek′
tanh

β

2
Ek′ ,

(4.4.18)

la quale non può essere semplificata come nel caso dell’onda d essendo la funzione di gap
composta da due termini.
Per poter affrontare il problema e avere qualche informazione circa la natura di questa
interazione assumiamo delle ipotesi semplificanti: consideriamo l’interazione come trascu-
rabile fuori da un intervallo energetico dell’ordine di ℏωSF nei pressi della superficie di
Fermi e che il riempimento degli stati sia trascurabile tale per cui k = k′ ≈ 0. In questo
caso il potenziale effettivo diventa

U s
kk′ = U − 3

4
J(cos kxa+ cos kya)(cos k

′
xa+ cos k′ya) ≈ U − 3J (4.4.19)

attrattivo per J > U
3
. Questo potenziale, rinominato Ueff , è esattamente il potenzia-

le costante assunto nella sezione precedente discutendo della teoria BCS. In particolare
nel canale di onda s l’interazione è soppressa a causa della presenza dell’interazione di
Coulomb, non presente nel canale di tipo d, e questo determina in ultima analisi l’in-
solitamente alta temperatura critica nei cuprati, in cui il meccanismo che determina la
superconduttività è governato principalmente da un accoppiamento di tipo onda d.
Data questa Ueff possiamo riscrivere l’equazione per la funzione di gap:

∆s
k = −

∫∫
dk′2

(2π)2
Ueff

∆s
1 +∆s

2(cos k
′
x + cos k′y)

2Ek′
tanh

β

2
Ek′ . (4.4.20)

In particolare questa soluzione si dice di onda s estesa, essendo composta da due termini
di cui il secondo dipendente dal momento. Ignorando questo termine e mantenendo quindi
solo quello costante, ritroviamo l’equazione di gap (2.3.3) con ∆k′ costante.
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Capitolo 5

Analisi numerica

Lo scopo di questa sezione è quella di dimostrare che un condensato con simmetria dx2−y2

sia effettivamente il modello migliore su cui basare la fisica dei cuprati in regime supercon-
duttivo, nonché la valutazione di alcune proprietà fondamentali come la gap energetica al
livello di Fermi.

5.1 Metodi sperimentali

Come base della nostra analisi è stato impiegato il modello sviluppato nella sezione
precedente (4.4.1) per definire la dispersione delle energie nella prima zona di Brillouin:

ϵk = −2t(cos kxa+ cos kya) + µ. (5.1.1)

Si è quindi definito un reticolo quadrato composto da N2 punti, con N sufficientemente
grande da simulare con adeguata precisione il reticolo cristallino reciproco. Ovviamente
questi N2 punti sono compresi fra −π/a < kx < π/a e −π/a < ky < π/a con a passo
reticolare.
Si è deciso inoltre, per poter fare un confronto diretto, di considerare una interazione
attrattiva della stessa intensità sia per il canale s che per il canale d, usando in entrambi
i casi come parametro energetico l’interazione antiferromagnetica J . Ovviamente questa
scelta ha un significato fisico soltanto se si considera una equazione di gap anisotropa nei
cuprati e non è necessariamente corretta in un contesto isotropo come quello della teo-
ria BCS originale, ciò nonostante si è reputato significativo considerare questo confronto
diretto per analizzare il diverso comportamento macroscopico di questi due modelli diffe-
renti a partire da una interazione microscopica della stessa intensità.
Infine si è approssimato il potenziale chimico µ, trovandoci in prossimità del livello di
Fermi, come identicamente nullo su tutti lo spazio dei momenti, si è inoltre definito il
passo reticolare a = 1.
I parametri utilizzati nel modello, reperiti dalla letteratura in merito [25], sono i seguenti:

parametro t J µ a
energia (meV ) 440 240 0 1

Tabella 2: parametri impiegati nell’analisi numerica.
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Appare evidente da queste scelte che ci concentreremo nella nostra analisi sul modello
t− J pur consapevoli del fatto che esso sia molto semplificato e tralasciando il termine di
next-nearest neighbor t′ da cui si otterrebbe la dispersione energetica iniziale

ϵk = −2t(cos kx + cos ky) + 4t′ cos ky cos ky + · · · (5.1.2)

fondamentale per definire meglio le proprietà dei singoli materiali appartenenti alla fa-
miglia dei cuprati, i quali hanno ovviamente temperature critiche e proprietà fra loro
differenti. Ad ogni modo la nostra approssimazione è comunque sufficientemente per di-
stinguere fra questi e i superconduttori di I specie.

Figura 18: grafico della dispersione energetica nella prima zona di Brillouin senza consi-
derare l’effetto della gap superconduttiva. Sono stati utilizzati i valori della Tabella 2.

Si sono considerate per il condensato di tipo d e quello di tipo s le seguenti equazioni di
gap:

1 =
3

4
J

∫∫
d2k

(2π)2
(cos kx − cos ky)

2

2
√
ϵ2k +∆d(k)2

tanh
β

2

√
ϵ2k +∆d(k)2,

1 = J

∫∫
d2k

(2π)2
1

2
√
ϵ2k +∆2

s

tanh
β

2

√
ϵ2k +∆2

s,

∆d(k) = ∆d(cos kxa− cos kya),

(5.1.3)

calcolate su un sample di N2 elementi sul reticolo mediante il metodo di Cavalieri-Simpson
(maggiori informazioni a riguardo in appendice).
Da queste due equazioni si sono ottenute le temperature critiche Tc nei due casi conside-
rati e l’ampiezza della gap (pseudogap) in funzione della temperatura.
Si è quindi proceduto a descrivere la densità di stati delle quasiparticelle in prossimità della
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superficie di Fermi nei due casi descritti stabilendo un binnaggio abbastanza denso da otte-
nere una densità degli stati con risoluzione e densità adeguata, calcolando semplicemente
il numero di stati situati in ciascuno degli intervalli

N(E) =
∑
k

δ(E − Ek), Ek =
√
ϵ2k +∆(k)2. (5.1.4)

Per questa simulazione è stato necessario prendere un N2 numero di siti sul reticolo più
ampio di quanto fatto per la sezione precedente a causa di una convergenza a un valore
stabile per un binnaggio abbastanza denso molto lento, aspetto che ha pregiudicato anche
la velocità della computazione.
Ciò nonostante, come vedremo, non è stato possibile ottenere, in particolare nel caso del
condensato s, una simulazione impeccabile.

5.2 Risultati

Si sono ottenute per i condensati le seguenti temperature critiche:

• condensato di tipo s: 18.34K

• condensato di tipo dx2−y2 : 109.73K.

Da ciò si evince chiaramente che il condensato di tipo d è in grado di descrivere molto più
accuratamente le temperature molto alte a cui molti dei cuprati manifestano proprietà
superconduttive. In particolare nella nostra simulazione vi è una differenza di quasi 100K
fra i due condensati, fatto che posiziona la temperatura critica del condensato d al di
sopra della temperatura di ebollizione dell’azoto liquido.

Figura 19: grafico di alcuni materiali superconduttori organizzati per anno di scoperta
e temperatura critica, si evidenzia in particolare la serie dei cuprati mediante la linea
tratteggiata.
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In Figura 19 [26] sono consultabili le temperature critiche dei principali superconduttori
cuprati: è possibile verificare che molte di esse sono nell’intorno di Tc = 110K e comunque
superiori alla temperatura di ebollizione dell’azoto liquido.
Per quanto riguarda le equazioni di gap notiamo invece che ∆d di pseudogap è maggiore
di ∆s di gap alla stessa temperatura, in particolare per T = 0 abbiamo ∆d = 9.54meV e
∆s = 2.84meV .

Figura 20: Equazione di gap in funzione di T per condensato di tipo d.

Figura 21: Equazione di gap in funzione di T per condensato di tipo s.
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Figura 22: confronto fra le due equazioni di gap ottenute.

Figura 23: Densità degli stati di quasiparticella attorno all’energia di Fermi per un con-
densato di tipo d, la densità di stati è presa rispetto al livello normale mentre l’energia è
in unità della pseudogap.
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Figura 24: Densità degli stati di quasiparticella attorno all’energia di Fermi per un con-
densato di tipo s, la densità di stati è presa rispetto al livello normale mentre l’energia è
in unità della gap.

I risultati ottenuti per la densità degli stati confermano per quanto riguarda il condensato
d un andamento lineare all’energia di Fermi e un picco per E = 2∆d, mentre per il
condensato s, malgrado la risoluzione non ottimale, è chiaramente visibile la gap energetica
per −∆s < E < ∆s e il picco in corrispondenza della gap.

62



Capitolo 6

Conclusioni

In questo lavoro di tesi si sono studiate le origini e le caratteristiche del fenomeno della
superconduttività, analizzando prima i superconduttori di tipo I e poi una particolare
classe di superconduttori di tipo II, i cuprati, i quali hanno dimostrato di essere molto
interessanti anche da un punto di vista applicativo per le loro temperature critiche partico-
larmente alte, maggiori della temperatura di ebollizione dell’azoto. Si è visto nel dettaglio
il fenomeno della instabilità di Cooper, fondamentale per determinare la transizione dallo
stato normale allo stato superconduttivo per tutte le classi di superconduttori mediante
il sorgere di interazioni attrattive fra elettroni caratterizzate da bassa energia tale però
da riuscire a modificare significativamente la densità degli stati in prossimità del livello
di Fermi. In particolare si è potuto determinare che in un reticolo cristallino l’interazione
Coulombiana fra elettroni (repulsiva) è pesantemente soppressa e si è trovata l’origine
dell’interazione attrattiva nelle coppie di Cooper, coppie di elettroni tenute assieme da
un’interazione fononica originata dagli ioni del reticolo, i quali si spostano lievemente dal-
la posizione di equilibrio con frequenza di Debye ωD al passaggio degli elettroni e creando
localmente una densità di carica positiva.
Si è esplorata nel dettaglio la teoria BCS, prima teoria quantitativa in grado di spiegare
la superconduttività nei superconduttori di tipo I, ovvero negli elementi semplici. Grazie
ad essa si è determinata l’origine dello stato superconduttivo nella formazione di una gap
energetica in cui non sono presenti stati di quasiparticella formati da combinazioni lineari
di elettroni e lacune determinate dalla trasformazioni di Bogoliubov. Scopo di questa tra-
sformazione, che può essere interpretata a livello fisico considerando la transizione degli
elettroni dallo stato normale a quello superconduttivo, permettendo la formazione di lacu-
ne, è quello di diagonalizzare la Hamiltoniana di campo medio costruita tenendo conto del
termine cinetico di elettrone libero e di quello di interazione dato dalla formazione delle
coppie di Cooper. Si è trovata inoltre l’equazione di gap per poter determinare questa
gap energetica.
Per poter poi approcciare il fenomeno della superconduttività nei cuprati si sono enuncia-
ti alcuni concetti fondamentali di fisica dello stato solido quali il reticolo di Bravais e la
prima zona di Brillouin nel reticolo reciproco e si sono studiate le proprietà di un reticolo
periodico nell’approssimazione di Tight Binding, scoprendo l’esistenza delle bande ener-
getiche elettroniche in un solido, le quali si originano dagli orbitali atomici di un singolo
atomo.
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Si è quindi studiato il modello di Hubbard, il più semplice modello a molti corpi su reticolo
a non poter essere ridotto a un modello a singola particella costruito nell’ambito della fisi-
ca dello stato solido. Grazie a questo modello si è dimostrato che un reticolo cristallino in
cui è presente un’interazione attrattiva fra elettroni (di tipo superconduttivo), può essere
ridotto a un isolante di Mott: un materiale avente l’ultima banda energetica con un’oc-
cupazione prossima alla metà e caratterizzata da interazioni di tipo antiferromagnetico,
risulta interessante il fatto che questo tipo di materiale si comporti come un isolante pur
avendo l’ultima banda non completa.
Per poter studiare la superconduttività nei cuprati si è scelto di considerare il caso di
una gap anisotropa, ovvero dipendente dal momento e non omogenea nella prima zona di
Brillouin. Si è trovato che una interazione anisotropa tale da poter generare una tale gap
può essere scomposta in una parte di singoletto e una di tripletto, corrispondente a diverse
configurazioni della coppia di Cooper risultante. Di queste solo il termine di singoletto ha
caratteristiche di tipo antiferromagnetico conforme alla trattazione precedente. Si sono
determinate due classi principali di cuprati superconduttori (Y Ba2Cu3O7 e LaCuO4) de-
scrivendo la loro struttura e le loro caratteristiche fisiche principali, riconoscendo inoltre
l’origine della superconduttività negli strati bidimensionali di CuO2.
Partendo da questi presupposti si sono studiati diversi tipi di gap di singoletto, trovando
consistenti con i nostri presupposti solo una soluzione di onda s estesa e una di onda
dx2−y2 , ritenendo però meglio adatta ai nostri scopi la seconda.
Da queste considerazioni si è sviluppato con un modello molto semplice (modello t − J)
una equazione di gap per l’onda dx2−y2 e la si è confrontata con una con gap costante:
con dei calcoli numerici si è potuto constatare la validità dell’ipotesi di una pseudogap di
onda d nel caso dei cuprati considerando la temperatura critica molto alta ottenuta.
In conclusione possiamo dire di aver dimostrato la validità del modello sviluppato, tutta-
via i cuprati sono materiali estremamente complessi nonché promettenti e sono necessari
ulteriori studi per poter affinare i nostri modelli e per poter comprendere nel dettaglio la
loro fisica nella speranza, un giorno, di trovare forse dei superconduttori a temperatura
ambiente.
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Appendice

Codice utilizzato in tutte le sezioni:

1 import numpy as np

2 from numba import jit , cuda

3 from scipy.integrate import simpson

4 from scipy.optimize import minimize_scalar

5

6 N=3000

7 mu=0.

8 a=1.

9 t=440.0

10 J=240.0

11 k_B =8.617e-2

12

13 x = np.linspace(-np.pi/a, np.pi/a, N) - mu

14 y = np.linspace(-np.pi/a, np.pi/a, N) - mu

15

16 @jit(target_backend="cuda")

17 def E_k_s(delta_s , k_x , k_y):

18 epsilon_k = -2*t*(np.cos(k_x*a)+np.cos(k_y*a))-mu

19 gap_s = delta_s

20 return np.sqrt(epsilon_k **2+ gap_s **2)

21

22 @jit(target_backend="cuda")

23 def E_k_d(delta_d , k_x , k_y):

24 epsilon_k = -2*t*(np.cos(k_x*a)+np.cos(k_y*a))-mu

25 gap_d = delta_d *(np.cos(k_x*a)-np.cos(k_y*a))

26 return np.sqrt(epsilon_k **2+ gap_d **2)

Per il calcolo della densità degli stati si ha N = 10000, la libreria Numba è stata impiegata
per velocizzare i calcoli processandoli mediante GPU.

Codice utilizzato per trovare la temperatura critica e la dipendenza della gap dalla
temperatura:

1 @jit(target_backend="cuda")

2 def integrand_s(x, y, delta_s , T):

3 return J*np.tanh(E_k_s(delta_s , x, y)/(2* k_B*T))/((2*np.pi)**2*2*

E_k_s(delta_s , x, y))

4

5 @jit(target_backend="cuda")

6 def integrand_d(x, y, delta_d , T):

7 return (3/4)*J*(np.cos(x*a)-np.cos(y*a))**2*np.tanh(E_k_d(delta_d ,

x, y)/(2* k_B*T))/((2*np.pi)**2*2* E_k_d(delta_d , x, y))
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8

9 def integral_s(delta_s , T):

10 zz = integrand_s(x.reshape (-1,1), y.reshape (1,-1), delta_s , T)

11 return simpson ([ simpson(zz_x , x) for zz_x in zz], y)

12

13 def integral_d(delta_d , T):

14 zz = integrand_d(x.reshape (-1,1), y.reshape (1,-1), delta_d , T)

15 return simpson ([ simpson(zz_x , x) for zz_x in zz], y)

16

17 def distance_s(delta_s , T):

18 return np.abs(integral_s(delta_s , T) -1.)

19

20 def distance_d(delta_d , T):

21 return np.abs(integral_d(delta_d , T) -1.)

22

23 def distance_s1(T, delta_s):

24 return np.abs(integral_s(delta_s , T) -1.)

25

26 def distance_d1(T, delta_d):

27 return np.abs(integral_d(delta_d , T) -1.)

28

29 delta_crit = 0.

30

31 crit_s = minimize_scalar(distance_s1 , bounds =(0 ,150), args=( delta_crit

), method="bounded", options ={"xatol" : 1e-6})

32 print(crit_s)

33 T_c_s=crit_s.x

34

35 crit_d = minimize_scalar(distance_d1 , bounds =(0 ,150), args=( delta_crit

), method="bounded", options ={"xatol" : 1e-6})

36 print(crit_d.x)

37 T_c_d = crit_d.x

38

39 T = 0.

40 num = 400

41 file = open("nome_file_s1.txt", "w")

42 while T <= T_c_s:

43 result = minimize_scalar(distance_s , bounds =(0., 10.), args=(T),

method="bounded", options ={"xatol" : 1e-6})

44 delta = result.x

45 print(T, delta)

46 file.write(str(T))

47 file.write("\t")

48 file.write(str(delta))

49 file.write("\n")

50 T = T + (T_c_s/num)

51 file.close ()

52

53 T = 0.

54 num = 400

55 file = open("nome_file_d1.txt", "w")

56 while T <= T_c_d:

57 result = minimize_scalar(distance_d , bounds =(0., 10.), args=(T),

method="bounded", options ={"xatol" : 1e-6})

58 delta = result.x
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59 print(T, delta)

60 file.write(str(T))

61 file.write("\t")

62 file.write(str(delta))

63 file.write("\n")

64 T = T + (T_c_d/num)

65 file.close ()

S̀ı è scelto di utilizzare il metodo di integrazione della libreria integrate.simpson perché
permette mediante la regola di Cavalieri-Simpson di calcolare un integrale a partire da
un array di float approssimando numericamente, a differenza dei metodi quad o dblquad

che non permette tale libertà. L’algoritmo di ottimizzazione in optimize.minimize_scalar

utilizza l’algoritmo di Brent e permette di minimizzare la funzione per l’onda s∣∣∣∣∣J
∫∫

d2k

(2π)2
1

2
√
ϵ2k +∆2

s

tanh
β

2

√
ϵ2k +∆2

s − 1

∣∣∣∣∣
e la rispettiva per l’onda d trovando il minimo 0 che risolve le equazioni (5.1.3) in funzione
di ∆ e T .

Codice utilizzato per il calcolo della densità degli stati:

1 M=0.5

2 @jit(target_backend="cuda")

3 def calc_density(E, n_bins , DoS):

4 for i in range(int((M/2)*N)):

5 for j in range(N**2):

6 if E[j]>=n_bins[int(M*N)-(i+2)] and E[j]<n_bins[int(M*N)-(

i+1)]:

7 DoS[int(M*N)-(i+1)]=DoS[int(M*N)-(i+1)]+1

8 DoS[i]=DoS[i]+1

9

10 T=0.

11 result = minimize_scalar(distance_s , bounds =(0., 10.), args=(T),

method="bounded", options ={"xatol" : 1e-6})

12 delta_s= result.x

13

14 k_x , k_y = np.meshgrid(x, y)

15 energy_s = E_k_s(delta_s , k_x=k_x , k_y=k_y)

16 energy_s_line = energy_s.reshape(N**2)

17 n_bins_s = np.linspace (-500, 500, int(M*N))

18 density_of_states_s=np.zeros(int(M*N))

19

20 calc_density(energy_s_line , n_bins_s , density_of_states_s)

21

22 file=open("nome_file_s2.txt", "w")

23 for i in range(int(M*N)):

24 file.write(n_bins_s[i])

25 file.write("\t")

26 file.write(density_of_states_s[i])

27 file.write("\n")

28 print(n_bins_s[i], density_of_states_s[i])

29 file.close ()
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30

31 T=0.

32 result = minimize_scalar(distance_d , bounds =(0., 10.), args=(T),

method="bounded", options ={"xatol" : 1e-6})

33 delta_d= result.x

34

35 energy_d = E_k_d(delta_d , k_x=k_x , k_y=k_y)

36 energy_d_line = energy_d.reshape(N**2)

37 n_bins_d = np.linspace (-500, 500, int(M*N))

38 density_of_states_d=np.zeros(int(M*N))

39

40 calc_density(energy_d_line , n_bins_d , density_of_states_d)

41

42 file=open("nome_file_d2.txt", "w")

43 for i in range(int(M*N)):

44 file.write(n_bins_d[i])

45 file.write("\t")

46 file.write(density_of_states_d[i])

47 file.write("\n")

48 print(n_bins_d[i], density_of_states_d[i])

49 file.close ()
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