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Introduzione

Le epidemie sono sempre state una grande preoccupazione dell’essere umano
e siamo ancora tutti commossi e terrorizzati dalle drammatiche descrizioni
che ci arrivano dal passato, come nel De Rerum Natura di Lucrezio o altri
passi della letteratura. La "Black Plague", ’epidemia di peste che si diffuse
in Europa dal 1347 al 1352 e che provoco la morte di 25 milioni di persone
o la "Great Plague" di Londra diffusasi nel 1665, sembravano essere molto
lontane dalle nostre vite, ma eventi molto pu recenti, come ’epidemia di
COVID-19 o la sindrome da HIV-AIDS, ci hanno ricordato che le epidemie
sono un reale problema per le istituzioni sanitarie che sono continuamente
alle prese con malattie emergenti e riemergenti. Per questo 'uomo si € posto
come obiettivo fondamentale quello di costruire un apparato scientifico che
potesse studiare i processi biologici che entrano in campo durante la diffu-
sione di una certa malattia e interpretarli per ottenere una modelizzazione
che possa essere utile al contenimento dell’epidemia, al suo sucessivo debel-
lamento e fornisca strumenti di previsione e prevenzione. Questa costruzione
¢ possibile dall’interazione tra I’osservazione sperimentale (come avviene il
contatto tra individui, come 'agente patogeno agisce sul sistemma immuni-
tario dell’individuo infetto,..) e la modelizzazione matematica. L’analisi che
si € costruita ha ottenuto miglioramenti e grandi traguardi, grazie soprattut-
to all’innovazione della medicina, quali i vaccini, come metodo di prevenzione
assoluta.

Lo scopo della modelizzazione matematica delle epidemie é quello di indivi-
duare i meccanismi che producono determinati schemi epidemiologici, fornire
una descrizione formale di questi eventi e offrire strumenti per il controllo del-
le malattie.

Il mio elaborato di tesi é basato sull’analisi generale dei modelli matematici
alla base delle epidemie e lo studio dei punti di equilibrio dei sistemi che
descrivono tali modelli.

Il primo capitolo fornisce una descrizione degli elementi di base per lo studio
che verra poi affrontato nei capitoli successivi; nel capitolo in questione ci si
riduce a introdurre nomenclatura, parametri e assunzioni di base. Nei capito-



Introduzione

li secondo e terzo vengono esposti due tipi di modelli SIR diversi (epidemico
e endemico), modelli alla base dell’epidemiologia che spiegano, sotto determi-
nate ipotesi, il comportamento degli individui all’esplodere di una epidemia
e il loro cambiamento di compartimento (suscettibile, infetto o rimosso) nel
tempo. Di essi viene costruito il sistema di equazioni differenziali e analizzato
il comportamento asintotico, per poi studiare i punti di equilibrio e la loro
stabilita. Nel capitolo quarto viene analizzato allo stesso modo il modello
SEIR, interessante perché fornisce una visione leggermente pii sofisticata e
vicina alla realta, poiché tra i compartimenti possibili si suppone esistere an-
che un compartimento degli esposti, cioé di coloro che sono stati infettati ma
che ancora non sono in grado di trasmettere la malattia. Questi tre capitoli
sono trattati a partire dallo studio condotto in [5] e [10].

L’appendice finale illustra 'apparato matematico utile allo studio di questi
modelli, basandomi principalmente sul testo [9]: le Equazioni Differenziali in-
fatti sono uno strumento necessario per la descrizione dei fenomeni naturali
e per lo studio della stabilita dei punti di equilibrio.



Capitolo 1

Elementi di base per la
descrizione dei modelli

Quando si considera la diffusione di una malattia infettiva all’interno di una
popolazione, I'approccio tradizionale non si concentra sulla quantita o sul
tipo di agente patogeno (batterio, virus, etc...) presente, ma piuttosto sul
numero totale di individui infetti.

Infatti se si ¢ interessati a studiare la diffusione dell’infezione a livello della
popolazione, ¢ possibile e conveniente trascurare i meccanismi per cui ogni
individuo si ammala. Questo avviene poiché il numero di virus o di batteri
presenti all’interno di un individuo infetto cresce molto piu rapidamente ri-
spetto al tempo di trasmissione dell’infezione da un ospite all’altro.

In questo capitolo si introducono gli elementi di base per lo studio e ’analisi
dei modelli epidemiologici.

1.1 Classi epidemiologiche

Alla base della descrizione delle epidemie a livello della popolazione ci sono 3
classi epidemiologiche descritte a partire dal modello proposto negli articoli
di Kermack e McKendrick del 1927 ( si veda [6]):

e Suscettibili: individui sani che possono essere infettati e contrarre la
malattia

e Infetti: indiwvidui che hanno contratto la malattia e possono trasmet-
terla ad altri

e Rimossi: individui che, dopo essere stati infettati e quariti, ora sono
MIMUNI



1.1 Classi epidemiologiche

Con il termine Rimossi si indicano coloro non partecipano al processo epi-
demico poiché non sono né contagiosi, né in grado di contrarre la malattia,
quindi tra questi ci sono anche coloro che sono morti a causa dell’infezione.
In modelli piu vicini alla realta si considera che esista un intervallo di tempo,
detto tempo di latenza, tra l'istante in cui gli individui vengono infettati e
Iistante in cui sono contagiosi, cioé capaci di trasmettere l'infezione; si avra
quindi la classe degli individui Esposti, cioé di coloro che stanno incubando
Uinfezione. Si utilizza, per semplicita di notazione, la scrittura S(t), I(t),
R(t), E(t) per indicare le classi rispettivamente dei suscettibili, infetti, ri-
mossi, esposti al variare del tempo t.

Inoltre, é necessario discutere sulla differenza tra quelle malattie che consen-
tono di avere I'immunita a vita e quelle che non hanno questa caratteristica.
Il primo caso porta alla descrizione di un modello che viene comunemente
chiamato SIR, il secondo caso al modello SIS (se la malattia non dispensa
I'immunita) o SIRS (se la malattia dispensa un’immunita transitoria). In
tutti questi modelli i percorsi attraverso le classi epidemiologiche possono
essere descritti come in figura.
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Figura 1.1: Modello SIR
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Figura 1.2: Modello SIS
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Figura 1.3: Modello SIRS
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1.2 Ipotesi di base

Oltre alla precedente suddivisione in compartimenti, tutti i modelli di epide-
mia abitualmente studiati hanno le seguenti assunzioni di base:

e isuscettibili si infettano solo in seguito ad un contatto con un individuo
contagioso;

e le altre transizioni di classe non dipendono dalle interazioni tra gli
individui ma dalla progressione spontanea dell’infezione;

e si considera una popolazione molto grande e completamente mescolata.

Questa ultima assunzione € tipica dei modelli deterministics, infatti in questo
modo si possono trascurare le fluttuazioni casuali. Purtroppo pero i modelli
deterministici sono d’altra parte fortemente limitanti poiché non prendono in
considerazione alcuni fattori importanti: la popolazione non é omogenea, gli
individui possono modificare i propri comportamenti in risposta all’epidemia
(come nel caso del lockdown imposto in Italia nel Marzo 2020 a causa dell’e-
pidemia da Covid 19) e i parametri potrebbero cambiare nel tempo (come la
stagionalita).

Sulla base di quanto appena descritto ¢ possibile definire delle variabili di
base che identificano lo stato della popolazione durante ’epidemia: siano
S(t), I(t) e R(t) il numero di suscettibili, infetti e rimossi al tempo ¢. In
pit poniamo N(t)= S(t)+I(t)+R(t), cioé la popolazione totale.

1.2.1 Parametri

Tra i passi da compiere per la formulazione di modelli matematici che descri-
vono la diffusione di un’epidemia, ¢’é quello dell’illustrazione dei parametri di
base impegnati nei modelli. Essi avranno il seguente valore durante il corso
di tutto ’elaborato.

1. c(t)= tasso di contatto
Il numero di contatti che un individuo ha nell’unita di tempo

2. x= tasso di infettivita
Probabilita che un contatto produca un infetto quando uno dei due é
suscettibile e 'altro ¢ infettivo

3. A(t)=parametro di forza dell’infezione
Rappresenta la velocita con cui un individuo suscettibile diventa infet-
to; ¢ un parametro che dipende da come la popolazione si mischia e
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come interagisce. La forza dell’infezione, assumendo un mescolamento
omogeneo all’interno della popolazione, pud essere scritta:

1(t)

A(t) = C(t)XW (1.1)

Spesso la indicheremo sfruttando il parametro f=c(t)y, come:

A(t) = ——I(t) (1.2)

. y(t)=tasso di guarigione

Rappresenta la velocita con cui gli infetti guariscono dalla malattia;
& un parametro che dipende dall’interazione tra ’agente patogeno e il
sistema immunitario dell’individuo infetto. Possiamo assumerlo come
parametro costante (y(t)= =), ricordando perd che é un ipotesi molto
forte poiché ¢ come dire che la probabilita di guarire in una qualsiasi
unita di tempo € indipendente dal periodo di tempo in cui un individuo
é stato infettato, in contrasto con cio che é conosciuto empiricamente.
Ipotizzare cio ¢ come affermare che la probabilita che un individuo sia
ancora contagioso dopo un tempo t dall’inizio dell’infezione sia:

[(t) = e

(Questa assunzione ci permette di utilizzare la struttura delle equazioni
differenziali ordinarie.

7= durata media dell’infezione e T = %

6. j(t)= incidenza e j(t) = A(t)S(t)

Numero di nuove infezioni al tempo ¢

Ro= numero di riproduzione di base (basic reproduction number)
Numero di infezioni secondarie prodotte da un singolo individuo infet-
to in una popolazione formata da tutti individui suscettibili. Questo
parametro é considerato come determinante per stabilire ’avvenuta dif-
fusione della malattia all’interno di una popolazione senza infezione e
per stimare eventualmente la quantita di vaccinati utile per bloccare
I'epidemia.
_ X
8
Infatti ¢ rappresenta il numero medio di contatti che un individuo ha
in unita di tempo, e x € la probabilita che un individuo suscettibile a

Ry (1.3)
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seguito di un contatto con un infetto venga a sua volta infettato. Per
cui, f=cx ¢ il numero medio di individui infettati in unita di tempo.
Moltiplicandolo per la lunghezza media dell’infezione =1/, otteniamo
Iinterpretazione di Ry.

How quickly does it spread?
Basic reproduction value Vaiolo Morbillo

Mers Ebola Small pox Measles

) ) ) )
| | | |

1 1 MM TIRLERA.
MM

0.7 1.7 7 17

Figura 1.4: Valori di Ry per infezioni note, con MERS (Middle East Respi-
ratory Syndrome) si intende la sindrome respiratoria mediorientale da coro-

navirus (conosciuta anche come influenza cammello), patologia causata dal
coronavirus MERS-CoV.

Nella trattazione appena descritta non é stato chiaramente definito cosa
si intende per “contatto” (stretta di mano, essere nella stessa stanza, rap-
porto sessuale,...); dipendera dal tipo di malattia e dal suo meccanismo di
trasmissione. In piu si € supposto che il tasso di contatto possa dipendere
dal tempo o in maniera diretta (come la stagionalita) o in maniera indiretta
tramite altre variabili (come la variazione di popolazione nel tempo).

1.2.2 Calcolo di nuove infezioni in unita di tempo

Per chiarire meglio la formula (1.1) della forza dell’infezione, calcoliamo il
numero di nuove infezioni che avvengono in un’unita di tempo. Partendo dai
suscettibili S(t), ognuno di questi avra in media c(¢) contatti; di questi una
frazione I(t)/N(t) sara di individui infetti e ogni contatto con degli infetti
sara effettivamente contagioso (cioé trasmettera la malattia) con probabilita
x- Dunque, scegliendo un intervallo di tempo At abbastanza piccolo da
evitare cambiamenti nelle classi epidemiologiche, il numero di nuove infezioni
tra t e At sard approssimativamente

S(t)c(t)mxAt (1.4)



Capitolo 2

Modello SIR a popolazione chiusa

In questo capitolo verra presentato il primo modello detto modello SIR a
popolazione chiusa (o caso epidemico). Il nome ci aiuta a capire sotto qua-
li ipotesi é costruito il modello: si assume che nella popolazione considerata
non avvengano né nascite né morti, cioé che la popolazione rimanga costante.
In piu, trascuriamo il tempo di incubazione della malattia e assumiamo che
gli individui guariti abbiano un’immunita permanente. Infine, aggiungiamo
il fatto che ¢(t) sia una costante c.

Seguendo le ipotesi appena descritte possiamo concludere che 'unico cam-
biamento possibile al numero dei suscettibili é causato dall’infezione. Quindi,
considerando la formula (1.4) , si ha

I(t)

S(t+ A1) = 5(0) = S(t)elt) rrxAe

(notare che questa é un’approssimazione e andrebbe aggiunto un termine
o(At))

Portando S(t) a sinistra, dividendo per At e mandandolo a 0 si ottiene:

%S(t) = —\(t)S(t), dove A(t) ¢ definito come in (1.1) (2.1)

Per descrivere la classe degli infetti /(t) si devono considerare le guarigioni.
Supponiamo che queste avvengano al tasso costante di . Cio significa che
un individuo infetto ha probabilita vyAt di guarire nell’intervallo (¢,t + At).
Si pud dunque scrivere:

I+ At) = 1) + SWe) 2 At — 1)yt

N(t)
Portando I(t) a sinistra, dividendo per At e mandandolo a 0 si ottiene:
d
CI() = AD)S() 411 2.2
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Gli individui che vengono posti nella classe R (rimossi) sono coloro che escono
dalla classe I, cioé guariti, morti e quelli in quarantena. Aggiungiamo dunque
I’equazione:

%R@zyﬂﬂ (2.3)

che non sara fondamentale per lo studio della dinamica del modello poiché
essa ¢ indipendente dal valore di R(t); ma ¢é utile per poter interpretare i
risultati e avere un bilancio generale.

2.1 Il sistema di equazioni differenziali

Coinvolgendo le tre classi epidemiologiche introdotte precedentemente,otteniamo

il seguente sistema:

(d

95(0) = A1)

1) = M)S(0) 2101 (2.4
© R(t) =1(1)

\

Questo sistema deve essere completato dalle condizioni iniziali per poter ave-
re cosi un’unica soluzione. Assumiamo che R(0) = 0, cio¢ che all’inizio
dell’epidemia non ci sono individui immuni alla malattia. Per le altre classi,
assumiamo S(0) = .Sy > 0 e I(0) = Iy > 0, dove solitamente [, ¢ scelto molto
piccolo per imitare I'introduzione di pochi individui infetti dall’esterno.
Questo modello ¢ stato introdotto da Kermack e McKendrick (in particolare
in [7]), in realta i due proposero un modello pin generale che includeva anche
Ieffetto del tempo intercorso dall’inizio dell’infezione evitando quindi I'ipo-
tesi che v sia costante, ma la trattazione seguente viene affrontata come una
semplificazione del loro modello.

Dal sistema (2.4) si osserva banalmente che

S'(t)y+1'(t)+ R'(t) =0
e quindi si conclude che la popolazione totale é costante nel tempo

N(t) = S(t) + I(t) + R(t) = S(0) + 1(0) + R(0) = N
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e sfruttando (1.2) il sistema precedente diventa:

Cd
ESG%=—%HQS@
%1@) = B1(1)S(t) — AI(2) (2.5)
| SR =100

Il sistema puod per convenienza essere cambiato utilizzando le trasformazioni
seguenti:

. S I R
t—f=nt =2 I _ L _h
— ~t, S —u N — v N R—w N
dando vita al nuovo sistema
uw'(t) = —Rou(t)v(t), u(0) = wug
V'(t) = Rou(t)v(t) —v(t), v(0) =g (2.6)

dove Ry ¢ definito come in (1.3) e le condizioni iniziali dovranno soddisfare:
'LLO>O, Uo>0, wo > 0, Ug + Vg +wy =1

e vale

d
a(u(t) +v(t) +w(t)) = 0.

Questo conclude che u(t) +wv(t) +w(t) ¢ costante nel tempo e in particolare ¢
uguale a 1. Possiamo dunque ridurre il sistema ad un sistema bidimensionale,
infatti w(t) = 1 —u(t) —v(t) ¥t > 0 e le prime due equazioni non dipendono
dalla variabile w. Si osserva facilmente, per quanto trattato nell’Appendice
A di questo elaborato, che il sistema ridotto

{u’(t) — —Rou(t)v(t), w(0) = g

(t) = Rou(t)v(t) —v(t), v(0) =y (2.7)

ha un’unica soluzione locale e risulta u(t) > 0 e v(t) > 0. Dato che,
sommando le equazioni, si ha

d
() +v(t) = —o(t) <0 (28)

si conclude
u(t) +v(t) < up+ o
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che garantisce la globalita della soluzione. Osservando la prima equazione,
notiamo che
u'(t) <0

per cui
u(t) \(Uso >0 pert — oo (2.9)

Per quanto osservato in (2.8), la funzione u(t) +v(t) é decrescente e limitata,
quindi esiste Uy, € R tale che u(t) + v(t)\Us per t — oco. Di conseguenza:

V(t) = Voo := Uso — U PEr t — 00 (2.10)

Dall’osservazione (2.8) si ha inoltre

/Otv(s)ds = up + vo — (u(t) + v(t)) < up+ vo (2.11)

quindi
/ v(s)ds < 0.
0
Mettendo cosi insieme quanto detto in (2.10), segue che
v(t) > 0 pert— oo (2.12)

Dunque 'epidemia ¢ destinata ad estinguersi e il numero di suscettibili si
ridurrd a us. Sappiamo dunque che ’epidemia certamente terminera ma il
suo comportamento puo essere qualitativamente molto differente.
Per quanto riguarda il valore u., sfruttando (2.7) e (2.11), possiamo dire
che:

T uoe*Ro >0

cioé che alla fine di un epidemia la classe dei suscettibili non si estingue
completamente. Per avere informazioni piu precise e studiare il piano delle
fasi del sistema, fissiamo u(0) = ug > 0, v(0) = vo > 0, w(0) = 0 e notiamo
che dalla prima equazione di (2.7) otteniamo

—Ry v(s)ds
u(t) = up e /0 ) (2.13)

e, usando (2.11), diventa

u(t) = ug ¢~ Ro(uo +vo —u(t) —v(t)),
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Questa relazione ci permette di ottenere un grafico delle fasi come in Figura
2.1. Tutte le traiettorie sono rappresentate dalle curve
In(u)

v = R, u + cost (2.14)

a seconda dei differenti valori della costante (che dipende dai valori iniziali).

1
Le curve del tipo (2.14) sono definite su (0,+00), crescenti in (0, E) e
0

1
decrescenti in R +o00 ). Le traiettorie si trovano nel triangolo delimitato

0
dalla retta u 4+ v = 1 e dagli assi coordinati.

u

Figura 2.1: Piano delle fasi uv per il modello SIR costituito da traiettorie
con stesso R e differenti valori della costante

2.2 Stabilita dei punti di equilibrio del sistema

In questo paragrafo andremo a studiare e calcolare i punti di equilibrio del
sistema. Sia

f(u,v) = (—Rouv, Ryuv — v)

e poniamo f(u,v) = (0,0), cosi da avere I'insieme dei punti di equilibrio
Cr = {(u,0);u € (0,1)} definito come nella Def A.3.1. Per studiare la sta-
bilita del seguente sistema sfruttiamo il Teorema di Linearizzazione A.3.7
descritto nell’Appendice. Consideriamo a = (u,0) € Cy.
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0 —Royu
Jf(a): (0 Ryl ()_Ul)

Procedendo con i calcoli otteniamo il seguente polinomio caratteristico:

0—X\ —Rou

p()‘): ’ 0 Rou — 1—\ ‘ = _)‘(ROU - 1_)‘)

da cui si ottengono i seguenti autovalori Ay = 0 e A\y = Rou — 1. Dunque,
possiamo ragionare sul segno dell’autovalore \s.

e )\y > 0, cioé u > Rio . esiste un autovalore della matrice jacobiana
non negativo, quindi I'origine & punto di equilibrio instabile del sistema
linearizzato. Per il teorema (A.3.7), a é punto di equilibrio instabile

per il sistema (2.7).

e )\ <0, cioe u < Rioz esistono un autovalore della matrice jacobiana
negativo e uno nullo, quindi 'origine é punto di equilibrio stabile del
sistema linearizzato. Non ¢ possibile proseguire utilizzando lo stesso
metodo del caso precedente, perché il teorema di linearizzazione non
fornisce informazioni sulla stabilita o meno di a (vedi Oss (A.3.1)). Per
cui, per poter descrivere a ¢ necessario sfruttare il grafico delle fasi ,
dal quale si deduce che i punti del tipo (u,0) sono di equilibrio stabile.

Figura 2.2: Soluzioni per il problema (2.7) e condizioni di soglia per I'innesto
dell’epidemia. (a)Roug < 1 e (b)Roug > 1. Il punto di massimo avviene in
corrispondenza di tx
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Cio che é qualitativamente significativo nel processo epidemico é il co-
siddetto fenomeno di soglia (vedi Figura 2.2). Considerando la seconda
equazione del sistema (2.7)

v'(t) = (Rou(t) — 1)v(t)

1
e Se|ug < — |risulta u(t) < T ber Vt > 0 e quindi
0

V'(t) <0 perV t>0 (2.15)

In questo caso 'epidemia non si innesca e la frazione di infettivi decresce

sempre.
1. .
e Se|ug > — |risulta inizialmente
Ry
V'(t) >0 pert < tx (2.16)
e poi
V'(t) <0 pert > tx (2.17)

dove t* ¢ tale che Ryu(tx) = 1.
L’epidemia é destinata a crescere fino ad un massimo per poi decrescere
ed estinguersi come € chiaro dal grafico in Figura 2.3.

1000
L mimE
800 PR
R . ! — Suscs_!ptlble '
2 600! e Rocovead
o —_—
E
=)
I 400+
L .
200 Rt
PR =
0 e . L r s s mmmmm=
0 20 40 60 80 100

Time (Days)

Figura 2.3: Soluzione del modello SIR per 3 = 0.3 giorni ™',y = 0.1
giorni~!, N = 1000, 5(0) = 999, 1(0) = 1, R(0) = 0



Capitolo 3

Modello SIR a popolazione aperta

Nel seguente capitolo verra presentato un ulteriore modello detto modello
SIR a popolazione aperta (o caso endemico), utile per studiare I’'andamento
dell’epidemia sul lungo periodo. Per fare cid si introduce nei modelli la
dinamica demografica: nascite e morti. Se l’epidemia considerata non é
mortale, essa non influenza la dinamica demografica. Ci mettiamo quindi
nelle ipotesi che la popolazione sia all’equilibrio (N é costante) e che il tasso
di natalita sia uguale a quello di mortalita p. Inoltre assumiamo che tutti i
neonati siano suscettibili (cioé siamo nel caso in cui la madre non impartisce
I'immunita al figlio).

3.1 1l sistema di equazioni differenziali

Procediamo ora alla costruzione del sistema di equazioni differenziali per que-
sto modello. Implementando il sistema (2.5) con le ipotesi appena enunciate,
esso diventa:

©5(1) = uN — L10)S(1)-S(1)
C10) = L1050 ~ (o + wI() (3.1)
| LR() =T()-4R(1)

Come nel caso precedente possiamo considerare il sistema ridotto poiché
le prime due equazioni sono indipendenti dalla terza e R(t) puo facilmente
essere calcolato come R(t) = N — S(t) — I(t). Ovviamente il sistema si com-
pleta con le condizioni iniziali S(0) = Sy > 0, 1(0) = I, > 0.

In questo modello, la durata media dell’infezione subisce una variazione (per-
ché ¢ influenzata anche dalla possibilita di morire per cause naturali) ed ¢é

16
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pari a
1
T = ——
Yt
e di conseguenza anche il fattore Ry deve essere cambiato in
Ry= —X
Y+ u
Adottando le trasformazioni
. S I R
t—>t= t S—u=— I —»v=— R—w=—
(v + )t U= V= W=

otteniamo le equazioni adimensionali:

{u’(t) = a(l —u(t)) — Rou(t)v(t), u(0) = ug
v'(t) = Rou(t)v(t) — v(t), v(0) = v

dove il parametro « ¢ tale che

1

o= —.
v+

Il campo definito dal sistema (3.2) ¢ almeno di classe C', quindi esiste ed ¢
unica la soluzione locale del problema di Cauchy. Inoltre le soluzioni sono
tutte contenute nel triangolo:

T ={(u,v);u>0,v>0u+v<1}

che ¢ un insieme positivamente invariante (vedi (A.1.6)) cioé¢ ¢ tale che V
(up,v9) € T, (u(t),v(t)) € T V¥t > 0. Infatti:

u(t) +o(t)=1—w(t) <1 Vi >0

poiché w(t) > 0, Vvt > 0.

3.2 Stabilita dei punti di equilibrio del sistema

Affrontiamo ora lo studio dei punti di equilibrio del sistema attraverso il me-

todo di linearizzazione. Vedremo ancora una volta che la loro esistenza e le

loro proprieta dipendono dal parametro R.

Sono presenti due punti di equilibrio. Il primo (1,0) corrisponde all’ equili-

brio senza infetti F (disease free equilibrium), il secondo (u, v) = (Rio, o) (1 — Ri()))

viene detto equilibrio endemico E (endemic equilibrium).



3.2 Stabilita dei punti di equilibrio del sistema

18

Mentre 'equilibrio F esiste sempre, poiché (1,0) € T, I'equilibrio endemico E
appartiene a T solo per Ry > 1. La stabilita dei punti di equilibrio é guidata
da Ry, come si puod vedere dalla linearizzazione del sistema (3.2)

Sia J(F') la matrice Jacobiana in F= (1,0):

Y —Ro
J(F)= ( 0 Ry— 1)
essa ha autovalori Ay = —a e Ay =Ry — 1. L’origine quindi ¢é stabile per il

sistema se e solo se Ry < 1. In particolare per il teorema di linearizzazione
si ha

e se Ry <1, (1,0) é asintoticamente stabile;
e se Ry > 1, (1,0) ¢ instabile.

Procedendo con I'equilibrio endemico (che esiste solo quando Ry > 1), sia
J(F) la matrice Jacobiana in E= (u,v) = (R%)’ ! (1 - L)):

Ro
. —OCRO —1
IE)= (a(Ro —-1) 0 )
si osserva che
tT’J(E) = —OéRo <0 detJ(E) = Oé(Ro — 1) >0

e cio conclude che entrambi gli autovalori A, e A_ di J(F) hanno parte reale
negativa () = R(A_) < 0. Quindi:

e se Ry > 1, I'equilibrio endemico ¢ asintoticamente stabile;
e se Ry < 1, I'equilibrio endemico ¢ instabile.

Quando Ry <1 ¢ facile constatare dalle equazioni che se v(t) > 0, v'(t) <
0 e quindi dovra essere

v(t) (0, t — 400

Inoltre si avra facilmente che u(t) — 1 per ¢ — 400 e quindi la soluzione
tende al punto di equilibrio (1,0) che & globalmente asintoticamente stabile.
Per quanto riguarda Ry > 1, la situazione si complica un po’, ma si puod
dimostare che ’equilibrio E é anche globalmente asintoticamente stabile. Il
risultato si puo dimostrare in due modi che andremo solo ad accennare.
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Il primo si ottiene dimostrando che non esistono soluzioni periodiche del
sistema tramite il principio di Bendixson-Dulac: usando la funzione di Dulac

1
D(u,v) = p”

come una funzione ausiliaria, si verifica che la divergenza della funzione
f(u,v) = (a — au — Royuv, Ryuv — v) associata al sistema (3.2) ¢

« ! a
Div(——Ro——,Ro——> =——<0
v
cio esclude la possibilita di soluzioni periodiche nel quadrante positivo, per

il teorema seguente.

Teorema 3.2.1. (Criterio di Bendixson-Dulac)
St considera il sistema planare

3//1 = F1(y17’!/2)>

yé = Fz(y1,y2)7

e si supponga che esista una funzione L(yi,ya) tale che valga

o (L0102 Fi 0] + 5 (L0 02) P, )] < 0

in una regione aperta 2. Allora non esistono soluzioni periodiche o cicli
singolari in ).

L’altro metodo arriva allo stesso risultato attraverso il teorema di LaSalle
(maggiori informazioni in [9]), usando la funzione di Lyapunov

V(u,v) =u —ulog(u) + v — vlog(v). (3.3)

Questo € particolarmente interessante perché questo approccio pud essere
esteso a sistemi di dimensioni maggiori come il modello SEIR.

3.3 Convergenza all’equilibrio

Studiando la matrice jacobiana é possibile osservare la convergenza all’equi-
librio ¢ monotona o oscillatoria.

Infatti, se i due autovalori di J(FE) sono reali e negativi, allora ¢ un nodo
stabile, ossia le traiettorie si avvicinano all’equilibrio lungo una traiettoria
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monotona (che sara tangente in E ad uno dei due autovettori di J(E)). Se
invece i due autovalori di J(£) sono complessi coniugati (con parte reale ne-
gativa) allora E é un fuoco stabile, ossia le traiettorie si avvicinano ad esso
lungo una spirale.
Per esaminare quale dei due casi si verifichi, basta calcolare esplicitamente
gli autovalori di J(E).
Otteniamo il polinomio caratteristico:

—Q RQ—)\ -1

P [y |~ MeaRaa) ot~ 1) = ¥ AaRataie - )

e di conseguenza

1
p— 3 (—OzRO + \/ozgR% —4aRy + 4a)

Gli autovalori sono complessi coniugati se e solo se la quantita sotto radice
¢ negativa, cio¢ se e solo se a?R2 — 4a Ry + 4a<0. Questo avviene per
Ry € (Ry, R§) con

R(jf:z(lj:\/l—a)
«

e si ha che Ry > 1.

Quindi possiamo concludere che per Ry sufficientemente vicino a 1 o suffi-
cientemente grande, E ¢ un nodo stabile; ma per Ry € (R, , Ry) E ¢ un fuoco
stabile, cioé la convergenza ad E é oscillatoria.

Scrivendo gli autovalori come

—aR 2R2
At =atiw con a = —2 2 w—\/—a40+0zRo—oz (3.4)

possiamo ottenere un’approssimazione del periodo delle oscillazioni pari a i}—”
Usando (3.4), si pud anche calcolare il fattore di decadimento delle soluzioni
dopo un’oscillazione come

~ aRA =
A = eiaT = eiTOT

Tornando ai paramentri originali, nel seguente modello il periodo che inter-
corre tra due picchi epidemici si puo approssimare come
2T 47

T = = .
w (1L + )/ —a2R2 + 4aR, — 4o

E’ molto interessante osservare che, assegnando ai parametri valori realistici
per il morbillo (Ry ~ 10, = 2.5 x 107, v & 52, u &~ 1.3 x 1072) si ottiene un
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periodo tra un picco e l'altro della malattia di circa T~ 2 anni, in accordo
con la periodicita osservata empiricamente (vedi Figura 3.1).

In conclusione, & possibile affermare che il modello (3.2) é stato sviluppato
anche con l'obiettivo di spiegare i cicli periodici (come quello del morbillo)
come derivanti dall’interazione della malattia con la demografia della popo-
lazione: dopo un evento epidemico, la frazione dei suscettibili diventa piu
piccola come da modello, il rimpiazzamento dei suscettibili attraverso nuove
nascite é essenziale per avere poi un nuovo scoppio dell’epidemia. Come visto
in questa sezione, il modello pud produrre oscillazioni smorzate.

Figura 3.1: Esempio di soluzioni per il sistema (3.2) con i valori usati per il
morbillo citati



Capitolo 4

Modello SEIR a popolazione
aperta per malattie non mortali

In questo capitolo affrontiamo il modello epidemiologico forse piu interessante
perché é quello che piu si avvicina alla realta. Nei modelli precedenti infatti
si & assunto che un individuo appena infettato diventi infetto. Nella realta
esiste un periodo (detto periodo di incubazione o latenza) tra listante in
cui un individuo viene infettato e listante in cui ¢ contagioso. Infatti viene
introdotta una classe F degli Esposti, composta dagli individui che hanno
contratto la malattia, ma che ancora non sono in grado di diffonderla. Al
termine del periodo di incubazione, gli esposti entrano nella classe degli infetti
(I), per poi giungere a quella dei rimossi (R). Il passaggio tra le classi &
descritto nel modo seguente:

St) | — | E) | —— | 1) | — | R

Partiamo, come nel caso SIR endemico, con I'ipotesi che la popolazione N
sia costante e il tasso di natalita sia uguale al tasso di mortalita p. Introdu-
ciamo il valore € come il tasso di uscita dalla classe E, quindi 1/e¢ ¢ la durata
media del periodo di incubazione. Tra le malattie pitl conosciute troviamo
I'influenza con un tempo di incubazione da uno a due giorni, la difterite dai
due ai cinque giorni, il morbillo di circa 10 giorni, la rosolia dai 12 ai 23
giorni, la varicella dalle due alle tre settimane.

22
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4.1 1l sistema di equazioni differenziali

In questa sezione procediamo alla costruzione del sistema di equazioni diffe-
renziali.

La classe dei suscettibili si comporta esattamente come nel modello pre-
cedente, poiché le ipotesi che abbiamo fornito vanno a modificare le altre
classi.

(1) = uN — L1(0)S(0) — nS ). (4.)

La classe degli esposti é costituita dagli individui infetti, dai quali dob-
biamo escludere quelli contagiosi e quelli che vanno incontro alla morte.
d s
—E(t) = NI(t)S(t) —eB(t) — pE(t). (4.2)
Gli infetts, sono coloro che hanno superato il periodo di incubazione.
Da essi dobbiamo togliere pero coloro che vanno incontro alla morte e alla
guarigione.

d
%I(t) =eF(t) —~yI(t) — pl(t). (4.3)
I rimossi si comportano come il modello precedente
d
SR(t) =7 1(1) - uR(D). (4.4)

Quindi mettendo a sistema (4.1),(4.2),(4.3),(4.4), otteniamo il seguente
sistema:

(%S(t) = uN — %I(t)S(t) — nS(t)

() = SI0S(0) — B(D) ~ uE() w5
%I(t) =eB(t) —yI(t) — pl(t)

%R(t) = YI(t) — uR(1)

Anche qui possiamo considerare il sistema ridotto alle prime tre equazioni
poiché esse sono indipendenti dalla quarta e R(t) puo essere banalmente
trovato calcolando R(t) = N — S(t) — E(t) — I(t). Il sistema si completa con
le condizioni iniziali S(0) = Sy > 0, F(0) = Ey > 0,1(0) = I, > 0, R(0) = 0.



4.2 Stabilita dei punti di equilibrio del sistema

Nel seguente modello la durata media dell’infezione sara influenzata anche

dal tasso € e sara pari a
€

(v + )(e+ 1)
e di conseguenza il fattore R, diventa

CXE Be

(v +m)le+p)  (v+p)let+p)

Adottando le trasformazioni

. E 1
t—>t:(7+’u)6(6+u)t, S%u:%, E—>e:N, I—>U:N, R—w=
otteniamo le equazioni adimensionali:

U (t) = —Rou(t)v(t) + (1 — u(t)), u(0) =ug >0
e (t) = Rou(t)v(t) — (i + €)e(t), e(0) =¢ey >0 (4.6)
v'(t) = ée(t) — (i +7)v(t), v(0) = v >0
dove i parametro 7, €, i sono tali che
y — : - i "~
= € = =
(7 + w)(e+ p) (v + p)(e+ p) (v + p)(e+ p)

e dove u, + eg +vg + 19 = 1 = u(t) + e(t) + v(t) + r(t).
I1 campo delle soluzioni ¢ di classe C*, quindi il problema di Cauchy ammette
un’unica soluzione locale. Inoltre é possibile dimostrare che la regione A =
{(u, e,v)| u,e,v > 0} ¢ positivamente invariante, vedi Def (A.1.6).
Di conseguenza:

0 <u(t),e(t),v(t) <1 vt > 0.

Quindi anche A = {(u,e,v)| u,e,v > 0,u+e+v <1} C A & positivamente
invariante. Il sistema (4.6) dunque ammette un’unica soluzione globale per
A1.2.

4.2 Stabilita dei punti di equilibrio del sistema

Continuiamo la nostra discussione, affrontando ora lo studio dei punti di
equilibrio del sistema. Sia

flu,e,v) = (—Rouv + (1 — u), Ryuv — (fi + €)e, ée — (fi + 7)v)
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e poniamo f(u,e,v) = (0,0,0). Sfruttiamo anche in questo modello il teore-
ma di linearizzazione.
Il sistema ammette l'equilibrio P = (1,0,0) corrispondente all’assenza di
infezione e lequilibrio endemico P = (i, é,7). Per trovare le coordinate
dell’equilibrio endemico basta svolgere i calcoli. Si avra:

1 - M
R Be

L’equilibrio P esiste sempre poiché P € A, invece I'equilibrio P esiste solo

per Ry > 1 perché P € A solo per Ry > 1. Quindi la stabilita dei punti di
equilibrio é guidata ancora una volta da Ry e per ricercare la natura di questi
punti andiamo a studiare il sistema linearizzato.
Sia J(P) la matrice jacobiana di f in P:

U=

(Ro—1)(u+7) o= guzo—l)

i 0 —Ry
JP)=1 0 —(a+¢é Ry
0 € — (i +7)

il polinomio caratteristico associato alla matrice é

dove x(A) ¢ il polinomio caratteristico associato alla matrice A, che si ottiene
togliendo la prima riga e la prima colonna dalla matrice iniziale.

A= <_(/] + 6) Ry )
¢ —(a+7)

Quindi abbiamo trovato il primo autovalore A\; = —p e il polinomio
z(N) =[(—fp— €= N) (=@ —7 — \) — €Ro), per cui la matrice A ha i seguenti
autovalori:

1

)\i:§ —(2ﬁ+g+a)i\/(2/1+€+ﬁ)2—4(ﬁ2+€ﬁ+€ﬁ+ﬁi—€Ro)]-

Calcolando I'espressione nel caso reale, 'autovalore A\, ¢ negativo se e solo
se Ry < 1. Calcolando 'espressione nel caso complesso:

trA=—-20—¢é—74 <0, detA = (i+€é)(i+79) —€Ry >0« Ry < 1.
Dunque si pud concludere che:
e se Ry < 1, il punto (1,0,0) & asintoticamente stabile

e se Ry > 1, il punto (1,0,0) ¢ instabile
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Procedendo con 1'equilibrio endemico, sia J(P):

i —[iRy 0 -1
I(P)=[mRy—1) —(i+e) 1
0 € —(f+7)

e sia p(A) il polinomio caratteristico associato alla matrice. Calcolando si
ottiene che le radici del polinomio caratteristico sono le radici dell’equazione:

N (ARo+2[+E4+7) N +[iRo(2f1 + €+ )] A+ (i +7) (i + €)(Ro — 1) = 0(4.7)

Dato che il calcolo esplicito degli autovalori non é banale, possiamo ri-
correre ad un criterio che garantisce che tutti gli autovalori di una matri-
ce abbiano parte reale negativa, senza doverli calcolare direttamente. Uti-
lizzo in particolare un Corollario importante del criterio di Routh-Hurwitz
(quest’ultimo enunciato in A.3.3).

Corollario 4.2.1. Dato il polinomio di terzo grado a coefficienti reali p(t) =
3 4 agt® + art + ag, esso ha tutte le radici con parte reale negativa < as > 0,
a1 >0, ag > 0 e aza; > ag.

Calcolando esplicitamente p(\), applicando il criterio e tenendo conto che
tutti i parametri in gioco sono positivi, si nota che:

ap = fi(f+ ) (B +E)(Ro—1) >0 Ry >1

a; = fiRy(2f1 + € + ) > 0 sempre vero

as = 1Ry + 2i1 + € + 4 > 0 sempre vero

sy > ao < ([iRo + 2f1 + € +7) [Ro (2 + €+ )] > (i + 7) (i + €)(Ro — 1)

esplicitando i calcoli dell’ultima disuguaglianza risulta sempre verificata. Si
nota che tutte le condizioni del criterio sono soddisfatte se e solo se Ry > 1.
Questo garantisce che tutti gli autovalori \; sono tali che R(\;) < 0 Vi.
Quindi:

e se Ry > 1, I'equilibrio endemico ¢é asintoticamente stabile
e se Ry < 1, 'equilibrio endemico ¢ instabile.

Quando Ry < 1 é facile constatare dalle equazioni che dovra essere v(t) \
0 per t — 400 e la soluzione tendera al punto di equilibrio (1,0,0). Per
Ry > 1 la situazione si complica: inizialmente v(t) e e(t) crescono, mentre
u(t) decresce; poi, in seguito a nuove nascite, u(t) crescerd e scatenera altre
epidemie di intensita minore. Il processo si ripete fino a quando non si
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raggiunge 'equilibrio endemico.

Da questo modello si possono derivare tutti gli altri modelli pit complessi
(alcuni dei quali prevedono lintroduzione di nuove classi) come i modelli
SEIS (senza immunita a fine infezione) e i modelli MSEIR (dove M ¢ la
classe dei neonati che ricevono I'immunita dalla propria madre, se infetta).



Appendice A

Equazioni differenziali

In questa appendice presento ’apparato matematico che supporta la teoria
dei modelli epidemiologici presentata nell’ elaborato. Si illustreranno, prin-
cipalmente da [9], le definizioni e i teoremi di base riguardanti i sistemi di
equazioni differenziali ordinarie; le nozioni di punto di equilibrio e stabilita.

A.1 Nozioni di base

Ci occupiamo ora di fornire le definizioni e gli strumenti principali che saranno
utili per tutta la trattazione.
La trattazione si basa su un sistema differenziale del primo ordine del tipo

, dx
== f(t, x) (A1)

cont € I, I intervallo aperto di R; z € €2, Q aperto di R™ e dove supponiamo

che
f:IxQ—R"

(t,x) = f(t z)
sia una mappa che soddisfa le seguenti condizioni:

e f ¢ continua: f € C'(IxQ, R")

e [ ¢ localmente lipschitziana in x: per h,r > 0 definiamo V(¢,Z) €
I x ) una scatola

Bh,T<t_Jj) = {(t,I) €l x Q? ‘t_ﬂ ShaHx_'fH ST}

e una costante L > 0. f di dice localmente lipschitziana in x se V(f, %) €
I x Q esistono h,r > 0 e L > 0 tali che

It ) = f(&a)| < Lilz— 2|, V¥t 2),(t,2") € B, (t,2). (A2)

28
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Definizione A.1.1. (Sistema autonomo e lineare) 11 sistema (A.1) si dice
autonomo quando f : [ x 2 — R" ¢ indipendente da t, cio¢ si puo riscrivere
come

&= f(x).

Il sistema si dice lineare quando f ¢ della forma
f(t,x) = A(t)x + b(t) (A.3)

dove A € C°(I,M(n,R)) e b € C°(I,R"). La locale lipschitzianita & sod-
disfatta perché @ = R" in piu per ogni intervallo [t —h,t+h] C T si
ha:

1f(t,x) = f(t,2))]| < SuthA(t)H lo—a'l Vtelt—ht+h] Vra'eR"
t—t|<

[t—1|

Il sistema lineare si dice omogeneo quando b(t) = 0 Vt € 1.

Definizione A.1.2. (Soluzione del sistema) Dato il sistema (A.1), diciamo
che ¢ : J — R" ¢é soluzione del sistema se

1.JcClI
2. ¢ é derivabile per ogni t € J
3. ¢(t) e QperogniteJe

y._ 90 _
b= = flt.o(t), vield

Quindi se la soluzione esiste, essa ¢ di classe C*.

Con queste definizioni possiamo dunque esporre il seguente risultato fon-
damentale.

Teorema A.1.1. (Esistenza e unicita locale)
Dato il sistema (A.1), fissati (ty, x0)€ I X Q e una scatola By, (tg, xo) C I xS
tali che

1. Mh <7, con M:=max ,)cp, , Ilf(t,)|l;
2. || ft,x) — ft, )| < Lz —2'|| Y(t,x),(t,2") € Bp, e Lh <1
Allora esiste un’unica soluzione ¢ : [to — h,t, + h] — R™ di (A.1) tale che:

(I)(to) = Zo, ||¢(t) — [L’o” <r, YVt € [to — h,to + h] (A4)
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Osservazione A.1.1. Fissato r posso sempre ridurre h in modo che valgano
(1) e (2) del teorema.

Definizione A.1.3. (Prolungamento di una soluzione) Se ¢ : J; — R™ e ) :
Jo — R™ sono soluzioni del sistema (A.1), diremo che ) ¢ un prolungamento
di ¢ (rispettivamente ¢ é una restizione di 1) se:

1. Jy C Jy

2. P(t) = o(t) VE € Jy

Definizione A.l.4. (Soluzione massimale) Una soluzione ¢ : J — R”
del sistema (A.1) si dice soluzione massimale (o curva integrale) se non
ammette prolungamento.

Si fornisce ora un importante risultato che sfrutta la definizione appena
fornita.

Teorema A.1.2. (Esistenza e unicita globale)
Dato il sistema (A.1), valgono i sequenti fatti:

1. Se ¢ : J — R" ¢ soluzione massimale del sistema, allora J é aperto di
R;

2. Y(to,xg) € I x Q esiste un'unica ¢ : J — R" soluzione massimale
del Problema di Cauchy, cioé soluzione massimale del sistema di

equaziont
{j“" = f{t.2) (A.5)

.CE(t[)) = Xy

dunque ¢ é anche detta la curva integrale dell’equazione che al tempo
ty passa per x

3. Dati ¢ : J — R"™ soluzione massimale, 7, := supJ e 7_ = inf J; se
T4 < sup ! (rispettivamente 7_ > inf I) allora per ogni K sottoinsieme
compatto di Q) esiste € > 0 tale che

o(t) ¢ K V€ (T4 —€1y)
(rispettivamente Nt € (1_,7_ +¢€))

Osservazione A.1.2. Studiando meglio il teorema, ci si accorge che potreb-
be accadere che una soluzione massimale ¢ del sistema sia definita sull’in-
tervallo (7_, 74) che non ¢ U'intero intervallo I. Questo fenomeno ¢ chiamato



A.2 Sistemi lineari

31

blow-up (o esplosione) della soluzione.
Se f: I xR"— R" dire che 7, < sup [ equivale a dire che

llo(t)|| — +oo per t— 7y (A.6)

come se la soluzione “esplodesse” per t che si avvicina a un’estremo dell’in-
sieme .J.
E’ possibile avere delle condizioni sufficienti che garantiscono I'assenza di
blow up, come la seguente.
Per f : IXR" — R", I C R aperto; se per ogni [a,b] C I esistono My, My > 0
taly che

| f(t, )| < My + Ms ||z Vo € R",Vt € [a,b]

allora ogni soluzione massimale é definita su tutto I.
La dimostrazione di questo risultato sfrutta il Lemma di Gronwall e per
ulteriori dettagli si puo consultare [9].

Definizione A.1.5. (Mappa di flusso) Considerando il caso autonomo & =
f(z) con f:Q CR" — R". Siay € Qe ¢(t,y) soluzione massimale del
problema di Cauchy in (A.5) tale che ¢(0,y) = y. Inoltre, introducendo
I(y) = (7-(y), 7+(y)) con 7_(y) <0 <7i(y)e

Ulr) = {(t.y) € [ x Dt € I(y)},

definiamo mappa di flusso ¢ : U —

D(t,y) == P'(y) = o(t,y)

Definizione A.1.6. (Insieme positivamente invariante) Considerando il si-
stema & = f(x) con f:Q C R" — R”, si dice che un insieme chiuso A C Q &
un insieme positivamente invariante per il sistema & = f(z) se per ogni
z € A la curva integrale t — ®'(z) & definita almeno per tuttii¢ > 0 e, in
pin, ®'(x) € A per ogni t > 0.

A.2 Sistemi lineari

L’analisi del caso lineare é specialmente importante non solo solo perché é
possibile dare una descrizione completa delle soluzioni, ma anche perché, nei
casi non lineari, I’analisi locale in un intorno del punto di equilibrio ricorre
alla linearizzazione per mostrare condizioni per la stabilita.

In questa sezione si tratta lo studio delle soluzioni di un sistema lineare
del tipo

i = Ax + b(t), A€ M(n,R), be C'(I,R) (A7)
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dove I ¢ intervallo aperto di R.
Ora si procede mostrando un risultato molto importante che contiene le
informazioni pit rilevanti sulle proprieta del sistema (A.7).

Teorema A.2.1. Siano A € M(n,R), to € R, o € R™.

1. 1l sistema

= Ax
(A.8)
iE(tQ) = 2y
ha come soluzione
z(t) = et g, (A.9)
2. Per ognitg € I e xog € R", il sistema
&= Ax +b(t)
(A.10)
ZL’(t()) =T
ha come unica soluzione
t
z(t) = etz +/ e =94 (s) ds tel (A.11)
to
3. Stano py, ..., ur € C autovalori distinti di A con molteplicita algebrica
mi,...,mg. Il sistema
T = Ax
(A.12)
[E(to) = X9
ha come soluzione
k mj—l tl
w(t) =) et A= wi1)'€; (A.13)
j=1 1=0
dove
k
xO—ZSJ, & € Ker((A—pI)™)
j=1
In particolare: {uy, ..., € C} = p3*(0) con pa polinomio caratteristico di

A tale che pa(z) = det(A — zI)
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Osservazione A.2.1. E’ utile analizzare il comportamento delle soluzioni
di © = Az per t grande, per esempio per t — +o00o. Si osserva che se si vuole
che ogni soluzione x(t) sia limitata in norma per t — +o00, basta che la parte
reale degli autovalori di A sia < 0 e in tal caso ||z(t)|| — 0 per t — +o0. 1l
risultato seguente formalizza cio.

Teorema A.2.2.

Considerato il sistema t=Az, se per ogni soluzione R 5 t — z(t) € R”
esiste C' > 0 tale che ||z(t)|| < C'||z(0)|| per ognit > 0, allora per ogni u € C
radice di pa(z) deve essere R(u) < 0. (per quei p per i quali R(pu) = 0 deve

aversi mq(p) = mg(p)).

Viceversa, per ogni u € C radice di pa(z), R(p) < 0; allora esiste una costan-
te C=C(A)> 0 tale che per ogni soluzione del sistema si ha ||z(t)|| < C ||z (0)]|
per ogni t > 0

In particolare, qualora tutte le radici di pa(z) abbiano parte reale < 0, ||z(t)| —

0 per t — 400, qualsiasi sia z(t).

A.3 Stabilita dei punti di equilibrio

Nel prossimo paragrafo si espongono le caratteristiche basilari della stabilita
per un sistema autonomo del tipo & = f(z), dove f : @ C R" — R" ¢
supposta essere almeno di classe C!'. Dato y € 2, con t — ®i(y) € Q
indichiamo la soluzione del problema di Cauchy @ = f(x), z(0) = y.

Definizione A.3.1. (Punto di equilibrio)
Un punto a € Q si dice punto di equilibrio per il sistema @ = f(x) se
f(a) =0. Con

Cr:={aeQ; f(a) =0} (A.14)

indichiamo I’insieme dei punti di equilibrio.

Se C; # 0 e a € Cy, allora per la curva integrale t — ®'(a) si ha
®'(a) = a per ogni t reale.
Per capire meglio in concetto di stabilita per un punto di equilibrio a si
puo pensare a questo: se si prendono dati iniziali y adeguatamente vicini
ad a, allora la soluzione ®'(y) rimane vicina ad a, per ¢ > 0. Definiamo
precisamente questa nozione intuitiva:

Definizione A.3.2. (Punto di equilibrio stabile e instabile)
Un punto a € Cy di equilibrio per il sistema & = f(x) si dice punto di
equilibrio stabile se esiste r > 0 tale che
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1. D,(a) C Q, dove D,(a) ¢ il disco aperto n-dimensionale centrato in a e
di raggio r;

2. per ogni 0 < 7" < r esiste 0 < r” < 7’ tale che per ogni y € D,»(a) si
ha 7, (y) = 400 e ®'(y) € D, (a), per ogni t > 0

Si dird che a € C; ¢ punto di equilibrio instabile se non é stabile

Un’altra definizione significativa ¢ quella di stabilita asintotica di un
punto di equilibrio.

Definizione A.3.3. (Punto di equilibrio asintoticamente stabile)
Un punto a € Cy di equilibrio per il sistema & = f(x) si dice punto di
equilibrio asintoticamente stabile se ¢ stabile e, in piti, con le notazioni
precedenti, si ha:
Vy € Dyn(a), ' (y) = a, t — +o0. (A.15)
Si osserva che se a € C ¢ asintoticamente stabile allora a ¢ un punto
isolato di Cf.

Avendo introdotto questi concetti, si puo dare il risultato seguente.

Teorema A.3.1.
Considerato il sistema t=Ax, A € M(n;R) e considerato il punto di equilibrio
x =0, si ha

1. x =0 é stabile se e solo se

p1(0) Cc{NeC; R(\) <0}

2. =0 ¢ asintoticamente stabile se e solo se

p31(0) € {A € C; RO\ < 0}

Infine se 0 # a € Ker(A), a ¢é stabile se e solo se 0 ¢ stabile.

Da questa discussione notiamo che il problema della stabilita asintotica
dell’origine si basa sull’analisi dell’insieme degli autovalori, cioé sullo studio
delle radici del polinomio caratteristico

ap\" + a N+ ay, (A.16)
Nel caso planare questo polinomio si indica con
AN —tr(A)X + det(A)

e si ha il seguente risultato:



A.3 Stabilita dei punti di equilibrio 35

Teorema A.3.2. Sia A una matrice 2x2, allora

e [origine é asintoticamente stabile se e solo se tr(A) <0 e det(A) >0
o sedet(A) >0 etr(A) >0, allora origine ¢ instabile

e se det(A) <0, allora lorigine & un punto di sella

Il caso n-dimensionale puo essere affrontato tramite il Criterio di Routh-
Hurwitz. Questo ¢ basato sulla matrice n x n (H;;) costruita a partire dal
polinomio caratteristico (A.16) imponendo

= (A.17)

o A2 se0<2i—353<n
0 altrimenti

sl ottiene

Teorema A.3.3. Tuite le radici del polinomio (A.16), con ag > 0, hanno
parte reale negativa se e solo se i minori principali di (H; ;) sono tutti positivi.

A.3.1 Classificazione dei punti di equilibrio nel piano

Nella seguente sezione si cerca di dare una descrizione dei punti di equilibrio
limitandoci al caso di sistemi lineari autonomi bidimensionali. Questo ¢ un
caso particolarmente importante per studiare le traiettorie del sistema nel
piano delle fasi.

Consideriamo dunque ’equazione

T = Ax, r € R?, Ae M(2;R), detA#0

Indichiamo con z,y le coordinate del vettore x sulla base canonica di R2.
Denotiamo con p(A) il polinomio caratteristico di A, cioé p(A) = det(A—\I).
Per affrontare la discussione in merito ai punti di equilibrio é utile ricordare
un risultato noto.

Teorema A.3.4. Sia X'=AX sistema lineare bidimensionale. Supponiamo
che \i, Ny stano autovalori distinti di A e u,v relativi autovettori. Allora la
soluzione generale é

X (t) = ae™tu + pertv (A.18)

con o, B € R arbitrari.

11 problema di Cauchy si risolve imponendo la condizione iniziale z(t) =
x(0). Si conclude che l'origine & 'unico punto di equilibrio.
Conclusa la soluzione analitica del problema, possiamo passare a discutere
separatamente i tre casi in base agli autovalori della matrice A.
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1. Autovalori reali e distinti

e )\ < 0 < Ay consideriamo il sistema

O )

Si ottengono i seguenti autovettori u = (1,0) e v = (0,1) e la
soluzione generale

X(t) = ae™! ((1)) + Be?! ((1)) :

Si osserva che gli assi sono invarianti per il movimento e cio ¢

1
sono separate e ciascuna tende a (0,0) per t — oo. Tutte le altre
soluzioni tendono a oo per t — 0.

L’origine é punto di equilibrio instabile e viene detto punto di
sella.

conseguenza del fatto che le due equazioni ce*'’ (é) e Bet?t (O)

e )\ < )\ < 0: a differenza del caso precedente, tutte le soluzioni
tendono a (0,0) per t — oo. Le soluzioni tendono all’origine tan-
genzialmente all’asse y.

Il punto di equilibrio é detto nodo stabile.

e 0 < A\ < \g: le orbite sono tangenti anche in questo caso a uno
degli assi, ma questa volta uscenti dall’origine.
Il punto di equilibrio é detto nodo instabile.

2. Autovalori reali e coincidenti A\; = Ay = A

e autovettori indipendenti: in questo caso dim(Ker(A — X)) = 2
(cioé A diagonalizzabile), la matrice A é della forma

A0
0 A
E’ un caso banale perché ogni vettore del piano & autovettore di

A.
(A= XDw=0 VYwecR?

La discussione delle soluzioni diventa una ripetizione di quanto
detto precedentemente, il solo cambiamento sta nell’andamento
delle orbite sul piano delle fasi.

Il punto di equilibrio viene detto nodo a stella stabile se A < 0;
nodo a stella instabile se A > 0.
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e un autovettore indipendente: cioé dim(Ker(A—M\l)) =1, 'opera-
tore A ha solo un autovettore u che possiamo calcolare. Scegliamo
un secondo vettore w che sia linearmente indipendente da wu, in
modo che la coppia u, w sia una base del piano. Quindi avremmo

Au = \u, Aw =u+ pw, ,5€R

Ne segue che, con le opportune sostituzioni, esiste una base su cui
Ioperatore A ammette la rappresentazione

(03)

Procedendo con i calcoli, & possibile raggiungere la soluzione del
sistema che avra la forma:

z(t) = e + note + noe

Nel piano delle fasi, tutte le orbite sono tangenti nell’origine all’as-
se x e sono entranti o uscenti a seconda del segno dell’autovalore
A

L’origine viene detto nodo degenere stabile se A < 0 e nodo
degenere instabile se A > 0.

3. Autovalori complessi coniugati
Siano A\; = pu+ 1w e Ay = p —iw. Sia w autovettore associato all’auto-
valore \; con w = u + iv e u, v vettori reali. Allora, tenendo conto che
eM!(u +iv) é una soluzione complessa dell’equazione lineare, possiamo
ottenere due soluzioni reali linearmente indipendenti con cui esprimere
la soluzione generale. Utilizzando le formule di Eulero si ottiene:

My = eI (y 4 jv) = e (coswt + i sinwt)(u + iv) =
= eM(u coswt — v sinwt) + ie' (u sinwt + v coswt)
Le due funzioni reali:
11(t) = e (u coswt — v sinwt),  o(t) = e (u sinwt + v coswt)

sono linearmente indipendenti e la soluzione generale puo essere sempre
espressa come loro combinazione lineare.
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Figura A.1: I’andamento delle orbite nel piano delle fasi nel caso che 'origine
sia: (a) nodo stabile, (b) punto di sella (c) nodo instabile, (d) fuoco stabile
(e) centro, (f) nodo degenere stabile, (g) nodo a stella stabile, (h) nodo a
stella instabile, (i) nodo degenere instabile

e Se p # 0: le orbite sono spirali caraterizzate da una rotazione con
velocita angolare w intorno all’origine e con ampiezza modulata
dalla funzione esponenziale. Si ha un’ampiezza che decresce asin-
toticamente a 0 per t — 400 se u < 0, e per t — —oo se u > 0.
La rotazione avviene in senso orario.

In questo caso l'origine ¢ chiamato fuoco stabile (1 < 0) o fuoco
instabile (u > 0).

e Se 1 = 0: ampiezza della rotazione resta costante, le orbite sono
circonferenze centrate nell’origine, percorse in senso orario o anti-
orario a seconda della forma specifica del sistema iniziale.

Il punto di equilibrio (0,0) é detto centro.
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Questa é solo una trattazione limitata al caso bidimensionale, ma é sem-
pre possibile ricondursi a queste casistiche per la classificazione dei punti di
equilibrio.

A.3.2 Funzioni di Lyapunov

Quando accade di passare da un sistema lineare ad un sistema non lineare, il
metodo pitt conveniente per ’analisi della stabilita ¢ quello che segue. Dato
a € Cy, sfruttando la formula di Taylor, si prenda

f(@) = f(a)(z — a) + o(||lz — al]),

dove f'(a) é la matrice jacobiana di f in a. L’idea intuitiva ¢ di considerare
che ci sia un legame tra la stabilita di a per il sistema non lineare & = f(x)
e la stabilita dell’origine per il sistema lineare @ = f’(a)x. Per questo, un
metodo particolarmente indicato per lo studio della stabilita ¢ quello della
funzione di Lyapunov.

Definizione A.3.4. (Funzione di Lyapunov)

Dato il sistema autonomo & = f(z) ed un punto di equilibrio a € Cy, diremo
che una funzione g € C'(U;R), dove U ¢ un aperto con a € U C €, ¢ una
funzione di Lyapunov per f (relativamente ad a) se

1. g(a) =0e g(z) > 0 per ogni z € U\ {a}
2. (Vyg(z), f(z)) <0, per ogni x € U.

Qualora valgano (1.) e
3. (Vg(x), f(z)) <0, per ogni x € U\ {a},

si dira che g ¢ una funzione di Lyapunov forte.
Vale il seguente risultato.

Teorema A.3.5. Se a € Cy é un punto di equilibrio per & = f(x) e se
esiste una funzione di Lyapunov, rispettivamente di Lyapunov forte, per f
relativamente ad a, allora a é stabile, rispettivamente asintoticamente stabile.

L’instabilita di un punto di equilibrio puo essere dimostrata sfruttando
allo stesso modo la funzione di Lyapunov. In particolare, si ha il seguente
teorema.
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Teorema A.3.6. Sia a € C; un punto di equilibrio per © = f(z), e si
supponga che esista una funzione h € CY(U;R), a € U C Q, U aperto, tale
che

1. h(a) =0 e h(z) > 0, Yz € U\ {a};
2. (Vh(z), f(x)) >0, Vo € U\ {a}
Allora a ¢é instabile.

Con gli strumenti e i risultati appena introdotti, ¢ possibile fornire il
seguente teorema, sicuramente il piu significativo del paragrafo.

Teorema A.3.7. (Teorema di Linearizzazione)
Si consideri il sistema @ = f(x) con f € C*(Q;R"), e sia a € Cy. Conside-
riamo f'(a) la matrice jacobiana di f in a.

1. Se a ¢ stabile per & = f(x) allora p;,%a)(O) c{reC; R\ <0}
2. Se p}?,l(a (0) c{A € C; R(N) <0} allora a é asintoticamente stabile per

Osservazione A.3.1. Sinota in (1) che, se l'origine ¢ stabile per il lineariz-
zato © = f’(a)z non é detto, in generale, che a sia stabile per & = f(z).
Anche per il punto (2) possiamo dire la stessa cosa, cioé che, la stabilita
asintotica di a per £ = f(z), non implica che l'origine sia asintoticamente
stabile per il sistema linearizzato & = f'(a)x.

Il teorema offre le seguenti importanti conclusioni.
Corollario A.3.1. Il teorema assicura che:

e a ¢ asintoticamente stabile per & = f(x) se Uorigine é asintoticamente
stabile per il sistema linearizzato © = f'(a)x.

e se lorigine é instabile per il sistema linearizzato © = f'(a)x, allora a é
instabile per & = f(x).



Conclusioni

Dall’analisi di base descritta emergono alcune osservazioni rilevanti.

La prima osservazione é che i modelli SIR sono modelli fortemente limitati:
le assunzioni su cui abbiamo costruito il ragionamento sono particolamente
inadatte a descrivere un fenomeno reale. Non vengono presi in considera-
zione i tempi di diffusione e contagio del virus, non sembra essere rilevante
la modalita con cui ci si puo contagiare e soprattutto non si considera un
cambiamento comportamentale da parte della societa alla diffusione del vi-
rus. In pit, non ¢ possibile che il tasso di contagio possa essere costante,
perché in questo modo non si tengono a mente eventi che inevitabilmente
possono essere pit rischiosi per il contagio rispetto ad altri (concerti, mezzi
pubblici,etc...). Anche se questo modelli ignorano molti aspetti della demo-
grafia e dell’epidemiologia del mondo reale, sono comunque utili dal punto di
vista pedagogico e in questa tesi si ¢ mostrato come questi catturano quan-
titativamente alcune caratteristiche delle vere epidemie, nonostante le loro
semplificazioni. Tutto cio fa parte dell’idea dei modelli deterministici e di
modelizzazione: costruire un prototipo valido poi da modificare e adattare
con le ipotesi necessarie al nostro studio. Percido questi modelli sono cosi
determinanti, perché pongono le basi per uno studio molto pit generale e
complesso. Come il caso del modello SEIR, che é sicuramente piti interes-
sante dei precedenti per 'approccio alle infezioni perché piti complicato, ma
anch’esso puo essere esteso ad altri modelli gia citati.

Dalla trattazione costruita in questa tesi é risultato di fondamentale impor-
tanza il parametro basic reproduction number Ry, esso € indiscutibilmente il
parametro piu utile da considerare quando si analizza un modello per un’in-
fezione. In particolare, Ry determina se puo verificarsi un’epidemia o meno,
ed é un indicatore per le azioni da compiere come comunita.

In generale, questi modelli e le modalita con cui essi vengono analizzati, sono
diventati sempre piu diversi e sofisticati. Forse una delle ragioni di que-
sto sviluppo interessato e continuo € stata una serie di successi parziali: i
modelli spesso spiegano con successo alcune caratteristiche della dinamica
delle malattie, ma i loro difetti lasciano ancora altre domande senza rispo-
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sta. Nel tentativo di arrivare a una comprensione pitt completa, i ricercatori
hanno sviluppato nuovi modelli, caratterizzato le loro proprieta in modo piu
completo e hanno cercato un accordo piu stretto con i dati. Oggi restano
questioni irrisolte e nuove domande che continuano ad attirare l'attenzione
dei matematici.
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