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Introduzione

L’obiettivo di questo lavoro di tesi e quello di simulare il reale comportamento di un’aorta
addominale, aneurismatica e non, considerando sia la fluidodinamica del flusso sanguigno,
sia lo spostamento elastico meccanico dell’aorta, quindi come il primo fattore influisca
sul secondo e viceversa.

Tale lavoro consente di studiare e visualizzare, mediante simulazione, possibili fattori
di rischio o di peggioramento. Costituisce pertanto un primo passo per realizzare un
mezzo di prevenzione che permetta di intervenire e scongiurare situazioni degenerative
in ambito cardiovascolare, partendo dal caso di AAA (Abdominal Aortic Aneurysm). In
questa tesi si intendono investigare una serie di strumenti computazionali che permetto-
no, attraverso uno studio prima fluidodinamico poi fluidostrutturale, I'individuazione di
parametri caratteristici sulla base dei quali e possibile compiere un confronto tra quadri
clinici di pazienti patologici e non. L’obiettivo finale che si ripropone, in questo genere di
studi, e quello di creare uno strumento per favorire e facilitare il lavoro di medici e chi-
rurghi, stabilendo una rapida correlazione tra la cattura di immagini in tempo reale dei
pazienti attraverso TAC (Tomografia Assiale Computerizzata) e i parametri d’interesse
nella formazione di aneurismi. In questo modo si fornisce al professionista che li osserva
un’immediata ed efficiente comprensione del quadro clinico del paziente, sulla base del
quale potra decidere se e come intervenire. Gli studi fatti in questa tesi propongono
un’analisi preliminare per lo sviluppo e la formazione di questi strumenti.

Lo studio e realizzato dal punto di vista computazionale servendosi delle tecniche di
HPC (High Performance Computing) che permettono di realizzare simulazioni numeriche
a elevate velocita mediante tecniche di ottimizzazione e parallelizzazione delle operazioni
al calcolatore. Dopo una ricostruzione delle geometrie dei tratti aortici a partire dalle
TAC, ci si e serviti del software meshLab per uno smoothing delle superfici e per la
definizione dei domini computazionali per il fluido e per il solido. Per la realizzazione
delle mesh ci si ¢ affidati alla libreria cfMesh inclusa in OpenFoam, un software open
source ai volumi finiti. Per le simulazioni fluidodinamiche e fluidostrutturali, ¢ stato
utilizzato il toolbox solids4 Foam, un’applicazione di OpenFoam che implementa tecniche
di accoppiamento per i solutori del fluido e del solido. Infine, per il post-processing sono
stati usati i software para View, xmGrace e MatLab.



Il Capitolo [1| &€ un’introduzione teorica del contesto, non da intendersi come tratta-
zione completa, riguardante le fondamenta di fisica delle interazioni fluido-struttura. In
particolare, vengono introdotte le equazioni di conservazione per il fluido in formulazione
ALE (Arbitraty Lagrangian Eulerian) e le equazioni per la regione solida. Vengono pre-
sentate diverse relazioni costitutive per il solido (elastica e iperelastica) e mostrata una
breve panoramica sulle tecniche di modellazione della turbolenza. Infine, viene riprodotto
il benchmark di Hron & Turek con il software OpenFoam e I'external solver solids4Foam,
al fine di valutare la validita e ’accuratezza delle simulazioni fluidostrutturali ottenute
con questi strumenti.

Nel Capitolo [2] si descrive il sistema cardiovascolare che regola il flusso sanguigno
dal cuore lungo tutto il tratto aortico fino alle regioni piu periferiche. Si introduce il
concetto di aneurisma nelle sue diverse forme, i fattori di rischio e le complicanze mediche.
Vengono inoltre introdotte le relazioni costitutive piu utilizzate nella modellazione del
flusso sanguigno, in particolare viene illustrata la reologia newtoniana e non newtoniana.

Nel Capitolo [3]| si approfondiscono le metodologie e le tecniche utilizzate per la pre-
parazione delle geometrie del tratto di aorta addominale, sfruttando il software open
source meshLab. Mentre la geometria fluida deriva dalla rielaborazione di acquisizioni
mediche reali tramite TAC, quella solida viene costruita tramite un offset del dominio
fluido rappresentante lo spessore delle pareti dell’aorta. La procedura ¢ applicata a due
tratti aortici addominali, uno appartenente a un paziente con aneurisma aortico addo-
minale, ’altro relativo a un paziente con aorta “sana”. Vengono poi realizzate le griglie
computazionali, o mesh, per discretizzare il dominio fluido e quello solido, servendosi
dell’utility cfMesh integrata in OpenFoam.

Nel Capitolo [4] si descrivono le ipotesi adottate per la modellazione del flusso san-
guigno e delle pareti dell’aorta. In particolare, vengono scelte le relazioni costitutive e
i parametri fisici rappresentativi del fluido e del solido e vengono imposte le condizioni
al contorno. Per la scelta delle boundary conditions si fa riferimento al database fornito
dall’lHaemodynamic Modelling Research Group (Haemod) del King’s College di Londra,
che raccoglie dati di velocita e pressione per un ciclo cardiaco. Viene infine presentata
I'implementazione di tale modellazione all’interno di OpenFoam.

Nel Capitolo [f] si riportano i risultati delle simulazioni fluidodinamiche e fluidostrut-
turali del tratto di aorta addominale per un intero ciclo cardiaco. Vengono analizzate
le grandezze di maggiore interesse, i regimi di moto e lo stato tensionale nelle pareti
del tratto aortico addominale, in fase sistolica e diastolica. I risultati delle simulazioni
fluidodinamiche e fluidostrutturali sono poi confrontati per determinare le analogie e le
differenze, valutando la convenienza di un approccio rispetto a un altro in termini di
accuratezza e onere computazionale. Infine, i limiti del progetto e le possibili strategie
da intraprendere come sviluppi futuri sono brevemente discussi.



Capitolo 1

Le interazioni Fluido-Struttura

Nei problemi di interazioni fluido-struttura (FSI, Fluid-Structure Interaction) si studiano
i movimenti e le deformazioni che una o piu strutture solide subiscono a causa delle
interazioni con fluidi che li attraversano o li lambiscono esternamente, e 'effetto che
queste deformazioni hanno sui fluidi stessi. La dinamica di quest’ultimi dipende dalla
forma e dal movimento della struttura, mentre le deformazioni dipendono dagli sforzi
e le tensioni che il flusso fluido esercita sulle strutture. Si stabilisce quindi una mutua
dipendenza tra i due domini d’interesse.

I problemi di FSI sono oggetti di studio in sempre piu ambiti di applicazione, sia in
ambito ingegneristico, di design di componenti, che in ambito medico. Possibili appli-
cazioni sono, ad esempio, lo studio dello stato di stress a cui sono sottoposte le turbine
eoliche, 'oscillazione delle ali degli aeroplani, il processo di gonfiaggio ed espulsione degli
airbag o, come nel caso d’interesse, le interazioni tra il flusso sanguigno e i canali o i
tessuti del sistema cardiovascolare.

Cio che contraddistingue questa classe di problemi ¢ la loro natura fortemente non
lineare e dipendente dal tempo che rende difficile, se non impossibile, trovare soluzioni
analitiche. Questo problema si affronta con 'aiuto di ipotesi semplificative che permet-
tono di scrivere in forma chiusa il sistema di PDE (Partial Differential Equations) che
governa queste dinamiche. Inoltre, per la loro risoluzione vengono impiegate diverse
tecniche di simulazione al calcolatore.

Il problema numerico da risolvere quindi consiste nello studiare le interazioni di tipo
fluido-struttura descrivendo il fluido e il solido separatamente attraverso le equazioni e
le relative condizioni al contorno, e poi nel simularle simultaneamente. I loro domini
non devono sovrapporsi, ma devono essere accoppiati lungo l'interfaccia fluido-struttura
da un insieme di condizioni di giunzione (o di interfaccia) consistenti dal punto di vista
fisico: queste condizioni sono rappresentate dalle relazioni di compatibilita cinematica
e di bilancio degli sforzi sulla superficie di giunzione. Quando la struttura solida ¢ in
movimento, la forma del sotto dominio fluido varia per adattarvisi. Questa ulteriore



complicazione e un aspetto di cui tenere conto nella scrittura dei sistemi di equazioni
differenziali e delle loro condizioni al contorno. In aggiunta, il movimento a cui ¢ sottopo-
sto il dominio fluido non e noto a priori essendo funzione dello spostamento strutturale,
incognito. Questo rende i problemi FSI dei three-field problem, dove la terza incognita e
proprio il moto del dominio fluido.

E possibile definire due diverse tecniche di risoluzione dei problemi FSI, dette con
accoppiamento debole o forte. L’approccio debolmente accoppiato (loosely-coupled o
staggered, sfalsato) consiste nel risolvere in maniera sequenziale le equazioni: si parte
dal flusso fluido, passando poi dalla meccanica strutturale e si finisce con la mesh in
movimento. Questo metodo permette di sfruttare solutori numerici gia esistenti per i
problemi disaccoppiati, ma puo portare a problemi di convergenza. Dato un time step,
un tipico algoritmo debolmente accoppiato:

1. Risolve le equazioni del fluido e delle tensioni da esso esercitate, sfruttando le
condizioni al contorno di velocita derivanti dai valori dello spostamento strutturale
all’interfaccia nei time step precedenti;

2. procede a determinare la soluzione delle equazioni strutturali attraverso I'impiego
delle variabili fluide aggiornate;

3. risolve le equazioni di movimento della mesh mediante i valori dello spostamento
strutturale all’interfaccia appena ricavati.

Nell’approccio fortemente accoppiato (strongly-coupled, o monolithic, monolitico),invece,
le diverse equazioni coinvolte vengono risolte contemporaneamente, risultando cosi in
simulazioni piu robuste (si hanno minori problemi di convergenza), precludendo tuttavia
I'utilizzo di simulatori gia esistenti per domini fluido e solido.

1.1 Derivazione delle equazioni per la regione solida

In questa parte del capitolo ci si concentrera sul derivare le equazioni che governano il
moto strutturale, nel nostro caso le pareti delle arterie. In particolare, lo studio della
cinematica dei corpi rigidi permette di derivare le equazioni differenziali che, attraverso
le equazioni di bilancio di massa e di quantita di moto, trasformano i principi fisici alla
base del moto in forma matematica.

La trattazione presentata in seguito sara estesamente ripresa da Cardiovascular Ma-
thematics, Modeling and simulation of the circulatory system, L.Formaggia, A.Quarteroni,
A. Veneziani (Casa Editrice Springer) e dalla tesi di dottorato di L.Chirco, On the optimal
control of steady fluid structure interaction systems.



1.1.1 La cinematica del continuo

Nel caso di nostro interesse, non siamo interessati alla struttura microscopica dei corpi,
ma al loro comportamento macroscopico: sara quindi effettuata l'ipotesi semplificativa
di considerare solidi molto piu grandi rispetto al libero cammino medio delle particelle
che li compongono.

Sia Q0 C R3 un sottoinsieme aperto di R?, riempito di un mezzo continuo. Q, definita
dal vettore X, verra indicata nel seguito come configurazione di riferimento. Si definisce
configurazione deformata di €2 una mappa iniettiva del tipo

6:0—Q  x— =0, (1.1)

che associa a ogni punto X di {2 una nuova posizione, x, nella configurazione corrente
definita come Q C R3. Si definisce spostamento o deformazione del punto materiale X

Figura 1.1: Passaggio da configurazione di riferimento, a corrente, attraverso la mappa

0.
rispetto alla configurazione iniziale il vettore
X)) =o(X)—X=z—X. (1.2)
E quindi possibile scrivere R
= 3(%) = %+ (%), (1.3)

dove il set di coordinate X sono dette Coordinate Lagrangiane, in onore di Joseph Louis
Lagrange, anche dette coordinate materiali o di riferimento. Considerando I'inverso della
mappa riportata in Eq. ([1.1]), possiamo scrivere

X = (571(33) ) (1'4)

dove le coordinate x sono dette Coordinate Euleriane, da Leonard Euler, anche det-
te coordinate spaziali. Nella formulazione Lagrangiana si segue 1’evoluzione delle pro-
prieta in un punto materiale, mentre in quella Euleriana si osserva il cambiamento delle
proprieta fisiche a partire da un prefissato punto di riferimento nello spazio.



_ Una delle quantita fondamentali nello studio delle deformazioni ¢ il gradiente di
F: Q — R33 definito come

P(%) = va(x) = 2245, (15)

dove lo spazio R3*3 ¢ lo spazio delle matrici tridimensionali. Scrivendo il tensore per
componenti si ottiene:

= [00(R) 09(R) ad?(i)}_ or;
EJ(X)_{ 8%, = 0%, = 0%3 J 0%

i, =123

Affinché queste considerazioni siano applicabili, la mappa 5(?{) deve essere invertibile
e due volte differenziabile, il che significa che durante la deformazione nel corpo conside-
rato non appaiano vuoti o rotture. Per garantire I'invertibilita della mappa ¢ necessario
che il gradiente dello spostamento sia non singolare e continuo, quindi deve valere che

J = detF #0,

dove si definisce J determinante o Jacobiano del gradiente della posizione. Esso deve
essere strettamente positivo ovunque, per far si che si preservi 'orientazione della mappa
$(X). Inoltre, la trasformazione & detta isocora o a volume costante se J=1 e il materiale
che subisce deformazione isocora viene definito incomprimibile.

Sfruttando il determinante e anche possibile definire la relazione tra il volume infini-
tesimo dv nella configurazione di riferimento e il volume dv nella configurazione corrente,
come

dv = Jdv.

E quindi possibile misurare la variazione di volume che si verifica su un corpo a seguito
della deformazione. Volendo invece determinare la variazione di lunghezza di un vettore
infinitesimo d¥ a seguito di deformazione, avremo

dx = Pag —s ||dx|| = VdzT BT Fdz = \Jdi7Cdz, (1.6)

ottenuta ricordando le nozioni di norma di vettore e matrice e definendo C' = FTF come
tensore di deformazione di Cauchy-Green.

Per prendere in considerazione le forze che agiscono sull’unita di superficie si introduce
la Formula di Nanson, che mette in relazione aree infinitesime nelle due configurazioni
(dimostrazione in Appendice, CaplA.3)).

nds = JFThds, (1.7)



dove n ds rappresenta il versore normale moltiplicato per ’area infinitesima, in entrambe
le rappresentazioni. Con F ~7 si indica invece il trasposto dell’inverso del tensore di
deformazione F~1 = (F~1)T.

La formula di Nanson puo essere utilizzata per ricavare la nota identita di Piola. Per
fare cio si sfrutta il teorema della divergenza, tale per cui

/ﬁv-gﬁd@:/fﬂ-ﬁdg, (1.8)

dove I' = 6Q ¢ la superficie di frontiera di Q). Considerando 1 unitario 'integrale di
volume si annulla e quindi si ottiene

/A Ads = /jﬁ—Tn ds = /A V- (JET)do =0, (1.9)
T T Q

che rende 'espressione nota come identita di Piola
V.- (JFT)=0. (1.10)

Si definisce ora un’importante relazione per la cinematica del continuo, nota come Tra-
sformazione di Piola. Sia T un tensore di secondo ordine chiamato tensore degli stress
di Cauchy, definito come misura dello stress per unita di superficie nella configurazione
deformata, in un generico punto della configurazione stessa 7' : ) —s R3*3,

Possiamo allora scrivere le forze esterne infinitesime per unita di superficie nella
configurazione deformata come

dfs =Tnds. (1.11)

In maniera analoga, si puo introdurre il primo tensore di Piola-Kirchhoff, P, un
tensore di secondo ordine non simmetrico che mette in relazione forze nella configurazione
deformata con aree nella configurazione di riferimento tali che valga

df, = Pnds, (1.12)

e quindi ricordando la formula di Nanson ([1.7)) si ottiene

dfy =Tnds — df, = TJF Thads = P = JoF ™", (1.13)
La trasformazione realizzata per ottenere il primo tensore degli stress di Piola-Khirchhoff
a partire dal tensore degli stress di Cauchy ¢ proprio la Trasformazione di Piola.

Piu in generale, la trasformazione di Piola Il di un campo tensoriale del secondo
ordine, sia 7, associato alla mappa ¢, ¢ anch’esso un campo tensoriale del secondo ordine.
Vale IT = ,Pg(T) : QQ — R¥3 tali che:

(z) = J(2)7(6(z)) F"(3), (1.14)

10



per ogni & € ). Si definisce anche il secondo tensore di Piola-Khirchhoff, S, come un
tensore simmetrico del secondo ordine che mette in relazione forze nella configurazione
di riferimento con aree nella stessa configurazione e vale

S=F1'P=JF'TFT. (1.15)

1.1.2 Il movimento

Fino ad ora sono stati considerati casi stazionari; per tenere in considerazione anche la
dipendenza temporale si introduce il concetto di movimento. Sia quindi ¢ una mappa
liscia (differenziabile infinite volte, cioe € C'*°) tali che

o~

V:OxRT — R (2,t) — z =0T, 1)

tale per cui, ad ogni t > 0, z@ = 15 (-, t) rappresenta una nuova configurazione deformata.
Si noti come si assume che il movimento parta a t = 0, cioe all’instante iniziale e poiché
la configurazione di riferimento Qe arbitraria, si puo considerare coincidente con la
configurazione iniziale al tempo ¢ = 0, ciod = Q(t = 0) = Q(0).

Secondo quanto detto, il punto x = 15(@, t) rappresenta la posizione del punto ma-
teriale inizialmente in posizione T e al tempo ¢, mentre Q(t) = &(Q,t) rappresenta
la configurazione corrente al tempo t. Sotto queste condizioni, quindi, la posizione

0(z,t) = ¥(&,t) — 7, il suo gradiente F e lo Jacobiano .J saranno funzioni del tempo.
Si definisce la velocita come derivata temporale del vettore posizione, in particolare

0 -0

8(E,0) = 2 7(E,6) = = 0

Z,t). (1.16)

Ricordando la formulazione Lagrangiana e quella Euleriana (dove il simbolo ~ indica un
campo Lagrangiano) possiamo esprimere indipendentemente, per una generica quantita

q

~

q(@,t) = q(z,t) con x =¢(Z,t), €, t>0. (1.17)

oppure, in maniera opposta
q(z,t) = 4(7,t) con z=1v""(z), z€Qt), t>0. (1.18)
Volendo quindi esprimere la velocita in formulazione Euleriana, scriviamo

w(z,t) =u( ' (z),t) con (z,t)€Q xR, (1.19)

11



1.2 Formulazione ALE

Fino a questo momento sono state prese in considerazione le sole formulazioni Lagran-
giane ed Euleriane, che possono essere pitt 0 meno convenienti a seconda del contesto.
Per risolvere le equazioni differenziali che governano il moto del fluido e del solido e
necessario infatti identificare un dominio computazionale w(t) su cui modellizzare e risol-
vere le equazioni stesse e sui cui bordi vogliamo risolvere le condizioni al contorno. Nei
solidi, in cui gli spostamenti sono relativamente contenuti, si usa prendere come dominio
computazionale la configurazione di riferimento Qe quindi la formulazione Euleriana &
da preferirsi. Nei fluidi, al contrario, gli spostamenti sono molto grandi, ma si ¢ mag-
giormente interessati alle grandezze dinamiche come velocita o pressione, piuttosto che
allo spostamento stesso. Per questo motivo il dominio computazionale e solitamente fis-
sato pari alla configurazione corrente 0 C R3, con le uniche particolaritd per cui € sia
riempito da fluido e 2 C w(t) per ogni istante ¢ in cui ne osserviamo il movimento. Per
il fluido, quindi, la formulazione Lagrangiana appare piu appropriata.

In molti casi di interesse pratico pero il dominio computazionale per il fluido non puo
essere fissato nel tempo, dovendo seguire lo spostamento dell’interfaccia fluido-solido: il
dominio computazionale w(t) non sara dunque né fissato, né puntiforme (Lagrangiano),
non essendo la sua evoluzione governata dal moto del fluido ma dovendo rispettare le
condizioni di interfaccia. Quindi, & necessario introdurre una descrizione piu generale
che combini i vantaggi dell’approccio Euleriano e Lagrangiano, chiamata formulazione
ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Si definisce quindi un movimento ausiliario:

A:0xRT — R con (%,t) — x = A(Z,1), (1.20)

tale che I'intero dominio computazionale valga

w(t) = A(w,t) per ogni t> 0. (1.21)

dove © C R? ¢, in questo caso, la configurazione di riferimento fissata, che tipicamente
si fa corrispondere alla posizione iniziale del dominio computazionale w(t = 0) = w(0).
Nella formulazione ALE si hanno i contributi di almeno due tipi di movimento: del fluido
considerato e del dominio computazionale.

Dato un generico campo ALE( una generica grandezza definita nel dominio di riferi-
mento ALE) ¢ : @ x Rt — R, la sua descrizione Euleriana & data da

q(z,t) = G(A; Y (x),t) perogni z€w(t), t>0. (1.22)
Al contrario vale ovviamente

G(z,t) = q(A(Z,t),t) perogni z€w, t>0. (1.23)
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Figura 1.2: In alto: Descrizione Lagrangiana 1D; Al centro: Descrizione Euleriana 1D;
In basso: Descrizione ALE.

Possiamo inoltre definire la ALE velocity o velocita del dominio computazionale come

0A
w(Z,t) = E(f’t) per ogni T € @. (1.24)
In generale, w(Z,t) # u(x,t), ma si evidenziano due casi particolari:

1. @ = 0: il dominio computazionale non si muove, ¢ fissato (w(t) = w(0)) V¢ > 0.
Siamo quindi in una formulazione di tipo Euleriano.

2. w = wu: il dominio computazionale si muove alla stessa velocita del dominio mate-
riale w = w(t). La velocita della mesh e ALE coincidono, siamo in una formulazione
Lagrangiana.
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Figura 1.3: Il movimento del dominio computazionale mobile w(t) e la mappa ALE.
Per generalita si indica @ come dominio computazionale di riferimento, spesso preso
coincidente con w(0).

1.2.1 Derivazione temporale Euleriana, Lagrangiana e ALE

Per un dato campo Euleriano scalare ¢, si definisce la derivata spaziale Fuleriana come
una classica derivata parziale

0

Mixt) xe). (1.25)
ot
Sia ora ¢ la descrizione Lagrangiana della stessa g. Si definisce derivata temporale del
punto materiale la relazione

0 q! h)—q
ARt R) — a(i(E 1))
h—0 h
_ 4Gt
%q(w@j? )7 ):

dove nel passare dalla prima alla seconda uguaglianza si e sfruttata la relazione (1.17)),

e quindi ;
D T
= alw 1) = 7 a(d((F.0),1). (1.27)

Quindi, la derivata Lagrangiana di ¢ altro non ¢ che il tasso di variazione nel tempo di g,
analizzato da un osservatore in moto con il punto materiale Z, posto in x ad un generico

tempo t.
Si dimostra che vale, per ogni dato campo Euleriano ¢, la seguente identita
Dg 0q 0x 0q Oq
ZL_ a7 A -V 1.28
Dt ot ot or o VD (1.28)
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sfruttando la chain rule. Segue quindi che la derivata Lagrangiana e composta da due
contributi, un termine di trasporto u - Vq che tiene conto delle variazioni del campo ¢
dovute allo spostamento della posizione particellare e il termine di derivata Euleriana.

In maniera analoga alla derivata del punto materiale, possiamo definire la derivata
temporale ALE del generico campo scalare g come

dq d

A dtq(A(i,t),t) con == A(Z,t), (1.29)

cioe si osserva il tasso di variazione di ¢ in un punto che si muove con il dominio compu-
tazionale w, di particolare importanza nel momento in cui si va a discretizzare il dominio
stesso. Anche in questo caso si puo dimostrare che vale 'identita

q Jdq

E\A:W'V‘HE’

(1.30)
dove, ancora una volta, il termine w - V¢ di trasporto tiene conto della variazione di ¢
dovuta al movimento del dominio computazionale. Questo sara ovviamente zero nel caso
in cui il dominio sia fissato, mentre coincidera con il termine di trasporto nella ((1.28)) nel
caso in cui w = u.

1.3 Leggi di conservazione

Si ricorda come i problemi F'SI siano definiti mediante equazioni differenziali alle derivate
parziali, le cosiddette equazioni costitutive. Nello specifico, le leggi di bilancio permet-
tono di esprimere il bilancio di massa, momento ed energia (nel caso di problemi non
isotermi). Affinché sia possibile definire queste leggi, si introduce il teorema del trasporto
di Reynolds.

Sia Q(¢) un dominio materiale, tale che Q = {z : 2 = ¥(Z,t), Z € Q}, ¢ sia f una
funzione continua e differenziabile. Allora

d o of
a/gfdx_/ﬂaJrv-(fu)dx (1.31)

Pud tornare utile riscrivere lo stesso teorema riferito anche alla formulazione ALE.
Sia Wy C @ un sottodominio ALE e wy la sua immagine, tali che wo(t) = {z : = =

A(#,t), ¥ €®}. Siha

d 0
S g [ Sy a-w)dr, (132)
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1.3.1 Conservazione della massa

La massa di un generico dominio materiale V' (¢), al tempo ¢, & data da
m = / pdzx . (1.33)
V(t)

dove p sara la densita del mezzo, misurata in kg/m?. 1l principio di conservazione della
massa, seguendo i dogmi della meccanica classica, dice che la massa di un corpo non
varia durante il moto, per cui

dm d
— =0 — dr =0 1.34
dt W v P T (1.34)

per ogni volume V e ogni istante temporale t. Per esprimerlo non globalmente ma in
maniera puntuale, ricorriamo al teorema del trasporto di Reynolds ottenendo

d dp
el — il 1.
dt/v(t)pdx /t aﬁv (pu) dz (1.35)

e poiché deve essere valida per ogni V() risulta

dp
EJFV( u) =0, (1.36)

per ogni t > 0. La ([1.36]) ¢ chiamata equazione di continuita o di conservazione della
massa. Puo essere riscritta utilizzando la notazione di Einstein, sfruttando la convenzione
degli indici ripetuti, come segue

dp (
ot O,

pu;) =0. (1.37)

Infine, nel caso di densita costante nel tempo (fluido incomprimibile), la continuita si
riduce a
V-u=0, (1.38)

che sta ad indicare come, nel caso di fluidi a densita costante, il dominio materiale non
cambi durante il moto. Nelle applicazioni di interesse, legate all’emodinamica, il sangue
¢ spesso considerato come un fluido a densita costante.

Volendo derivare la conservazione della massa in formulazione Lagrangiana, scriviamo
in configurazione indeformata

ApJ) .
dt dt/ _/a ot o =0, (1.39)
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e poiché il dominio Q puo essere scelto arbitrariamente, possiamo applicare il risultato
ottenuto ad ogni punto materiale

gt(pj) =0 Vt>0. (1.40)

Il risultato ottenuto permette di capire come il prodotto pj non cambi nel tempo ma sia
solo funzione del punto materiale, p.J = pJ(z). Definendo py = po(%) come densita della
configurazione indeformata, poiché al tempo ¢ = 0 per la struttura non deformata vale
J = 1, avremo R

che e I'equazione di continuita in formulazione Lagrangiana.

1.3.2 Conservazione della quantita di moto

La conservazione del momento coincide con la seconda legge di Newton applicata ad un
dominio materiale V(¢), che afferma come la risultante delle forze esterne applicata al
dominio ¢ pari alla variazione della quantita di moto totale del sistema. Ricordando la
definizione di momento di quantita di moto p = mu e la definizione di massa dalla ,
avremo

d

— udr=F=F,+F 1.42

dt V(t)p S ( )
La risultante delle forze agenti sul sistema puo essere scomposta come somma di due
termini: le forze di volume, Fy e le forze di superficie, Fs, come rappresentato in Figura

[1.4 La prima delle due agisce su tutte le particelle del sistema (come la forza di gravita)

Figura 1.4: Rappresentazione del generico dominio V' (t) e forze su esso applicate.

e puo essere espressa come integrale di densita moltiplicato per una forza specifica (forza
per unita di massa: [f] = [m/s?]), ovvero

F, = / pfdx. (1.43)
V(t)
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Il secondo termine di superficie e invece il responsabile delle interazioni mutue tra l'inter-
no e l'esterno del dominio materiale, attraverso il contorno 9V (t). Questo termine puo
essere definito come l'integrale sul contorno del tensore degli stress di Cauchy applicato
in direzione normale alla frontiera stessa

/ T~nd7:/ V. Tdz, (1.44)
oV (t) V(t)

in cui nel passaggio da primo a secondo membro si e sfruttato il teorema della Divergenza.
Possiamo quindi esprimere la legge di conservazione del momento come

d

4 pudac:/ pfdx—i—/ V- Tdz. (1.45)
dt Jv) V(t) V(t)

Sfruttando il teorema del trasporto di Reynolds il primo termine puo essere espanso

/ ap“dx+/ (puu dx—/ pfde+ [ V-Tdz, (1.46)
V(o) V(o) V(o)

e ricordando che il dominio V'(¢) & arbitrario (quindi la relazione deve valere per ogni
possibile scelta di dominio) si ottiene:

p@t +p(u-V)u—-V. T =pf, (1.47)
dove per V(t) & stata assunta densita costante. Questa ottenuta & la equazione di
conservazione del momento, che secondo la notazione di Einstein si puo scrivere come
u. —
P 8t Pt 8xj 8xj

=pfi- (1.48)

La formulazione Lagrangiana della (1.47) puo essere ricavata mappando gli integrali nella
configurazione inderformata €2 per ottenere

d [ - _
—/ApJudfz/Apdef—k/AJV-Tdf, (1.49)
dt Ja Q Q

dove si ricorda che e possibile scrivere indipendentemente u = u Variando la conﬁgu—
razione di definizione dei punti del sistema. Ricordando la e la , dalla

conservazione della massa possiamo scrivere il primo membro come

d - d(pJ)

o [pTud = [ udi / de / —d 1.50

o /ﬁp ude = [ =2 + [.(p T= | popdz. (1.50)
Sostituendo il risultato ottenuto nella formulazione Lagrangiana e ricordando l’arbitra-
rieta del dominio si ottiene

0 ~ N
poai;:pof+JV-T inQ, t>0, (1.51)
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dove il termine di divergenza ¢ pero riferito alla configurazione deformata €2. Trasfor-
mando anch’esso in forma Lagrangiana si ottiene

poa—ltl:pof—i-v-l?’ inQ, t>0, (1.52)
dove P = JoF T ¢ il primo tensore di Piola-Kirchhoff. Infine, a partire dalla (|{1.47])
possiamo scrivere la formulazione ALE dell’equazione di bilancio come

ou

paMﬂLp[(u—w) Vu=pf+V-T in Q), t>0. (1.53)

1.4 Le equazioni per la regione solida

Definiamo ora il moto della struttura in termini di deformazione 7, rispetto a una data
configurazione di riferimento 2. A partire quindi dalla relazione |D scrivendo la
velocita u come derivata temporale della deformazione 7 si ottiene

2/\

poa—tz’:po?—kv-f’ inQ, t>0, (1.54)

che prende il nome di equazione dell’elastodinamica.

In meccanica del continuo, un materiale si definisce elastico se la sua relazione costitu-
tiva esprime il tensore degli sforzi in funzione del gradiente di deformazione (ed eventual-
mente di variabili termodinamiche) ma ¢ indipendente dalla storia della deformazione
stessa: € cioe un materiale senza memoria, che quindi non dipende dal tempo.

1.4.1 Solidi elastici

Ricordando che T', tensore di Cauchy, ¢ legato al gradiente di deformazione F' per mezzo
di una funzione di risposta T', e possibile scrivere la relazione costitutiva per i solidi
elastici come

T(z,t) =T (F(3,1),7) , (1.55)

dove ricordiamo che I rappresenta il punto materiale nella configurazione indeformata

(di riferimento), e x = ¢(%,) lo stesso punto nella configurazione deformata, a cui si
giunge con la mappa ¢. Sulla base della 1) ¢ possibile osservare che:

- la funzione di risposta T’ & associata a una fissata configurazione di riferimento,
rispetto alla quale si misura il gradiente di deformazione (quindi la deformazione
stessa). Variando la configurazione di riferimento variera dunque anche la legge
costitutiva tra tensore degli sforzi T e gradiente F;
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- si ha dipendenza esplicita di T dal punto materiale z del riferimento. Questo
significa che, a parita di deformazione (di F) il tensore di Cauchy assumera valori
diversi nella configurazione corrente a diversi punti di partenza nella configurazione
di riferimento.

A partire dalla seconda osservazione ¢ quindi possibile postulare che, per un solido omo-
geneo con proprieta costanti in ogni punto, la relazione costitutiva per materiale elastico
diventa

T =T(F). (1.56)

Si definisce isotropo un solido la cui risposta alla sollecitazione ¢ la stessa in tutte le
direzioni: un materiale di questo tipo segue la relazione

T(FQ)=Q"T(F)Q =T(F), (1.57)

dove () ¢ la matrice ortogonale associata alle rotazioni del corpo rigido. Questo significa
che ogni pre-rotazione a cui il corpo e soggetto prima dell’applicazione dello sforzo di
deformazione non varia il modo in cui il corpo risente dello sforzo e la sua risposta. In
particolare la relazione costitutiva per un solido elastico isotropo ¢ del tipo

T =Byl + 1 B+ 3y B, (1.58)

dove G; (i=0,1,2) sono funzioni delle tre invarianti principali di B, tensore di Cauchy-

Green sinistro (Appendice |A.6)).

1.4.2 Solidi iperelastici ed energia potenziale elastica

In questo lavoro di tesi la presentazione sara ristretta alle sole classi dei materiali ipere-
lastici. Un materiale & detto iperelastico se il lavoro compiuto dallo sforzo per deformare
il solido dipende solo dallo stato iniziale e finale, e non dal percorso, per cui il suo
comportamento ¢ detto cammino-indipendente.

Si introduce per un corpo continuo la definizione di ciclo meccanico come un moto
nel quale, in un intervallo finito [¢, ¢;], ogni punto materiale torna allo stato iniziale con
identica velocita. Sia x la funzione di moto e Y la sua velocita, varra

Per ogni ciclo meccanico si postula che L.,; > 0, cio¢ che il lavoro compiuto dalle
forze esterne sia sempre positivo o al pit nullo (sotto l'ipotesi di assenza di scambi di
calore e temperatura costante, cioe tralasciando considerazioni di natura termodinamica).
Questo puo essere giustificato intuitivamente considerando che per riportare un corpo
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nella sua condizione iniziale € necessario esercitare un lavoro positivo su di esso. Questo
concetto puo essere riscritto come

t ~ =
/1/APth >0, (1.59)
to Q

dove P ¢ il primo tensore di Piola-Kirchhoff, F' la derivata temporale del gradiente di
deformazione e ) la configurazione di riferimento. Questa relazione e valida per ogni ciclo
meccanico e per ogni parte del corpo; essendo arbitraria la parte del corpo considerata,
e quindi il punto materiale, varra

t1 =
PFdt >0, (1.60)
to
per ogni ciclo meccanico e ogni punto materiale. Considerando che un materiale elastico
si dice tale se non presenta fenomeni di dissipazione interna (cioé L;,; = 0) per la
conservazione dell’energia dovra valere L.,; = 0 e quindi la (1.60|) diventa

t .
'PEdt=0. (1.61)
to
In analogia con quanto gia studiato per un potenziale di forze conservativo per il quale
se I'integrale del campo di forze lungo una curva e nullo e possibile definire un potenziale
del campo stesso, possiamo, anche in questo caso, definire un potenziale, andando pero
a sostituire lo spazio fisico con quello tensoriale.

Si puo allora dire che se si verlﬁca un ciclo meccanico tra due istanti temporali [to, 1]
tali da verificare la relazione , allora esiste una funzione scalare W(F ) definita
energia potenziale elastica, W(F) : R3X3 R* tale che sia possibile esprimere il primo
tensore di Piola-Kirchhoff come

p- (1.62)
OF

Quando questa condizione si verifica, il corpo si dice solido iperelastico. La dimostrazione

della ([1.62)) e riportata in Appendice . A partire da questa, ¢ possibile scrivere

OW(F)  OW(F)dF dW

pr=2""")p_ o 1.63
OF oF dt  dt’ (1.63)
questo implica che per un generico moto x tra [to, t1] vale
[TEPNEN i1 dW ~ ~
PFdt = / TVt = W(E(t)) — W(E(to)). (1.64)
to to dt
Si definisce inoltre energia elastica specifica o(F), legata a W dalla relazione
W(F) =po(F), (1.65)
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dove p rappresenta la densita nella configurazione di riferimento, pari a quella nella
configurazione deformata nel caso di solido incompressibile. Mediante la (1.65) si puo
esprimere la ({1.62)) come

~  OW oo
P=__"_ —5__ 1.
oF —Por (1.66)

e quindi definire la energia elastica di un corpo solido U come

— [ pdetF o(F)d (1.67)

sfruttando la conservazione della massa, per cui vale p = detF'p. Da questa relazione si
puo dedurre come o(F') possa essere definita come energia elastica per unita di massa e
W (F') possa essere definita come energia elastica per unita di volume della configurazione

di riferimento.

1.4.3 Modello di iperelasticita Neo-Hookeano

Si riportano ora delle espressioni empiriche, riprese da [I], che permettono di correlare
il tensore di Cauchy con l’energia potenziale elastica, espressa come funzione delle tre
invarianti principali W(Ipg, I[1g, I11g). 1l tensore di Cauchy puo essere espresso come

2 [ow oW oW
T=2= B Iz B — B? IIIg]
7 L’?IB o, U V¥ o, e 1 Lo
2 [ oW oW oW oW '
= |\——IIIgl+|—+—=——1Ig| B— B?| .
J [MHB Bl (813 oI, B) Ollp ]
Considerando 115 = detF = J, quindi W = W(lg,1Ig,J), possiamo scrivere

ow 2 [[owW oW oW

T=-—"1+2=% I B — B?| . 1.69
o7 ' 7 KaIB * BaUB> i ] (1.69)

E immediato comprendere che, nel caso di materiali incompressibili, I’energia potenziale
elastica ¢ indipendente da 11z = 1, essendo p = p. Si puo quindi scrivere in maniera
semplificata

B?, (1.70)

ow ow B ow
0lp 0llp

T:—pl+2< + I Y
B
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dove il termine —p /[ & un termine isotropo, dovuto alla reazione vincolare interna.
Considerando il caso di solido incompressibile neo-Hookeano, vale la relazione empirica

k

W= %(J%IB—B)Jrg(J— 1)2, (1.71)
che rende 1
T:k(J—l)I+j5(B—3[BI), (1.72)
3

dove p, k sono costanti tipiche del materiale. Sinoti che per B = I entrambe le espressioni
si annullano, siamo cioe nella configurazione indeformata. Si ha inoltre la presenza di un
termine che tende a infinito per J — 0, dovuto alla necessita di penalizzare una grande
compressione del materiale.

La piu semplice equazione costitutiva per un solido iperelastico incompressibile neo-
Hookeano suppone che 'energia elastica dipenda solo dal primo invariante I con una
relazione lineare del tipo

W(lp) = %([B —3). (1.73)

Anche in questo caso, per I = B la relazione si annulla. Ricavando il tensore degli sforzi

dalla (|1.70]) si ottiene
T=-pl+upB. (1.74)

Infine, una possibile correzione al modello neo-Hookeano ¢ rapidamente presentata. Si
tratta del modello di Grent [1], per cui

Ig—3

W(Ip) = — klog <1 _ 15 ) , (1.75)
2 k

dove, per I — 3 < k e sfruttando la prima approssimazione del logaritmo si torna al

modello neo-Hookeano, con la differenza che W — oo per Ig = 3 + k. In questo caso si

ha

1
T=—pl+———B. 1.
p+1_IB_3 (1.76)

k

1.5 La turbolenza in fluidodinamica

Consideriamo I'ipotesi fondamentale della meccanica dei fluidi tale per cui questi possano
essere descritti come mezzi continui. Cio significa che i fenomeni che caratterizzano il
loro moto sono riconoscibili a una scala molto maggiore rispetto a quella che descrive le
dinamiche dei singoli elementi infinitesimali che compongono il fluido, e che sono in moto
secondo una propria traiettoria. Sotto questa ipotesi & possibile suddividere i regimi di
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Figura 1.5: Confronto grafico tra i modelli proposti, adattato da [I].

moto di un fluido in regime laminare e regime turbolento, a seconda del valore assunto
dal parametro adimensionale detto Numero di Reynolds

UL UL

1 v
dove p ¢ la densita (kg/m?), U la velocita del fluido (m/s), u la viscosita dinamica
(Pa-s = kg/ms) e L la lunghezza caratteristica. Si osservi che nel caso di condotti
cilindrici per la circolazione sanguigna la lunghezza caratteristica L coincida con il dia-
metro idraulico e come v, viscosita cinematica, sia il rapporto tra la viscosita dinamica
e la densita.

Nel caso di bassi valori del numero di Reynolds si parla di regime laminare: in questo
caso il sistema puo essere idealizzato come composto da filetti fluidi che scorrono 'uno
sull’altro, in grado di smorzare eventuali perturbazioni di lieve entita che si possono
formare. 11 moto turbolento si manifesta invece per elevati numeri di Re, quindi elevate
velocita U del fluido e/o grandi lunghezze caratteristiche L. Fluidi in regime turbolento
presentano interessanti proprieta di dissipazione di energia cinetica e di mescolamento
di fluidi diversi, o parti di fluido a diversa temperatura. Questa proprieta in realta
¢ presente anche per flussi laminari grazie all’effetto della diffusivita molecolare ma ¢
molto piu accentuata nei flussi turbolenti a causa del trasporto caotico di particelle.

I flussi turbolenti sono composti da vortici e ricircoli di scale molto diverse tra loro,
che corrispondentemente con il profilo di moto si creano, disgregano e combinano tra loro.
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Essi sono suddivisi secondo la loro diversa scala spazio-temporale: a partire dai vortici
di dimensioni maggiori definiti di scala integrale fino alla minima scala a cui possono
verificarsi fenomeni turbolenti detta microscala. Una delle piu affermate teorie riguardo
le interazioni tra i vortici di diversa scala & quella di Richardson che propone il modello
di trasferimento energetico a cascata, per il quale le grandi scale trasferiscono energia alle
piu piccole. Una volta che il processo di trasferimento sara arrivato alle scale piu piccole,
queste dissiperanno 'energia cinetica turbolenta k sotto forma di calore mediante azioni
viscose [2]. Siccome il passaggio dalle scale di dimensioni maggiori a quelle minori ¢ un
processo non viscoso, non viene dissipata energia. Inoltre, se si ipotizza che seguendo
un ordine discendente lungo la cascata le strutture perdano sempre pitt memoria delle
caratteristiche dei vortici che le hanno innescate, si possono considerare le strutture
piu fini della microscala di un qualsiasi flusso turbolente come aventi tutte le stesse
caratteristiche.

1.5.1 Tecniche di rappresentazione della turbolenza

A partire dall’introduzione dei modelli turbolenti nella fisica dei fluidi, diversi modelli di
implementazione numerica sono stati proposti, tra cui troviamo il DNS (Direct Numeric
Simulation), i modelli LES (Large Eddy Simulation) e quelli RANS (Reynolds Avereged
Navier-Stokes) che verranno ora brevemente introdotti. La principale differenza tra
queste tecniche consiste nella diversa approssimazione compiuta, ossia nella diversa scala
di turbolenza scelta sotto alla quale vengono introdotti modelli anziché simulare tutte le
scale [3].

DNS. La caratteristica che contraddistingue questo tipo di simulazioni ¢ che sono in
grado di risolvere le equazioni di Navier-Stokes in maniera numerica completa
senza introdurre nessun modello. E il metodo piu accurato per la simulazione di flussi
turbolenti, ma e reso di fatto inutilizzabile per domini complessi a causa delle problemati-
che legate all’enorme carico computazionale, dovute all’elevato numero di nodi necessari
e al tempo minimo di simulazione necessario per catturare le dinamiche delle diverse
scale. Le uniche applicazioni ad oggi realizzate per un numero di Re dell’ordine delle
migliaia hanno scopo puramente di ricerca e costituiscono una grande sfida anche per
i pit moderni super calcolatori, e si limitano a geometrie semplificate. Il suo utilizzo
non risulta dunque adatto alle applicazioni di carattere ingegneristico, per le quali si
preferiranno i metodi esposti in seguito.

LES. In questi metodi si procede modellando le strutture turbolente di piccola scala
(praticamente indipendenti dalle condizioni al contorno del problema) risolvendo inve-
ce in maniera diretta le vorticita di grande scala (dunque influenzate dalle condizioni
al contorno e dalla geometria del problema). In questo modo ¢ possibile ottenere un
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modello di turbolenza di validita universale attraverso un’operazione di filtraggio di alta
frequenza alle equazioni di Navier-Stokes, dove la frequenza ¢ da intendersi come 1'in-
verso del tempo di scala: 'alta frequenza corrispondera percio ai vortici di piccola scala.
Questi metodi che permettono la risoluzione dei sistemi di equazioni con filtraggio per
le scale di turbolenza minori vengono chiamati appunto Large Eddy Simulation (LES).
Per identificare 'ordine di grandezza che la griglia computazionale dovrebbe avere si
definisce una lunghezza di scala di turbolenza, la scala di Taylor, che divide le struttu-
re turbolente piu grandi non influenzate dalla viscosita da quelle piu piccole che invece
lo sono. Questo metodo comporta dunque notevoli risparmi computazionali rispetto al
precedente, essendo intermedio tra I'accuratezza dei metodi DNS e i vantaggi numerici
dei metodi RANS che verranno ora introdotti.

RANS. Questo metodo studia i moti turbolenti mediante un approccio statistico, ope-
rando una media alle equazioni di Navier-Stokes. E infatti noto che, anche in
presenza di condizioni al contorno e forzanti stazionarie, il campo di velocita turbolento
€ non stazionario presentando oscillazioni statistiche attorno ad un valore medio, dipen-
dente o meno dal tempo. Quello che si fa dunque in questo metodo € scomporre un
qualsiasi segnale come somma di un valore medio e una fluttuazione, in maniera ana-
loga al metodo DNS, derivando perd una formulazione pit semplice delle equazioni che
vengono infatti risolte considerando i soli valori medi. Questi risultati con grandezze
mediate sono sufficienti alla risoluzione del problema e idonee per le applicazioni di inte-
resse pratico. Il metodo considerato in questo elaborato di tesi per la modellazione della
turbolenza ¢ descritto in maggiore dettaglio di seguito.

1.5.2 Equazioni di Navier-Stokes mediate alla Reynolds

Considerando un generico segnale (7, t) funzione del tempo, esso puo essere scomposto
in un valore medio e un termine fluttuante.

—

@z, t) = U(F) + ' (T,t) , (1.78)

valida nel caso in cui il valore medio sia costante nel tempo, ovvero nel caso in cui valga

0(@) = (@(7,1) = lim — /OT 07 )t (1.79)

T—o0

La fluttuazione (sempre dipendente dal tempo) puo essere quindi determinata per diffe-
renza

() = d(Z,t) —U(E) e (W(Zt)=0 (1.80)

e per essa vale la proprieta di media temporale nulla.
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Per ottenere le equazioni costitutive che i modelli RANS si propongono di risolvere
sara pertanto necessario decomporre in maniere analoga a quanto fatto nella (|1.78)) tutte
le grandezze che compaiono nelle equazioni di bilancio di quantita di moto e di massa.
Si considera quindi

(@) +u =U+u', (1.81)
(Py+P =P+P. (1.82)

u
p
Inoltre, vengono applicate le ipotesi di fluido incomprimibile, omogeneo e Newtoniano

per semplificare la trattazione.

Equazione di continuita mediata alla Reynolds. Sostituendo la relazione (1.81)
all’equazione di continuita per un fluido incomprimibile ([1.38)) si ottiene

V-i=V-(U+u)=0, (1.83)

che, se mediata, rende ’equazione di continuita per il moto medio

e poiché le fluttuazioni hanno media nulla vale, sia per il valore medio che per la

fluttuazione statistica .
V-U=0 (1.84)
/=0 '

Equazione di conservazione della quantita di moto mediata alla Reynolds.
Riscrivendo la considerando la sola forza gravitazionale come forza esterna ed
esplicitando il tensore degli stress di Cauchy 7' come somma di un termine di pressione e
uno di avvezione, sotto I'ipotesi di fluido incomprimibile e dopo aver diviso la relazione
per la densita si ottiene

ouw .
E‘FU'VU

1
—~VP+vVii+g. (1.85)
P

A partire da questa, come fatto in precedenza, ¢ possibile scomporre i termini lineari
come somma di un valore medio e di una fluttuazione che, una volta mediata 1’equazione
ottenuta, si annullera. Questo non ¢ possibile per il secondo termine della (1.85]) essendo
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non lineare: si ottiene infatti un prodotto tra fluttuazioni la cui media non e perd nulla
a priori. Per scomporlo si ricordi che

V. (@id) =i Vi,

e quindi

i-Vii=V- (i)
=V [(U+u)+ (U + )] (1.86)
=V - (UU)+V - (Uu)+ V- (@U)+ V- () .

Effettuando una media temporale alla si annullano i termini intermedi (in cui si
ha la presenza dell’'operazione di media alla fluttuazione, presa singolarmente) mentre
restano inalterati i prodotti tra le due grandezze medie e quello tra le due fluttuazione
che, come detto in precedenza, non ha media temporale nulla. In definitiva la
diventa ~

ou

at "
con il termine fluttuante a rappresentare i contributi relativi alle fluttuazioni turbolente
che derivano dalla non linearita delle equazioni, e permette di introdurre il tensore degli
sforzi di Reynolds come

L 1_ - . -
V(00) = — WP+ VT = V- () +, (1.87)

i = —p (W) . (1.88)
Moltiplicando la (|1.87)) si puo ottenere

U - _ L. -
— +pV-(UU)=~-VP+V - [pu(VU+VU") - p({(u'd))] + pg, (1.89)

e ricordando le definizione di tensore degli sforzi viscosi T = (VU' + VU T si giunge
alla forma

o0
P o1

dove 7¢/f = 7 4 7 ¢ & il tensore degli sforzi effettivo.

+pV - (UU)=-VP+V -7 4 pg, (1.90)

1.5.3 Modelli di turbolenza RANS: k-w SST

Lo sviluppo di modelli turbolenti ¢ nato dall’esigenza di aggiungere al problema differen-
ziale delle relazioni addizionali per poter chiudere le equazioni di Navier-Stokes mediate
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alla Reynolds appena presentate, mediante relazioni empiriche o altre equazioni diffe-
renziali. Si parla in particolare di modello algebrico quando le equazioni aggiuntive sono
semplici relazioni empiriche tra le grandezze, si intendono invece modelli a n-equazion:
quelli che completano le equazioni di Reynolds attraverso un numero n di equazioni
differenziali.

Per questa tesi e stato utilizzato per le simulazioni un modello a due equazioni, piu in
particolare il k — w SST ottenuto dalla combinazione dei modelli k- e k-w. Si uniscono
quindi i vantaggi dei due modelli: il primo ¢ un modello robusto ed economico dal punto
di vista computazionale, ma valido solo per flussi completamente turbolenti e che diventa
inaffidabile soprattutto vicino ai bordi o in presenza di separazione di flusso; il secondo
invece applica correzioni al primo migliorando la precisione nelle zone di parete [4]. In
entrambi i modelli la k rappresenta la energia cinetica turbolenta, definita come

k= ; (u'u') (1.91)

mentre la e, rappresenta la dissipazione viscosa. Nel secondo modello migliorato si so-
stituisce invece la dissipazione viscosa con il tasso specifico di dissipazione di energia

cinetica turbolenta, definito come

£
=—. 1.92
w="2 (192)

Si riportano le due equazioni differenziali di trasporto del modello k-w

R
bh_g. [(V+W)VK} + Vi - OxKuw, (1.93)
Dt OK p

Re

Do _g. Kw”t)w} v, O

YT vi- 24901 - ) 2AVEK. 1.94
Di . N Vi — C,, w” + 2( 1)wV Vw, (1.94)

ricordando la definizione di derivata sostanziale per un generico campo 7' come

br or
Dr ot +u-VT. (1.95)

Nella e il primo termine a secondo membro tiene in considerazione la
diffusione di k (e w, rispettivamente) dovuta all’agitazione molecolare, portando in conto
anche il trasporto turbolento e la diffusione di pressione. Il secondo termine invece ri-
guarda la produzione di energia cinetica turbolenta legata agli sforzi di Reynolds, mentre
I'ultimo della e il terzo nella ((1.94)) rappresentano i termini di dissipazione. La
funzione F nella ¢ quella che determina quale dei due modelli (tra k-w e k-¢) ha
una maggior incidenza nel caso considerato. Infatti, questa ¢ scelta in modo tale che
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Costante Valore Numerico

C 0.09
oK = 0, 2

Cu, 13/25
Cu, 9/25

Tabella 1.1: Valori delle costanti impiegate nel modello k-w SST.

avvicinandosi alla parete valga F; — 1, annullando 1'ultimo termine e riconducendosi al
modello k-w, mentre allontanandosi da essa F; diminuisce gradualmente fino a che, per
Fy — 0, non si attiva il modello k-e. Per quanto riguarda le costanti introdotte, esse
sono roportate in Tabella Infine, vale

0, per Vk-Vw <0
04 = (196)
1/8, per Vk-Vw > 0 ,
mentre v, che rappresenta la viscosita turbolenta, € definita come
k
AL N— (1.97)

max(aw, QFy)’

dove €2 ¢ il modulo delle vorticita e, all’interno dello strato limite, vale Fo =1 e Q > aw.
In questo modo ¢ possibile limitare il valore relativo alla viscosita turbolenta in maniera
tale da rendere non trascurabile 'effetto di trasporto legato agli sforzi di Reynolds.
Lontano da parete invece F, diminuisce e I'espressione della viscosita turbolenta torna a
essere quella definita nel modello k-w, ovvero

L (1.98)

Vg =

1.6 Benchmark di Hron & Turek

La parola benchmark definisce un test appositamente realizzato per valutare le prestazio-
ni, 'efficacia e la qualita di un processo, prodotto o dispositivo rispetto a degli standard
di riferimento. Utilizzando il software open source ai volumi finiti OpenFoam e 1I’external
solver solids4Foam, e stato riprodotto e simulato il noto benchmark di Hron & Turek,
al fine di validare la simulazione di interazione fluido-struttura. Il solver solids4dFoam e
un toolbox per OpenFoam per problemi di meccanica strutturale e di interazione fluido
struttura [5]. E compatibile con le versioni di OpenFoam foam-extend-4.0, foam-extend-
4.1, OpenFOAM-7, OpenFOAM-v1812, OpenFOAM-v1912. Nel nostro caso, il solver ¢
stato installato all’interno di foam-extend-4.0.
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1.6.1 Dominio computazionale e condizioni al contorno

Consideriamo un dominio per il problema di interazione come in Figura [1.0] in cui al-
I'interno di un condotto orizzontale in cui scorre fluido sia contenuto un oggetto solido
cilindrico a cui € collegato una coda di materiale elastico. Sia il fluido in moto all’in-
terno del condotto di tipo Newtoniano e incomprimibile, governato dalle equazioni di
Navier-Stokes, e in regime laminare (tale che il numero di Reynolds del fluido sia basso).
Sia invece la struttura comprimibile, con deformazioni della coda elastica significanti e
rilevabili. Si andra dunque ad analizzare quelle che sono le oscillazioni che il fluido e la
parte mobile della struttura subiscono, ricavando cosi le grandezze fisiche di interesse.
Andremo quindi a confrontare i risultati ottenuti con i dati presenti in letteratura da [6].

Le dimensioni del dominio sono lunghezza L = 2.5m, altezza H = 0.41m. Il cilindro
centrale sia centrato in C, posizionato in (0.2,0.2)m a partire dal vertice in basso a
sinistra, e sia il raggio del cilindro » = 0.05m. La barra elastica che vi & connessa abbia
lunghezza | = 0.35m e spessore h = 0.02m: sia il suo estremo sinistro completamente
fissato al cilindro e il destro in (0.6,0.19)m. Sono inoltre definiti due punti di controllo
A(t), corrispondente ad A(t = 0) = (0.6,0.2)m ¢ B = (0.15,0.2)m. Per chiarezza, si
riportano i valori in Tabella [I.2l ~ Vengono ora presentate le condizioni al contorno

Parametro Geometrico Simbolo  Valore [m)]
Lunghezza del canale L 2.5

Altezza del canale H 0.41
Posizione del Cilindro C (0.2,0.2)
Raggio del Cilindro r 0.05
l
h
A

Lunghezza della barra elastica 0.35
Spessore della barra elastica 0.02
P.to di controllo A (0.15,0.2)
P.to di controllo B B (0.25,0.2)

Tabella 1.2: Parametri Geometrici per Hron Turek Benchmark.

imposte al dominio computazione appena descritto. Nella sezione di ingresso del canale
si impone un profilo di velocita parabolico. Sia (z,y) = (0,0) la posizione del vertice
inferiore sinistro del dominio, avremo

15Uy (H —y) 4.0

= =1.5U
v(0.y) (H/2)? AU 51681

dove U ¢ la velocita media di ingresso nel canale con profilo parabolico e 1.5U il massimo
valore di velocita in ingresso. Le condizioni d’uscita possono essere imposte dall’utente,
ad esempio una possibile condizione & quella di stress nullo in direzione normale alla
sezione di uscita. Cio che la condizione di uscita dal condotto rende ¢ il valore di pressione
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Figura 1.6: Dominio computazionale per Hron Turek Benchmark.

in uscita dallo stesso, p. Se nel caso di struttura incomprimibile questo valore puo essere
preso in maniera arbitraria, nel caso di struttura comprimibile deve essere definito, in
quanto determina gli sforzi e quindi le deformazioni, sulla struttura. In questo caso, si
assume una condizione di valore medio nullo in uscita dal condotto. Alle pareti si ha
infine una condizione di no-slip, ovvero componenti x ed y della velocita nulle.

1.6.2 Benchmark parziale CFD

Questo primo test si focalizza sullo studio della sola parte fluidodinamica del problema,
considerando cioe l'asta interna al dominio come rigida, al pari del corpo cilindrico a cui
aderisce. Per far si che questo sia possibile, si procede modificando i parametri struttu-
rali, all'interno del file rheologyProperties. In particolare, si rende la coda elastica solida
ponendo una densita ps = 10%kg/m? e il modulo di taglio p, = 10" kg/ms*. Conside-
reremo inoltre parametri del fluido come da suggerimento degli autori, con densita del
fluido p— 1000 kg/m?, viscositd cinematica vy = 1072 m?/s, velocita media di ingresso
pari a U = 0.2m/s e numero di Reynolds Re = U d/v = 20.

Cio che si vuole verificare sono i valori assunti dalle forze esercitate dal fluido sul-
la struttura solida, dette drag force e lift force, cioe di trascinamento e sollevamento,
rispettivamente. Si determineranno, mediante software Paraview, come

(FD,FL):/Saf-ndsz/S Jf-ndS—i—/S of -nds, (1.99)

dove S = S; U S, rappresentano rispettivamente il cilindro e la barra rigida ad esso
fissata ed n & la normale uscente dal cammino di integrazione e che punta verso la
regione fluida. Si riportano in Tabella i risultati che sono stati ottenuti per livelli
di raffinamento della mesh crescenti. Cio che si puo osservare ¢ come i valori ricavati
per le forze integrali si avvicinino molto al benchmark di riferimento, con valori tanto
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Figura 1.7: Percorso di integrazione S = S; U .S, per il calcolo delle [ift and drag forces.

Livello N, Ng: Drag (e+01) Lift

1 1870 17330 1.440 1.089
2 9350 63820 1.434 1.110
Rif. 1.429 1.119

Tabella 1.3: Risultati ottenuti per il benchmark CFD di Hron Turek.

piu accurati quanto maggiore il raffinamento della mesh. Si riporta quindi il risultato
della simulazione ottenuto per 'asta rigida, dopo un tempo sufficientemente lungo da
considerare il moto interno al condotto completamente sviluppato. In Figura[L.8]il campo
di velocita lungo la direzione x: anche in questo caso si osserva coincidenza con i risultati
attesi e presentati nel benchmark.

Figura 1.8: Campo di velocita lungo x risultante dalla simulazione CFD.
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1.6.3 Benchmark parziale CSM

Il benchmark CSM ( Computationial Structural Mechanic) si svolge andando ad analizzare
la sola asta elastica, senza il fluido circostante, sulla quale viene fatta gravare la forza
gravitazionale g [m/s?]. La situazione fisica analizzata ¢ ben descritta da Figura[l.9] dove
sono riportati i due benchmark che si considereranno e la configurazione indeformata per
la struttura considerata. In questo caso si realizzeranno due test, con lo stesso livello

Figura 1.9: Deformazione dell’asta mobile soggetta alla forza gravitazionale e configura-
zione indeformata.

di raffinamento della mesh ma diversi moduli di taglio. In particolare si adottano per
entrambe le configurazioni le proprieta riportate in Tabella [I.4] T moduli di taglio sono

Proprieta Valore Unita di misura
Densita solido 1000 kg/m?
Coefficiente di Poisson 0.4

Densita fluido 1000 kg/m?
Viscosita din. fluido 1073 m?/s
Velocita media fluido 0 m/s

g 2 m/s?

Tabella 1.4: Valore dei parametri impiegati per i test CSM.

assunti pari a pus = 0.5 - 10%kg/m s? per il primo caso, e s = 2 - 10°kg/m s* per il
secondo. Si riportano in Tabella e [1.6] 1 risultati ottenuti per i due casi studiati. Si
indica con D, la deformazione subita dalla struttura lungo la direzione orizzontale, di
sviluppo del canale; D, invece rappresenta la deformazione in direzione verticale. Come
evidenziato dalla notazione (A), gli spostamenti strutturali sono stati considerati nella
sommita terminale della barra (si veda il dominio computazionale per il benchmark di

Figura .
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Livello Ny  Ngu Dx(A)(e—03) Dy(A)(e —03)
1 1870 17330 —9.40 —60.93
Rif. —7.188 —66.102

Tabella 1.5: Risultati del benchmarck per il caso 1, CSM1.

Livello Ny Ngu Dxz(A)(e —03) Dy(A)(e —03)
1 1870 17330 —0.606 —16.85
Rif. —0.469 —16.974

Tabella 1.6: Risultati del benchmarck per il caso 2, CSM2.

1.6.4 FSI Benchmark completo

Si procede infine alla realizzazione del benchmark completo, in cui si studia la mutua
interazione tra solido e fluido che ¢ alla base della fisica FSI definendo il case study FS1
di test stazionario. I valori dei parametri utilizzati sono riportati in Tabella

I risultati ottenuti sono riassunti in Tabella [L8 Sono stati adottati diversi livelli di

Parametro Simbolo Unita di Misura  Valore
Densita Solido Ds kg/m? 10°
Coefficiente di Poisson Vg 0.4
Modulo di taglio Is kg/m? 0.5-108
Densita fluido pf kg/m? 103
Viscosita fluido vy m?/s 1073
Modulo di taglio adimensionale Ae 3.5-104
Velocita media inlet U m/s 3
Numero di Reynolds Re 300

Tabella 1.7: Parametri imposti per il benchmark FSI completo.

risoluzione della mesh. I risultati ottenuti dalle simulazioni si sono rivelati tanto piu
vicini a quelli del benchmark tanto maggiore e il grado di raffinamento del dominio
computazionale.

Livello N Niot  Dx(A)(e—0.4)[m] Dy(A)(e —0.4)[m] Drag  Lift

1 1870 17330 2.158 8.349 14.403 0.750
2 9350 68320 2.162 8.281 14.338 0.758
3 39270 271280 2.165 8.234 14.307 0.761
Rif. 2.270 8.209 14.294 0.764

Tabella 1.8: Risultati ottenuti dalla simulazione svolta per FS1 benchmark.
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Infine, vengono presentati i profili di velocita e pressione, in Figura Anche in
questo caso i risultati si trovano in accordo con 'articolo di riferimento [6].

Figura 1.10: Sopra, magnitudo del campo di velocita; a seguire velocita lungo la direzione
orizzontale e campo di pressione risultanti dalla simulazione.

In particolare, i risultati delle simulazioni di Figura sono relative ad una con-
dizione di moto completamente sviluppato all’interno del canale e dalla loro analisi e
evidente l'effetto di oscillazione del fluido a seguito della collisione con la struttura so-
lida, ora non piu rigida. Si riporta una istantanea della componente x di velocita che
permette di sottolineare come in realta il moto sia prevalentemente diretto lungo la di-
rezione longitudinale del canale. Ancora, si puo osservare come la velocita massima sia
nella zona di collisione tra 'asta e il fluido mentre si ha la formazione di un leggero moto
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inverso in prossimita dell’asta mobile. Superato 1'ostacolo ¢ evidente come la regione
centrale sia quella in cui la velocita € minore rispetto alle zone prossime a parete: osser-
vando la magnitudo di velocita si puo apprezzare come in entrambe le zone questa poi
vada smorzandosi. Per quanto riguarda il campo di pressione come gia detto il gradiente
massimo si ha tra ingresso ed ostacolo mentre immediatamente dopo questo si nota una
forte depressione che richiamera a sé del fluido. A seguito di questa zona la pressione
tende a riportarsi a valori pressoché nulli.
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Capitolo 2

Il sistema cardiovascolare

Il sistema cardiovascolare ¢ composto dal cuore, che pompa il sangue, e la fitta rete di
vasi sanguigni che convogliano il sangue lungo tutto il corpo facendolo arrivare fino al
cuore. Ovviamente tutti i componenti del sistema cardiovascolare lavorano all’unisono,
ma per semplicitd questi verranno analizzati separatamente. Come per il Capitolo [1], la
trattazione proposta é riadattata a partire da [7].

2.1 Anatomia del sistema cardiovascolare

2.1.1 1l cuore

Il cuore ¢ un organo che puo essere scomposto in due meta, le quali operano come
pompe in parallelo. La meta destra ha il compito di raccogliere sangue deossigenato
dalle vene del sistema circolatorio per portarlo ai polmoni; la meta di sinistra invece
raccoglie sangue ossigenato in arrivo dalle vene polmonari diffondendolo in tutto il resto
del corpo. Il cuore e ricoperto quasi interamente dal miocardio, cioe da cellule muscolari
particolari che differiscono dalle cellule degli altri muscoli del corpo a causa della loro
notevole resistenza a fatica legata ad una minor capacita di contrarsi. E inoltre presente
il pericardio, una membrana inelastica che ne impedisce dilatazioni eccessive ed ha anche
il compito di limitare il riempimento ventricolare.

In Figura [2.1] e rappresentato lo schematico di una sezione trasversale del cuore uma-
no. Distinguiamo gli atri destro e sinistro RA, Right Atrium e LA, Left Atrium rispetti-
vamente; i ventricoli LV, Left Ventricle e RV, Right Ventricle; AO rappresenta 'aorta,
che termina con la valvola AV, Aortic Valve; PA e PV rappresentano rispettivamente
I’arteria polmonare e la sua valvola; TV e MV sono la valvola tricuspide e mitrale rispet-
tivamente, i cui funzionamenti verranno in seguito spiegati. IVC e SVC indicano infine
la vena cava inferiore e superiore.
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Figura 2.1: Rappresentazione schematica di cuore con sue cavita, valvole e principali
collegamenti.

L’atrio sinistro (LA) riceve sangue dalle vene polmonari (PV) trasferendolo poi al
ventricolo sinistro (LV) attraverso la valvola mitrale (MV). Il suddetto ventricolo poi
pompera il sangue lungo laorta, passando attraverso la valvola aortica (AV). L’atrio
destro invece (RA) riceve sangue dalle vene cave superiori ed inferiori (SVC ed IVC) tra-
sferendolo, mediante la valvola tricuspide al ventricolo destro. Esso a sua volta pompera
sangue nella arteria polmonare principale (PA) passando per la valvola polmonare (PV).

2.1.2 La rete cardiovascolare

I1 sangue ¢ espulso dal cuore verso le arterie principali attraverso pulsazioni discrete (ad
una pressione relativamente alta, maggiore rispetto a quella del sistema di circolazione
polmonare), da questo poi seguira le diramazioni del sistema cardiovascolare: arterie di
dimensioni sempre minori allontanandosi dal cuore, arteriole e quindi capillari in cui il
sangue verra privato dell’ossigeno e dei nutrienti, ceduti ai tessuti. Al contempo diossido
di carbonio (C'O3) e cataboliti verranno da esso assorbiti.

Come si puo osservare in Figura il sangue ossigenato viene pompato dal LV
all’aorta, da cui poi attraverso canali di microcircolazione viene trasportato in tutto il
corpo. Durante questo processo 'ossigeno viene ceduto ai tessuti e la C'O, raccolta nel
sangue che, attraverso un sistema di piccole vene, verra fatto tornera al RA. Il sangue
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viene qui ossigenato e privato dell’anidride carbonica (espulsa con la respirazione) prima
di essere riportato al LA in piccole venule per ricominciare il ciclo. Come definito in pre-

Figura 2.2: Schematizzazione del sistema cardiovascolare.

cedenza, il sistema cardiovascolare ¢ un insieme di complessi, interconnessi e deformabili
condotti con differenti diametri e lunghezze, di cui le tre categorie principali sono arterie,
vene e capillari. Si riportano in Tabella a scopo informativo alcune delle principali
proprieta dei canali del sistema circolatorio del corpo umano, parte dei quali verranno
impiegati come parametri per la simulazione numerica. Ricordando la definizione di nu-
mero adimensionale di Reynolds, Re introdotto in , ¢ dimostrabile come nel caso
di piccoli condotti di microcircolazione questo sia generalmente molto basso (< 1) ad
indicare come gli effetti di viscosita siano predominanti. Nel caso invece di grandi arterie
e vene si ha una predominanza di effetti inerziali rispetto a quelli di viscosita, eviden-
ziati da grandi valori del numero di Reynolds. In questo lavoro di tesi ci concentreremo
solo sull’Aorta Addominale, quindi grandi condotti per il trasporto di sangue, di cui si
presenta una breve introduzione.

2.1.3 Grandi condotti del sistema cardiovascolare

Le pareti delle grandi arterie presentano una struttura a strati circonferenziale. Come si
puo osservare in Figura , si ha inizialmente uno strato interno detto strato lumina-
le o intima, composto dall’endotelio (strato continuo di cellule endoteliali che funge da
interfaccia tra le pareti dei condotti e il sangue che scorre) attaccato ad una membra-
na a fungere da basamento e layer di separazione dallo strato successivo, detto media.
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Canale Diametro (mm)  Spessore  Numero Volume Pressione
pareti (mm) condotti sangue (%) media (kPa)

Aorta 25 2 1 2 12.5
Grandi Arterie 1-10 1 50 5 12
Piccole Arterie 05—1 1 103 5 12

Arteriole 0.1-0.5 0.03 10* 5 7
Capillari 0.006 — 0.01 0.001 10° 5 3
Venule 0.01 — 0.5 0.003 10* 25 1.5
Vene 0.5—-15 0.5 103 50 1
Vena cava 30 1.5 2 3 0.5

Tabella 2.1: Principali proprieta del sistema cardiovascolare. Il numero di condotti e
basato su stime approssimative [7].

Completa I'intima un piccolo strato di cellule subendoteliali, di spessore variabile: esso si
forma a causa di reazioni omeostatiche, volte cioé a mantenere i livelli di stress cellulare
all’interno di un intervallo di valori accettabili [§]: per questo motivo il suo spessore puo
variare da pochi micrometri, ad essere dominante all’interno dello strato di intima.

Lo strato di media invece ha uno spessore di ~ 10% del totale diametro interno
dell’arteria ed e composto da cellule muscolari intervallate da filamenti di elastina e
collagene. Al suo interno sono presenti lamelle elastiche che lo dividono in un numero
variabile di strati mediali, composti da fibre disposte concentricamente, dello spessore di
~ 15um, in una struttura comune a tutte le arterie di differenti misure (i condotti piu
grandi avranno piu strati sovrapposti).

Lo strato piu esterno dell’arteria prende il nome di adventitia; € composto da tessuto
connettivo, cellule muscolari e le cosiddette ground substance. Nei condotti piu grandi
puo contenere nervi, vasi e condotti linfatici; il loro spessore e fortemente influenzato
dalla funzione fisiologica che il vaso si trova a svolgere e la localizzazione all’interno
dell’apparato circolatorio. Questo ultimo layer presenta una disposizione elicoidale nella
quale le famiglie di fibre si discostano fortemente dalla loro orientazione media, rendendo
di fatto 'adventia uno strato caratterizzato da una forte anisotropia [§]. A causa della
struttura meno organizzata rispetto agli strati precedenti, questo layer non dara un con-
tributo significativo per quanto concerne le proprieta meccaniche dell’arteria, anche se
danneggiamenti all’adventia possono portare a cambiamenti cronici nelle proprieta delle
pareti arteriose. Il collagene e 'elastina (sostanze proteiche tra le pit comuni nel corpo
umano) sono gli ingredienti principali nella struttura delle arterie. Nello strato mediale
queste sono disposte a formare due gruppi di forma elicoidale, con piccolissima disper-
sione nel loro orientamento (cioe¢ sono allineati in direzione circonferenziale) rendendo il
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Figura 2.3: Sezione trasversale di una parte di aorta toracica.

media uno strato praticamente isotropo con fibre coerentemente allineate. Questo at-
tribuisce allo strato mediale I’abilita di resistere a forti carichi in direzione radiale. In
questo caso, nel media non si hanno significative differenze nella distribuzione di colla-
gene tra arterie sane ed arteriosclerotiche [§]. Al contrario di quanto appena detto, nello
strato di intima e adventia i filamenti proteici sono disposti in modo non ordinato e spar-
pagliato, come evidente da Figura [2.4. In particolare, anche I'orientamento delle fibre
di collagene nello strato subendoteliale dell’intima non e uniforme lungo il suo spessore,
con grandi spostamenti dall’orientamento medio delle fibre. Queste considerazioni sono
ovviamente relative ad un paziente in salute, e perdono di validita nel caso di patologie
del sistema cardiocircolatorio che possono alterare la geometria e le proprieta meccaniche
dei diversi layer [§]. Lo strato di endotelio ricopre un ruolo molto importante nel caso
studio analizzato in questa sede: le cellule endoteliali infatti saranno sottoposte sia a
sforzi normali dovuti alla pressione del sangue, a tensioni assiali e circonferenziali dovuti
alla presenza delle cellule adiacenti, e ad uno sforzo di taglio legato all’effetto di frizione
di cui risentono a causa del passaggio del flusso sanguigno. Questo strato sara quindi
coinvolto nel controllo delle interazioni tra sangue e pareti aortiche.

Le grandi arterie del sistema cardiovascolare presenteranno differenze sostanziali a
seconda della loro collocazione e caratteristiche. Le suddivisioni principali sono tra ar-
terie elastiche e muscolari. Le prime sono quelle in prossimita del cuore: le loro pareti
posso essere molto sottili rispetto a quelle distali (che rispetto al cuore si trovano in
una posizione piu lontana) che invece presentano una maggior concentrazione di cellule
muscolari e dunque uno spessore maggiore, quindi diametro relativamente grande. Le
seconde invece sono maggiormente presenti nella periferia del sistema circolatorio (ad
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Figura 2.4: Riproduzione istologica degli strati interni di un arteria non arteriosclerotica.
Si evidenziano i tre strati: intima (I), composto da un singolo strato di tessuto endoteliale
e membrana basale; media (M), composto da cellule muscolari e filamenti di elastina e
collagene che lo separa in un numero di unita fibrose allineate; adventia (A), ¢ lo strato
esterno prevalentemente composto da tessuto connettivo. Intima ed adventia presentano
una evidente anisotropia a differenza dello strato mediale, da [§]

eccezione delle arterie coronarie).

2.2 Il sangue

Il sangue ¢ composto in percentuale volumetrica per il 45% da una parte corpuscolata e
da plasma, che rappresenta circa il 55% del volume. Si definisce ematrocrito il rapporto
tra le cellule presenti nel sangue (spesso confondibile con i globuli rossi, o eritrociti, i piu
presenti con il 97%) e il plasma. Quest’ultimo contiene invece al 92% acqua, con ioni,
proteine (la albumina come principale, responsabile del bilancio di acqua tra tessuti e
sangue) e piccole molecole a completare. Trasportati nel sangue troviamo anche i lipidi,
essenziali per la formazione e la riparazione di membrane cellulari.

Ci sono tre principali tipi di cellule sanguigne: gli eritrociti, i leucociti (o globuli

43



bianchi) ed i trombociti (o piastrine). I globuli rossi sono cellule altamente specializzate
che non contengono né nucleo, né mitocondri: si compongono di una membrana bilipi-
dica che circonda una soluzione di emoglobina. In condizioni di riposo assumono una
forma a discoide biconcavo, con un diametro di circa 8um e uno spessore di 2um (si veda
Figura . Poiché i diametri dei capillari sono spesso di 6um o inferiori, queste cellule
dovranno deformarsi sensibilmente durante il loro corso all’interno dell’apparato circo-
latorio. L’emoglobina contenuta negli eritrociti € una proteina con una grande affinita

Figura 2.5: Struttura semplificata di un Eritrocita.

nei confronti dell’ossigeno: da qui il loro compito, cioe quello di trasportare I'ossigeno
nel sangue all’interno del sistema cardio-circolatorio e raccogliere l'anidride carbonica
da convogliare verso i polmoni per I'espulsione. La loro vita media ¢ all’incirca 3 mesi,
mentre vengono costantemente generati con un rateo di circa 6 - 10° cellule/s.

I leucociti invece sono cellule principalmente coinvolte nel sistema immunitario; hanno
una vita media di qualche giorno e possono essere di cinque diverse categorie, suddivise in
agranulari e granulari. Senza entrare nel dettaglio, svolgono all’interno del corpo umano
un ruolo fondamentale nel fagocitare cellule estranee, tossine e virus, permettendo anche
lo sviluppo di una memoria immunologica nei confronti dei batteri gia debellati.

Le piastrine infine, dal diametro di 2 — 4um, sono cellule non nucleate con una vita
media di 10 giorni, che svolgono I'importante ruolo di coagulazione. La loro attivazione e
legata alle forze emodinamiche (guidate dal flusso sanguigno): in caso di infortunio queste
aderiscono allo stato interno di endotelio aggregandosi tra loro e dando il via al processo di
coagulazione, determinando 'interruzione di un’eventuale fuoriuscita sanguigna e dando
il via al processo di cicatrizzazione. Si riportano di seguito in Tabella [2.2] i principali
componenti e la loro presenza all’interno del sangue, considerando una persona di sesso
maschile in condizioni di salute.

2.3 Reologia Newtoniana e Non-Newtoniana

La reologia (dal greco reo, scorrere; logia, teoria) € il ramo della scienza che studia
I'influenza di forze esterne su deformazioni e scorrimento di un corpo. Nel caso specifico
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Composizione Unita di misura Quantita

Eritrociti #/mm? 4.2 —6.3-10°
Leucociti #/mm? 4—-10-10°
Piastrine # /mm3 2—4-10°
Toni mEq/l 295 — 310
Protidi g/l 70 — 80
Lipidi g/l 57
Glucidi g/l 0.8 — 1.1
Densita kg/m? 1050(1040 — 1060)
Viscosita Pas 0.004(0.003 — 0.04)
Pressione Osmotica mOsm 280 — 300
pH 7.39 — 7.41

Tabella 2.2: Composizione e proprieta del sangue (persona in salute) presa in considera-
zione.

dei fluidi, la reazione di deformazione a seguito di sollecitazione si traduce nello studio
della viscosita. In particolare i fluidi possono essere classificati in base alla risposta
quando sottoposti a pressione, in termini di variazioni di densita: se la densita varia al
variare della pressione si parla di fluidi comprimibili, se questa resta costante di fluidi
incomprimibili o incompressibili. Una seconda distinzione puo essere fatta sulla risposta
alle forze di taglio (shear stresses) che li classifica in fluidi Newtoniani e Non-Newtoniani.

Per spiegare questa distinzione si considerino due lastre parallele al cui interno scorre
una porzione di fluido infinitesima di spessore dy. Sia la lastra inferiore vincolata, dunque
ferma, e quella superiore in moto unicamente orizzontale, con velocita dV, sotto I'effetto
di una forza esterna F. Se la forza applicata ¢ maggiore rispetto alla resistenza posta

Figura 2.6: Rappresentazione del fenomeno descritto [9].
dall’attrito del fluido la lastra superiore si muovera, e ipotizzando di essere in regime
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stazionario lo fara con velocita costante. Possiamo definire come lo sforzo di taglio (o
shear stress) per unita di superficie sul piano XY la quantita

Toy = — (2.1)

dove A e la superficie della lamina in contatto con il fluido. Questa grandezza e quin-
di a tutti gli effetti una pressione, essendo definita come forza per unita di superficie
[Pa] = [N/m?], ed agisce in direzione tangenziale rispetto alla normale del fluido. Que-
sto contributo, nell’ipotesi di stazionarieta, sara compensato dalla forza di attrito del
fluido con la lamina, con stessa direzione e verso opposto, che porta il moto ad annullarsi
in prossimita della lastra inferiore. E quindi facile comprendere come la velocita del flui-
do sia tanto maggiore quanto mi allontano dalla lastra vincolata. Posso quindi scrivere

oV, .
Tey = /vL<_ 3y ) = U Vay (22)

dove dV /dy, variazione di velocita in direzione = lungo y, ¢ moltiplicata per un parametro
u detta viscosita dinamica del fluido (misurata in Pa - s): essa rappresenta la resistenza
di un fluido allo scorrimento o, in altri termini, il coefficiente di scambio della quantita
di moto tra fluido e lamina. La relazione ora citata puo essere riscritta in termini del
parametro “,,, o shear rate, misurato in s~! e che rappresenta la velocita di applicazione
dello sforzo di taglio al campione analizzato. A partire dalla (2.2)) ¢ possibile distinguere
tra i diversi tipi di f