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Sommario

In questa tesi si definisce il problema della martingala, fondamentale in quanto la sua
esistenza e unicita della soluzione coincidono con l’esistenza e unicita delle soluzioni
deboli delle SDE. Nel Capitolo 1 vengono richiamate alcune nozioni di topologia negli
spazi metrici, in particolare la nozione di tightness e il Teorema di Prokhorov. Nel
Capitolo 2 vengono introdotte le equazioni differenziali stocastiche, con cenni a risultati
di esistenza e unicita forte. Nel Capitolo 3 viene definito il problema della martingala,
viene dimostrata la sua equivalenza con il problema delle soluzioni deboli; infine, vengono
enunciati e dimostrati importanti risultati di esistenza e unicita.



Introduzione

Il problema della martingala nasce nell’ambito della ricerca di una soluzione debole per
la SDE
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th,

che consiste nel considerare il moto browniano W come parte della soluzione. L’idea
nasce dal fatto che se X; ¢ una soluzione debole e f ¢é sufficientemente regolare, la
semplice applicazione della formula di Ito mostra che, posto

n

ZLf(s,x) = % Z aij<37 ﬂf)aiajf(ﬂf(s)) + Z bi(s, x)0; f(x(s)),

ij=1
il processo t
A0 = 106) = [ 285, ds
0

¢ una martingala.

E’ quindi lecito chiedersi se valga anche il viceversa, e sotto certe ipotesi (continuita e
limitatezza dei coefficienti) cio é vero: questo approccio é conosciuto in letteratura come
"problema della martingala", ed é stato introdotto nel 1969 da Daniel W. Stroock e S.
N. Srinivasa Varadhan con un articolo dal titolo "Diffusion Processes with Continuous
Coefficients", T e II ([S-V]); la sua forza principale, specialmente alla luce del fatto che
per la maggior parte delle applicazioni le SDE si considerano su un orizzonte temporale
finito, queste ipotesi sono pitt deboli di quelle che servono per 'esistenza e unicita forte
(lipschitzianita e crescita lineare dei coefficienti). La formulazione di Stroock-Varadhan
ha inoltre il vantaggio di permettere 'utilizzo di argomenti di convergenza debole ai
fini dell’esistenza, mentre 1'unicita risulta equivalente all’'unicita in legge della soluzione,
e nell’'ultimo approccio che mostriamo (Teorema 3.5.6) questa risulta garantita dalla
risolubilita di un’equazione parabolica. L’importanza di questa teoria risiede inoltre
nel fatto che 'approccio debole serve non solo a garantire una soluzione anche laddove
si dimostra la non esistenza di una soluzione forte (come nel noto esempio di Tanaka,
cfr. |K-S], Esempio 3.5), ma puo anche garantire, se vale anche 'unicita traiettoria per



traiettoria, l'esistenza forte stessa (Lemma 21.17 in [K]). Le soluzioni deboli sono inoltre
sufficienti a costruire processi diffusivi, come quelli che modellizzano il rumore in fisica
o quelli studiati in teoria del controllo (cfr. [R-W2|, V). Un’altra applicazione molto
importante ¢ in finanza (ad esempio, il noto modello di Black&Scholes, cfr. |P]).

Altri approcci nella ricerca di tali soluzioni esistono ma portano a risultati pitt modesti
(si veda per esempio la sezione 5.3 in [K-S|, in cui si mostra un risultato per o = 1).
Per gli argomenti di convergenza debole cui accennavamo sono necessari approfondimenti
di topologia negli spazi metrici (cfr. [R-W1],|D-S]) e in particolare la nozione di tightness
e il Teorema di Prokhorov; questo filone acquisisce estrema rilevanza anche in teoria del
trasporto ottimale (cfr. [V], I).



Capitolo 1

Preliminari: compattezza in spazi
metrici

Diamo in questo capitolo alcuni elementi di teoria su spazi di Lusin e spazi polacchi
che culminera con il teorema di Prokhorov. Quest’ultimo, insieme al noto teorema di
Ascoli-Arzela, servird a dare un’importante caratterizzazione dei sottoinsiemi relativa-
mente compatti di un insieme di misure. Di conseguenza otterremo importanti proprieta
di convergenza debole da sfruttare nello studio del problema della martingala.

Teorema 1.1 (Stone-Weierstrass, cfr. [D-S], IV.6.16). Dato J spazio di Hausdorff com-
patto, sia A una sottoalgebra di C(J) che contiene le funzioni costanti e che separa i

punti di J, cioé per ogni x € J esistono f e g € A tali che f(x) # g(z). Allora A ¢
denso in C(J).

Questa scelta di J é standard in analisi funzionale, in quanto i compatti Hausdorff
verificano importanti proprieta topologiche, tra cui per esempio il Teorema di Ury-
shon (Teorema 19 in [D-S|, 1.6). Un esempio che risultera utile in seguito ¢ lo spazio
metrizzabile J = [0, 1],

Definizione 1.2. Dato J spazio di Hausdorff compatto, denotiamo con Pr(.J) I'insieme
delle misure di probabilita su (J, %). Un elemento p € Pr(J) si dice regolare se per ogni
B e #A(J),

wu(B) = sup{u(K) : K compatto, K C B}.

Teorema 1.3 (di Rappresentazione di Riesz, cfr. |D-S|, IV.6.3). Sia ¢ : C(J) — R un
funzionale lineare crescente tale che ¢(1) = 1. Allora esiste un’unica misura regolare



w € Pr(J) tale che
o =ulh = [ ran

Vediamo ora un’estensione delle successioni che caratterizzi la topologia anche per
spazi non metrizzabili.

Definizione 1.4. Un insieme D si dice diretto se é parzialmente ordinato e ogni suo
sottoinsieme S ha un limite superiore (che per definizione puo non appartenere a .S).

Definizione 1.5. Sia X uno spazio topologico. Si dice successione generalizzata una
famiglia {z, : @ € D} C X con D diretto. Diciamo che z, — x se per ogni aperto A di
X contente x esiste ag € D tale che z, € A per ogni o > ay.

A differenza delle successioni su N, quelle generalizzate permettono di identificare
una topologia: in questo caso infatti, continuita topologica e continuita per successioni
coincidono (a differenza del caso classico, in cui la continuita topologica implica la con-
tinuita per successioni ma non viceversa, cfr. [D-S|, I).

Definiamo la topologia C(J) (o debole™) di C'(J)* scegliendo, per ogni ¢y € C(J)*, la
base di intorni, al variare die >0, n € Ne f; € C(J),

{oeCI) - |o(fi) — do(fi)| <e, 1 <i<n}.

Diciamo inoltre che una successione generalizzata ¢, di elementi di C'(J)* converge a
¢ € C(J)" se ¢o(f) = o(f) per ogni f € C(J). Questa convergenza, in accordo con la
Definizione 1.5, descrive proprio la topologia scelta, in quanto ¢, (f) — ¢(f) vuol dire
che per ogni € > 0 esiste un elemento o € D tale che |¢,(f) —o(f)| < € per ogni a > ap.

Teorema 1.6 (Alaoglu, cfr. [D-S|, V.4.2). La palla unitaria

{ope ()" |l <1},

dove

6] := sup [o(f)]

lrl<1

e compatta nella topologia C(J).

L’insieme identificato dalle ipotesi del Teorema di Rappresentazione di Riesz ¢ quindi
chiuso in un compatto, ovvero l'insieme degli elementi regolari di Pr(.J) é compatto nella
topologia C'(J). Se adesso dimostriamo che ogni elemento di Pr(J) é regolare, Pr(.J)
risultera compatto.



Teorema 1.7. Ogni elemento di Pr(J) & regolare.

Dimostrazione. Definiamo o7 'insieme degli elementi B; € Z(J) tali che per ogni e > 0
esistono un compatto K C B e un aperto G O B tali che

nw(Bi\ K) <e, n(G\Bj)<e

La tesi ¢ vera se of = Z(J). Dimostriamo intanto che &7 & una o-algebra. Se B € &7,
anche B¢ € &7 in quanto K¢ é aperto, G¢ é compatto (essendo chiuso in un compatto) e

vale
u(B\G) =pu(G\ B) <e
p(K\ BY) = W(B\ K) <e
Supponiamo ora By, By € / e consideriamo B := B; N By. Per i = 1,2, possiamo

scegliere K; compatto e GG; aperto tali che

1
w(B;i \ K;) < 55 w(Gi\ By) <
Adesso, K := K; N K5 é ancora compatto, G := GG; N G é ancora aperto e

w(B\ K) < p(Bi\ K1) + (B2 \ K2) <é,
G\ B) < u(Gi\ Br) + p(Gz \ Bz) < ¢
Sia infine {B),},en una successione crescente di insiemi e poniamo B := U,enB,. Di

nuovo, per ogni € > 0 possiamo scegliere un compatto K, C B, e un aperto G, 2 B,
tali che

w(B, \ K,,) <2771,
w( Gy \ By) <e27™.

Ora, G := U,enG,, € aperto e

NE

G\ B) <> nw(Gn\By) <e

n=1

D’altro canto, per L := U,en K, (che invece non é pit compatto), vale

u(B\ L) < i (B;\ K,,)



Essendo p una misura finita, esiste N tale che per K := U,<y K, (che é compatto), vale
w(K) > p(L) — e, e quindi

u(B\K)<,u(B\L)+%5<€.

Per dimostrare che &/ = %(J) basta ora verificare che ./ contiene tutti i chiusi. Sia
quindi /' C J chiuso. Essendo J compatto, anche F' lo ¢, percid la prima condizione
della regolarita ¢ banalmente verificata scegliendo K = F.

D’altronde, siccome J ¢ uno spazio metrico con distanza p, si puo scrivere

F = m Gm
neN
dove

1
G, = {xGJ:p(:):,F)<E}.

Percio, ragionando come prima, per ogni € > 0 possiamo scegliere N € N tale che,
definito G := N,,<nG,,, vale

M(G\F):M<ﬂ G\ ﬂGn) <e,

n<N neN

dunque ogni chiuso ¢ regolare. O]
Teorema 1.8. C(J) ¢ separabile e Pr(J) é metrizzabile nella topologia C(J).

Dimostrazione. Siccome J & separabile possiamo considerare un sottoinsieme {z, },en
denso numerabile. Definiamo, per x € J e k € N,

hi(x) = p(z, 1),

dove p é una metrica su J. Queste funzioni separano punti di J; infatti ogni x o é uguale
a un certo xy, e allora gli altri punti della successione avranno distanza positiva da
x, oppure si pud esprimere come punto limite di una sottosuccessione {xn]. }ien, percid
possiamo trovare T, > Tny, che hanno distanza diversa da x. Sia ora A linsieme di
funzioni della forma

G- Td+ > gl ks )RR

dove g e q(-) sono coefficienti razionali. Per quanto detto prima, la chiusura di A ¢
un’algebra contenente funzioni costanti e funzioni che separano punti di J; per il teorema



di Stone-Weierstrass, quindi, A é denso in C(J). Essendo A numerabile per costruzione,
C(J) ¢ separabile. Sia quindi {f,},en un sottoinsieme denso di C'(J); consideriamo il
funzionale

F 2 Pr(J) = Vo= new [= | fall S 12 ll]
po= (ufi))ien:

Definito U 'insieme dei funzionali lineari ¢ : C'(J) — R, per il Teorema di Rappresenta-
zione di Riesz, I'immersione
T:Pr(J)—>U
= (f = u(f)).

¢ iniettiva, da cui, per densita, anche F' lo ¢. Per lo stesso motivo, per ogni successione
generalizzata {1, } € Pr(J),

ta(f) = p(f) Vf € CJ) & palfn) = p(fn) Vn e N.

Cio significa che F' & un omeomorfismo e che dunque Pr(J) con la topologia C(J) &
metrizzabile in quanto omeomorfo a un sottoinsieme di V' che lo é.

]

1.1 Spazi polacchi e di Lusin

Definizione 1.1.1. Si dice spazio polacco uno spazio metrico completo separabile.

Definizione 1.1.2. Si dice spazio di Lusin uno spazio topologico omeomorfo a un
sottoinsieme di Borel di uno spazio metrico compatto.

Teorema 1.1.3. Lo spazio (C([O,oo); IR”),p), con

o0

1
, = — minq 1, t) —wolt)|y,
p(wr,ws) ; o mln{ trerﬁil(] |lwy () — waf )]}

& uno spazio polacco.

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema per C([0,00)); il passaggio al caso multidimen-
sionale é pressoché immediato.

Vediamo prima che C(]0,1]) é completo con la metrica del sup. Se {wy, }nen ¢ di Cauchy,
per ogni z € [0,1], {w,(x)}new € di Cauchy in R e quindi esiste il limite puntuale w. Resta



solo da dimostrare che w, —— w uniformemente, cosa che garantisce la continuita di
n—oo

w e quindi la completezza. Ma questo é vero in quanto, essendo {w, }nen di Cauchy, per
ogni ¢ esiste N tale che |w,(x) — wy,(z)] < € per ogni n,m e per ogni z; si conclude
notando che

() — w(@)| = i fun(2) = i ()]

Sia ora {wy, }nen di Cauchy rispetto a p. Per ogni [ € R vale

max [wy, (1) — wm(t)] < 2" p(wn, W),

te[0,]]
percio {wy, fren ¢ di Cauchy anche secondo la metrica del sup di C(]0,1]) che ¢ completo,
da cui w, — w in C([0,!]) per ogni I, cioé w € C([0,00)). Resta solo da dimostrare che
si ha convergenza anche nella metrica p. Scelgo N tale che

> 5 <s
202
I>N

ed N’ tale che se n > N’,

max |w(t) — wa(t)] < —

t€[0,N] " N’
Si ottiene

= 1
p(w, wy) = ; o min{l,tren[&;a w —wyl} < NI[B{%( lw(t) — wn(t)| + g <e.

Per la separabilita si fa la stessa cosa: vediamo prima che C(]0,[]) ¢ separabile. Scegliamo
w € C([0,1]); in particolare, w & uniformemente continua. Percid per ogni € possiamo
scegliere n tale che |w(z) —w(y)| < & per |z —y| < L. Costruiamo quindi una poligonale

U(%) :w(%> Vk=0,...,n,
n n

) —w(t) <e.
max [o(t) —w(0) < ¢

v tale che

e che quindi soddisfa
Adesso scegliamo una nuova poligonale h tale che
lk lk lk
(B)<e b(E) ()
n n n

t) — h(t 2
max () = (1) < 2¢

In questo modo



e chiaramente l'insieme delle poligonali che assumono valori razionali nei nodi (%) k=0....m
¢ numerabile.

Scegliamo quindi {g, }nen denso in C(]0,1]) per ogni I: con lo stesso argomento di prima
si dimostra che per ogni w € C([0, 00)) esiste una sottosuccessione {g,, ren che converge

anche secondo p, da cui C([0,00)) é separabile. O

La teoria che stiamo costruendo si trasferisce quindi al contesto delle SDE nello studio
dello spazio delle traiettorie.
Il teorema che segue permette di costruire uno spazio ausiliario che dara in seguito
un’importante proprieta di metrizzabilita.

Teorema 1.1.4. Uno spazio topologico é polacco se e solo se ¢ omeomorfo a un sottoin-
sieme Gg (cioé intersezione numerabile di aperti) di uno spazio metrico compatto. In
particolare, ogni spazio polacco é uno spazio di Lusin.

Dimostrazione. Dimostriamo solo la prima implicazione che é quella di cui abbiamo
bisogno: sia S polacco e sia J = [0,1]"Y. Data p metrica di S, consideriamo la nuova

metrica p := ﬁ, sotto cui S continua a essere completo e separabile; inoltre 0 < p < 1.

Scegliamo quindi un sottoinsieme denso {z, },en € definiamo

F:S5—J
z = (p(@, 7;))ien-
Vogliamo dimostrare che S ¢ omeomorfo a F(S), cioé (essendo entrambi spazi metrici),

per ogni successione {s,},en € S € per ogni s € S,

Sp — § <= p(Sn, xK) — p(s,xy) Vk.

n—oo n—o0

L’implicazione = ¢ immediatamente vera per la continuita di p. Viceversa, siccome per

ogni k
ﬁ(Sn, 5) < ﬁ(sna xk) + ﬁ(l’k, 3)7
hmsup ﬁ(Sn,S) < lim ﬁ(snka) + pA(SwIk) = 216(87'%1{3)‘
n—o0

n—oo
Ma adesso, per densita, possiamo far tendere x; a s tramite una sottosuccessione e quindi
ottenere p(s,,s) — 0.
Adesso scegliamo x € S e consideriamo una metrica d su J. Siccome F~! ¢ continua in
F(x), per ogni € > 0 possiamo trovare d(¢) > 0 tale che d(F(x), F(y)) < 0(¢) implica
p(x,y) < e. In particolare scegliamo

e=(2n)"' e 6 = min(d(e), ).

9



La palla By(F(z),6) ha d-diametro < + (dato che 0 < ¢) e (F(S) N By(F(x),0))"" ha
p-diametro < < (dato che § < d(e)). Adesso fissiamo n € N e y € F(S); chiamiamo U,
I'insieme degli y € F(S) che hanno un intorno N, ,, di diametro < % tale che il p-diametro

di SN F~Y(Ny,) sia < £. Per quanto appena visto, F~*(U,) D S (in quanto per ogni
elemento di S esiste un intorno nell’immagine tramite F' di quel tipo).

Mostriamo che U, é aperto in F'(S). Scegliamo quindi di nuovo y € U,; ¢ immediato

che se si sceglie z € F(S) sufficientemente vicino a y nella d-metrica si pud considerare
N, = Ny,, e quindi U, é aperto in F'(5).

Supponiamo ora y € N,enU, (in particolare y € m; Per ogni n scegliamo un punto
Yo di F(S) in Me<pyNyy. In questo modo, d(y,y,) < + e quindi y, — y. Inoltre,

n—o0

per r > n, Yp, Yn € Ny, percio p(F " (yn), FH(y,)) < + ¢ quindi {F*(y,) }nen ¢ una
successione di Cauchy in (S, p) che é completo. Dunque esiste un certo zo € S tale che

F~'(y,) — z¢ in S. Essendo F un omeomorfismo, y,, — F(z) in J e quindi, per
n—oo n—o0

unicita del limite, si deve avere y = F'(zg) € S e di conseguenza F(S) = N,U,. Essendo

inoltre U,, aperto in F'(S), U, = F(S) NV, con V,, aperto in J. Riassumendo,

Ma adesso, siccome

FS = {ve 0 FS) < 1},

n
neN

cioé F'(S) si scrive come intersezione di aperti e in particolare é Borel, pertanto S é di
Lusin. ]

Caratterizziamo la topologia Cy(S) su uno spazio di Lusin S esattamente come ab-
biamo fatto con la C'(J) (ovviamente scegliendo f € C,(J)); in particolare, {¢q taep C S
converge a ¢ nella topologia Cy,(S) se ¢o(f) — &(f) per ogni f € Cy(S).

Proposizione 1.1.5. Sia { P, },en una successione di misure di probabilita su uno spazio
polacco S. Sono condiziont equivalenti:

G) P, % P;

(ii) lim, oo [g f(x) dPu(z) = [q f(x)dP(x) per ogni f € Cy(S) uniformemente conti-
nua;
(iii) limsup,,_,., P.(F) < P(F) per ogni F C S chiuso;

(iv) liminf, o P.(G) > P(G) per ogni G C S aperto;

10



(v) lim,, o P,(A) = P(A) per ogni A € B tale che P(OA) = 0.

Dimostrazione. (i) = (ii) é immediato per definizione. Dimostriamo ora (ii) = (iii). Sia
F C S chiuso. Consideriamo

1, t <0,
pt)=q1—t 0<t<1,
0, t>1

e definiamo fi(z) := p(kd(z, F')). Chiaramente fx(z) > 1p(z) e limy_ oo fr(z) = Lp(x)
per ogni x € S. Percio, siccome le f; sono uniformemente continue, vale

limsup P,(F') = lim sup/ r(z)dP,(xz) <lim sup/ fr(z) dPy(
S

n—r00 n—r00 n—00
n—oo [g

da cui, al limite per & — oo, si ottiene (iii). (iii) < (iv) si ottiene passando al
complementare; infatti, prendendo G = F*° aperto,

liminf P,(F°) =1 — limsup P,(F) > 1 — P(F) = P(F°).

n—oo n—o00

Mostriamo (iii) = (i). Se si prova

lim [ f(z / f(z)dP(x

n—o0 S

per funzioni a valori in (0, 1), la stessa uguaglianza vale per funzioni in C(.S), in quanto
se f é limitatada M e u=P, P,

/f Ydu(z) = M Sf;\(f)du(x)—M/Sf_T(x)d

Sia quindi 0 < f(z) < 1. Vale

ii;1P<{x;i_1 gf(:c)<%)} S/f(:c)dP(x)

= (1.1)

Sir( )

11



Ora, ponendo F, = {z; £+ < f(x)}, si ottiene

i i—1 i i i+ 1
it <fla)<oo) =2 PF\F)= P
S (s s i) =S =X
k—1
1
= EP(FO,
=0
dove I'ultima uguaglianza deriva dal fatto che
k—1 k-1
(i + 1)P(Fi\ Fipa) = ) P(F),
=0 1=0

che é vero in quanto

P(Fy) + -+ P(Fy1) = P(Fo \ F1) + P(Fy) + P(F1) + -+ + P(Fj-1)

— ( 0\ F1) +2P(Fy \ Fy) + 2P(F) + P(F) +
= Z(z + 1) P(F; \ Fi).

Analogamente, siccome

1=1
il membro di sinistra della (1.1) ¢ uguale a S/~ P(,ft) - Riassumendo,
k-1
. P(R) _ 1
lim su x)dP,(z —

dove la seconda disuguaglianza deriva da (iii). Essendo k arbitrario,

lim sup / f(z)dP,( / f(z)dP(x
n—oo

da cui, sostituendo f con 1 —
lim inf / f(z)dP,( / f(z)dP(x
n—o0

per cui necessariamente

lim [ f(z /f )dP(x

n—o0 S

Fi\ Fit1)

/f )dP(x



Mostriamo ora (iii) < (v). Assumendo (iii) e di conseguenza (iv), se P(0A) = 0,

P(A) = P(A) < liminf P,(A) < limsup P,(A) < P(A) = P(A),

n—0o0 n—oo

percio le disuguaglianze sono in realta uguaglianze e quindi lim,, ;o P,(A4) = P(A). Ora
assumiamo (v) e consideriamo F' chiuso. Definiamo Fy = {x;d(x, F') < ¢}. Chiaramente

As :={x;d(x, F) =0} D OFy;

siccome gli Ay sono disgiunti, I'insieme dei 0 tali che P(As) > 0 ¢ al massimo numerabile

(altrimenti P non sarebbe una misura finita). Percio possiamo costruire una successione

{61}1en tale che 6, P 0 e P(As,) =0 e di conseguenza P(0Fy,) = 0. Siccome per ogni
— 00

n vale che P, (F5) > P,(F), limsup,,_,. P.(F5) > limsup,,_,., P, (F) e quindi

P(F) = lim P(Fy,) = lim lim P,(Fj,) > limsup P,(F).

=00 l—00 n—00 N—00

O

Osservazione 1.1.6. E’ facile verificare che i punti (i), (iii) e (iv) della Proposizione 1.1.5
continuano a essere equivalenti sostituendo le successioni con le successioni generalizzate;
si puo definire infatti, data {x,}aep successione generalizzata, si possono definire

limsup z, ;= lim supxg = inf supzx
p @ OLEDBZI(z B aEDﬁZg B

liminf z, := lim inf x5 = sup inf 2.
aeD B>a acD BZa

La dimostrazione ¢ percio quasi identica.

Teorema 1.1.7. Sia S uno spazio di Lusin. Per p € Pr(S) sia i Uestensione di u a un
elemento di Pr(J) con fi(J\ S) = 0. Allora la funzione

F :Pr(S) — Pr(J)
= .

definisce un omeomorfismo tra Pr(S) nella topologia Cy(S) e {v € Pr(J) : v(S) =1} C
Pr(J) nella topologia Cy(J).

Dimostrazione. L’obiettivo ¢ mostrare che se {pin}aep C Pr(S) ¢ una successione gene-
ralizzata e p € Pr(5), allora

pa(f) = p(f) VI € Cy(S) <= fa(f) = alf) VS € Co(J).
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Che la prima condizione implichi la seconda é ovvio in quanto la restrizione a S di ogni
elemento di C(J) ¢ automaticamente in Cp(S). Per il viceversa, sfruttiamo l'osservazione
1.1.6. Se F' é un chiuso di S, allora ¢é della forma S N K dove K é un chiuso di J. Si ha

limsup 1o (F) = limsup 1, (Y) < (V) = p(F),
da cui la tesi. ]

Siccome Pr(J) é metrizzabile per il Teorema 1.8, una conseguenza importante é che
anche Pr(9) lo ¢, percio si puo tornare a lavorare con le successioni anziché le successioni
generalizzate, come vediamo nella sezione che segue.

1.2 Il Teorema di Prokhorov

Definizione 1.2.1. Sia 2 uno spazio di probabilita. Un insieme H C Pr(€2) si dice tight
se per ogni € > 0 esiste un compatto K. C (2 tale che

uw(K;)>1—¢ Vue H.

Teorema 1.2.2 (Prokhorov). Sia S uno spazio di Lusin. Se H ¢ tight, allora é relati-
vamente compatto. Inoltre, se S ¢ polacco vale anche il viceversa.

Dimostrazione. Sia J il compatto metrizzabile del Teorema 1.1.4. Siccome Pr(J) e Pr(S)
sono metrizzabili, la relativa compattezza é equivalente alla relativa compattezza sequen-
ziale. Inoltre, siccome Pr(J) é compatto nella topologia C(J), ogni suo sottoinsieme é
relativamente compatto (chiuso in un compatto é compatto), e in particolare lo ¢ anche
nella topologia Cy(J). Consideriamo una successione {fi,tnen € H; a meno di consi-
derare una sottosuccessione, esiste v € Pr(J) tale che fi, ﬁ v. Se dimostriamo che

v(S) = 1, allora per il Teorema 1.1.7 1, —— v anche in Pr(S) da cui la tesi; ma questo
n—oo
é vero in quanto, per la Proposizione 1.1.5,

v(K.) > limsup i,(K.) > 1—¢,

n—oo

cio¢, riassumendo, per ogni € > 0 esiste K. C S tale che v(K.) > 1—¢, da cui v(5) = 1.
Dimostriamo 1’altra implicazione. Sia (S, p) polacco e consideriamo un sottoinsieme
denso {x, }nen. Sia V' C Pr(S) compatto nella topologia Cy(S) e fissiamo € > 0.

Per ogni r € N definiamo gli aperti

n 1
G = U B, (xj,;) .
jsn

14



E’ immediato che G S per n — co. Per questo motivo esiste N tale che u(G!) >
1 —&27" per ogni n > N. Dunque

Ur={peV:uGr)>1-e27"} /V per n — oc.

Mostriamo che gli U sono aperti studiando i complementari. Sia {py}ren una succes-
sione in (U")¢ convergente debolmente a p € Pr(S). Siccome i GI' sono aperti, per la
Proposizione 1.1.5,

liminf i (G7) 2 p(Gy),

da cuil
/L(G?) g - 527T7

cioé p € (U)° che é quindi chiuso.
Ora, dato che gli U]" formano un ricoprimento aperto di V' che ¢ compatto, e costituiscono
inoltre una successione monotona al variare di n, deve esistere n(r) tale che V = ur,
In particolare,

w(GMIY > 1 —e27" YueV.

K::mws

reN

Poniamo adesso

Per definizione u(K) > 1 — &; vediamo che ¢ compatto. Siccome K ¢ chiuso in S e
quest’ultimo é completo, anche K lo é. Inoltre

S

AU e U n(d)

r=1j<n(r) j<n(r)

cioé K ¢ totalmente limitato. E’ noto (cfr. [D-S], 1.6.15) che un insieme completo e
totalmente limitato ¢ compatto, e questo chiude la dimostrazione. O

Le ultime proprieta che ci serviranno pitl avanti sono garantite dal Teorema di Ascoli-
Arzela. Poniamo

Q, :=C([0,00); R")

e introduciamo una notazione: dati 6 > 0, N € N, w € €,,, definiamo
A, N;w) = sup{|w(s) — w(t)| : s,t € [0, N],|s — t| < I}.

Richiamiamo il noto Teorema di Ascoli-Arzela (cfr. [D-S], IV.6.7).
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Teorema 1.2.3 (Ascoli-Arzeld). Un sottoinsieme I' di €2, & relativamente compatto se
e solo se valgono le sequenti condizions

(i)

sup{|w(0)] : w € T'} < o0 (1.2)
(ii) per ogni N € N,
lim sup A(d, N,w) = 0. (1.3)
0—0 yer

Lemma 1.2.4. Sia H C Pr(S,). H ¢é relativamente compatto se e solo se valgono

(1)

lim sup p{w € Q, : |w(0)| > a} =0; (1.4)
a_>OO/J,EH
(ii) Per ognie >0, N € N,
lim sup{w € Q,, : A(0, N;w) > e} = 0. (1.5)

Dimostrazione. Per la (1.4), per ogni n > 0 esiste a > 0 tale che

sup p({w € Q, : |w(0)| > a}) <7,
neH

cioé per ogni € > 0 'insieme
A={weQ, |w0)|<a}

¢ tale che .

Analogamente, per la (1.5) possiamo scegliere 6 = §(k, N) tale che, definito

Apn = {wE Q, :A(5, N;w) < %},

allora .
/JL(A]CVN) >1—W VMEH
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Poniamo

I':= Aﬂ ﬂAk,N~

k,N

E’ immediato dalla definizione di A che T rispetta la (1.2). Osserviamo inoltre che per
ogni §(k, N)
A0, N;w) <

| =

per ogni w € Ay y, quindi I' verifica la (1.3): per il teorema di Ascoli-Arzela ¢ relativa-
mente compatto. Adesso calcoliamo

p(r) = i (ACUIEJJVA;Q <G+l

Dunque per ogni € > 0 possiamo trovare un compatto I' contenuto in €, tale che

=1
A gt

=E.

l\')l(")
l\.')lm

p(T) > p(l) >1—e.

Dal Teorema di Prokhorov si ha percio la tesi. O
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Capitolo 2

Equazioni differenziali stocastiche

Ricordiamo che ©Q,, = C([0, 00); R™).

Definizione 2.1. Diciamo che Z, ¢ la o-algebra previsible su (0,00) x §2,, associata
alla filtrazione (.%;):>s, se ogni processo stocastico adattato a .%; continuo a sinistra e
con limite finito da destra é 2, _-misurabile.

Definizione 2.2. Una funzione g -misurabile su (0,00) x 2, ¢ chiamata funzionale
previsible.

Ogni processo continuo e adattato ad una certa filtrazione .%; é previsible rispetto a
Z;. In particolare, se

b:(0,+00) x 2, = R",

o:(0,4+00) X Q, = M,«4(R)
sono tali che b(t, z) = b(t, z(t)), o(t,z) = &(t,z(t)) per certi

b:(0,400) x R* — R,

7 :(0,400) x R" = M, x4(R)

misurabili, allora b e o sono previsibile. Per semplicita di notazione, useremo comunque
b,o al posto di b, 5.

Ipotesi 2.3. Per t, > 0, W ¢ un moto Browniano su (Q,.%,(%)i>t,, P)s Z € Fyy-
misurabile e b, 0 sono previsible.

Sotto I'Ipotesi 2.3, chiamiamo equazione differenziale stocastica (SDE) I’espressione

t t
thz+/ b(s,X.)ds+/ o(s, X)dW, 0<ty<t<T, (2.1)

to to
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dove si ha (avendo posto |o|> = tr(ooT))
¢
/ (|6(s, X)| + |o(s, X)|*)ds < o0 P —q.c., ¥t >0 (2.2)
to

oppure si considera ’equazione verificata solo fino a un certo istante, che si puo definire
come

T := inf {t >t : /t(]b(s,X.)\ +lo(s, X)[?) ds = oo} , (2.3)

to

o lo si fissa a priori < 7. La (2.1) puo essere riscritta in una forma pit compatta:

Osserviamo che siccome
n

troo! = Z i |2,

,j=1

la (2.3) equivale serve per definire 'integrale stocastico in (2.1) in quanto

t t
/tr(aoT)(s,X.)ds<oo©/ 0ij(s, X )Pds <o i=1,....,n5=1,...d,
to

to
ovvero o € L2,([0,T7]).

Definizione 2.4. Diciamo che
(Z,W,F)

€ un set-up se

o (W})i>t, ¢ un moto Browniano d-dimensionale definito su uno spazio (Q2,.%#, P) con
filtrazione F = (F;)¢>y, che verifica le ipotesi usuali;

e 7 € m%,, ¢ una variabile aleatoria a valori in R".

Definizione 2.5. Diciamo che X ¢ soluzione della SDE di coefficienti b, o relativa al
set-up (Z, W, F) e scriviamo
X € SDE(b,0,Z, W, )

se vale la (2.1) quasi certamente.

A seconda di come scegliere il set-up si possono dare piu definizioni di soluzione. Per
semplicita di notazione scegliamo ty = 0.
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Definizione 2.6. Diciamo che la SDE (2.1) é esatta se per ogni set-up (Z, W, [F) esiste
esattamente una X € SDE(b, 0, Z, W, F), a meno di indistinguibilita.

Indichiamo con .Z%7 = (#"?),;5¢ la filtrazione standard di Z e W, cioé il minimo

ampliamento della filtrazione generata da Z e W che soddisfa le ipotesi usuali.

Puo risultare comodo costruire la soluzione direttamente sulla filtrazione generata da un
moto Browniano fissato a priori (e dalla variabile aleatoria di partenza); questo si puo
fare se la SDE é risolubile in senso forte.

Definizione 2.7. Si dice che una SDE é risolubile in senso forte se per ogni set-up
(Z,W,F) esiste X € SDE(b,o,Z,W,.Z"Z); in questo caso si dice che X ¢ soluzione
forte della SDE di coefficienti b, o.

Se il fine ¢ perd quello di descrivere un certo processo diffusivo come un rumore bianco
o un processo di controllo, é sufficiente che ci sia anche un moto Browniano qualsiasi
rispetto al quale si possa trovare una soluzione, cioé basta che la SDE sia risolubile in
senso debole.

Definizione 2.8. Si dice che una SDE ¢ risolubile in senso debole se per ogni distri-
buzione u su RY esistono un set-up (Z,W,F) con Z ~ p e X € SDE(b,0, Z, W, F), che
viene detta soluzione debole della SDE a coefficienti b, 0.

Ovviamente se esiste una soluzione forte esiste anche una soluzione debole (bastera
scegliere un set-up); inoltre, per definizione, la soluzione di una SDE esatta ¢ in partico-
lare una soluzione forte.

Si possono dare due diverse nozioni di unicita debole.

Definizione 2.9. Diciamo che vale I'unicitd in legge per la SDE (2.1) se, per ogni
X € SDE(b,o, Z,W,F) e X € SDE(b,0,Z,W,[F), con Z = Z in legge, allora X= X in
legge.

Definizione 2.10. Diciamo che vale I'unicita traiettoria per traiettoria per la SDE (2.1)
se per ogni X € SDE(b,0,Z, W.F) e X € SDE(b, 0, Z, W, f) soluzioni deboli (in questo
caso nello stesso spazio e rispetto allo stesso moto Browniano, ma potenzialmente con
filtrazioni diverse), vale

P({X;=X; VO<t<oo})=1. (2.5)

Definizione 2.11. Diciamo che vale I'unicita in senso forte quando vale I'unicita tra-
iettoria per traiettoria rispetto allo stesso set-up (quando cioé, rispetto alla definizione
precedente, anche le filtrazioni coincidono).
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Ci mettiamo ora nel caso in cui b(t, X.) = b(t, Xy), o(t, X.) = o(t, X;) (abbiamo visto
che la SDE continua ad essere ben definita) e consideriamo la SDE definita fino ad un
tempo T < 0o .

Definizione 2.12. Si dice che la SDE

dX; =b(t, Xy)dt + o(t, X;)dW,;, Xo=Z,
verifica le ipotesi standard se
i) Z e L*(Q,P)e Z € m%y;

ii) b, o sono localmente lipschitziane in x uniformemente rispetto a t, cioé per ogni n € N
esiste una costante K, tale che

[b(t, 2) = 0(t,y)|* + lo(t, @) — o(t,y)* < Kl — yf? (2.6)
per |z|,|y| <n,te[0,T];
iii) b, 0 hanno crescita al piu lineare in x, cioé
b(t,z)> + |o(t,z)* < K(1+ |z|*) =€ RN, t€0,T] (2.7)
per una certa costante K.

Enunciamo un classico teorema di esistenza e unicita forte; per la dimostrazione si
veda [P], Teorema 9.11.

Teorema 2.13. Una SDE che verifica le ipotesi standard ammette una soluzione forte
nello spazio A, dei processi (Xt)te[O,T] continui, F-adattati e tali che

X% = E [ sup |Xt|2]
0<t<T

e finito. Tale soluzione é unica in senso forte e soddisfa
IX[2 < C(L+ E|ZP)e, 0<t<T,
con C' costante che dipende solo da K e T.

Per un risultato pit generale si veda il Teorema 11.2 in [R-W2|, V. Sottolineiamo pero
che la proprieta di lipschitzianita rimane necessaria: nel caso di coefficienti previsible,
significa che esiste K < oo tale che

o(t,z.) = o(t,y.)| < Ksup{|z(s) —y(s)| : s < t},

(2.8)
o(t,2.) — olt,y.)| < K supfa(s) — y(s)| : s < £},
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2.1 La disuguaglianza di Burkholder-Davis-Gundy

Enunciamo e dimostriamo la disuguaglianza di Burkholder-Davis-Gundy, che risulta utile
nello studio delle SDE in quanto mette in relazione il sup del modulo di una martingala
con la sua variazione quadratica. Verra utilizzata sia nella dimostrazione di un risultato
di unicita forte, ma soprattutto sara determinante nel teorema di esistenza del problema
della martingala che dimostreremo nel prossimo capitolo.

Definiamo

M = lim sup |M,],
t=00 5¢[0,4]

(M)og = lim (M),.

Osserviamo che i due limiti esistono in quanto M,(w) e (M);(w) sono funzioni crescenti
in t.

Richiamiamo la definizione di versione regolare della probabilita condizionata e dimo-
striamo due lemmi utili.

Definizione 2.1.1. Sia (©2,.%, P) uno spazio di probabilitd e ¢4 una sotto-c-algebra
di #. Si dice versione regolare della probabilita condizionata una famiglia P(:|¥) =
(Po(-9))eq di misure di probabilita tale che, per ogni A € .7,

i) P(A|9) ¢ una variabile aleatoria ¢-misurabile.
ii) per ogni W € m¢¥ limitata vale
EWP(A|9)] = E[W1,].
L’esistenza di una versione regolare della probabilita condizionata non é garantita a
priori; valgono perd i seguenti risultati.

Teorema 2.1.2. Sia P una misura di probabilita definita su uno spazio polacco (2, A),
dove B ¢ la o-algebra di Borel. Allora, per ogni sotto o-algebra 4 di B esiste una
versione regolare della probabilita condizionata P(-|9).

Teorema 2.1.3. Dato uno spazio di probabilita (Q, F, P), siano X una variabile alea-
toria a valori in uno spazio polacco S e 4G una sotto-o-algebra di F. Allora esiste una
famiglia dv distribuzion: p1xy = (“X\‘j(';w))weﬁ tale che, per ogni H € A (dove B ¢ la
o-algebra dei Boreliani di S) ,

pxiy (H) = E[L{xem|¥].

Lx|g € detta versione regolare della distribuzione di X condizionata a 9.
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In questo contesto, pur non essendo garantita l’esistenza di una versione regolare
della probabilita condizionata, si puo indicare, con un piccolo abuso di notazione,

P(X € H|%) = juxjo ().

Per la dimostrazione di questi fatti si veda [S-V2], L.

Lemma 2.1.4. Sia M una martingala locale continua tale che My =0 e sia
T, = 1inf{t > 0: M, = x}.

Allora, dati a,b tali che a < 0 < b,

P(Tb<7'a)§—bia

Dimostrazione. Sia 7 := 7,AT,. Poiché M é una martingala locale e 7 é ancora un tempo

S P<7-b S Ta)-

d’arresto,
E[M\,] = E[My] =0
per ogni t > 0. Percio, posto

M2 = liminf M;p,,
t—o00

si ha, per il lemma di Fatou,
0 = liminf E[M,,] > E[M]
— aP(M, = a) + bP(Moey) + E[Mlrny]
Poiché M € [a,b], in particolare
0>aP(1, <m)+bP(1 < 7o) + aP(T

=aP(1, <m) +bP(1, < 74) +aP(1, =)
aP(1, < 1) +bP(1, < 7p)
a(l—P(m, < 7,)) +bP(1p < 74)
=a+ P(n, < 7,)(b—a),

:oo)

da cui la prima disuguaglianza. Per la seconda, basta porre

MZT = limsup My,

t—o00

e rifare il conto in modo speculare:

0 = limsup E[M;,| < E[MZ]
t—o0

<aP(r, <m) +bP(m < 7,).

Osserviamo che {1 = oo} = {7, = 7} & vero per la continuita di M. O
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Definizione 2.1.5. Una funzione F' : [0, +00) — [0, 4+00) si dice moderata se é continua,
crescente, F'(z) = 0 se e solo se x = 0 e per ogni o > 1 vale

F(azx)
)

Lemma 2.1.6. Siano XY wariabili aleatorie non negative e supponiamo che esista
B > 1 tale che, per ogni A, 6 > 0,

P((X > BA) N (Y < 6N) < (6)P(X > \), (2.10)

dove ¢ & una funzione tale che lims_,o1(5) = 0. Allora, per ogni funzione moderata F
esiste una costante che dipende solo da (5,1 e F tale che

E[F(X)] < CE[F(Y)). (2.11)

Dimostrazione. Se E[F(Y)] = oo il lemma ¢ banalmente vero; assumiamo percio E[F(Y)] <
0o. Inoltre, siccome per ogni a > 0

P(X ANa> p\) < P(X > 5)A),

< +o0. (2.9)

se la (2.10) vale per X, vale anche per X A a, percio per la continuita di F' possiamo
assumere anche E[F(X)] < oo. Siccome F' & moderata, per la (2.9), se v > 1 esiste
~v > 0 tale che, per ogni z,

F(ax) < yF(x),

F (%) > ~yF(z).

Integriamo ora la (2.10) rispetto a F'(d\). 11 membro di destra diventa

() / T P(X > NF(N) = (o) / " Bl F(aN)

cioé, essendo [ > 1,

_B UOX F(d/\)] _ BIF(X)).

Complessivamente quindi,




ovvero v
- uwopero < £ |F (5]
Siccome lims_,0 1 (d) = 0, possiamo scegliere 6 < 1 tale che

Y
v — () > 5

Inoltre, ragionando come prima, possiamo scegliere p > 0 tale che

F(Z)<urto

per ogni z. La (2.12) diventa cosi

v

1 BF(x) < pBF (X)),
cioe

E[F(X)) < %E[F(Y)].

(2.12)

O

Teorema 2.1.7 (Disuguaglianza di Burkholder-Davis-Gundy). Sia F' moderata. Allora

esiste cp < CF tale che, per ogni martingala locale continua M nulla in 0,

crE[F((M)&)] < E[F(M.)] < CrE[F({(M)Z)).

(2.13)

Dimostrazione. L’idea é dimostrare che vale I'ipotesi del Lemma 2.1.6 per X = M, e
1

Y = (M)Z.
Consideriamo > 1, A > 0e ¢ taleche 0 <6 < § —1; sia

7:=inf{u > 0: M, < A}.

Definiamo
Ny = (Mya = My)? = ((M)rss — (M),).

N ¢é quindi una martingala locale continua rispetto a .%; := %, ,,. Consideriamo l'evento

H = (M > BN N (M2 < 6)).

Sia
o:=inf{u > 0: |M, .| > BA}.
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Siccome (M), & positiva e crescente, su H
(M)rio— (M), > 502,
mentre, siccome o < 0o su H,
(Mrio = Mo 2 ([Myyo| — M) = (8 — 122

D’altro canto, poiché (M., — M;) > 0 per ogni t e (M),4; — (M), < 6*\? per ogni t,
ponendo
= inf{u >0: N, =z},
si ha, sempre su H
T(B—1)222—52)2 < T_§2)2
e quindi, ricordando che N; € m.%, per ogni 7, si ha per il Lemma 2.1.4,
52
(B—1)?

Quindi, osservando che se M, > S\ allora 7 < 0o, possiamo scrivere

P((My > BA) N ((M)Z))

P((M > BA) N ((M)Z)|.7) <

P((Ms > BN N ((M)Z) N (r < 00))
1

{(Moo>BN)N (<M>é<42>m<r<oo>}]

[
B (3> sancan iy Lr<oo) | 7]
[

E
E
El{r<ey E[1 {(Moo>BNN((M)X? }|y ]
E

[P(Moo > BN) N ((M)2)|Z) L <o0)]
52

SN CEE

&2 —

= WP(MOO > \).

Abbiamo ottenuto quindi la disuguaglianza di destra del teorema; per ottenere quella di
1

P(1 < o0)

sinistra ¢ sufficiente ripetere il procedimento scambiando M., e (M)Z. O

2.2  Unicita forte

Questo secondo teorema di unicitd in senso forte vale nel caso N = d (indebolendo pero
leggermente le altre ipotesi rispetto al risultato visto prima).

Richiamiamo il Lemma di Gronwall, la cui dimostrazione si puo trovare in varie fonti,
tra cui |[E-K], A5.
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Lemma 2.2.1 (Gronwall). Sia u una misura di Borel su [0,00), sia a > 0 e sia f una
funzione boreliana che sia limitata sugli insiems limitati e che soddisfa

0<f(t)<a+ f(s)du(s), t>0. (2.14)
[0,%)
Allora vale
f(t) < aetOD >0, (2.15)
In particolare, se b >0 e
t
ng(t)ga—l—b/ f(s)ds sut>0, (2.16)
0
allora
f(t) < ae. (2.17)

Per f continua su (0,7) x R? e a € (0,1), diciamo che f € C¢ se

[f(t,2) — f(t,y)]

1fllee = Sup |f(t,z)| + sup ~ < 00, (2.18)
te(0,T) te(0,T) |z — 9
a:G[R” TeR™
TH#Y

mentre f € Lip, se vale la (2.18) con o = 1.

Teorema 2.2.2. Supponiamo che esista una costante p > 0 per cui a = oo’ verifica la
condizione di coercivita
d
pUEP <Yt n)&g < plél’; (G x) € (0,T) x R: ¢ e R (2.19)

ij=1
Supponiamo inoltre che b € Cf* per un certo a € (0,1) e o € Lip,. Allora per la SDE
dXt = b(t, Xt) + U(t, Xt)th (220)
st ha unicita in senso forte.

Poniamo Sy := (0,T) x R%. Detto e; 'i-esimo elemento della base canonica di R?,
definiamo le norme

flleg = Z ap rrhe) 71 v)

t:l? EST |h|a
he[R

d
1 fllgpe =D 110s.f
=1

‘ij‘a

d
1Fllcze = D 102, fllog + [10:flcp-

,j=1
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Per n =0, 1,2, diciamo inoltre che f € Cji0 se ¥ f € Cy"" per ogni ¢ € C°(Sr).
Il seguente lemma ¢ una versione della formula di Ito.

Lemma 2.2.3. Sia X una soluzione della SDE (2.20) e f € C’Ii’l‘zc. Allora vale

dove, sotto le ipotesi del Teorema 2.2.2,

d d
1
K= ; i (t, ) Dy, + ; bi(t,2)0y, + 0y, (t,z) € Sr. (2.22)

Definizione 2.2.4. Una soluzione fondamentale per K su Sy é una funzione p =
p(t,xz;s,y) definita per 0 <t < s <T e x,y € R? tale che, per ogni (s,y) € Sy,

(i) ’Cp(a g) S,y) =01n 837

(ii) per ogni f € Cy(R?) vale

lim p(t.x;s,m) f(n)dn = f(y). (2.23)

(t7$)_>(svy) IRd
t<s
Vediamo che in effetti sotto le nostre ipotesi esiste una soluzione fondamentale (cfr.
|L-P-P]).

Teorema 2.2.5. Sotto le ipotesi del Teorema 2.2.2, l'operatore K ha una soluzione fon-
damentale p su Sy. Inoltre p(-,-;s,y) € C’f’ﬁ su Sy perogni 0 <7 <s<T,ycRe
b < a.

Enunciamo infine un’ultima proposizione ausiliaria, che come le precedenti ha una
dimostrazione puramente analitica (cfr. [Lu-P-P|).

Proposizione 2.2.6. Sotto le ipotesi del Teorema 2.2.2, per A > 0, consideriamo la
funzione

T
wtn D)= [ Ot sy dyds, ()€ OT) xR (220
t Jrd
dove p ¢ la soluzione fondamentale del Teorema 2.2.5. Allora

1) ur(-,T) € Cbz’ﬂ, per B < «, risolve il problema di Cauchy

Ku = —b+ \u, i St
uw(T,)=0 in R™;
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(ii) esiste ¢ > 0 dipendente da d,pu, T, la Lipy-norma di o e la C-norma di b tale che

c
lua(t, 2;T) — un(t,y; T)| < ﬁlx—yl, (2.25)
c

per ogni 0 <t <T,z,y €ERY eper ognii=1,...,d.

Dimostrazione (del Teorema 2.2.2). Sia X una soluzione della (2.20). Per il Lemma
2.2.3 ¢ la (2.2.6),

dU)\ = ,CU/\(t, Xt)dt + (VU)\ . U)(t, Xt)th
= (Aup(t, Xy) — b(t, Xy))dt + (Vuy - 0)(t, Xy)dW,,

che diventa, in notazione integrale per ¢t € [0, 7],

t t t
/ b(s, Xs)ds = ux(0, Xo) — ur(t, Xy) + )\/ ux(s, Xs) ds +/ (Vuy - 0)(s, Xs) dWs.
0 0 0
(2.27)
Sostituendo ’espressione appena ricavata nella (2.20) si ottiene

t t
Xt :Xo—FU)\(O,Xo)—U)\(t,Xt)‘{—/ )\U)\(S,XS) dS+/ (VU)\(S,XS)—F[)'O'(S,XS) dWs
0 0

(2.28)
Sia ora X' un’altra soluzione della (2.20) con lo stesso dato iniziale rispetto allo stesso
moto browniano W e poniamo Z := X — X’. Scrivendo anche X’ nella forma (2.28) e
sottraendo si ottiene

Zy = —un(t, Xy) +up(t, X;) + )\/t(uA(s,Xs) —ux(s, X)) ds
. 0 (2.29)
+/0 (Vuy - 0)(s, Xs) — (Vuy - 0)(s, X)) + o(s, X)) — (s, X}.)) dWs.

Sia ora ¢ > 0 tale che le funzioni z +— |z|? e  +— |2|%? siano convesse (per esempio si
puo prendere g multiplo di 4). Usando la disuguaglianza di Jensen discreta si ottiene

q]

/0 (Vuy - 0)(s, Xs) — (Vuy - 0)(s, X)) + o(s, X;) — (s, XL)) dW,

E[|Z]1
49-1

<E[|lux(t, Xy) — up(t, X)) + NE { /Ot(u,\(s,Xs) —uy(s, X)) ds

+E|

|
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Ora, dalla disuguaglianza di Burkholder-Davis-Gundy si ottiene in particolare che esiste
cq tale che

E[Z|] < ¢,E[(Z)}].

Nel caso del moto Browniano cio significa

d

<c.F

/0 (Vuy - 0)(s, Xs) — (Vuy-0)(s, X))+ o(s, Xs) — (s, X)) dW,

q]

(/Ot ((Vuy - 0)(s,Xs) — (Vuy - 0)(s, X)) + o (s, X,) — a(s, X!)|? ds)

N

|

(per la disuguaglianza di Jensen)

ot
<c,E / \u,\]qu}.
Lo

Applicando in modo analogo la disuguaglianza di Jensen agli altri addendi del secondo

membro si ottiene infine

P < Bljan(t, %) — un e, XDI1] + N0 { / [(u(s, X,) = urs, X;>>|qu}

4o, F Uot (Vs - 0)(s, X.) — (Vus - 0)(s, X') + 05, X.) — (s, X;)|qu]

(usando la Proposizione 2.2.6, la lipschitzianita e la limitatezza di uy e o)

ol ) e[ o) o]

dove c ¢ una costante che dipende da ¢, d, i, T, la Lip,-norma di ¢ e la C}'-norma di b.

Scegliendo A tale che
4971

K:=1———F>0,
A

2

si ottiene infine
\4a-1ea ot
Bz < == [ Bz as
KM\2 0

2

Il Lemma di Gronwall permette dunque di concludere che X e X’ sono indistinguibili. [J
Una generalizzazione di questo teorema per la SDE
dXt = (BXt + b(t, Xt>)dt -+ O'(t, Xt)th

con B € M™"(R) si puo trovare in [Lu-P-P].

Alla luce di questo teorema iniziamo a inquadrare ['utilita del problema della martin-
gala che definiremo tra poco: permettera infatti di dimostrare I'esistenza di una soluzione
debole con ipotesi molto piu leggere (continuita e limitatezza dei coefficienti).
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Capitolo 3

Il problema della martingala

Su 2, consideriamo il processo canonico X;(w) = w(t). Poniamo inoltre

F" =0(Xs, s <+00);

(ytn)tzo = O'(XS, S S t)
Useremo x € (), al posto di w quando scriveremo esplicitamente i coefficienti di una
SDE per uniformare la notazione ai vari testi di riferimento; sara comunque sempre

tutto chiaro dal contesto. A meno che non sia specificato diversamente, assumeremo la
seguente ipotesi.

Ipotesi 3.1. I coefficienti o, b sono della forma

o:(0,400) X Q, = M, «a(R),
b:(0,+00) x 2, — R",

tali che o(t,z) = &(t, z(t)), b(t, ) = b(t, z(t)) per certi

7 :(0,4+00) X R" = M,«4(R),
b: (0, +00) x R" = R".

misurabili. Infine

a = O'UT.

Come anticipato nel capitolo precedente, useremo comunque b, o al posto di b, 5 quando
necessario.

Definizione 3.2. Dato y € R”, diciamo che una misura di probabilita PY su (Q,,, F", (" )icr)
¢ una soluzione del problema della martingala per (a,b) con dato iniziale y se
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(i) PY{x(0) =y}) =1L
(ii) Per ogni f € C°(R")

cﬁ:fu»—ﬂ&wZAzWast (3.1)

¢ una .#/"-martingala sotto PY, dove
1 n n
Lf(s,) =3 ]Zzl agj (s, )00, f(x(s)) + ; bi(s,2)0; f (x(s)). (3.2)

Si puo estendere la definizione considerando una distribuzione pu su R™ al posto di y
e sostituendo (i) con

() Pr({x(0) € A}) = u(A), A € BER").
Introduciamo anche un’ipotesi alternativa sui coefficienti, cioé che siano di tipo diffusivo.

Ipotesi 3.3. I coefficienti o, b sono della forma

per certi
:R" = M,xa(R),
b:R" — R".
misurabili; di nuovo
a=oo’.

Il problema della martingala omogeneo nel tempo si definisce analogamente, sostituendo
(a,b) con i coefficienti dell'Ipotesi 3.3 nella definizione di .Z. Questa ipotesi, oltre a
essere coerente con la definizione di diffusioni che daremo a breve, risulta decisiva per
la questione dell’unicita, come vedremo in seguito. Va aggiunto che é anche possibile
. - . . . (n+1)
incorporare la variabile temporale in quella spaziale, ponendo per esempio X, =,
bni1 =1, opp1; = 0 per 1 < j < d. In questo caso perd oo’ diventa singolare e questo
compromette i risultati di unicita che verranno trattati pit avanti.
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3.1 L’equazione di Girsanov

Come anticipato, lo scopo dell’idea di Stroock-Varadhan ¢ quella di fornire una formu-
lazione equivalente alla risolubilita in senso debole delle SDE. Vediamo un esempio che
da un’idea di come cid possa effettivamente essere utile.

Supponiamo che a,b siano di tipo diffusivo e PY sia una soluzione del problema della
martingala per (a,b) con dato iniziale y € R". Inoltre, sia p : R" — (0, c0) misurabile,
strettamente positiva, invertibile e con p~! localmente limitata. Definiamo il processo

o, = /Otp(XS) ds, (3.3)

e richiediamo che ®, < oo per ogni ¢t (eventualmente limitandoci a un intervallo [0, 7).
Operiamo adesso un cambio di variabile temporale: considerando il tempo di arresto

7, :=inf{s : &, > t},
si ottiene che per ogni f € C°(R")
Cl = O = J(X.) = J(X0) — [ 25X s
0

é una .Z,,-martingala locale. Di conseguenza (tutti i dettagli si trovano in [E-K], 6), si

puo dimostrare che, posto X; := X,
~ ~ ~ t ~ ~
Cl = (%) = 1(%o) = [ p(R) "2 (R du (3.4
0

cioé C/ risolve il problema della martingala per (p~ta, p~10).
Fatta questa premessa, consideriamo, per n = 1, I'equazione di Girsanov

dXt = Ua(Xt) th, XQ = O, (35)

dove @ > 0 e 0g,(x) = |2|* A 1l. Se a > 1, 0, ¢ localmente lipschitziana e quindi ha la
soluzione unica X; = 0. Cerchiamo invece altre soluzioni per a < 1. L’idea di partenza
é che, per la formula di Ito, sotto la misura di Wiener il processo

70 = £ = [ 5006 ds

¢ una Z#,-martingala. Percio, sfruttando la (3.4) per p,(z) = |z|72* V 1, otteniamo che
~ b1 ) ~
A = £0) = [ 0T A DR ds
0
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é una %,

soluzione debole della SDE (3.4). L’unica cosa da richiedere ¢ che ®; sia finito, e questo

-martingala, da cui, se ¢ vera I’equivalenza che vogliamo dimostrare, X ¢ una

& vero per a < % (cfr. [R-W2|, V, 26.2), mentre per o > % l'unica soluzione é ancora
quella nulla.

3.2 Equivalenza con le soluzioni deboli

Iniziamo questa sezione facendo un breve cenno ai processi diffusivi, di cui le equazioni
differenziali stocastiche rappresentano un efficace metodo di costruzione.

Definizione 3.2.1. Siano a,b tali da verificare 'Ipotesi 3.3. Una diffusione in R™ con
covarianza a e drift b é una semimartingala continua a valori in R™ definita su un certo

spazio con filtrazione che soddisfa le ipotesi usuali, tale che, per ogniz=1,...,n,
M =x" - x - / bi(X,) ds (3.6)
0
¢ una martingala locale continua per cui vale, per ogni 7,5 = 1,...n,
t
(MO MDY, = / a; ds. (3.7)
0

Chiamiamo (a, b)-diffusione una diffusione con covarianza a e drift b.

Supponiamo quindi di riuscire a costruire un set-up (Z, W,F) su cui esiste X semi-
martingala tale che

allora X ¢ una (a, b)-diffusione, in quanto
dM; = dX; — b(Xy)dt = o(Xy)dW;
definisce una martingala locale continua e
d(M, M), = o(X)dWdW o (X,)" = (X))o (X)) dt = a(X,)dt.

Come accennavamo nell’introduzione, il motivo che ha portato a considerare il problema
della martingala un valido approccio per la ricerca di soluzioni deboli é costituito dal
seguente teorema.

Teorema 3.2.2. Sia X; soluzione debole della SDE
dX; =o(t, X.)dW; + b(s, X.) dt (3.9)

Allora X, ¢ soluzione del problema della martingala per (oot ,b).
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Dimostrazione. Se f € C°(R"™), per la formula di Tto
df (Xy) = L f(t, X.)dt + Vf(Xy) - o(t, X)),
da cui . .
100 = £ = [ 20X ds = [ V10X - o(s, )
che ¢ una martingala in quanto f € C>*(R") e o € L2 (R"). O

Dimostrare il viceversa ¢ invece molto pit complesso; bisogna infatti costruire da zero
il moto Browniano e non ¢é detto che €2, sia sufficientemente grande da essere parte del
set-up.

Teorema 3.2.3. Sia PY soluzione del problema della martingala per (oo’ b). Allora
esiste una soluzione debole della SDE

dX, = o(t, X.) dW, + b(s, X.) dt. (3.10)

Osservazione 3.2.4. I due teoremi che abbiamo appena enunciato rimangono veri anche
se a e b verificano l'ipotesi diffusiva (3.3) (cfr. [K-S], 5.4.17).

Dimostrazione (del Teorema 3.2.3). Considero {f,}nen € C° tali che fx(x) = x; per
x € B(0,N). Siccome X @ un processo continuo, esiste {7y} yen C RT tale che || Xiar || <
N ety o oo Percio, utilizzando la (3.1),

—00

. ) ) IANTN
MO = X = X0 = [ s, X ds (3.11)
0

¢ una martingala, dunque M, é una martingala locale.
Ripetendo il ragionamento per fy(x) = x;z;, si ottiene che

M = xPx9 — x x5 / (XDb(s, X.) + XDbi(s, X.) + aii(s, X)) ds (3.12)
0
é una martingala locale. Definiamo ora

t ) t ) .
Y, = / (X5 = XP)bi(s, X.) ds + / (X = X )bi(s, X.) ds
0 0

+( tbz-(s,X.)ds) </Otbj(8,X.)ds).
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Calcoliamo

Mt(Z)Mt(]) — / (Zm'(S,X.) ds =
0

::Cﬂ”—xﬁti/ban)®>(XfW—thi/bA&XJ@>
0 0

o . . o o . t . t .
:-—)Q”Aﬁ”——)Q”Aﬁ”—%)d”%i”——/ﬁ)d”bﬂs“X)ds——/ﬁ)ﬁ”bxs“X)ds+
0 0

—[T%A&qus+(%fm@gxyh)(Kf@@wxyh)

_MED _ xO 0 - xO MO L xOx0 4y,
abbiamo cioé ottenuto
Aﬁwﬁﬁi/aﬂ&XJ%—Jw”Ln%Ww”—Xﬁmﬁthwqﬁ”+ﬁ
0
— M, +Y,

con ]\//Tt martingala locale. Verifichiamo adesso

s

t . t . .
n:/wM—M%M%m@+/mth@m@xm&
0 0

t .
Aww—w%mst
t . s . . t
:/ (Xéi) - X(gz) —/ bi(u, X.)du — Xt(l) + Xél) +/ bi(u, X.) du) bi(s, X.)ds
0 0 0
t . t s
:/ (X — Xt(z))b (s, X.)ds —/ (/ b; (u,X.)du) bi(s, X.)ds+
0

o ([umxra)yex



Integrando per parti si ottiene

_/Ot (/05 bi(u,X-)dU) bi(s, X.)ds
== [(/Osbi(u,X.)du) (/Osbj(u,x.)du)l+/ot (/Osbj(u,X.)du> bi(s, X.) ds,

- /Ot (/0 bi(u,X.)du) by(s, X.) ds — /Ot (/0 bj(u,X.)du) bi(s, X.) ds
_ (/Otbi(s,X.)ds) (/Otbj(S,X.)ds) |

da cui segue immediatamente il risultato. Se adesso dimostriamo

t ) t s )
/O(MS(“ — Mb; (s, X.) ds = —/0 (/O bj(u,X.)du) dM, (3.13)

allora Y; = 0, essendo allo stesso tempo un processo BV (primo membro) e una martin-
gala locale continua (secondo membro); di conseguenza

Mt(Z)Mt(j) — / CLij(S, X) ds
0

¢ una martingala locale. Verifichiamo la (3.13). Poniamo

F(t, MY = Mf”/ bi(s, X.)ds.

0

Dalla formula di Ito (con Méi) =0)
F(t, M) = / OsF (s, M) ds + / OpF (s, MDY dM®
0 0
si ricava

ot t ' t s '
Mt(’)/ bj(s,X.)ds:/ Ms(’)bj(s,X.)ds—i—/ (/ bj(u,X.)du) dM®,
0 0 0 0

da cui segue immediatamente la (3.13). Dalla definizione di processo variazione quadra-
tica segue quindi

t
(M(”,M(j)>t — / aij(s, X.)ds. (3.14)
0
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Ora, se d = n e ¢ é invertibile con inversa limitata, definiamo
. t
W, = / o(s, X))~ dM,. (3.15)
0

Poiché WD =0gq.ce

d(W)s = 05_1%(03_1)T = (78_105(75(05_

l)T — I,

(dove abbiamo posto o, := (s, X.), a; = (a;;(s, X.))m.zlmn e

,,,,,

moto Browniano e inoltre

M, = /ta(s,X.) AW, (3.16)

da cui, per definizione di M;,

t . t
Xt:y+/ U(S,X.)dWs+/ b(s, X.)ds.
0 0
Ora, se d < n, possiamo definire
oij(t,z) =0 per 1 <i<n,d+1<j<m

in questo modo la (3.11) continua ad essere verificata. Ci basta quindi completare la
dimostrazione nel caso d = n e ¢ non invertibile.

Lemma 3.2.5. Sia 0 : [0,00) X R — Myyq(R) Borel misurabile e sia a = oo®. Allora
esistono p, n: [0,00) = Maxq(R) Borel misurabili tali che:

pap” +mn" = Iy, (3.17)
on =0, (3.18)
(I —op)a(ly — op)’ = 0. (3.19)

Dimostrazione. Sia per il momento o = o(t,z) per t,z fissati. Poiché a ¢ simmetrica
semidefinita positiva, esiste una matrice U reale e ortogonale tale che a = UTAU, con A
matrice diagonale con entrate positive o nulle. Percio é possibile definire

a'/? = UTAV?U.
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Inoltre, se I' é la matrice diagonale che ha entrate 1 in corrispondenza degli autovalori
positivi di A e 0 in corrispondenza di quelli nulli, si puo costruire D diagonale e invertibile
tale che

DA =T.

Ora, poiché ool = UTAU, si ha
(DY2Ue)(DY?U0)T = DV?UeoTUT DY?
— D1/2AD1/2
=T.

Percio, scrivendo la fattorizzazione LQ di DY?Us, dove L & triangolare inferiore e Q é

ortogonale, si ottiene
LQQ'L" =T,
cioé
LL" =T.

Quindi L deve essere diagonale e in particolare L = T', percio
DV?Uo =TQ),
da cui, moltiplicando entrambi i membri per D~Y2I" e osservando che I'> =T,

TUo = D7V?TQ = D7Y2TY2Q = AV2Q.

1/2

Analogamente, moltiplicando invece solo per D™/ si ottiene

Uo = D7'’TQ,

percio Uo ha zeri nelle colonne corrispondenti agli zeri di I'. Questo significa che I' agisce

su Uo come l'identita e quindi
Uo = A'?Q,

che implica
o =UTANV?Q =UTANPUUTQ = o'PUTQ.

Adesso non ci resta che definire
p = QT DV?U,
n:=Q"(I;—T)U
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e verificare che le (3.17)-(3.19) sono soddisfatte.
pap’ + ' = QT DV*UecTUT DV Q + QT (1, - D) UUT (I, — 1)Q
= Q'DY’ADV?Q + Q" (I, ~ T)Q
=Q'TQ+Q"(Ia - T)Q
=Q"Q =1,
Vediamo la seconda:
on = a?UrQQY (I, — YU = o((I; — T)(Uo))TU = 0.
Infine
(I — op)a(ly — op)T = (00" — 0QTDY?Uoo™)(1; — UTDV2QoT)
= ool —ooTUTDV?2QoT — 6QTDY*Uoo”
+ 0QTDV?UGo"UT D2 Qo™
(ricordando che DY2Ug =TQ)
=00l —20QTTQo! + cQTT Qo™
= oQT(I; —D)Qo”
= a2UTQQT (I, — T)Qo
=o((I; —T)(Uo))"' Qo™ = 0.
Per la misurabilita di p ed n si veda [E-K], 3 e A10. O
Per definire il moto Browniano che serve a completare la dimostrazione, questa volta
bisogna allargare lo spazio di probabilita: consideriamo (€2, x Q4, ¥ @ 4, PY ® puy ) con
filtrazione (F ® %, )i>0, dove uy ¢é la misura di Wiener associata al moto Browniano
d-dimensionale W, 4, = o(W,, s <t), 9 = o(W,, s < oo) . Prima di andare avanti,

mostriamo che M; continua ad essere una martingala locale. Pitu precisamente, poniamo
Mi(w,w'") = My(w) (con w € Q,, " € ). Dobbiamo verificare che vale

BP0 [ Mg Lasp] = BP9 [Myns, L axs),

perogni A € #', B€ ¥, T >t. Ma questo ¢ vero in quanto

EPYxuw I:MT/\TnI]‘AXB] = MTATn(W;W/) d(PY X pw) = / (/ Mrpr, (W) dPy) dpw
B A

AxB

— [ B Dt Laldio = [ BV, L) dp
B

B
:/ (/ Mips, (W) dPy> dpy = ]\ZATn(w,w') d(PY x puw)
B \Ja AxB

= EP"W [Mynr L axp)-
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Possiamo quindi ora scrivere

. t . t
W, ::/ pdeS+/ ns AW, (3.20)
0 0

dove ps = p(s, X.), ns = n(s, X.) sono quelle del lemma. Essendo tr(co?) < C per una
certa costante C, entrambi gli integrali sono ben definiti: il primo grazie alla (3.14) e al
fatto che

tr(pp’oa®) < tr(pp”) tr(oo”)
= tr(QTDY2UUTDV2Q) tr A
=trDtrA < C.

per definizione di D. Il secondo segue dal fatto che
tr(mn") = Q" (I —T)UUT (I = T)Q = trT < d.

Scriviamo in maniera pitt compatta

— ! dM,
W, = / s s |: 8:| d )
t 0 [p n } dWs S

con un conto analogo a quello visto prima si vede che M;W; ¢ una martingala locale, per
cui d{(M® WD), =0 per ognii,j =1,...,d. Dunque

— as 07 [pF
d(W)s = [ps ns] { 5 IJ L?T]
= psaspg + 77377?

=1,.

per la (3.17). Percio, di nuovo per il teorema di Lévy, W & un moto Browniano. Adesso
I'obiettivo é dimostrare

o~ t —_—~—
M, - / o, iV, (3.21)
0

che é verose Y, := ]\Z— f(f O dWS ha variazione quadratica nulla (essendo una martingala
locale). Si ha

. t . t t . .
M, —/ oy dW, :/ dM, —/ os(ps dMg + ng dW)
0 ot 0 N t N
= / (Ig — osps) dM —/ osNs AW
0 0
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e quindi, come prima,

A |

- (Id - O'sps)o-so-g(ld - USpS)T + UsﬁsnsTUsT
=0

d<Y>s - [Id — OspPs _Osns} |:

per la (3.18) e la (3.19). Il risultato segue di nuovo dalla definizione di M. O
Il corollario che segue é immediato.

Corollario 3.2.6. L’unicita del problema della martingala é equivalente all’unicita in

legge (Definizione 2.9) della SDE (3.9).

3.3 Proprieta di Markov forte

In questa sezione ci mettiamo nell’Ipotesi 3.3: il teorema che stiamo per enunciare,
infatti, chiarisce sotto quali ipotesi si riesce a dimostrare la markovianita forte delle
(a, b)-diffusioni (cfr. [R-W2], V).

Teorema 3.3.1 (Teorema 21.1 in [R-W2|). Supponiamo che (a,b) verificano ’Ipotesi
3.3 e sono tali che il problema della martingala con dato iniziale y € R™ sia ben posto e

che la soluzione PY sia anche unica. Allora (Xi)i>o verifica la proprieta di Markov forte
sotto PY.

Dimostrazione. Per T (%;)i>o-tempo d’arresto limitato definiamo
O0r:Q, — Q,
w(t) = w(t+ T(x)).
Dobbiamo dimostrare che
(PY 00! Fr)(w,-) = P*T(:) PY—q.c. inw, (3.22)

intesa come uguaglianza di misure di probabilita (cioé senza richiedere che il membro
di destra sia a sua volta una versione regolare). Per farlo, mostriamo che il membro di
sinistra é soluzione del problema della martingala con dato iniziale w(7T) e concludiamo
per 'unicita.

In particolare, mostriamo che per ogni s < t, per ogni A € .%,.

EP'N@(Cf —CN 1) 007 =0 PY—q.c. in w, (3.23)
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cioé
EPDCI(Cd,, — Cf )iyl =0 PY—qc inw, (3.24)

con H = 07'(A) € Fry,. Fissiamo per ora s < t, A € .Z,, f € C>. Ponendo
F(S,t, A7 f) = EPyKC{"-l-t - C’{“—&—s)]lH]

Per il punto ii) della definizione di versione regolare della probabilita condizionata, per
ogni G € Fr

EP'[1gF(s,t, A, f)] = B”[(Cf., — O )lann] = 0,

dove 'ultima uguaglianza € vera perché (O:J;H)tzo ¢ una martingala sotto PY e GN H €
F1.s. Questo significa che, per s,t, A, f fissati,

F(s,t,A f)(w)=0 PY—q.c. inw.

Chiamiamo J(s,t, A, f) I'insieme di misura 1 su cui vale I'espressione. Per completare la
dimostrazione bisogna far variare s, ¢, A, f entro un insieme numerabile e usare un argo-
mento di continuita: é sufficiente scegliere s, ¢ razionali, A € C con C famiglia numerabile
di eventi che genera .Z;. Inoltre ¢ noto che per ogni f € C°(R") esiste una successione
{ fx}rew tale che 8" f, — 0" f uniformemente per ogni h > 0 e di conseguenza, essendo a
e b limitati, .2 f;, — Z f uniformemente. Di conseguenza esiste I numerabile tale che la
(3.3) vale anche su

(| J(s.t.A f)

s,t, A, fel

che ha ancora misura 1; dalla (3.23) ¢ immediata la conclusione per continuita. O

3.4 Esistenza
Richiamiamo la notazione

A0, N;w) = sup{|w(s) —w(t)| : s,t € [0, N], [s —t] <0}
per 0 >0, NeNewe,.

Lemma 3.4.1. Siano a,b che soddisfano 'ipotesi I e tali che

> lay(t,2)| + Z |b:(t, ) < K, (3.25)

,j=1
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con K > 0.
Sia PY soluzione del problema della martingala rispetto ad (a,b). Allora esiste ¢ > 0 tale
che per ogni y € R, e > 0,m, N € N con m > K,

1 NK?
Py({wEQn:A<—,N;w>>5})§C -
m me
Dimostrazione. Se A (%, N;w) > ¢, allora esiste j € A:={0,1,..., Nm — 1} tale che
J J €
—4+t) - = > - 3.26
()=o)l (320

Infatti, dati 7, A € [0, N] con |7 — A] < &, esiste § € A tale che [s — 7| < &, [s = A| <
Percio, se la (3.26) non fosse vera, avremmo che per ogni 7, A € [0, N], |7 — A| < L,

sup
o<t<-L

1
P

w(T) —wWN)] < fw(s) —w(r)] + |w(s) —w(M] < ze,

[GNI N )

che contraddice 'ipotesi.
Adesso definiamo, fissati 0 < tg < t; < N,

7 := inf {u >0 [ Xygru — Xi| > g} A (t1 — to)-

Vediamo che 7 ¢ un tempo d’arresto (t.d.a.) rispetto a (# ,)i>o. Infatti Z; := X4 —
Xy, € adattato a (F,,)i>0 ed ¢ continuo, percio 7 := inf{u > 0: Z, ¢ B(0,5)} ¢ un
t.d.a. in quanto tempo di uscita da un chiuso; inoltre 7, = t; — ty € banalmente un t.d.a.
e quindi 7 = 7y A 72 € un t.d.a, pertanto il processo stoppato M, rr) — My, € una una
(PY,(# 1 1)t=0)-martingala nulla in 0. Ora,

to+(tAT)
Xt0+(t/\T) — Xt() = Mt0+(t/\T) — Mto +/ b(S, X) dS

to

implica
| Xiottnr) — Xt0|2 < 2| Myt (tnr) — Mt0|2 +2K3(t A 7)2,
da cui
X=X usinr < 200 = Mig)yy 10, + 2K°7%,

dove X, := sup,, | X,|. Per la disuguanglianza di Jensen (discreta),

2p

<4 ((M - Mto)to—i-t/\T + (K7)2p>

2p
to+HtNAT

(X - Xto)
per ogni p > 0.
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Essendo F(z) = 2P (p > 0) moderata, per la disuguaglianza di Burkholder-Davis-
Gundy 2.1.7 esiste C}, > 0 tale che, per ognii =1,...,n,

+2p
T

to+7

| <Biroy, ).

Ricordando che

vale

YISV
E [(M(Z) M )W] <E

usando che esiste K, > 0 tale che

2p

2p s
(M = My )eyrr <KD (MO — M)
=1

concludiamo che esiste 5p > 0 tale che

BlX =X } <C,E K /:H aii(s,X.)ds)p—i— (KT)%} < C,E[(KT)" + (K7)%].

to+7 -
Poniamo ora n :=t; — ty. Siccome, per definizione di 7,

g g
sup ‘Xt0+t — Xto‘ > § p=— ’Xt0+t/\‘r — Xt0’ > )
0<t<n 3

la disuguaglianza di Chebyshev implica

£ 2]DP sup | Xeo1e — Xio| > = < 5p((K77)p + (Kn)Qp)'
3

3 0<t<n
Percio, scegliendo p = 2 e ricordando che m > K, (%)4 < (%)2 e quindi

Nm—1 2
€ e\ 4 K NK?
| l i, — X = < 5 — | =
P < { sup |Xm+t XE] > 3}> <2Nm (3) Cs (m) 162C5 ",

1
=0 0<t<-

NK?

met

=C
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3.4.1 Convergenza di variabili aleatorie in spazi polacchi

Il risultato che segue é estremamente interessante, perché permette di "convertire"
una convergenza debole di distribuzioni in una convergenza forte di variabili aleatorie
costruite ad hoc.

Teorema 3.4.2. Sia S uno spazio polacco e {pg}ren € Pr(S,%(S)) con g % L.
—00

Allora esiste uno spazio di probabilita (0,7, P) su cui si possono costruire { X fren, X
variabili aleatorie a valori in S tali che

() X — X e
(i) pup = PX+, p=PX.

Dimostrazione. Per n € N, associamo ad ogni sequenza finita (i1,...,4,) un insieme

) € AB(S) costruito nel modo seguente: per ogni n, siano o (m € N) palle di
n+1)

raggio < 271 che ricoprono S e tali che uk(am(ff)) = u(@aff{”)) = 0 per ognin, m, k € N.

Per ogni n, definiamo D\ = o\ D(n) (n)\a@, . ,D,g") = a,(cn) (o7U-- -Ua,(fn_)l), e

Ora, ad ogni insieme finito di indici (1, ...,%,) associamo l'insieme S(;, . ;) = Dg) N
. DE:). E’ di immediata verifica che S, ;) € #(S) e inoltre

(1) Per ogni n, se (i1,...,in) # (j1,---Jn), allora Sq, iy N SG,,..j) =@
(2) =Se U] 15(117 win,g) — S(i17-~~7in);

(3) dlam S(Zl7ﬂn) S 2—n7

(4) (9SG, ..in) = P(9S,. i) = 0 per ogni k € N.

Abbiamo quindi costruito un insieme di ricoprimenti A, di S formati da insiemi di-
sgiunti, in modo che, per n < n’, A, & un raffinamento di A, . Adesso l'idea é quella
di ordinare gli insiemi dei ricoprimenti e associarli ad un intervallo contenuto in [0,1)
la cui lunghezza rappresenti la probabilita. In particolare, costruiremo le variabili alea-
torie dell’enunciato sullo spazio (€2,.%,P) con Q = [0,1),.# = A([0,1)), P(w) = dw.
Consideriamo l'ordine lessicografico sulle sequenze (i1, ...,4,) per n fissato. Definiamo
gli intervalli (tutti del tipo [a,b) con a < b) A(ilr--in)’AEfl),...in) in [0,1) con le seguenti
proprieta, che li identificano in modo univoco:

(I) |A(i1,...in)| = ,U(S(z'l,...,z‘n))a |A(“’ o ’_ ﬂk(S(n,...,z’n));

(IT) se (i1,...,%n) < (j1,..-,Jn), allora Ay
A0,

)

) ¢ a sinistra di A, ;) e lo stesso per

17“'77;71,

46



k
(III) U, i) As...in) = [0, 1), U(ii,..‘,in)Agii)’m’in) = [0,1).

Siccome la frontiera degli S(;, . ;) ha misura nulla, se Ag, ;) # @ 0 AEI?) ) #+ 2,

iseensln

allora é’(ihmﬂ:n) # @. Percio, per ogni (iy, ..., 1,) tale che S’(il,m,in) =+ &, possiamo scegliere
Tiy.in € S(i,...in) Per cui risultano ben definite, per w € [0,1),k,n € N,

k)
ily---ﬂ.n)’

X]?(CL)) = Tiy,.pip W c AE
Xn(w> = Tiy,.in WE A(h,...,z’n)-

Per la proprieta (2) si ha
d(XP(w), X[ P (W) €27, d(X™(w), X" P(w)) < 27",

percio Xi(w) = lim, 00 X7 (w) e X (w) := lim,, o, X™(w) esistono per la completezza di
S. Ora, per il punto (v) della Proposizione 1.1.5,

]}g]go ‘A’(Czlzn)’ = klim Mk<S(i1,...,in)) = M(S(m,...,z‘n)) = ’A(il,...,in)‘>

—00

percio, dato w € A(ilwin), esiste k,, tale che w € A’(““M) per ogni k > k, e quindi
X (w) = X"(w), da cui
d(Xkw), X (W) < d(Xp(w), X (w)) + d(X (W), X*(w)) + d(X"(w), X (w))
< 2—’n+1

per k > k,. Dunque, se definiamo 2y := ﬂ;’f:l(U(il,__.7z~n)A<i1w¢n>), si ha P(Q) =1

(intersezione numerabile di insiemi di misura 1) e Xj(w) — X (w), da cui il punto (i).
—00

Ora,

n+p n n o
P (Siryin)) = P(W%Xk+p(w) € S(iyyiin)) = P(W§Xk+p(w) € S(ir,...iin))
= P(w, X]?+p(w) = xil,-~~,in7in+ly~~~;in+p7 in+17 . 7in+p c D\]p)

= P(w e AF Bty dnep € NP)

1150005 ivzain+17---77:n+p’

k
- Z P((A) € A(il7""in>in+17“'7in+z>))

in+17-":in+p

_ k
= E ’A(il,...,in,in+1,...in+p)|

(in+17""in+p)

= Z Mk(Sil,...,iner)

Gt dseensbntp

= ,U'k:(s(z’l,...,in))a
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dove I'ultima uguaglianza segue dalla proprieta (2). D’altro canto, se p < ¢, per come
sono definite le X7},
PXE(S(,, i) =0

Percio, siccome, per costruzione, ogni aperto A di S si puo scrivere come unione disgiunta
di S(“

il Lemma di Fatou,

) (al variare di n), che indichiamo con Uir,msin)Sin,...in)» POSSIAMO scrivere, per
n

yeeeylin

. . XP IR T .
lim inf 27« (A) = lim inf / L0 iny By (@) AP (W)
[0,1) n<p
> / lim inf ]lu AR (w) dP(w) = P(U(il"”’i")AEfl) . ))
01y P (il;l.%,;'n) (i1reein) " esin
= pu(A).

Di conseguenza, per il punto (iii) della Proposizione 1.1.5, P4 L5 per unicita del
p—00

limite, dunque, P** = p;. Allo stesso modo si dimostra PX = p. O

Il corollario che segue é l'applicazione del teorema appena visto, decisiva per la
questione dell’esistenza.

Corollario 3.4.3. Sia {gi}ren una successione di funzioni misurabili uniformemente
limitata su uno spazio polacco S. Supponiamo esista p, € Pr(S), % . Se
—00

{9k }reno € equicontinua in ogni punto e gy k—> g puntualmente, allora
— 00

/gkduk —>/gdu. (3.27)
S k—o0 S

Dimostrazione. Siano { Xy }ren, X come nel Teorema 3.4.2. Siccome {gi }ren ¢ equicon-
tinua, esiste N > 0 tale che

|9k (Xk(w)) — g(X ()] < gx(Xi(w)) — gu(X (W))] + |gr(X (w)) — g(X (w))]
< 2¢

per k> N (w ¢ tale che Xj(w) — X(w)), percid gi(Xy(w)) — g(X(w)). Quindi,

k—o0 k—o0
per (i),

/Sgk dp, = Blge(Xp)] —— Elg(X)] = /Sgdu-
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3.4.2 1l teorema di esistenza

Abbiamo ora tutti gli strumenti per enunciare e dimostrare un importante risultato di
esistenza.

Teorema 3.4.4. Consideriamo a,b che soddisfano 'Ipotesi 3.1, la condizione di limi-
tatezza (3.25) e tali che a(t,-),b(t, ) sono continui per ogni t > 0. Allora per ogni
€ Pr(R™) esiste una soluzione al problema della martingala per (a,b) con distribuzione
niziale pu.

Dimostrazione. Definiamo

ap(t,z) == a((t — kN 2),
bi(t,z) :==b((t — k1), z).

Definiamo inoltre, per f € C2°(R™) (in notazione di Einstein),

B (1) = 37 (1,008 (0(0)) + B (1,2)0] (w(1)).

Consideriamo una variabile aleatoria Z a valori in R” (definita in un generico spazio di
probabilita) con legge u e un moto Browniano W indipendente da Z e a valori in R™; sia
o la radice quadrata di a semidefinita positiva. Consideriamo, per k € N, la SDE

X, =7+ /ta((s BN X AW, + /t b((s — k~1)*, X)) ds. (3.28)

Questa SDE puo essere risolta esplicitamente tramite induzione. Infatti, se ¢t < %,

é soluzione. Se ora conosciamo la soluzione per t < % (N € N), allora possiamo esten-

derla fino a %, dato che l'integrando ¢ funzione di (s — %, XS_% .

In particolare, per il Teorema 3.2.2, la legge P, di X risolve il problema della martingala
per (ag,by) con distribuzione iniziale p. Per il Lemma 3.4.1, per ogni N,m € N con

m > K vale ONE?
1
Pk<{wEQn:A(—,N;w>>8})§ 1
m me

(ovviamente anche ay, e by sono uniformemente limitati dalla stessa costante per defini-

1
lim sup Py ({w e, A (—,N;w) > 6}) =0
m—+00 kEN m
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e inoltre
lim p({y €R": |y| >a}) =0,

a——+00
cioé valgono le condizioni (i) e (i) del Lemma 1.2.4 e quindi {P;}ren é relativamente
compatto, dunque, a meno di passare ad una sottosuccessione, P %, P. Mostriamo

k—ro0
adesso che P risolve il problema della martingala per (a,b) con distribuzione iniziale p.

Consideriamo f € C®*(R") e ¢ : C([0,s]; R") — R continua e limitata per 0 < s < t e
definiamo

(o) = (et - state) - [ L) ) vl

Mostriamo che {gi}rew € uniformemente limitata ed equicontinua in ogni punto. Sia
z € (), fissato. Vale

91(7) — gr(W)| < [Ae(@)][Y(2) — V(Y)] + [V(W)||Ar(®) — A(y)]
< Cogy e + Ci|Ax(z) — Ar(y)]

per |z — y| < . Quindi ¢ sufficiente mostrare che {Ay}ren & equicontinua (I'uniforme
limitatezza é immediata). Scriviamo

[Ar(z) — AeW)| <[f(z(2) — f@)] +[f(z(s) — f(y(s))]
/,ﬁfk u,z) — f(u,y))du

<
€x+2

/ (a3 (u, 2)8:0; £ (2(u)) — a2 (u, 9)B:0 f (u, y(w))) du

n / (b (u, 2)0: f (2(u)) — b, )0 f (y (1)) du

s

1

Come prima,
A< [ o w,2) 030, (F(a() = Flow)]du
= [ 100, Fy(laf (u,2) = (.| du

t
<Ciege+Cy [ (= k) 0) = (= k), ) d
:C]_E:f7x + CU;AV]C
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Ora,

_ max{s,k~1} y 3 t—k~1
A = / 1090, 2) — ¥ (0, y)| du + / la(u, ) — a(u, )| du

max{0,s—k—1}

s+1 t
< / 107 (0,2)) — a9 (0, y)| du + / a(u, ) — a(u, )| du
s 0
S 02€a,x,s + C3€a,x,t>

che non dipende pitt da k. Per B si fa lo stesso. Quindi, per il Lemma 3.4.3,

/Qngkdpk — QngdP.
Ora, sia t
CI{,t = f(Xy) — f(Xo) —/0 Lo f(u, X.) du.
..; € una martingala se e solo se per ogni s < ¢
E|(C{, = Cl) -Gl =0

per ogni G € mZ! e limitata. Siccome v ¢ un’arbitraria funzione limitata (e continua)
del processo X fino al tempo s, verifica questa ipotesi e quindi, siccome P, risolve il
problema della martingala,

/Q grdPy = E((Cf, = C) -4 (x)] =0
per ogni k € N, da cui
0= [ gap=E"(C] - Chuw),

dove, come gia noto

cf = f(X) - f(X) — /Ot.ff(u,X.)du.
O

Osservazione 3.4.5. La dimostrazione appena vista sfrutta in modo decisivo la dipen-
denza esplicita dal tempo; tuttavia, anche se i coefficienti sono di tipo diffusivo, sono
possibili altri approcci per dimostrare 1'esistenza con le stesse ipotesi di continuita e li-
mitatezza: si veda a questo proposito il Teorema 4.22 in [K-S|, 5, che sfrutta anch’esso
tecniche di approssimazione e convergenza debole. Inoltre, tecniche ancora pitt complesse
hanno permesso di fare ulteriori passi avanti: si veda per esempio il Teorema 6.3.4 in

1S-V2].
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3.5 Unicita

Fino ad ora il processo X considerato nella formulazione del problema della martingala
é sempre stato quello canonico; vediamo che in effetti € anche 'unico.

Teorema 3.5.1. Consideriamo (a,b) che soddisfano U'Ipotesi 3.1, localmente limitati.
Supponiamo che esista PY soluzione del problema della martingala relativo ad (a,b) con
dato iniziale y € R™. Sia Y un processo stocastico continuo a valori in R™ definito su

(s F, (F)ter, PY) tale che
i) PY(0)=y) =1
ii) per ogni f € C(R™)
Cf, = f(V) - f(Y) —/0 ZLf(s,Y)ds (3.29)

¢ una Fi-martingala.

Fissati T € R e U aperto di R™ con la norma
]| := sup |z,
0<t<T

supponiamo che esista una costante K tale che

ot ) — olt, )| V bt 2) — bty < Klo—yl, 0<t<Timyel  (3.30)

e definiamo
T:=mnf{t >0: X(t)¢U o Y(t)¢ U}. (3.31)

Allora vale
P(Xt/\‘l' = }/;/\7- SU O § t § T) = 1 (332)

Prima di procedere con la dimostrazione, osserviamo che la scelta di un tempo d’ar-

resto costruito in questo modo serve solamente a mantenere X e Y limitati: non sarebbe
quindi necessaria se (a, b) verificasse 'ipotesi di continuita del Teorema 3.4.4 che garan-
tisce (insieme alla limitatezza) P'esistenza di almeno una soluzione.
Mettiamo inoltre ancora una volta ’accento sulla traduzione nel linguaggio delle SDE:
cio che vogliamo dimostrare (nella dimostrazione questo sara chiaro) ¢ che, date due
soluzioni X € SDE(b,0, Z,W,F), Y € SDE(b,0, Z,W,F) con Z = Z in legge, allora vale
la (3.32).
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Dimostrazione. Basta ripercorrere la dimostrazione del Teorema 3.2.3 per accorgersi che

Y soddisfa

dove W ¢ lo stesso moto Browniano costruito per mostrare che X ¢ soluzione debole
della stessa SDE. Percio, per 0 <t < T vale
2]

/O (U(Sva) - U(S,Y;))dWS

EHXt/\T - Y;S/\T‘Q]

=F

/0 (b5, X.) — b(s, Y2)) ds + / (o(5, X.) — o(s.Y.)) dW,

2
+

<2F /Ot/\T(b(s,Xs) —b(s,Ys))ds

|

AT tAT
<2F / |b(s, Xs) — b(s, YS)|2 ds + / lo(s, Xs) — o(s, YS)]2 ds}
0 0

tAT
<2K’FE U | X, — YS|2ds} ,
0
Dove é stata usata I'isometria di Ito. A questo punto, sfruttando il Lemma di Gronwall
con a=0e f(t) = E[|Xirr — Yinr|?], si ottiene
EHXt/\T - Y;i/\TP] =0,

da cui
Xt/\’?’ == }/t/\T q.C. su 0 S t S T

]

In generale, se a = oo’ pud capitare che ¢ non abbia la regolaritd che acquisisce
invece a; cid non accade nel caso n = d = 1 in cui si possono indebolire le ipotesi come

vediamo nel teorema seguente.

Teorema 3.5.2. Sian =d = 1. Il Teorema 3.5.1 rimane valido anche se la (3.30) viene
sostituita da

o(t,2) — ot )PV [b(t.2) —blt.y)| < Kle —yl, 0<t<TizyclU. — (334)
In particolare, se o > 0, basta supporre

]aQ(t,x) — az(t,y)] VIb(t,x) = b(t,y)| < Klz—y|l, 0<t<T;z,yel. (3.35)

23



Dimostrazione. Per ¢ > 0 definiamo . € C%(R) ponendo ¢.(u) = (u? + £)'/2. Calcolia-
mone le derivate prima e seconda.

oL (u) = u(u’® + 6)_1/2,

6)71/2 . u2<u2 + 8)73/2

Per la formula di Tto,
E[@E(Xt/\‘r - Yt/\‘r)] = @E(OH'
¢ 1
+ ([ 610 = Y 005,20 = s Y) + X, = V) 006, X) (s, V) )
0
tAT 1
§¢5(0)+E{(/ K|XS—YS|+§K|XS—Y3]<p;’(XS—YS)) ds} )
0
Adesso osserviamo che
ullel (u)] <1
uniformemente in € e inoltre

lim ¢ (u) = 0,
e—0

lim ¢ (u) = 1.

Passando quindi al limite e sfruttando il Teorema della convergenza dominata otteniamo
t

Bl X~ Yinel| S K [ B[ Xrs = Yoro s, (3.36)
0

da cui la tesi segue nuovamente dal Lemma di Gronwall. O]

Nei teoremi precedenti abbiamo considerato solo processi nello spazio (2, #, (%), PY).
Non abbiamo quindi da affrontare il problema dell’unicita di PY.
Dimostreremo due importanti teoremi di unicita della soluzione per il problema della
martingala, che seguono approcci differenti ma si riconducono a ipotesi molto simili. Il
primo sfrutta alcuni risultati sugli operatori in spazi .£? e 'approssimazione di X con
combinazioni lineari di moti Browniani.

3.5.1 Primo metodo: per approssimazione

Ci apprestiamo a enunciare un lemma chiave.
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Definizione 3.5.3. Dato S spazio topologico, una famiglia .7 € Cy(5) si dice totale se
la condizione

[ i@ i) = [ fa)avta)
S S
per ogni f € .7 implica p = v.

Un esempio di famiglia totale ¢ .7 = C§° (cfr. [K-S], 5.4.26).

Lemma 3.5.4. Siano PY, PY due soluzioni al problema della martingala con dato iniziale

EY [/OOO e*tf(Xt)dt] = g [/ooer(Xt)dt}

0

y. Se wvale

per ogni f € T con T totale, allora PY = pv.
Per la dimostrazione si veda [[-W|, IV, Teorema 5.1.

Teorema 3.5.5. Siano a = oo’ e b come nell’Ipotesi 3.3. Inoltre, supponiamo che a
sta uniformemente definita positiva, limitata e continua e che b sia limitato. Allora la
soluzione del problema della martingala con dato iniziale y € R?, se esiste, ¢ unica.

Dimostrazione. Supponiamo che b = 0 e che esista ¢ > 0 tale che
|ai;(7) — 6| < e perogniz € R, j=1,2,...,d. (3.37)

Per rimuovere queste ipotesi aggiuntive sono necessari rispettivamente un procedimen-
to di localizzazione e trasformazione con drift (cfr. [I-W], IV). Ricordiamo la densita

gaussiana
1\2

Gy(z) = (2rt) " 2e 2, t>0,2 € R?

e definiamo

vy(z) = /OO e MGy(z)dt, \>0,2 R,
A = [ e =nr)dy

Valgono i seguenti fatti:

(i) Vi ¢ un operatore limitato da Z7(R?) in se stesso tale che

1
VA, < flally = -
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(ii) Se p > 4V 1, esiste una costante A, dipendente da p e d tale che
Vaf (@)l < A, [Ifll, per ogni f € Z7(RY),x € R". (3-38)

Questo é vero in quanto, per la disuguaglianza di Holder,

) 1 1
VAF @) < llwally 171l per p, g taliche ~+ = =1, (3.39)

e inoltre esiste C' > 0 tale che

ol < [ e, ar <o [Tt Da< o
0 0

seg<1—1>:i<l;

(iii) Per ognii,j =1,2,...,d, g;‘gx’; con f € C%(RY) puo essere esteso a un operatore
limitato da Z?(R?) in se stesso per ogni p > 1, cioé esiste una costante C, che

dipende solo da p e d tale che

H TVLIL < 6, 11, (3.40)

(%i@xj P

La dimostrazione di questi fatti si puo trovare in [S].
Sia ora PY soluzione del problema della martingala. Passando al valore atteso nella (3.1)
si ottiene, per ogni f € C°(R?) (ricordando che X ¢ il processo canonico),

Bl = o)+ 5 | [ i) ).

Vogliamo ora moltiplicare per Ae~* e integrare da 0 a oo. Calcoliamo il secondo addendo
del membro di destra. Sia F(t) = fot Z f(X;)ds e integriamo per parti

/ h Ae ™ ME(t)dt = [e”MF'(1)]5° + / N e ME(t) dt = / h e ME(t) dt.

Sfruttando inoltre che -
| aewdt = fa),
0
si ottiene

A\E UOOO e M(X,) dt} =f(x)+ E [/Oo e MLf(X,) dt} :

0
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Ora, definendo per g € £P(R?)

i(g) == E [/OOO e Mg(Xy) dt] : (3.41)

si ricava, avendo prima posto ¢;;(z) 1= a;j(x) — d;;(2),
d
1 1 O f
[ (Af - §Af) = f(z) + 51 (i;:l Cij(')—axiamj (')) )

Si pud vedere per esempio in [S-P-BJ, 7, che V) ¢é il cosiddetto risolvente per il moto
Browniano, cioé

1
o (2030 = 3A04)) = ()
per ogni h € £P(RY). Scegliamo in particolare h € C>°(R%):

palh) = Vah(z) + 3y (Z cij<->%g;j<->> , 3.42)

,j=1

da cui, usando la (3.37), la (3.39) e la (3.40), per p > 4 v 1,

S
()] < Ap |1, + 5d°Cy sup |ua()] 1A, -

£, <1
Percio, se valesse che sups <1 [pa(f)] = [[uall, < oo, passando al sup anche in A, si
otterrebbe
A —
Me> 77254
! (1 - §d2cp)

per ogni € > 0 tale che 1 — 5d°C), > 0. Verifichiamo dunque ||u,l|, < oo.

k E k41
v, = — t —,—— |, keN
)= (e)s te|pm i) ke

e sia W il moto Browniano del Teorema 3.2.3. Definiamo

Counsideriamo

t
XM (w) =y —i—/ o(Y ™) dw,.

0
e, per f € Cy(RY),
u(f) = E { / e M F(X™) dt} .
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Vediamo che p8™ (f) — pa(f). Infatti
m—0o0

a(f) =D = B D / e (1) = (X)) dt]

_\E _Z /:m e (/Ot (o(X0) = (X 1)) dWs> dt]

per la continuita di o. Vediamo che H uf\m)

< Q.
q

Hu&m = sup E/ e_’\tf(Xt(m))dtH
« <l Lo
.

— sup |E Z/ e‘”f(y—ka(XLm) Wt> dt

ST 2
< o

— sup Z/ e NME [f (y—l—o(Xim) Wt>] dt| .

1£1,<1 g ¥ 2 2

Pertanto, siccome Xjom € costante sotto PY(-|.%om), 'argomento di f é una trasfor-
mazione lineare di W, ~ _4{; che ha densitd G;; poiché inoltre oo’ (cioé la matrice
di covarianza della trasformazione lineare) é uniformemente definita positiva e limitata,

esiste K > 0 tale che
k+1

Hu&m)( < K sup i/w e“( f(2)Gi(x —y) dx) dt
=0 ¥ 3 R

I1£1l,<1

= K sup /[Rd /000 e MGy(x —y) f(x) dt dz

I71,<1

— K sup / (e - y)f() do

I71,<1

=K sup |[(Vif)(y)] < KA, < oo

I71,<1

per la (3.38). Facendo lo stesso conto visto in precedenza,

m €
B )< Ay I, + 3Gy swp (D I1B],

I

percio, avendo appena visto che Hug\m) H < 00,

. A
S By
2 p
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Infine,

] o)
<
HﬂAHq-—lgEingMA

N R—
¢~ 1—£d2C,

Sia ora P¥ un’altra soluzione del problema della martingala con dato iniziale y. Definendo
f in modo analogo a ) (ma calcolando il valore atteso rispetto a PY) si ha, per la (3.42),

dove

Pertanto
(x = 1) (f) = (o — 1) (Kn ),

e poiche || K, f]| < 60 £l

P — 2

2

- d -
sup [(pa — fx) (f)] Sgé‘cp sup |(a — fia) ()]
11, <1 11l <1

A questo punto, se scegliamo ¢ > 0 tale che %56}) < 1, deve necessariamente valere
ua(f) = a(f), da cui segue la tesi per il Lemma 3.5.4. O

3.5.2 Secondo metodo: marginali unidimensionali

Un altro approccio che si puo seguire per la dimostrazione dell’unicita consiste nel metter-
si sotto ipotesi che prevedano I'unicita delle marginali unidimensionali per poi sfruttare
la proprieta di Markov forte vista in precedenza.

Teorema 3.5.6. Supponiamo che per ogni y € R", date PY e PY due soluzioni del pro-
blema della martingala omogeneo con dato iniziale y, queste hanno le stesse distribuzioni
marginali unidimensionali, cioé

PY({w(t) € A}) = PY({w(t) € A}) VA Borel. (3.43)

Allora, per ogni y € R" la soluzione al problema della martingala omogeneo, se esiste, &
unica.
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Dimostrazione. B sufficiente mostrare che PY e PY hanno le stesse distribuzioni finito-
dimensionali. Fissiamo quindi 0 < t; < t5 < -+ < t;; < oo e mostriamo che PY e Py
coincidono su o(Xy,, Xy, ..., X, ) (qui con o si intende la o-algebra generata).
Procediamo per induzione su k; il passo base é vero per ipotesi. Supponiamo quindi che
I'uguaglianza sia vera per kK — 1. Ora, la tecnica vista nella dimostrazione del Teorema
3.3.1 mostra che, a meno di un insieme N PY- nullo,

QY = (PYo b, |o(Xy,Xsy, ..., X4, ,))(w,-) risolve il problema della martingala con
dato iniziale w(t,_;). Analogamente, a meno di un insieme N PY-nullo, QV := (ﬁy o
0" |o(Xe, Xe,,. .., Xy, ,))(w,-) risolve il problema della martingala con dato iniziale

w(tg—1). Di nuovo per ipotesi, quindi, Q¥ e QY hanno le stesse marginali unidimensionali
su (N U N)°. Di conseguenza, fissati A € B(R"*~1)) e B € R", vale

Q'{w € Qiw(ty) € B} = Q{w € Quiw(ty) € B},
e dunque
Pw e Q,: (w(ty),...,w(ti-1)) € A, w(ty) € B}
=B [E™ i, ox ey lix, entlo(Xa, .o Xy )]
=E" [Lx,,,.x0, ,en@Q"({w € Q1 w(ty) € BY)
=B [1ix,..x, e @ ({w € Qn tw(ts) € B}
(poiché PY e PY coincidono su o(X;,,..., X))
=B [11x,.x,_,en @' ({w € Qu s w(ty) € BY)]
=Pw e Oy (w(ty),...,wlti1)) € A, w(ty) € B).
O

Percio, per ottenere 'unicita del problema della martingala é sufficiente trovare con-
dizioni che garantiscano 'unicita delle marginali unidimensionali. Una di queste ¢ data
dalla seguente proposizione.

Proposizione 3.5.7. Supponiamo che per ogni f € C§°(R"), il problema di Cauchy

{%(t,x) = ZLu(t,z)  in (0,00) x R (3.44)

u(0,-) = f in R™.
abbia una soluzione uy € C([0,00) x R™") N CH2((0,00) x R™) limitata su [0,T] x R™ per

ogni T < oo. Allora, se PY e PY sono due soluzioni al problema della martingala con
dato iniziale y € R", le loro distribuzioni marginali unidimensionali coincidono, cioé vale

la (3.43).
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Alla dimostrazione anteponiamo un lemma.

Lemma 3.5.8. Sia g : [0,00) X R" — R tale che g € C*?((0,00) x R") e sia X una
soluzione debole della SDFE (3.10) rispetto ad un set-up (Z, W, (F)i>0) con W definito
su uno spazio (,.%, P). Sia inoltre £q definito come in (3.2) ma sostituendo g(-) con
g(t,-). Allora il processo

MY ::g(t,Xt)—g(O,Xo)—/o (gi*f)( X,)ds (3.45)

¢ una martingala locale continua (ed é una martingala su [0,T] se T ¢é definito come
nella (2.3) e T < ).

Dimostrazione. Per la formula di Ito

ZZM”’ con M(u) _:/ (s, X)ai g(s, X,) dWY), (3.46)

=1 j=1 v

che & una martingala su [0,7] se T < co. Se invece T' = 00, bisogna porre condizioni di
limitatezza, motivo per cui introduciamo la successione localizzante {7, },cn, con

t
_ inf{t >0: 1%, = n o / (s, X)[2 > n}
0

in modo che, per n € N, i processi

AT
n a .
My, = Mipr, = ;;/ oij(s, Xs) (9 ig(s,Xs) AW ) (3.47)
siano martingale continue. Da questo segue la tesi. O

Dimostrazione (della Proposizione 3.5.7). Fissiamo T > 0 e definiamo
g(t,x) =us(T —t,x), 0<t<T,zeR"
che per ipotesi ¢ di classe C,([0,T] x R™) N CY2((0,T) x R™) e soddisfa
—+Zg=0 1in (0,7) x R",
g(T,)=f inR™

Ora, per il Teorema 3.2.3, sotto PY e Py il processo canonico (X;);>o € soluzione de-
bole della SDE (3.10) e quindi, per il Lemma 3.5.8, il processo (g(t, X))icpo,r] € una
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F-martingala locale sotto PY e ﬁy; in particolare, ¢ proprio una martingala perché é
continua e limitata. Si ha quindi

EP'[f(Xr)] = EP'[¢(T, X7)] = 9(0,2) = EP"[¢(T, X7)) = BT [f(y(T))],

cio¢, essendo f arbitrariamente scelta in C§°, che é totale, e T" scelto all’inizio, vale la
(3.43). O

E’ noto (cfr. [S-V2], Teorema 3.2.1) che una condizione sufficiente per la risolubilita
del problema di Cauchy (3.44) ¢ che a,b siano funzioni solo di x € R™ limitate e Hol-
deriane, e che a sia uniformemente definita positiva. Ritroviamo quindi, in questo caso
specifico, un’ipotesi solo leggermente piu forte di quella del Teorema 3.5.5.
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