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Introduzione

Un punto critico di una funzione f : U — R" di classe C*, k > 1, con U aperto di
R™, ¢ un punto in cui la matrice Jacobiana di f non ha rango massimo. Il Teorema di
Morse-Sard afferma che I'immagine dei punti critici é¢ un insieme di misura di Lebesgue
n-dimensionale nulla se sussiste la seguente relazione tra k, m e n:

k> max{m —n+1,1}.
Tale risultato ¢ ottimale, come attestato da un controesempio di H. Whitney [11].

Il Teorema di Morse-Sard é cosi chiamato, in quanto A.P. Morse nel 1939 pubblica
la versione per funzioni a valori reali in [6], successivamente generalizzata da A. Sard nel
1942, a funzioni a valori vettoriali, vedi [9]; a tale risultato ci si riferisce spesso con la
dicitura di Lemma di Sard.

Vi sono due casi di particolare rilevanza: il caso m = n, e il caso n = 1.

Nel primo caso, il Teorema di Morse-Sard puo essere cosi enunciato:

Sia U un aperto di R" e sia f: U — R"™ una funzione di classe C*(U).

Allora L™(f(crit(f)) =0 dove

crit(f) ={zx €U : det Df(x) = 0}.

Il secondo caso, riguardante funzioni a valori reali, ¢ il Teorema di Morse, che
possiamo enunciare nel modo seguente:

Sia U un aperto di R™ e sia f: U — R una funzione di classe C™(U).

Allora LY (f(crit(f)) = 0 dove

crit(f) ={zx €U : Vf(z)=0}.

In particolare, da questo risultato si deduce che quasi ogni insieme di livello di f ¢ una
varieta di classe C™.

Il capitolo centrale di questa tesi é il Capitolo 2, in cui diamo una dimostrazione del
Teorema di Morse-Sard. Il caso m < n non é difficile da trattare, ma decisamente pit
complicata é la trattazione del caso m > n. Di questo caso, forniremo la dimostrazione di
Moreira e Ruas pubblicata nel 2009 in [5], la quale fa uso del cosiddetto Curve selection
lemma, si veda [4].



Nel caso m = n, l'ipotesi f € C* richiesta dal Teorema di Morse-Sard non ¢ ottimale.
Infatti, D.E. Varberg nel 1966 in [10] dimostra che & possibile indebolire la regolarita di f
richiedendo la sola differenziabilita. Di tale teorema forniamo la dimostrazione originale
di Varberg, la quale poggia anche su risultati di Flett [2]. Essa costituisce il terzo capitolo
della tesi.

A concludere I'elaborato € una significativa applicazione del Teorema di Morse-Sard:
la formula di coarea per funzioni sommabili a valori reali. Mettiamo qui in evidenza il
rilevante caso particolare: se f € L'(R"), allora

ROLS /0 h ( /d o 1) do(:v)) dt

dove B(0,t) sta a indicare la palla di R™ centrata nell’origine e di raggio t.



Capitolo 1

Preliminari

In questo capitolo introduciamo alcune notazioni e raccogliamo alcuni risultati prelimi-
nari che saranno utili per la dimostrazione del Teorema di Morse-Sard, argomento del
successivo capitolo.

Sia S C R™. Indichiamo la chiusura di S con S e denotiamo S’ il derivato di S, ossia
I'insieme dei punti di accumulazione di S.

Inoltre, se S & un insieme misurabile secondo Lebesgue di R”, scriveremo vol(.S) per
indicarne la sua misura di Lebesgue.

Le palle di centro x e raggio r verranno denotate B(x,r) e denoteremo con w, la
misura di Lebesgue della palla unitaria in R".

1.1 Formula di Taylor

Ricordiamo qui le formule di Taylor con il resto di Lagrange e di Peano per funzioni di
pit variabili.

Teorema 1.1 (Formula di Taylor con il Resto di Lagrange). Sia f: A — R, A aperto
diR™ e f € CF. Siano x, T € A,x # T, tali che [x,7] C A. Allora 3¢ €]7, x|, tale che:

f(.CL') _ Z Daaffj)(ﬂf—ﬂ?)a#— Z Daf(£>(x_i,)a
|

ol
lofl <k—1 la||=k

Teorema 1.2 (Formula di Taylor con il Resto di Peano). Sia f: A — R, A aperto di
R™ e f € C*(A). Siano z, T € A,z # T, tali che [x,z] C A. Allora:

1) = 3 P Dzt ofe -7l

|| <k

per x — X.



Dimostrazione. Per il Teorema 1.1, 3¢ €|z, z[, tale che

fla)y=">_ =10 > Daf' x— 7).

al
lall<k—1 lledll=F

Per dimostrare il Teorema dobbiamo mostrare che, per x — &

S PO gy = 5 IO ey (e — ),

=k ' lell=k

cioé . el —i(DOF(§) = DO f(2))(z — 7)°

o [« — 2|

= 0.

Utilizzando le proprieta della norma si ha

I (DU =D @) —2)*| < Y ID*F() = DS @Iz =) (L.1)

[l =k [l =k
e, per le proprieta dei multiindici, si ha che
Iz = 2)°|| < [lo — 2. (1.2)

Quindi da (1.1) e (1.2) si ottiene

I (DU = D@ —2)* | < Y ID*f(E) = D f@llz —z|*.  (1.3)

lledll=k lledll=k

Per (1.3) vale

lim > fal=k(D (&) — D*f(2))(z — 2)°
= o= alF :
< lim D ol =k ”Daf(Hf) - l_j‘r;f(fc)”Hx —z|*
=lim Y [I(D*f(€) = D*f(2))],

llell=k

da cui deduciamo che

2o =k(D (&) = D*f(2))(z — 2)°

[l — z]]*

lim <lim »  [[D*f(€) - Df(z)].  (1.4)

T
llall=F




f ¢ di classe C*, quindi tutte le sue derivate fino a ordine k& sono continue in Z, inoltre
dal fatto che ¢ €]z, Z[ deduciamo che

lim £ = Z. (1.5)

T—T

Vale inoltre, per le proprieta della norma che, se a ¢é tale che |a| = k,

n

D2 f© -0 @<\ Y (Fee© oo, @) (16)

11,82,23,...,0,=1

Otteniamo quindi da (1.5) e (1.6)

lim Y [Df(€) - D°f(@)] <

lall=k

S }:LH% - Z (fle ..... Ty, (5) - fxil ..... T, ([E))Q = 07
e da (1.4)
> a=k(Df(§) = D*f(2))(x — 2)°

e — z[*

lim
T—T

1.2 Un teorema di ricoprimento

Il seguente & una versione di teorema di ricoprimento di Vitali, presente in [5].

Lemma 1.3. Sia U C R™ aperto di misura a < 400 e sita X C U tale che per ognix € X
esiste B(x,0,) C U. Allora esiste un sottoinsieme finito o numerabile {x;};er C X tale
che X C Ui B(w4,04,) € Y ;e vol(B(w4,04,)) < 3™a

i

Dimostrazione. Denotiamo w,, la misura della palla unitaria in R™.
Sia B(z,9d,) C U. Essendo vol(U) = a, si ha

vol(B(x,0,)) = wnoy' < a, (1.7)

quindi
sup{6 >0 : Jr € X,8, =6} < /L < 400,
Wm

Costruiamo {z;};c; mediante un ragionamento iterativo.
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Sia z; € X tale che:
1
Oy > §sup{(5>() s drv e X, 0, =0}

possono verificarsi due casi:

(i) Vo € X \ {x1}, B(x, %z) N B(xy, %) # ().

3
(iil) 3o € X \ {1} tale che B(z, %x) N B(z1,0,,) = 0.

Caso (il).
In questo caso otteniamo che per ogni z € X \ {x;}
0y 0y _sup{d>0:3Jye X d, =0} ds 20,  Ou

—n] < =+ 2 < < 2+ 2=,
|z — 24| 3+3_ 3 +3 3+3 .

e quindi
X C B(l’l,(sxl).

Inoltre, per (1.7),
vol(B(z1,6,,)) < a < 3™a.

Cio da la tesi.
Caso (iil).
In questo caso Jzo € X \ {z1} tale che:
O J

B(wy, =2) N B(wy, =) =0 (1.8)
3 3
e
1 Oz Oz,
Oy > isup{é >0:3dre X, 0, =09e Bz, 3) N B(xy, ?) = 0}.

Dato che le due palle sono disgiunte, si ha che
Oz, O Oz O
vol(B(z1, ?)) + vol(B(xs, ?)) = vol(B(z, ?) U B(z2, ?)) <vol(U) = a.

Osserviamo che vol(B(z,r)) = 3™ vol(B(z, 5)). Dunque

vol(B(z1,dz,)) + vol(B(x2, 0,)) < 3™(vol(B(xy, %)) + vol(B(z4, %))) < 3"a. (1.9)

Si procede considerando i seguenti due possibili casi.
Oz Oz,
(i2) Vo € X \ {x1, 22}, B(x, 3) N (U2, B(z;, ?)) £ ().



(ii2) 3z € X \ {z1, 22} tale che B(z, %) N (UL, B(x;, 3 =i)) = 0.
Nel primo caso, ossia (i2), abbiamo che se z € X \ {x1,z2} allora o

B(z, %””) N B(xl,%) £0 (1.10)

oppure

B(x, %) N Blay, %) = 0

(1.11)
B( )ﬂB<x273)7é®
Nel caso (1.10), si ha

R | Oz
|z — x| < §+? < gsup{5>0 : EIyGX,éyzé}—i—?
2 Oy
< 551’1 + ? = 5901.
Quindi
x € B(x1,0,,) € B(xy,6,,) U B(22,04,).

Nel caso (1.11), si ha

o= aall < % + 222
rT—z -+ =
R

1
< gsup{5>0 : ElyeX,5y:5,B(y,§y)ﬂB(x1,—

28,, 0
R
3 T3 Om

Quindi
x € B(x9,0,,) € B(x1,06,,) U B(22,0.,).

Da (i2) segue cosi
X C B(x1,0q,) U B(22, 0z,),

e da (1.9)

ZVOI (x;,02,)) < 3™a.

Consideriamo (ii2), cioé
Jz € X \ {z1, 22} tale che B(x, %) N (UL, B(z;, %)) =.

In questo caso esiste z3 € X \ {x1, 2} tale che

53 ) N (UL 13(1’“5—)) =0 (1.12)

B( xs, 3



1 ,
Oy > §sup{5 >0:3JyeX,o,=0 By, %) N (U2, B(;, %)) = (}.

Oz
Abbiamo quindi 21, z9, 23 € X e, per (1.8) e (1.12), le palle B(z, ?1), B(x,, 5?,)2),

B(zs, 53 ) sono a due a due disgiunte. Quindi:
3 5961
Zvol xz, ) = vol(U;_, B(z;, ?)) <vol(U) = a,

da cui ,
Zvol( Ti, 0g,)) = 3mZVOl :CZ,— )) < 3"a.
i=1

Iterando il procedimento si trova un insieme finito (se si verifica ad un certo punto
un caso (i)) o infinito (nel caso non si verifichi mai un caso (i)) di indici I tale che

{z;}ier C X e Zvol (x;,02,)) < 3™a.

el

Mostriamo che I é al pitt numerabile. Sia:

Ev={iel:é,>1}

<4, <1}

N | —

={iel

1 1

Quindi si ha che card(E}) ¢ finita per ogni k € N, infatti

in generale

IZ 1 m
a > Z vol(B ZL’Z, Z W (=)™ > card(Ek)wm(ﬁ)
iEEk ’LEEk
e cioé .
2 m
card(By) < 22" . (1.13)
wm

Osserviamo inoltre che
I = UpenEy. (1.14)

Da (1.13) e (1.14) segue che

2]@ m
card(I) = card (UgenFEy) = anrd (Ey) < Z a(2') < 00
e quindi la cardinalita di I ¢ al pit numerabile. ]
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1.3 Sezioni di un insieme compatto

Per la dimostrazione del Teorema di Morse-Sard 2.8, avremo bisogno del seguente risul-
tato di teoria della misura.

Lemma 1.4. Sia K C R" = RP x R"™P un compatto tale che per ogni x € RP, ["insieme
K, ={yeR"?: (z,y) € K}
ha misura zero in R"™P. Allora K ha misura zero in R™.

Dimostrazione. Siccome K é compatto, allora esiste R > 0 tale che K C B(0, R) x R""P,
dove B(0, R) ¢ la palla di centro 0 e raggio R in RP. Per ogni x € B(0, R), K, ha misura
zero. Da cio segue che per ogni € > 0 esiste una famiglia di palle {B(y;, ;) }icr in R"7P
tale che
K, C UierB(y;,ri) e ZVOI(B(%,H)) < e (1.15)
iel

Essendo K compatto, si ha
39, > 0 tale che K N (B(x,0,) x R"™?) C Uier(B(z, ;) x B(yi,1i))- (1.16)
Infatti, se cosi non fosse, avremmo che

V> 0,3 (us,vs) € KN (B(x,d) x R"P)\ (User(B(z,9) x B(y;,13)).
Scegliendo § = 1 si avrebbe che
n

Vn eN, 3 (uy,v,) € KN (B(z, %) x R"7P)\ (Uier(B(x, %) x B(yi, 1))

Abbiamo quindi una successione (u,, v, )neny C K tale che

1
VneN unGB(x,ﬁ) (1.17)
e tale che )
(tn, vn) & Uier(B(z, ﬁ) X B(yi, 7)) (1.18)

Osserviamo ora che da (1.17) segue che

nh—>r£loun =z (1.19)
e da (1.18)
Un, & Uier B(Yi, 1i)- (1.20)

10



Siccome in R™ un insieme & compatto se e solo se & compatto per successioni, si ha
che esiste (u,v) € K ed esiste (up,,vp, )nen C K sottosuccessione di (uy, v, )nen tale che

lim (up,,vn,) = (u,v) € K. (1.21)

n—-+o0o

Da (1.19) e tenendo conto del fatto che (up, )nen € sottosuccessione di (uy,)nen si ha

lim w,, =2
n—-+00

e quindi, per (1.21),
u=zx. (1.22)

Da (1.20) segue che
Up,, € R"P \ (UiGIB<yiv Tl))

Dato che R" P\ U;e; B(z;,7;) € un chiuso e vy, converge a v, per la caratterizzazione per
successioni di un insieme chiuso, si ha che

v € R\ (Uicr B(yi, 7))
cioe
v & Uier B(yi, ). (1.23)
Da (1.21) e (1.22) segue che v € K, e da (1.15) si ha
v € UierB(ys, 4)

e cio ¢ in contraddizione con (1.23). Abbiamo cosi dimostrato (1.16).
Dal Lemma 1.3 con U = X = B(0, R) posso ricoprire X con una famiglia finita o
numerabile di palle {B(z);60)};c; di RP tale che

> “vol(B(zY,69)) < 3”vol(B(0, R)). (1.24)
jeJ
Per (1.16), possiamo definire un ricoprimento aperto di K { B(z), §@)x B(y"
Da (1.15), (1.24) e dal fatto che vol(A x B) = vol(A) vol(B) si ha

> vol(B(z?,69) x By, 1)) < € vol(B(z?),6Y)) < €37 vol(B(0, R)).
i,J J
Quindi per ogni € > 0

u(K) < e3"vol(B(0, R)).

Per I’arbitrarieta di € segue che K ha misura zero. O

11
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Capitolo 2

Teorema di Morse-Sard

Questo é il capitolo centrale della tesi. Qui infatti enunciamo e dimostriamo il Teorema
di Morse-Sard nella sua formulazione ottimale.

I1 Teorema di Morse-Sard (Teorema 2.8) afferma che, se f : U — R", con U aperto
di R™, m > n, & una funzione di classe C"™~"*1 allora f(crit(f)) ha misura zero in R".
Qui crit(f) denota I'insieme

crit(f) :={x € U| rg Df(x) non & massimo}
Ovviamente, se n = 1, tale insieme coincide con
C(f) ={zeU|Vf(zx) =0}

Di tale teorema diamo la dimostrazione di Moreira e Ruas in [5], la quale fa uso del
cosiddetto “Curve selection lemma”.

2.1 Il “Curve selection lemma”

Definizione 2.1 (Insieme algebrico). Sia V' C R™. Diciamo che V' ¢ un insieme algebrico
se e il luogo degli zert di un numero finito di polinoma.

Definizione 2.2 (Insieme semialgebrico). Sia U C R™ un aperto definito da un numero
finito dv disequazioni polinomiali, ossia

U={zeR": gi(z) >0,...,g95(x) > 0}

con g; polinomio per ogni t € {1,...,h}, e sia V. .C R"™ un insieme algebrico. Allora
UNV é detto insieme semialgebrico.

Vale il seguente risultato.

12



Lemma 2.3 (Curve selection lemma). Sia U C R™ un aperto definito da un numero
finito di disequazioni polinomiali e V- C R™ un insieme algebrico.

Se 0 € UNV, allora esiste una curva reale analitica v : [0, [— R™, tale che v(0) = 0,
ev(t) e UNV per ognit > 0.

Tale risultato, dovuto a Milnor, ha una dimostrazione molto articolata, per la quale
rimandiamo al capitolo 3 del libro [4].

Il seguente risultato ¢ un’applicazione del Curve Selection Lemma 2.3 che servira
nella dimostrazione del Lemma 2.6.

Proposizione 2.4. Sia U C R™ un aperto, 0 € U. Sia f : U — R una funzione
polinomiale tale che f(0) = 0. Se C € R, C > 1, allora esiste un intorno W di 0 tale
che:

[f (@) < CllzllIDf ()| Vo e W.

Dimostrazione. Definiamo:
S={z e U : Clz[||Df(@)]| < |f(2)]}.

Se S = allora W = U.
Sia S # (). Se 0 ¢ S’, dove ricordiamo che S” denota I'insieme dei punti di accumulazione
di 9, allora

dr>0: B0O,r)CU

[f(@)] < Cllel[|Df (@), Ve B0,r);

in tal caso W = B(0,r).
Resta da considerare il caso S # 0 ¢ 0 € S’. Dato che f ¢ una funzione polinomiale,
anche Df é una funzione polinomiale, quindi 'insieme S ¢ semialgebrico.

Quindi per il Lemma di selezione della curva, vedi Lemma 2.3, si ha che

de>0edvy:[0,¢[— R™,
tale che v € C*, y(0) = 0, v(]0,¢[) C S e
V(O =1, Vteloe. (2.1)

Pertanto
Clrv@OMIDF DI < f (v (@))]-
Definiamo la funzione ® : [0,e[— R, ®(¢) = (f o y)(?).
Allora vale
Clly@IIDF DI < @) V€ [0,€] (2:2)

13



e si ottiene da (2.1) e (2.2) che

Cly@NIEHIL )] = Clly@ONIEICS o) (2]
< Clly@OIIENDF @Y @O < @@y (@)

= [tlF(y @I, vt € [0, €.

Abbiamo cosi dedotto che
CllyONE@" ()] < [¢]f(v(t))

Applicando lo sviluppo di Taylor centrato in 0 con il resto di Lagrange alla funzione

| vt €[0,6l. (2.3)

v si ha
Y(t) =(0) +(7)t =+ (7)t,

con 7 € [0,1].

Tenendo conto di (2.1) e che v(0) = 0 si ha
() —~(0)
quindi
lim L . 1
=0+ || (%) N
ovvero .
Vo>0,30€0,€: HWH <1+o0,Vt€|0,9]. (2.4)
Allora L .
— < (1 +0), Vt €]0,0]. (2.5)
TN =
In particolare posso scegliere o abbastanza piccolo di modo che
1
Otteniamo da (2.4), (2.5) e (2.6) che
Elpe} ! 1{ 30 €]0,¢[ tale che Ll <p Vte€o,d]
2k ) € el = ;
C Cly@l
e quindi, da (2.3),
£]|2°(2)| < pl@(t)] Vi €]0,0]. (2.7)
Definiamo ora la funzione: ¢ :]0,d[— R, g(t) = ®(t)]). g & derivabile e risulta
(t)

g(t) = jtaogqcb( 0= 5

14



quindi, per (2.7)

Allora, per ogni s €]0, d], si ha

0 ' S 5 5|7
hog ol | = 1a0) = 9(6) = | [ @ran| < [ o = prog|2| =10s]%]
da cui
|P(9)| (5)p
S —
[@(s)] — \s
Abbiamo cosi ottenuto o\ p
> | = .
() = (3)" 12(0)] ¥ €)0.d]
Dato che § < 1 si ha che g > s, e quindi
o
PN o) vs elo, 4
SP
da cui segue, tenendo conto di (2.2),
lim inf q)(s)‘ > [D(6)] > 0. (2.8)
s—07t sP

Essendo ® € C? e scrivendo il suo sviluppo di Taylor centrato in 0 con il resto di
Lagrange si ha
O(s) = @(0) + d'(7)s

con 7 €]0, .
Siccome

si ha

B(s) = '(7)s. (2.9)

d’ & continua su [0, §]. Definiamo

M := max |®'(t)].
te[0,6]

Tendendo conto di (2.9) si ha

‘cb(s) <M Vsel0,d[ (2.10)

S

15



Da (2.10) si ha che

) )
)] 2O ams - gt vs g0, (2.11)
sP S
e quindi da (2.8) e (2.11)
P
lim inf (S>‘ < lim Ms'™? =0
s—07+ sP s—07t
e ¢io ¢ in contraddizione con (2.8). O

2.2 Un risultato preliminare

In questo paragrafo, dimostreremo il seguente risultato.

Proposizione 2.5. Siano U C R™ un aperto e f : U — R™ una funzione di classe C?(U).
Sep> %, allora f(C(f)) ha misura zero in R™, dove C(f) :={x €U : Df(zx) =0}.

Tale risultato implichera facilmente il Teorema di Morse (Teorema 2.7), riguardante
le funzioni reali, ma verra anche utilizzato per dimostrare il caso piu generale di funzioni
a valori vettoriali, Teorema di Morse-Sard (Teorema 2.8).

Per la dimostrazione della Proposizione 2.5, faremo uso del seguente risultato.

Lemma 2.6. Sia U C R™ aperto. Sia f:U — R, f € C"(U), r > 1. Allora

lim 1) = Fl)l _ 0 Vaecerit(f)nU
vy el

dove crit(f) ={x € U : Vf(xz)=0}.
Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che:

de>0: ‘v’k:EN\{O}E!ykGB(x,%)ﬂcrit(f)\{x}eM>e

lye — )"~
Cio definisce una successione di (yx)ren C crit(f) tale che:
kgrfoo Yp = (2.12)
e tale che
|f(ye) = f(@)] = ellyr — =", VE € N\ A{0}. (2.13)

16



- De
Sia f(y) = Z f‘@) (y — x)® il polinomio di Taylor di f di grado r centrato in .
llal <7 ’
Tenendo conto di (2.13) e del fatto che f(z) = f(z), si ha

[Flue) — F@) = |f () — F@) + Flyn) — Flun)]

> [f(yw) = F@)| = 1f(yr) = f(yn)l

> ellye — lI” = 1f(we) — S i)l

Abbiamo quindi dedotto che

[f () = f(@)| = ellyr — 2l|” = [ (ye) — f ()l (2.14)

D’altra parte, dalla formula di Taylor con il resto di Peano, vedi Teorema 1.2, si ha
che

[f (k) = f )| = olllye — ") per k — +oo. (2.15)
Per definizione di o-piccolo e (2.15) ne deduciamo in particolare che

€
IN € N tale che |f(yr) — f(yr)| < §Hyk —z||" Yk >N,

quindi, da (2.14),

) = F@)| = Sllge—2l” V= N. (2.16)

La derivata di f ha un polinomio di Taylor che é la derivata del polinomio di Taylor
di f, quindi si ha

Vi) = V) +olllye — =[I"™), Yk = N

e dato che Vf(yx) = 0 per ogni k € N si ha

IV F ()l = olllys — ="™") Yk > N. (2.17)

Consideriamo ora il caso in cui f(z) =0 e quindi f(z) = 0. Definiamo l'insieme
Vi={eR" : {=u—x, uecU}.

Siccome x € U allora 0 € V. B B
Definiamo la funzione h : V. — R, h(v) = f(v + z). Dato che f ¢ una funzione
polinomiale, anche h é una funzione polinomiale ed é tale che



Applicando la Proposizione 2.4 ad h con C' = 2, si ha che
JW intorno di 0 tale che |h(v)| < 2|jv||||VR(v)|| Vve W.

Definiamo l'insieme Z := {w +z : w € W}. Z & intorno di z, e dato che Vh(v) =

Vf(v+z), si ha

|[f (v +2)] < 2[u[l[|Vf(v+2)].

Ossia, dato che v € V allora v = u — x, quindi v = v + x, si ha

[f(w)] < 2flu = z[[Vf(w)| YVueZz (2.18)

Da (2.12) e dal fatto che Z ¢ intorno di z ne deduciamo che la successione (yx)ren
appartiene definitivamente a Z, quindi

dM e N, M > N talechey, € Z Vk>M

allora, da (2.18) con u = yj, € k > M si ha che

[ (i) | < 2y — =V f () (2.19)
e quindi da (2.17) e (2.19)

()l < 2llye — 2llollys — 2") = o(llyx — ).

Abbiamo quindi dedotto che

|f(ye)l < olllys —=lI") Vk = M. (2.20)
Da (2.16) e (2.20) si ha che

€ r ~ ,
§Hyk—$|| <|flye)l <olllyx — z[|") Vk > M,

quindi
o =l
2 " kotoo |lyp — ||
Da cui segue che € < 0, che é assurdo perché e > 0. Quindi vale al tesi.
Consideriamo ora il caso f(z) # 0. Definiamo la funzione g : U — R, g € C*(U),

tale che

gy) = fly) — f(z)

quindi g(x) = f(x) — f(z) =0 e crit(f) = crit(g).
Per quanto visto nel caso f(z) = 0 applicato alla funzione g si ha che

lim gl 0 Vaxecrit(g)NU
v 1Yl
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ossia

lim ) = J@)] =0 Vzecrit(f) nU.
ONP [

Abbiamo quindi dimostrato la tesi.
O

Siamo ora in grado di dimostrare la Proposizione 2.5, facendo uso, sia del lemma
sopra, che del Teorema di ricoprimento 1.3.

Dimostrazione della Proposizione 2.5. Dato che U ¢ unione numerabile di insiemi limi-
tati e dato che una unione numerabile di insiemi di misura zero ha misura zero, possiamo
supporre senza perdita di generalita che U sia limitato.

Osserviamo che

C(f) = (@) NC))u(CH\NCU)).

Consideriamo come primo caso gli & € C(f)NC(f).
f:U— R quindi f(z) = (fi(z),--- fu(Z)), con f; : U — R. Possiamo applicare il
Lemma 2.6 alle singole coordinate della funzione f e quindi per ogni ¢ € N

|fily) = fi(7)]

S I TR
Y=z — I
yEerit(f) y
Abbiamo quindi dedotto che
Q=S
y—T -
yEerit(f) Yy

cioe
Ve >0, 30z €]0, 1] tale che se
_ _ €Wm " —
€ CU1 N B(a 82 atlora 11(6) — [ < (o2 ) o=l
Pertanto se y € B(z,0z) N C(f) si ha che

f(y) € Ds

€W,

dove D = B (J(0), (5220

Riassumendo:

)iag) in R".

Vee C(f)ynC(f), Ye> 030, €]0,1] tale che f(C(f)N B(z,0,) C D, (2.21)
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con D, =B (f(x), (#folw)) 1 OP ) palla di R"

In questo caso x ¢ un punto

)"
ne(f) =1z}
f(B(z,0:) N C(f)) = {f(2)}.

Abbiamo quindi che per ogni € > 0 risulta

F(C(f)NB(z,0z)) C Dz

Il secondo caso possibile ¢é il caso di z € C(f) \ C(f
isolato di C'(f), quindi esiste d; €]0, 1] tale che B(Z,dz)
Quindi

dove Dy = B (f(2), (5i57) 7% )
Riassumendo:

Ve C(f)\C(f),Ve>036, €]0,1] tale che f(C(f) N B(x,d,)) C D, (2.22)

dove D, = B (f(m), (Ew—m)%(;g)

wn 3™ vol(U)
Da (2.21) e (2.22) segue che

Ve eC(f),Ve>0, 36, €]0,1] tale che f(C(f) N B(z,d,)) C D,. (2.23)

Dato che vol(B(z,d,)) = w0 e che p > @, possiamo stimare vol(D,):
n

EW EW.
(D,) = w, m___§pn — m_spn
vol(De) = w wpd3mvol(U) * 3mvol(U) *
EW €
U— - 1(B(x,6,)). 2.24
= 3mvol() ™™~ 3mvol(U) vol(B(w, 0s)) (2:24)

Dal Lemma 1.3 esiste un insieme finito o numerabile {x;};c; C C(f) tale che

C(f) C UiB(x;,04;) Zvol (2i,04,)) < 3™vol(U). (2.25)

Da (2.25) si ha
C(f) = C(f) N (UiB(xi,65,)) = Ui(C(f) N B(wi, 0s,))
e, siccome f(U;A;) = U; f(A;), usando (2.23)

FC() = Uif(C(f) N B(xi, 6,)) C UiDs,. (2.26)
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Da (2.24) e (2.25) segue che per ogni € > 0

, 3™ vol
iel
€
= (B
37 vol(U) 2 Vol(B(rs,0z,))
iel
€
m 1 o
< 3mV01(U)3 vol(U) = ¢
Allora, per (2.26), f(C(f)) ha misura zero in R". O

2.3 1l Teorema di Morse-Sard: il caso m > n

Come conseguenza della Proposizione 2.5 si ottiene il Teorema di Morse, che riguarda il
caso n = 1 del piu generale Teorema di Morse-Sard. Piu precisamente vale il seguente
risultato.

Teorema 2.7 (Teorema di Morse). Sia U un aperto di R™ e f : U — R una funzione di
classe C™(U). Allora f(C(f)) ha misura zero in R, dove C(f) ={x € U : Vf(x)=0}.

Dimostrazione. Ricordiamo che in R, C(f) = crit(f).
Consideriamo fi, : UN(] —k, k[)™ — R e applichiamo la Proposizione 2.5 a f;. Allora
fx(C(fx)) = f(C(fx)) ha misura nulla in R. Si conclude osservando che

C(f) = UpenC( fr)-
]

Diamo ora ’enunciato e la dimostrazione del Teorema di Morse-Sard, nel caso generale
m >n,conn > 1.

Teorema 2.8 (Teorema di Morse-Sard). Sia m > n e f : U — R", con U aperto
di R™, una funzione di classe C"™ " Sig crit(f) = {x € U : Df(x) : R™ —
R™ non ¢é suriettiva}. Allora f(crit(f)) ha misura zero in R™.

Dimostrazione. Sia C, = {x € U : 1g Df(x) = p}, allora crit(f) = UpZ;C,.
Sia T € C,, ossia T € U tale che

rg Df(z) =p.
Quindi esiste una sottomatrice p x p di D f(z) con determinante diverso da zero.

Sia f = (g,h) cong:U = RP, g = (f1,....fp,) e h: U —= R"P h = (foi1,..., fn)
Considerando inoltre = = (£, 1) € R? x R™? allora si ha
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(& n) 3—2(5 n)

Non & restrittivo supporre che sia 7 = (£,7) € RP x R™P,

Df(x) = [ﬁ

de t?—g(& 7) # 0. (2.27)

Per la continuita del determinante e da (2.27) si ha che

3O aperto di R?, con £ € O
3Q aperto di Rm_p, con 7 € € tali che

OxQcCUe det 5(é”n);«ré() V(&) e O xQ. (2.28)

Definiamo ora la funzione F': O x Q x R? x R™ P — RP x R™ P F € C™ "t pel
seguente modo:

F(&n,u,0) = (9(§,n) —u,m —v).

Osserviamo che F' = (Fy, F,) con

FllOXQXRpXRm_p_)pr Fl(fﬂ%uav):g(fﬂ?)_u
Fo:Ox QxR xR™P 5 R™P Fy(En,u,v)=n—0v.

In questo modo abbiamo

<€ U 'U 821 § n’u U) aa_g(gﬁn?u?v) (g T]?“ U) aFl (5 777“ U)
& (& u0) G2 n.u,v) (¢ ) B, u,0)
cioé 9 9
F(f,n,u,v) _ |:d_§(§777) d_njf_v:) _OIP _Ii_p:|

da cui segue che
) )
AL - [RED BT
a(&,m) 0 I
Per (2.28) si ha che per ogni (£,1) € O x Qe (u,v) € R x R™P

(€. 0) = det S2(6 ) det Ly

det
€

—deta (&m) #0.

§
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Allora
V(& nu,v) € OXx QxR X R™P DF(&,n,u,v) ha rango massimo. (2.29)
Ponendo @ = ¢g(£,7) e v = 7 si ha che
F(&,7,u,0) = (0,0), (2.30)
ossia (€, 7, 1, ) appartiene all’insieme di livello zero di F),

Lo(F) ={(& nu,v) € Ox QxR xR™P : g(&,n) =u, n=uv}.

Dato che valgono (2.29) e (2.30) possiamo applicare il teorema della funzione implicita
e si ha

U intorno aperto di g(¢,7) in R?, 3V intorno aperto di 7 in R™?
IJW Cc O xQaperto di R™, Jp:UxV =W, p e 0™ "l

tale che
{(5777’“77]) eWxUxV : g(f,n):u7 77:1)}:

= {(¢(u,v),u,v) : (u,v) € U x V}. (2.31)

Inoltre vale

Oy __(OF - 9F B . )
5a ) )= (8(5,n>(*p< v >) 3(a ) Pl ) ¥ (wv) €UXV

cioé per ogni (u,v) € U x V

8(?1))(%@):_{3—2@(%@)) g—zw,v))}‘l [—fp 0 }

quindi per il teorema di Binet

Op 1
det —"—(u,v) = —(—1)™ 0.
Sy WY = U % (ip(u, v)) 4
Abbiamo cosi dedotto che
Y, v) €U XV, det =22 (u,0) £0 (2.32)
, U i 3,0 ) )

Per (2.32) possiamo applicare il teorema di invertibilita locale alla funzione ¢ nell’in-
sieme U x V e si ha che ¢ ¢ un diffeomorfismo locale di classe C™ "1 (con inversa di
classe C™™ ") in U x V.
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Osserviamo ora che la funzione fop : U xV — R"™ é ben definita, infatti o : U xV —
W,con W COxQ, e f:0xQ—R" quindi si ha

fo QO(U, U) = (g(gp(u, U))? h((p(u, U)) = (u7 (h © @)(u’ U))

Definiamo la funzione f: U x V — R, f = ho ©. Si ha allora che, a meno di un
diffeomorfismo locale la funzione f ha forma

f(uv 1}) = (u> f(u,v)) (233)

Si ha

Df(uwe) = [Duflu) Duf(wn)] = | 5

da cui (u,v) € C, se e solo se D, f(u,v) = 0. Infatti se D,f(u,v) # 0 avremmo che la
matrice non avrebbe piu rango p. Allora

C, = {(u,v) €U x V : D, f(u,v) = 0}. (2.34)
Fissato u € R?, definiamo

F, ={(u,v) : veR" P}

fulv) = f(u,v). (2.35)
Allora si ha
F,NC,={(u,v) : v R D,f(u,v) =0}
= {(u,v) : v € R"™, Df,(v) =0}. (2.36)
Definiamo .
N:={veV : Df,(v) =0} (2.37)
Osserviamo che da (2.33) e (2.35)
fF) = {f(u,v) - v e R}
= {(u, f(u,v)) : v €ER"P}
= {(u, fu(v)) : v ER"?}
= {u} x {fu(v) : vER"}
da cui ne deduciamo che

F(F) = {u} x {fu(v) : veR™PY. (2.38)
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Da (2.36), (2.37) e (2.38) si ha
F(F,NC,) ={u} x {fu(v) : vER"P, Df,(v) =0} C {u} x fu(N). (2.39)
Osserviamo ora che, per p <n —1

m-—p m-—n
n—p n-p

m—-n+1> + 1. (2.40)

e che
N = crit(f,). (2.41)

Da (2.40) e (2.41) applicando il Teorema 2.8 si ha
fu(N) ha misura zero in R"™? VYu € U.
Siccome prodotto di insiemi di misura zero ha misura zero si ha
{u} x f,(N) ha misura zero
e quindi da (2.39)
f(F, N C,) ha misura zero in R".

Siccome D ¢é aperto allora D é unione numerabile di palle chiuse. Dato che le palle
chiuse sono compatte possiamo supporre senza perdita di generalita che C),, e quindi
f(C,), sono compatti.

Posto K = f(C,) esso ¢ un compatto di R”, e da (2.34) si ha

K = 1(Cy) = {f(wv) : 1 Df(u,v) = p}
= {(u, f(u,v)) : va(u,v) =0}
e quindi da (2.39)
K, = f(F,NC,).

Dato che, per ogni v € U, K, ha misura zero, allora per il Lemma 1.4 si ha che f(C))
ha misura zero.

]

Il caso m = n rappresenta un caso particolarmente significativo del Teorema di Morse-
Sard 2.8. Lo mettiamo qui in evidenza.

Teorema 2.9. Sia f : U — R"™, con U aperto di R", una funzione di classe C*. Sia
crit(f) ={x €U : det Df(x) = 0}. Allora f(crit(f)) ha misura zero in R™.

Osserviamo che le ipotesi del Teorema di Morse-Sard 2.8 sono ottimali. Infatti
Whitney [11] ha pubblicato nel 1935, un controesempio.
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2.4 1l Teorema di Morse-Sard: il caso m < n

Concludiamo il capitolo presentando il Teorema di Morse-Sard nel caso m < n, che sara
un corollario del seguente risultato, si veda ad esempio [7].

Teorema 2.10. Siano U C R™ un aperto e f: U — R" una funzione di classe C1(U),

con m < n. Allora
vol(f(U)) = 0.

Dimostrazione. Siano a € Z™ e N € Z*, definiamo

1
C(G,N) = {:L‘GRm . |N:1:'1—az| < 5,’&: 1,2,...,7’”}

a 1
il cubo m-dimensionale chiuso centrato in N e di lato N

Definiamo la famiglia

Q:={C(a,N) : acZ™, N eN\{0}}

e osserviamo che @ é numerabile e le sue sottofamiglie formate dai cubi di lato % sono

ricoprimenti chiusi e localmente finiti di R™.

L’insieme U ¢ 'unione Uge;Cy degli elementi della famiglia {Cy, := C(ag, Ni) : Cy C
U}, dove J C N,

Allora

f(U) = Ukes [ (Cr). (2.42)

Siccome per ogni k € N Cj é compatto, anche f(Cy) é compatto, e quindi f(Cy) é
misurabile secondo Lebesgue.

Fissiamo p € N. f ¢ di classe C'(U) quindi f ¢ localmente lipschitziana, cioé:

3Ly >0 : |[f(21) = fz)ll < Lyller — all, Yy, 2, € G
Sia £ C C, con diam(E) = 4, allora vale
1f (1) = (@)l < Lypllzy = @] < 0Ly, V21,25 € E, (2.43)

quindi f(FE) ¢ contenuto in una palla di raggio L,d, ed ¢ cioé contenuto in un cubo di
lato 2L,0.
Osserviamo ora che C), ¢ unione di N™ cubi m-dimensionali di lato ﬁ dove NL é il
p p

lato di C,, siano essi { K, Ka, ..., Kym},

C, = UV K;. (2.44)
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Allora, per (2.43), f(K;) ¢ contenuto in un cubo di lato QLPNL;;, e per (2.44),

vm

f(Cy) ¢ contenuto nell’'unione di N™ cubi n-dimensionali di lato 2L,75+, siano essi
p

{D1>D27"'aDNm}7 .
f(C,) cuXiD;. (2.45)

Per (2.45) si ha
N
0 < vol(f(Cp)) <Y vol(Dy)
=1

£ () - )

p p

Osserviamo ora che

risulta che vol(f(C,)) = 0.
Abbiamo quindi dimostrato che per ogni k € J si ha che vol(f(Cy)) = 0.
Per (2.42) si ha la tesi. O

Come conseguenza del Teorema 2.10 si ha il Teorema di Morse-Sard nel caso m < n.

Corollario 2.11 (Teorema di Morse-Sard nel caso m<n). Siano U C R™ un aperto
e f: U — R" una funzione di classe C*(U), con m < n. Sia crit(f) = {z € U :
D f(x) non ha rango massimo}. Allora f(crit(f)) ha misura zero in R™.

Dimostrazione. crit(f) C U per definizione.
Per il Teorema 2.10 si ha che vol(f(U)) = 0.
Osservando che f(crit(f)) C f(U), si ha la tesi. O
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Capitolo 3

Il lemma di Sard per funzioni
differenziabili

Per il Teorema 2.8 di Morse-Sard, nel caso n = m, si ha:

Se f:U — R, con U aperto di R", una funzione di classe C'.
Allora f(crit(f)) ha misura zero in R", dove

crit(f):={x €U : det Df(x) = 0}.

Nel 1966 Varberg [10] ha dimostrato che ¢ sufficiente richiedere la differenziabilita di
f. Oggetto di questo capitolo é la presentazione di questo risultato, con dimostrazione.

3.1 I ricoprimenti di Vitali

Iniziamo enunciando alcuni risultati preliminari, tra cui un teorema di ricoprimento di
tipo Vitali.

Definizione 3.1. Sia E C R". Sia K la famiglia dei cubi di R™ contenente E. Chia-

miamo parametro di regolarita di F la sequente quantita

. . vol(E)
riB) = it SRy

Definizione 3.2. Diciamo che una successione (E,)nen di sottoinsiemi di R™ é regolare
se esiste un numero positivo a tale che

r(E,) > a Vn € N.

Definizione 3.3. Diciamo che una successione (E,)nen di sottoinsiemi di R™ é conver-
gente a x € R" se x € E,, per ognin e diam(E,) — 0 per n — +o0.
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Definizione 3.4. Sia E C R". Diciamo che una famiglia F di insiemi di R™ é un
ricoprimento nel senso di Vitali di E se per ogni x € E esiste un successione regolare
(En)nen di elementi di F convergente a x.

Teorema 3.5 (Teorema di ricoprimento di Vitali). Sia E C R". Sia C una famiglia di
instems chiust di R™. Se C é un ricoprimento di Vitali di E/, allora esiste una sottofamiglia
numerabile o finita di elementi di C, sia essa {F;}icr, a due a due disgiunti, tale che

VOI(E \ UiEIEi) =0.

Rimandiamo a [8] per una dimostrazione.

3.2 Alcune disuguaglianze geometriche

Vediamo in questa sezione alcune disuguaglianze geometriche che saranno poi utili nella
sezione successiva.
Se £ C R" indicheremo col simbolo p*(FE) la sua misura esterna secondo Lebesgue.

Definizione 3.6. Un cubo C' C R" si dice orientato se ha ¢ lati paralleli agli assi
coordinats.

Lemma 3.7. Sia F' C R" contenuto in un iperpiano H, sia xo € F e d > 0 tale che
|x — zo|| < d per ogni x € F. Sia

G:={zxeR" :d(z,F) <d}.

Allora G é misurabile e vale
vol(G) < 2™(d + §)" 6.
Per la dimostrazione del Lemma 3.7 rimandiamo a [2].
Lemma 3.8. Sia h : R™ — R™ un’applicazione lineare, sia
C:={(x1, 29, ..,xp) ER" : 0<x; < 1,i=1,2,....,n}

il cubo unitario e poniamo P = h(C). Sia

Q:={z eR" : d(z, P) < ¢}.
Allora Q) ¢ misurabile ed esiste una costante A(n) > 0 dipendente da n tale che

vol(Q) < |det h| 4+ A(n)(||h|| + &)™ 6.
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Dimostrazione. () é aperto quindi () é misurabile.
Il primo caso é det h = 0. In questo caso esiste un iperpiano H di R" tale che P C H.
Sia vg € C il centro del cubo, allora, per ogni v € C

[A(v) = h(wo) || = [[~(v = wo)ll < [IA[flv = woll < Hh!\%\/ﬁ- (3.1)

Siccome P = h(C), ponendo xy = h(vg) si ha da (3.1) che per ogni x € P

1
I~ oll < 14l 5V

Quindi, applicando il Lemma 3.7 con F = P e d = 1||h||\/n, si ha

vol(Q) < 2"(%\/ﬁllh|| +0)"718 < A(m)([|All + )"

Da cui la tesi.
Il secondo caso ¢é il caso in cui det h # 0. In questo caso P é un parallelepipedo
n-dimensionale di misura

vol(P) = |det h|vol(C) = | det h|.
P ¢ compatto, quindi per ogni y € @ \ P esiste un z € P tale che
ly — =l = d(y, P)

in particolare x sta almeno in una faccia (n — 1)-dimensionale di P.

Osserviamo che ogni faccia di P ¢ immagine tramite h di una faccia di C', quindi
presa B una faccia di C si ha h(B) C H, con H iperpiano di R", e preso xg € h(B) il
suo centro, vale, per ogni x € h(B)

1
lz = @oll < 5V = 1]A].

Definiamo F := {z € R" : d(z,h(B)) < ¢} e applicando il Lemma 3.7 con F' = h(B)
e d=1/n—1h| vale

vol(E) < 2"(%\/—n T|\h|| +6)"'s < A(n)(||R]] +6)"'s (3.2)

dove A’(n) ¢ una costante positiva dipendente da n.
C' ha 2n facce (n — 1)-dimensionali, siano esse {Bj, By, ..., Ba,, }, definiamo

E; :={x e R" : d(x,h(B;)) < 0} (3.3)

e quindi si ha
Q\PCUME;. (3.4)
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Quindi, da (3.2), (3.3) e (3.4) vale
vol(@\ P) < Zvol(Ez') < 2n(A'(n)([[al] +0)""0) < A(m)((|[hl| + )"0 (3.5)
dove abbiamo definito A(n) := 2nA’(n).
Dato che @ = PU(Q \ P), da (3.5) si ha
vol(Q) = vol(P) +vol(Q \ P) < |det h| + A(n)(||h| + &)™ 6.

Da cui la tesi. O
Dal Lemma 3.8, ricalcando la dimostrazione, segue immediatamente il seguente

Lemma 3.9. Sia C un cubo chiuso e orientato di R™ di lato o e sia h : R* — R"
un’applicazione lineare. Sia

Q:={x eR" : d(z,h(C)) < ad}
allora @ é misurabile ed esiste una costante A(n) > 0 dipendente da n tale che

vol(Q) < vol(C)(| det A| + A(n)(||h]| + §)"~15).

3.3 1l teorema di Varberg

In questo paragrafo dimostriamo la versione del Teorema di Morse-Sard per funzioni
differenziabili da un aperto di R™ a R™.
Per dimostrarlo, necessitiamo di alcuni risultati preliminari.

Lemma 3.10. Sia D un aperto di R™, sia N C D un insteme di misura nulla e f : D —
R™ una funzione differenziabile su N. Allora

vol(f(N)) = 0.
Dimostrazione. Definiamo per ogni j, k € Z*
: 1
Nijp={z e N :|flz+1t)— fx)] <jltl|, Vt t.c.z+t € D,|t]| < E} (3.6)

Mostriamo che N = U, N, ;. E” sufficiente dimostrare che N C U; ;N .
Sia x € N. Dato che f ¢ differenziabile su z si ha

[f(x+1) = f(z) = Df(x)t] < nlz+ )]

31



con n(z +1t) — 0set — 0. Allora, esiste k € Z* tale che [n(z +t)| < 1 per ||t]| < 1.
Pertanto, prendendo j > ||Df(z)|| + 1 si ha

[f(z+1) = f@)l] < [[f(x+1) = fz) = Df(x)t]| + [ Df (@)t < It

per ogni ¢ tale che z + ¢ € D, ||t|| < 1, ossia © € Nj.
Abbiamo quindi dimostrato che se x € N allora esistono j, k € Z" tale che z € Nj.
Quindi
N = U, i N,k (3.7)

Fissiamo € > 0 e consideriamo Nj ;. Essendo N;, C N ¢
vol(N; ) = 0. (3.8)

Mostriamo che vol(f(N;x)) = 0. Per (3.8) possiamo scegliere una successione di cubi
n-dimensionali {V;};c; dove V; é centrato in un punto v; con lato 2b; di modo che

1
b; < — 3.9
~ nk (3:9)
e tale che
Nik CUierVie > vol(Vi) < e. (3.10)
icl
Per (3.9), si ha
1
H/U_U’L'H <nbi§E, VUEWQNJ‘J{
quindi da (3.6)
[ f(v) = flo)ll < dllv—vill < jnb;. (3.11)

Quindi, da (3.11), f(ViN N, ) é contenuto in un cubo n-dimensionale di centro f(v;)
e lato 2jnb;, da cui segue

W (FViA NG ) < (2nbe)" = (jn)" vol(Vi). (312)
Da (3.10) e (3.12) si ha
WF(NGR)) = 1 Uier f (Vi Njg)) < 30t (F(Vi N N

el

< (jn)" Yy vol(V;) < (jn)"e.

il

Per I'arbitrarieta di € si ha
vol(f(N;x)) = 0.
Da (3.7) segue che f(N) = U;,f(N;x) e quindi si ha la tesi. O
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Lemma 3.11. Siano D un aperto di R" e E C D. Sia f : D — R" una funzione
differenziabile in E tale che
sup [det Df(z)| < K (3.13)

zel

con K costante positiva. Allora

p(f(E) < Ky (E).

Dimostrazione. Se p*(E) = oo la tesi ¢ ovviamente verificata.
Supponiamo p*(F) < co. Sia € > 0 e sia A C D aperto tale che E C A e

vol(A) < u*(E) +e. (3.14)

Mostriamo che per ogni x € E esiste un cubo chiuso n-dimensionale orientato e
centrato in x, sia esso F,, tale che B, C A e

W (F(EL)) < (K +€)vol(E,). (3.15)

Sia x € E; siccome f é differenziabile in x vale la seguente

1f(y) — f(z) = Df(x)(y — 2)|| <nw)lly — =

dove n(y) — 0 per y — x.
Sia E, C D un cubo chiuso orientato n-dimensionale centrato in x e sia « il suo lato.

Allora
1f(y) — f(z) = Df(x)(y — )|l <n(y)av/n, Yy e E,. (3.16)

Definiamo la funzione f, : R" — R", f.(y) := f(y) — f(x) + Df(z)(x).
Da (3.16) si ha

1 fe(y) = Df(2)(W)|l < n(y)or/n, Yy e E,.
Sia P = Df(z)(E,) e sia
Q:={y eR" : d(y, P) < n(y)av/n}.

Si ha
fe(E:) C Q.

Osservando che p*(f.(E,)) = u*(f(E,)) e applicando il Lemma 3.9 si ottiene che esiste
una costante A(n) > 0 dipendente da n tale che

1 (f(Ey)) < vol(E,){| det D f(x)] + A(n)(|IDf(z)| +n)" 'n} (3.17)
con 1 = sup,ep, N(y)-
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Dato che n(y) — 0 per y — z possiamo scegliere un cubo E, abbastanza piccolo tale
che A(n)(||Df(x)|| +n)" 'n < e. Quindi, per (3.13) e (3.17),

W (F(E,)) < (K + ) vol(E,).

Cio dimostra (3.15).
Sia ora

F. :={FE, : E, cubo chiuso orientato centrato in x, FE, C A e E, soddisfa (3.15)}

e definiamo
.F = Uer.Fx

Osserviamo ora che F ¢ un ricoprimento di Vitali di F, vedi Definizione 3.4, soddi-
sfacente le ipotesi del Teorema 3.5. Allora esiste una collezione numerabile o finita di
elementi di F, sia essa {Fy, E», ...}, a due a due disgiunti, tali che

Sia N := E\ U;E;. Allora si ha che f(F) C f(U;E;) U f(N) e quindi

pr(f(E) < pr(f(UiE) + p(f(N)) < Zu*(f(Ei)) +p(f(N)). (3.18)
Dal Lemma 3.10 si ha che p*(f(N)) =0 e da (3.18) si ha
RUCIES Rt (3.19)

Quindi da (3.19), (3.15) e (3.14) si ha

W) £ Y (FB) < (K + ) vol(B)

= (K + €) vol(U; E;) < (K + €) vol(A)
< (K +e)(p"(E) +e).
Per 'arbitrarieta di € si ha la tesi.
]

Come conseguenza del Lemma 3.11 si ha che 'immagine dei punti singolari di una
funzione differenziabile f : D — R™, con D un aperto di R”, ha misura nulla. Piu
precisamente, vale il seguente risultato.

Teorema 3.12 (Varberg [10]). Siano D un aperto diR" e E C D. Sia f: D — R™ una
funzione differenziabile su E e tale che

det Df(x) =0, VxeFE.
Allora vol(f(E)) = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione segue direttamente dal Lemma 3.11 con K = 0. [
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Capitolo 4

Formula di1 coarea

In questo capitolo diamo una importante applicazione del Teorema 2.7 di Morse per
funzioni regolari. Essa ¢ la cosiddetta formula di coarea per funzioni a valori reali.

Teorema 4.1. Siano Q@ C R™ aperto, F' : Q@ — R di classe C>*. Sia N = F(C(F))
linsieme det valori critici di F' e
M,={ze€Q: F(x)=t}, teR.

Allora, My é una (n — 1)-varieta per ognit € F(Q) \ N e per ogni f : Q — [0, 400]
misurabile valgono le sequenti:

(a) la funzione ¢ : R — [0, 4+00],
0 sete(R\F(Q)UN
p(t) =
fdo sete F(Q)\ N

My

e misurabile,

o) | FIDFIdr= [ olt) it

Osservazione 4.2. L’uguaglianza (b) in Teorema 4.1 si puo scrivere in modo pit leggi-

" /QfHDFHd:c _ /Om (/{F_t} f da) dt.

Infatti, N ha misura nulla per il Corollario 2.7 e, set € R\ F (), allora M, ¢é l'insieme
VU0T0.
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Dimostrazione del Teorema 4.1. Ci possiamo ridurre al caso DF # 0 in (). Infat-
ti, supponiamo di avere dimostrato il teorema con l'ipotesi aggiuntiva di DF # 0.
Denotiamo
O =Q\C(F)

e, pert € R,

M, :={xe€Q : F(z) =t}

Dato che ' ¢ I'insieme dei punti che non sono critici per f, allora si ha che M/ o é

una (n — 1)-varieta oppure é 'insieme vuoto.
Si ha

F(Q)\NCFQ)cCFQ). (4.1)

Inoltre

M,=M] Vte F(Q)\N. (4.2)
La inclusione My C M; ¢ ovvia. Dimostriamo opposta inclusione. Sia t € F(Q)\ N
e siax € M;. Allora x € Qe F(xr) = t. Essendo t ¢ N sara DF(z) # 0, da cui
x € Q\ C(F). Cio dimostra che x € M.
D’altra parte, é¢ banalmente verificato che

M, =M =0 Yt¢F(Q). (4.3)

Da (4.1), (4.2), (4.3) e tenendo conto del fatto che, per la Proposizione 2.5, N ha
misura zero, si ha
M, = M| per q.o.t€R.
Osserviamo ora che
F(Q)NnNCN,
quindi F(Q') N N ¢ un insieme di misura nulla. Definiamo la funzione ¢ : R — [0, +-00]
la funzione misurabile

0 teR\ F(Y)
o(t) = (14)
f do altrimenti.
M
Su F(Q)N N ¢ ¢ nulla. Anzi, vale di piu:
e(t)=0 VYteN. (4.5)

Per (4.1) si ha
te R\ F(Y)CR\(F(Q)\N)
= R\F(Q)U(FE@Q)NN)
C R\ F(R2))UN.
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Quindi, per definizione di ¢ e di ¥ si ha
o) =19({t)=0  perogniteR\ F(). (4.6)

Mostriamo ora che p(t) = () per ogni t € (F(2') N N).
Se t € F(Q)\ N, allora, per definizione di ¢ (4.4),

()= | fdo Ve F(Q)\N.

My

Per (4.1),se t € F(Y) \ N ¢é anche t € F(Q2) \ N, da cui, per definizione di ¢ e (4.2),

o(t) = fdo = fdo  Vte F(Q)\ N. (4.7)

In particolare, essendo
R™\ (F(Q)NN) = (R*\ F(€)) U (F(2) \ N),

da (4.6) e (4.7) si ha
e(t) =) VteR"\ (F(Q)NN). (4.8)

Osserviamo ora che, essendo ||[DF|| =0in Q\ €', si ha

/ f(2) | DF ()] dz = / f(2) ||DF ()] dz.
Q o

Per la supposizione fatta circa la validita del teorema nel caso di | DF(z)|| # 0 ovunque,

[ @) IDFP@) do = [ ity

D’altra parte, per (4.8) e (4.5),

Awoﬁzéwwﬁ.

Quindi, collegando le precedenti uguaglianze,

/Q f(z) |DF(2)] dx = / o(t) dt.

Cio conclude la dimostrazione che se il teorema é vero sotto l'ipotesi aggiuntiva:
DF # 0 in Q allora il teorema vale anche senza questa ipotesi.
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Resta quindi da dimostrare che il teorema vale sotto 'ipotesi aggiuntiva: DF # 0
in Q. In questo caso N = () e M; ¢ una (n — 1)-varieta per ogni t € F(f2). Inoltre
osserviamo che

M,=0 seteR\ F(Q)

Mt#@ SetEF(Q)

possiamo quindi ridefinire la funzione ¢ nel seguente modo

0 se M, =0

teR.
p(t) =

f do altrimenti
M,

Consideriamo zo € €. Dall’ipotesi fatta su F, ¢ DF(x9) # 0. Non ¢ restrittivo
supporre che sia I'ultima componente di DF' ad essere non nulla. Per questo motivo
d’ora in poi distinguiamo 'ultima coordinata dei punti di R" dalle altre, ossia scriviamo
r = (£,y) € R x R. Dunque, consideriamo zo = (§y,50) € e supponiamo che sia
D,F (&, y0) # 0. Poniamo inoltre ty = F'(&y, yo)-

Risolviamo I’equazione

attorno a F'(&y,yo) = to ricavando y in funzione di & e t.
Per il teorema della funzione implicita esistono

(a) V intorno di & e p > 0 tali che
(al) V. x I C Q con I =|yo — p,y0 + pl;
(a2) D, F(&,y) # 0 per (§,y) € V x I

(b)e>0e G e C®(V x J) con J =ty — €ty + €] tali che
(bl) G(&,t) € I per ogni (§,t) € V x J;
(b2) F(&§,G(&,t)) =t per ogni (§,t) € V x J;
(b3) per ogni (§,t) € V x J, I'unica soluzione di (4.9) ¢ y = G(§,1)
(b4) per ogni (£,t) € V x J

1
(&, G(E,1))

DeG(Et) = =55 DeF (€, G(E, ).

Poniamo

Wi={(§ G 1) - EeV, te )

per (bl) si ha
WcCcVvxlI.
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Definiamo la funzione ® : V x J — W, ® € C°(V x J,R")

D) = (€ GED), (€0 EV X
Sia (£,t) € V x J, allora

I, 0
D®(&,t) = ( ) (4.10)
DgG(&t) DtG(€7t)'

Inoltre, derivando entrambi i termini di (b2) rispetto a ¢, si ha
1 = DU(F(®(E, 1)) = DyF(D(E, ) DGIE, ). (4.11)
Quindi da (4.10) e (4.11) si ottiene

1
((DyF) o ®(&,1))|

|det DB(&, )| = | DG(E, 1) = >0, (&) eV xJ (4.12)

Da (b4) si ha che per ogni t € J

ST DG e = \/1 L IDFEGENIE _ IDF(E G )]
| € Gt

|D,F(&,G(E, 1) D, F(€, GE )] Ve e V. (4.13)

Da (4.12) e (4.13) deduciamo che

\/1 + [|DeG(£,1)) |12 = ||DF o ®(&,t))]|| det D®(E,t)| V(& 1) € V x J. (4.14)

Osserviamo ora che ® ¢ biettiva da V' x J in W. Infatti, se (&1,t1), (§2,t2) € V x J
sono tali che ®(&;,t1) = P(&,t2), per definizione di ¢ deve essere { = &. Posto
€:=& =& siha G(E t) = G(&,t2) e quindi da (b2) segue che t; = to. Quindi, per il
teorema di inversione locale, essendo V' x J un insieme aperto, anche W ¢ aperto e ¢ é
un diffeomorfismo da V' x J in W.

Sia ora t € J e definiamo «; : V — W,

Oét(&) = ®<£7t) = (£7 G(£7t>>7 5 S V (415)

Per (b3) F(a(€)) =t, allora
(V) = M, N W.

Inoltre, siccome a; (€,y) = € per ogni (&,y) € M, N W, allora
a i MyNW =V

¢ un omeomorfismo.
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Per (4.15) si ha
[nfl
Doy (&) = vEevV
DeG(&,1)
quindi si ha
g(Da(§) =n—1 VeV

Questo dimostra che le coppie (V, ;) sono un sistema di coordinate locali sulla carta W
attorno al punto (&, G(&o,t)) di M, per ogni t.

Supponiamo ora che {z € Q : f(z) # 0} C K C W per un qualche compatto K.
Per il teorema di cambiamento di variabili si ha

/f||DF|| dx:/ FIDF| dx:/ fod |DF o®||det D&|dz.  (4.16)
Q w VxJ

La funzione f o ®||DF o ®|||det D®| é misurabile per cui quasi ogni sua sezione lo é.
Quindi la funzione

b(t) = /V f o ®(E,1)| DF o (£, 1)]|| det DB(, 1)t

é ben definita per q.o. t € J. Per il teorema di Tonelli, ¢) & misurabile e per (4.16)

| s1pPI s - / b(t) dt

Da (4.14) si ha, per ogni t € J e per ogni £ € V

IDF o (&, 1)]|| det DO(E, 1)] = \/1 + [1DG(E )17

pertanto

v(t) = [ F6.GEON T+ IDGE NP perao e (417)

Essendo il supporto di f contenuto nel compatto K, f o ® ha supporto contenuto
in 1K), che ¢ un compatto di V x J. Quindi anche v risulta nulla al di fuori di un
compatto di J.

Da (b3), per ogni t € J ¢é

M,OW ={(&y) e W : F(&y) =t} ={(§G(&1)) : €V}

Allora per il teorema di cambiamento di variabili, si veda ad esempio il Teorema 9.1 in
[3] applicato a u(§) := G(&,t), e tenendo conto che il supporto di f & contenuto in W, si
ha

[ reGeon /i IDGE = [ e perao. te
% M
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dove ¢ denota la misura di Hausdorff n — 1-dimensionale. Quindi, per (4.17),

Y(t) = y f(& y)do, perq.o.te. (4.18)

Essendo v nulla al di fuori di un compatto di J, possiamo prolungare 1 con regolarita
su R ponendo ¢(t) =0 per t ¢ J. Cosi si ha

AﬂWFMx:AwMﬁ. (4.19)

D’altra parte, avendo prolungato 1, la uguaglianza (4.18) continua a valere per t ¢ J,
perché

{reQ: flx) A0} CW

WAM=0 V¢l
Pertanto, da definizione di ¢ si ha che ¢ = ¢ su R, e, da (4.19),

| sipPids = [ etar

Nel caso generale, sia W := {W,}.cq una collezione di intorni aperti dei punti di
scelta con la procedura appena descritta a meno di eventuali permutazioni di coordinate
dovute al fatto che in generale si avra solo D,, F(z) # 0 per qualche m = m(z) € {1,...,n}
per ogni z € Q. Sia quindi {»n;}; una partizione dell’unitad subordinata al ricoprimento
W di €. Si ha allora:

F=>_5
j

con f; = fomn;e{f; # 0} C K; C W, per qualche insieme compatto K; e qualche
punto z; € €. Sia allora ¢; la funzione misurabile associata a f;, nella maniera descritta
in precedenza. Proviamo che risulta

o(t) = Z o;(t), teR. (4.20)

Infatti, se t € R & tale che M; # (), allora per il Teorema di convergenza monotona si ha
o= [ fio =3 [ pir=Y et
Mt J Mt ]

mentre (4.20) é ovvia se M; = (). Infine, ¢ & misurabile e si ha come prima per il teorema
di convergenza monotona

| 5P| dx—;/gfj\\DFH d:c—;/Rsoj it=[var
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Il seguente risultato ¢ la versione della formula di coarea senza l'ipotesi di segno sulla
funzione f. Essa si puo facilmente dimostrare considerando che f = f* — f~, con fT e
f~ la parte positiva e negativa di f, rispettivamente.

Corollario 4.3. Siano Q@ C R" aperto, F' € C*(Q) una funzione. Sia N = F(C(F))
linsieme det valori critici di F' e
My={ze€Q: F(x)=t}, teR.

Allora, per ogni f : Q0 — R misurabile tale che

/ FIIDF|| dz < +o0
Q

valgono le sequenti:
(a) [ & o-integrabile su M, per ognit € F(Q)\ N;
(b) la funzione p : R — R definita da

0 sete (R\F(Q)UN
p(t) =
fdo sete F(2)\ N

My
e misurabile e integrabile;
(c) si ha / fIIDF|| dz = / o(t)dt.
Q R

Un’applicazione particolarmente significativa € la seguente.

Esempio 4.4 (Coordinate Sferiche). Sia f € L'(R"). Allora

- (z) dv = /OOO (/aB(O’t) f(z) da(m)) dt. (4.21)

Per dimostrarla, consideriamo la funzione

F:R"\{0} =R, F(x)=|z|

Allora F € C*(R"\ {0}) e |[VF(x)| = '%‘ =1 per ogni x € R"\ {0}. Allora, per la

formula di coarea, vedi Corollario 4.3,

RO /R oy @)= /]R ( N f(x)do(x)) dt

_ /0 h ( @ da(x)) dt.

42



La formula (4.21) é cosi dimostrata.
Da questa uguaglianza, sequono facilmente le sequenti altre uguaglianze, valide per

r>0:
/B(o,r) f(x)dz = /0 (/{93(070 f(z) dg(g;)) dt (4.22)

/RH\B(OJ) J(z)do = /TOO (/QB(OJ) f(x) da(:c)) dt. (4.23)

Una variante della precedente applicazione é relativa al caso delle funzioni radiali che
qui sotto descriviamo.

Esempio 4.5. Sia f € L'(R™) una funzione radiale, ossia f(x) := g(|x|) per una qualche
g : [0, +o0[— R.
Allora, ragionando come nell’Esempio 4.4 e usando il Corollario 4.3, si ha

Rnf(:c) do = /OOO (/QB(OJ)gqu)da(x)) dt
= /O Oog(t) ( /8 son da(m)) dt,

area(0B;(xg)) = nwat™ ™, (4.24)

Ricordando che

otteniamo
f(z)dx = nwn/ g(t)t™tdt. (4.25)
Rn 0

Un’altra conseguenza del Teorema 4.1 ¢ il seguente.

Corollario 4.6. Siano Q2 C R" aperto ed F' € C>®(Q)) tale che F <t sia compatto per
ogni t € R. Allora, per ogni f € C(Q) esiste » € C(R) tale che
(a) ¥ = ¢ quasi ovunque, ove v : R — R & la funzione

0 set€ (R\F(Q)UN
p(t) =
fdo sete F(Q)\ N

M,
) / ] < +oo;

t
(c) fIIDF|| dz = / Y(s)ds, per ognit € R.
{ —o0

F<t}
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Dimostrazione. Possiamo supporre che f > 0. Applicando la formula di coarea a f e F
sull’aperto {F' < t} si ha

/{M} fIDF| da = /; (/{F:S} f(x)da(x)) ds /; o (3)ds

e siccome i sottolivelli di F' sono compatti si ha allora

0§/ fIDF|| dx < 400, VteR.
{F<t}

Poniamo ora Q' = {zx € Q : DF(x) #0} e M] ={x € Q : F(xz) =t} e denotiamo con
0 set ¢ F()
P(t) =

fdo altrimenti
M

la funzione misurabile tale che 1) = ¢ costruita nel teorema precedente. Resta quindi da
provare soltanto che ¢ € C'(R).

Sia quindi {n;};e; una partizione dell’'unita subordinata a un ricoprimento aperto
W = {W,}req costruito come nella dimostrazione del teorema precedente. Poniamo
fi = fom; cosicché si ha {f; # 0} C K; C W, per qualche insieme compatto K; e qualche
intorno aperto W; := W, di qualche punto z; € 2’ e

f:Zfi in Q.

Sia inoltre
Pi(t) = / ficais Jayy, teJi =)t —e€,ti+€]
Vi

la funzione misurabile associata a f;, ove (V;, a;;) ¢ un sistema di coordinate locali sulla
carta locale W; di M, attorno ad x; per ogni t € J; ove t; = F(x;) ed ¢ > 0.
Poiché {f; # 0} C K, si ha ¢ € C.(J;). Si ha inoltre

W(t) = Zwi(w, teR,

ed osserviamo che i supporti delle ); sono localmente finiti poiché, per ogni ¢ € R ed
e>0,siha{reQ :t—e<F(x)<t+e}C{xeQ:t—e<F(x)<t+e}. Quindi,
essendo {z € Q : t —e < F(z) < t+ €} compatto, esiste solo un numero finito di indici
tali che f; sia non nulla su di esso. Conseguentemente, tutte le funzioni v; ad eccezione
di un numero finito sono nulle sull’intervallo |t — €, + €[ e quindi la serie é in effetti una
somma finita attorno ad ogni punto e ¢ é continua. ]
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