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Introduzione

Un punto critico di una funzione f : U → Rn di classe Ck, k ≥ 1, con U aperto di
Rm, è un punto in cui la matrice Jacobiana di f non ha rango massimo. Il Teorema di
Morse-Sard a�erma che l'immagine dei punti critici è un insieme di misura di Lebesgue
n-dimensionale nulla se sussiste la seguente relazione tra k, m e n:

k ≥ max{m− n+ 1, 1}.

Tale risultato è ottimale, come attestato da un controesempio di H. Whitney [11].

Il Teorema di Morse-Sard è così chiamato, in quanto A.P. Morse nel 1939 pubblica
la versione per funzioni a valori reali in [6], successivamente generalizzata da A. Sard nel
1942, a funzioni a valori vettoriali, vedi [9]; a tale risultato ci si riferisce spesso con la
dicitura di Lemma di Sard.

Vi sono due casi di particolare rilevanza: il caso m = n, e il caso n = 1.

Nel primo caso, il Teorema di Morse-Sard può essere così enunciato:

Sia U un aperto di Rn e sia f : U → Rn una funzione di classe C1(U).
Allora Ln(f(crit(f)) = 0 dove

crit(f) = {x ∈ U : detDf(x) = 0}.

Il secondo caso, riguardante funzioni a valori reali, è il Teorema di Morse, che
possiamo enunciare nel modo seguente:

Sia U un aperto di Rm e sia f : U → R una funzione di classe Cm(U).
Allora L1(f(crit(f)) = 0 dove

crit(f) = {x ∈ U : ∇f(x) = 0}.

In particolare, da questo risultato si deduce che quasi ogni insieme di livello di f è una
varietà di classe Cm.

Il capitolo centrale di questa tesi è il Capitolo 2, in cui diamo una dimostrazione del
Teorema di Morse-Sard. Il caso m < n non è di�cile da trattare, ma decisamente più
complicata è la trattazione del casom ≥ n. Di questo caso, forniremo la dimostrazione di
Moreira e Ruas pubblicata nel 2009 in [5], la quale fa uso del cosiddetto Curve selection
lemma, si veda [4].
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Nel caso m = n, l'ipotesi f ∈ C1 richiesta dal Teorema di Morse-Sard non è ottimale.
Infatti, D.E. Varberg nel 1966 in [10] dimostra che è possibile indebolire la regolarità di f
richiedendo la sola di�erenziabilità. Di tale teorema forniamo la dimostrazione originale
di Varberg, la quale poggia anche su risultati di Flett [2]. Essa costituisce il terzo capitolo
della tesi.

A concludere l'elaborato è una signi�cativa applicazione del Teorema di Morse-Sard:
la formula di coarea per funzioni sommabili a valori reali. Mettiamo qui in evidenza il
rilevante caso particolare: se f ∈ L1(Rn), allora∫

Rn

f(x) dx =

∫ ∞

0

(∫
∂B(0,t)

f(x) dσ(x)

)
dt

dove B(0, t) sta a indicare la palla di Rn centrata nell'origine e di raggio t.
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Capitolo 1

Preliminari

In questo capitolo introduciamo alcune notazioni e raccogliamo alcuni risultati prelimi-
nari che saranno utili per la dimostrazione del Teorema di Morse-Sard, argomento del
successivo capitolo.

Sia S ⊂ Rn. Indichiamo la chiusura di S con S̄ e denotiamo S ′ il derivato di S, ossia
l'insieme dei punti di accumulazione di S.

Inoltre, se S è un insieme misurabile secondo Lebesgue di Rn, scriveremo vol(S) per
indicarne la sua misura di Lebesgue.

Le palle di centro x e raggio r verranno denotate B(x, r) e denoteremo con ωn la
misura di Lebesgue della palla unitaria in Rn.

1.1 Formula di Taylor

Ricordiamo qui le formule di Taylor con il resto di Lagrange e di Peano per funzioni di
più variabili.

Teorema 1.1 (Formula di Taylor con il Resto di Lagrange). Sia f : A → R, A aperto
di Rn e f ∈ Ck. Siano x, x̄ ∈ A, x ̸= x̄, tali che [x, x̄] ⊆ A. Allora ∃ ξ ∈]x̄, x[, tale che:

f(x) =
∑

∥α∥≤k−1

Dαf(x̄)

α!
(x− x̄)α +

∑
∥α∥=k

Dαf(ξ)

α!
(x− x̄)α

Teorema 1.2 (Formula di Taylor con il Resto di Peano). Sia f : A → R, A aperto di
Rn e f ∈ Ck(A). Siano x, x̄ ∈ A, x ̸= x̄, tali che [x, x̄] ⊆ A. Allora:

f(x) =
∑
|α|≤k

Dαf(x̄)

α!
(x− x̄)α + o(∥x− x̄∥k)

per x→ x̄.
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Dimostrazione. Per il Teorema 1.1, ∃ ξ ∈]x̄, x[, tale che

f(x) =
∑

∥α∥≤k−1

Dαf(x̄)

α!
(x− x̄)α +

∑
∥α∥=k

Dαf(ξ)

α!
(x− x̄)α.

Per dimostrare il Teorema dobbiamo mostrare che, per x→ x̄∑
∥α∥=k

Dαf(ξ)

α!
(x− x̄)α =

∑
∥α∥=k

Dαf(x̄)

α!
(x− x̄)α + o(∥x− x̄∥k),

cioè

lim
x→x̄

∑
∥α∥=k(D

αf(ξ)−Dαf(x̄))(x− x̄)α

∥x− x̄∥k
= 0.

Utilizzando le proprietà della norma si ha

∥
∑
∥α∥=k

(Dαf(ξ)−Dαf(x̄))(x− x̄)α∥ ≤
∑
∥α∥=k

∥Dαf(ξ)−Dαf(x̄)∥∥(x− x̄)α∥ (1.1)

e, per le proprietà dei multiindici, si ha che

∥(x− x̄)α∥ ≤ ∥x− x̄∥|α|. (1.2)

Quindi da (1.1) e (1.2) si ottiene

∥
∑
∥α∥=k

(Dαf(ξ)−Dαf(x̄))(x− x̄)α∥ ≤
∑
∥α∥=k

∥Dαf(ξ)−Dαf(x̄)∥∥x− x̄∥k. (1.3)

Per (1.3) vale

lim
x→x̄

∥∥∥∥∥
∑

∥α∥=k(D
αf(ξ)−Dαf(x̄))(x− x̄)α

∥x− x̄∥k

∥∥∥∥∥ ≤

≤ lim
x→x̄

∑
∥α∥=k ∥Dαf(ξ)−Dαf(x̄)∥∥x− x̄∥k

∥x− x̄∥k

= lim
x→x̄

∑
∥α∥=k

∥(Dαf(ξ)−Dαf(x̄))∥,

da cui deduciamo che

lim
x→x̄

∥∥∥∥∥
∑

∥α∥=k(D
αf(ξ)−Dαf(x̄))(x− x̄)α

∥x− x̄∥k

∥∥∥∥∥ ≤ lim
x→x̄

∑
∥α∥=k

∥Dαf(ξ)−Dαf(x̄)∥. (1.4)
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f è di classe Ck, quindi tutte le sue derivate �no a ordine k sono continue in x̄, inoltre
dal fatto che ξ ∈]x, x̄[ deduciamo che

lim
x→x̄

ξ = x̄. (1.5)

Vale inoltre, per le proprietà della norma che, se α è tale che |α| = k,

∥Dαf(ξ)−Dαf(x̄)∥ ≤

√√√√ n∑
i1,i2,i3,...,ik=1

(
fxi1

,...,xik
(ξ)− fxi1

,...,xik
(x̄)

)2

. (1.6)

Otteniamo quindi da (1.5) e (1.6)

lim
x→x̄

∑
∥α∥=k

∥Dαf(ξ)−Dαf(x̄)∥ ≤

≤ lim
x→x̄

√√√√ n∑
i1,i2,i3,...,ik=1

(
fxi1

,...,xik
(ξ)− fxi1

,...,xik
(x̄)

)2

= 0,

e da (1.4)

lim
x→x̄

∥∥∥∥∥
∑

∥α∥=k(D
αf(ξ)−Dαf(x̄))(x− x̄)α

∥x− x̄∥k

∥∥∥∥∥ = 0.

1.2 Un teorema di ricoprimento

Il seguente è una versione di teorema di ricoprimento di Vitali, presente in [5].

Lemma 1.3. Sia U ⊂ Rm aperto di misura a < +∞ e sia X ⊂ U tale che per ogni x ∈ X
esiste B(x, δx) ⊂ U . Allora esiste un sottoinsieme �nito o numerabile {xi}i∈I ⊂ X tale
che X ⊂ ∪i∈IB(xi, δxi

) e
∑

i∈I vol(B(xi, δxi
)) ≤ 3ma

Dimostrazione. Denotiamo ωm la misura della palla unitaria in Rm.
Sia B(x, δx) ⊂ U . Essendo vol(U) = a, si ha

vol(B(x, δx)) = ωmδ
m
x ≤ a, (1.7)

quindi

sup{δ > 0 : ∃x ∈ X, δx = δ} ≤ m

√
a

ωm

< +∞.

Costruiamo {xi}i∈I mediante un ragionamento iterativo.
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Sia x1 ∈ X tale che:

δx1 >
1

2
sup{δ > 0 : ∃x ∈ X, δx = δ}

possono veri�carsi due casi:

(i1) ∀x ∈ X \ {x1}, B(x,
δx
3
) ∩B(x1,

δx1

3
) ̸= ∅.

(ii1) ∃x ∈ X \ {x1} tale che B(x,
δx
3
) ∩B(x1, δx1) = ∅.

Caso (i1).
In questo caso otteniamo che per ogni x ∈ X \ {x1}

∥x− x1∥ <
δx
3

+
δx1

3
≤ sup{δ > 0 : ∃y ∈ X, δy = δ}

3
+
δx1

3
<

2δx1

3
+
δx1

3
= δx1 ,

e quindi
X ⊂ B(x1, δx1).

Inoltre, per (1.7),
vol(B(x1, δx1)) ≤ a < 3ma.

Ciò dà la tesi.

Caso (ii1).
In questo caso ∃x2 ∈ X \ {x1} tale che:

B(x2,
δx2

3
) ∩B(x1,

δx1

3
) = ∅ (1.8)

e

δx2 >
1

2
sup{δ > 0 : ∃x ∈ X, δx = δ e B(x,

δx
3
) ∩B(x1,

δx1

3
) = ∅}.

Dato che le due palle sono disgiunte, si ha che

vol(B(x1,
δx1

3
)) + vol(B(x2,

δx2

3
)) = vol(B(x1,

δx1

3
) ∪B(x2,

δx2

3
)) ≤ vol(U) = a.

Osserviamo che vol(B(x, r)) = 3m vol(B(x, r
3
)). Dunque

vol(B(x1, δx1)) + vol(B(x2, δx2)) ≤ 3m(vol(B(x1,
δx1

3
)) + vol(B(x2,

δx2

3
))) ≤ 3ma. (1.9)

Si procede considerando i seguenti due possibili casi.

(i2) ∀x ∈ X \ {x1, x2}, B(x,
δx
3
) ∩ ( ∪2

i=1B(xi,
δxi

3
)) ̸= ∅.
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(ii2) ∃x ∈ X \ {x1, x2} tale che B(x, δx
3
) ∩ (∪2

i=1B(xi,
δxi
3
)) = ∅.

Nel primo caso, ossia (i2), abbiamo che se x ∈ X \ {x1, x2} allora o

B(x,
δx
3
) ∩B(x1,

δx1

3
) ̸= ∅ (1.10)

oppure 
B(x, δx

3
) ∩B(x1,

δx1
3
) = ∅

B(x, δx
3
) ∩B(x2,

δx2
3
) ̸= ∅

(1.11)

Nel caso (1.10), si ha

∥x− x1∥ <
δx
3

+
δx1

3
<

1

3
sup{δ > 0 : ∃y ∈ X, δy = δ}+ δx1

3

<
2

3
δx1 +

δx1

3
= δx1 .

Quindi
x ∈ B(x1, δx1) ⊆ B(x1, δx1) ∪B(x2, δx2).

Nel caso (1.11), si ha

∥x− x2∥ <
δx
3

+
δx2

3

<
1

3
sup{δ > 0 : ∃y ∈ X, δy = δ, B(y,

δy
3
) ∩B(x1,

δx1

3
) = ∅}+ δx2

3

<
2δx2

3
+
δx2

3
= δx2 .

Quindi
x ∈ B(x2, δx2) ⊆ B(x1, δx1) ∪B(x2, δx2).

Da (i2) segue così
X ⊂ B(x1, δx1) ∪B(x2, δx2),

e da (1.9)
2∑

i=1

vol(B(xi, δxi
)) < 3ma.

Consideriamo (ii2), cioè

∃x ∈ X \ {x1, x2} tale che B(x, δx
3
) ∩ (∪2

i=1B(xi,
δxi
3
)) = ∅.

In questo caso esiste x3 ∈ X \ {x1, x2} tale che

B(x3,
δx3

3
) ∩ (∪2

i=1B(xi,
δxi

3
)) = ∅ (1.12)
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e

δx3 >
1

2
sup{δ > 0 : ∃y ∈ X, δy = δ, B(y,

δy
3
) ∩ (∪2

i=1B(xi,
δxi

3
)) = ∅}.

Abbiamo quindi x1, x2, x3 ∈ X e, per (1.8) e (1.12), le palle B(x1,
δx1

3
), B(x2,

δx2
3
),

B(x3,
δx3
3
) sono a due a due disgiunte. Quindi:

3∑
i=1

vol(B(xi,
δxi

3
)) = vol(∪3

i=1B(xi,
δxi

3
)) ≤ vol(U) = a,

da cui
3∑

i=1

vol(B(xi, δxi
)) = 3m

3∑
i=1

vol(B(xi,
δxi

3
)) ≤ 3ma.

Iterando il procedimento si trova un insieme �nito (se si veri�ca ad un certo punto
un caso (i)) o in�nito (nel caso non si veri�chi mai un caso (i)) di indici I tale che

{xi}i∈I ⊂ X e
∑
i∈I

vol(B(xi, δxi
)) ≤ 3ma.

Mostriamo che I è al più numerabile. Sia:

E1 = {i ∈ I : δxi
≥ 1}

E2 = {i ∈ I :
1

2
≤ δxi

< 1}

in generale

Ek =

{
i ∈ I :

1

2k
≤ δxi

<
1

2k−1

}
.

Quindi si ha che card(Ek) è �nita per ogni k ∈ N, infatti

a ≥
∑
i∈Ek

vol(B(xi,
δxi

3
)) =

∑
i∈Ek

ωm(
δxi

3
)m ≥ card(Ek)ωm(

1

2k
)m

e cioè

card(Ek) ≤
a(2k)m

ωm

<∞. (1.13)

Osserviamo inoltre che
I = ∪k∈NEk. (1.14)

Da (1.13) e (1.14) segue che

card(I) = card (∪k∈NEk) =
∑
k∈N

card(Ek) ≤
∑
k∈N

a(2k)m

ωm

<∞

e quindi la cardinalità di I è al più numerabile.
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1.3 Sezioni di un insieme compatto

Per la dimostrazione del Teorema di Morse-Sard 2.8, avremo bisogno del seguente risul-
tato di teoria della misura.

Lemma 1.4. Sia K ⊂ Rn = Rp ×Rn−p un compatto tale che per ogni x ∈ Rp, l'insieme

Kx := {y ∈ Rn−p : (x, y) ∈ K}

ha misura zero in Rn−p. Allora K ha misura zero in Rn.

Dimostrazione. Siccome K è compatto, allora esiste R > 0 tale che K ⊂ B(0, R)×Rn−p,
dove B(0, R) è la palla di centro 0 e raggio R in Rp. Per ogni x ∈ B(0, R), Kx ha misura
zero. Da ciò segue che per ogni ϵ > 0 esiste una famiglia di palle {B(yi, ri)}i∈I in Rn−p

tale che
Kx ⊂ ∪i∈IB(yi, ri) e

∑
i∈I

vol(B(yi, ri)) < ϵ. (1.15)

Essendo K compatto, si ha

∃ δx > 0 tale che K ∩ (B(x, δx)× Rn−p) ⊂ ∪i∈I(B(x, δx)×B(yi, ri)). (1.16)

Infatti, se così non fosse, avremmo che

∀ δ > 0,∃ (uδ, vδ) ∈ K ∩ (B(x, δ)× Rn−p) \ (∪i∈I(B(x, δ)×B(yi, ri)).

Scegliendo δ =
1

n
si avrebbe che

∀n ∈ N,∃ (un, vn) ∈ K ∩ (B(x,
1

n
)× Rn−p) \ (∪i∈I(B(x,

1

n
)×B(yi, ri))).

Abbiamo quindi una successione (un, vn)n∈N ⊂ K tale che

∀n ∈ N un ∈ B(x,
1

n
) (1.17)

e tale che

(un, vn) /∈ ∪i∈I(B(x,
1

n
)×B(yi, ri)). (1.18)

Osserviamo ora che da (1.17) segue che

lim
n→∞

un = x (1.19)

e da (1.18)
vn /∈ ∪i∈IB(yi, ri). (1.20)
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Siccome in Rn un insieme è compatto se e solo se è compatto per successioni, si ha
che esiste (u, v) ∈ K ed esiste (uhn , vhn)n∈N ⊂ K sottosuccessione di (un, vn)n∈N tale che

lim
n→+∞

(uhn , vhn) = (u, v) ∈ K. (1.21)

Da (1.19) e tenendo conto del fatto che (uhn)n∈N è sottosuccessione di (un)n∈N si ha

lim
n→+∞

uhn = x

e quindi, per (1.21),
u = x. (1.22)

Da (1.20) segue che
vhn ∈ Rn−p \ (∪i∈IB(yi, ri)).

Dato che Rn−p \∪i∈IB(xi, ri) è un chiuso e vhn converge a v, per la caratterizzazione per
successioni di un insieme chiuso, si ha che

v ∈ Rn−p \ (∪i∈IB(yi, ri))

cioè
v /∈ ∪i∈IB(yi, ri). (1.23)

Da (1.21) e (1.22) segue che v ∈ Kx e da (1.15) si ha

v ∈ ∪i∈IB(yi, ri)

e ciò è in contraddizione con (1.23). Abbiamo così dimostrato (1.16).
Dal Lemma 1.3 con U = X = B(0, R) posso ricoprire X con una famiglia �nita o

numerabile di palle {B(x(j); δ(j))}j∈J di Rp tale che∑
j∈J

vol(B(x(j), δ(j))) < 3p vol(B(0, R)). (1.24)

Per (1.16), possiamo de�nire un ricoprimento aperto diK {B(x(j), δ(j))×B(y
(j)
i , r

(j)
i )}i,j∈I,J .

Da (1.15), (1.24) e dal fatto che vol(A×B) = vol(A) vol(B) si ha∑
i,j

vol(B(x(j), δ(j))×B(y
(j)
i , r

(j)
i )) < ϵ

∑
j

vol(B(x(j), δ(j))) ≤ ϵ3p vol(B(0, R)).

Quindi per ogni ϵ > 0
µ(K) < ϵ3n vol(B(0, R)).

Per l'arbitrarietà di ϵ segue che K ha misura zero.
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Capitolo 2

Teorema di Morse-Sard

Questo è il capitolo centrale della tesi. Qui infatti enunciamo e dimostriamo il Teorema
di Morse-Sard nella sua formulazione ottimale.

Il Teorema di Morse-Sard (Teorema 2.8) a�erma che, se f : U → Rn, con U aperto
di Rm, m ≥ n, è una funzione di classe Cm−n+1, allora f(crit(f)) ha misura zero in Rn.

Qui crit(f) denota l'insieme

crit(f) := {x ∈ U | rgDf(x) non è massimo}

Ovviamente, se n = 1, tale insieme coincide con

C(f) := {x ∈ U | ∇f(x) = 0}.

Di tale teorema diamo la dimostrazione di Moreira e Ruas in [5], la quale fa uso del
cosiddetto �Curve selection lemma�.

2.1 Il �Curve selection lemma�

De�nizione 2.1 (Insieme algebrico). Sia V ⊂ Rn. Diciamo che V è un insieme algebrico
se è il luogo degli zeri di un numero �nito di polinomi.

De�nizione 2.2 (Insieme semialgebrico). Sia U ⊂ Rn un aperto de�nito da un numero
�nito di disequazioni polinomiali, ossia

U = {x ∈ Rn : g1(x) > 0, ..., gh(x) > 0}

con gi polinomio per ogni i ∈ {1, . . . , h}, e sia V ⊂ Rn un insieme algebrico. Allora
U ∩ V è detto insieme semialgebrico.

Vale il seguente risultato.
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Lemma 2.3 (Curve selection lemma). Sia U ⊂ Rm un aperto de�nito da un numero
�nito di disequazioni polinomiali e V ⊂ Rm un insieme algebrico.

Se 0 ∈ U ∩ V , allora esiste una curva reale analitica γ : [0, ϵ[→ Rm, tale che γ(0) = 0,
e γ(t) ∈ U ∩ V per ogni t > 0.

Tale risultato, dovuto a Milnor, ha una dimostrazione molto articolata, per la quale
rimandiamo al capitolo 3 del libro [4].

Il seguente risultato è un'applicazione del Curve Selection Lemma 2.3 che servirà
nella dimostrazione del Lemma 2.6.

Proposizione 2.4. Sia U ⊆ Rm un aperto, 0 ∈ U . Sia f : U → R una funzione
polinomiale tale che f(0) = 0. Se C ∈ R, C > 1, allora esiste un intorno W di 0 tale
che:

|f(x)| ≤ C∥x∥∥Df(x)∥ ∀x ∈ W.

Dimostrazione. De�niamo:

S := {x ∈ U : C∥x∥∥Df(x)∥ < |f(x)|}.

Se S = ∅ allora W = U .
Sia S ̸= ∅. Se 0 /∈ S ′, dove ricordiamo che S ′ denota l'insieme dei punti di accumulazione
di S, allora

∃ r > 0 : B(0, r) ⊂ U

e
|f(x)| ≤ C∥x∥∥Df(x)∥, ∀x ∈ B(0, r);

in tal caso W = B(0, r).
Resta da considerare il caso S ̸= ∅ e 0 ∈ S ′. Dato che f è una funzione polinomiale,
anche Df è una funzione polinomiale, quindi l'insieme S è semialgebrico.

Quindi per il Lemma di selezione della curva, vedi Lemma 2.3, si ha che

∃ ϵ > 0 e ∃ γ : [0, ϵ[→ Rm,

tale che γ ∈ C1, γ(0) = 0, γ(]0, ϵ[) ⊆ S e

∥γ′(t)∥ = 1, ∀ t ∈ [0, ϵ[. (2.1)

Pertanto
C∥γ(t)∥∥Df(γ(t))∥ < |f(γ(t))|.

De�niamo la funzione Φ : [0, ϵ[→ R, Φ(t) = (f ◦ γ)(t).
Allora vale

C∥γ(t)∥∥Df(γ(t))∥ < |Φ(t)| ∀ t ∈ [0, ϵ[ (2.2)
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e si ottiene da (2.1) e (2.2) che

C∥γ(t)∥|t||Φ′(t)| = C∥γ(t)∥|t||(f ◦ γ)′(t)|
≤ C∥γ(t)∥|t|∥Df(γ(t))∥∥γ′(t)∥ ≤ |t||Φ(t)|∥γ′(t)∥
= |t||f(γ(t))|, ∀t ∈ [0, ϵ[.

Abbiamo così dedotto che

C∥γ(t)∥|t||Φ′(t)| ≤ |t||f(γ(t))| ∀t ∈ [0, ϵ[. (2.3)

Applicando lo sviluppo di Taylor centrato in 0 con il resto di Lagrange alla funzione
γ si ha

γ(t) = γ(0) + γ′(τ)t = γ′(τ)t,

con τ ∈ [0, t].
Tenendo conto di (2.1) e che γ(0) = 0 si ha

lim
t→0+

∥∥∥∥γ(t)t
∥∥∥∥ = lim

t→0+

∥∥∥∥γ(t)− γ(0)

t

∥∥∥∥ = ∥γ′(0)∥ = 1

quindi

lim
t→0+

∥∥∥∥ t

γ(t)

∥∥∥∥ = 1

ovvero

∀σ > 0, ∃ δ ∈]0, ϵ[ :
∥∥∥∥ t

γ(t)

∥∥∥∥ ≤ 1 + σ, ∀ t ∈]0, δ]. (2.4)

Allora
1

C

∥t∥
∥γ(t)∥

≤ 1

C
(1 + σ), ∀ t ∈]0, δ]. (2.5)

In particolare posso scegliere σ abbastanza piccolo di modo che

ρ :=
1

C
(1 + σ) < 1. (2.6)

Otteniamo da (2.4), (2.5) e (2.6) che

∃ ρ ∈
]
1

C
, 1

[
, ∃ δ ∈]0, ϵ[ tale che

1

C

|t|
∥γ(t)∥

≤ ρ ∀ t ∈]0, δ]

e quindi, da (2.3),
|t||Φ′(t)| ≤ ρ|Φ(t)| ∀ t ∈]0, δ[. (2.7)

De�niamo ora la funzione: g :]0, δ[→ R, g(t) = log(|Φ(t)|). g è derivabile e risulta

g′(t) =
d

dt
(log(|Φ(t)|) = Φ′(t)

Φ(t)
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quindi, per (2.7)

|g′(t)| = |Φ′(t)|
|Φ(t)|

≤ ρ

t
∀ t ∈]0, δ[.

Allora, per ogni s ∈]0, δ[, si ha∣∣∣∣log ∣∣Φ(δ)Φ(s)

∣∣∣∣∣∣ = |g(δ)− g(s)| =
∣∣∣∣∫ δ

s

g′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ δ

s

ρ

t
dt = ρ log

∣∣∣∣δs
∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣δs
∣∣∣∣ρ ,

da cui
|Φ(δ)|
|Φ(s)|

≤
(
δ

s

)ρ

.

Abbiamo così ottenuto
|Φ(s)| ≥

(s
δ

)ρ

|Φ(δ)| ∀ s ∈]0, δ[.

Dato che δ < 1 si ha che
s

δ
≥ s, e quindi

|Φ(s)|
sρ

≥ |Φ(δ)| ∀ s ∈]0, δ[,

da cui segue, tenendo conto di (2.2),

lim inf
s→0+

∣∣∣∣Φ(s)sρ

∣∣∣∣ ≥ |Φ(δ)| > 0. (2.8)

Essendo Φ ∈ C1 e scrivendo il suo sviluppo di Taylor centrato in 0 con il resto di
Lagrange si ha

Φ(s) = Φ(0) + Φ′(τ)s

con τ ∈]0, s[.
Siccome

Φ(0) = f(γ(0)) = f(0) = 0

si ha
Φ(s) = Φ′(τ)s. (2.9)

Φ′ è continua su [0, δ]. De�niamo

M := max
t∈[0,δ]

|Φ′(t)|.

Tendendo conto di (2.9) si ha ∣∣∣∣Φ(s)s
∣∣∣∣ ≤M ∀ s ∈]0, δ[. (2.10)

15



Da (2.10) si ha che ∣∣∣∣Φ(s)sρ

∣∣∣∣ = |Φ(s)|
s

s1−ρ ≤Ms1−ρ ∀ s ∈]0, δ[ (2.11)

e quindi da (2.8) e (2.11)

lim inf
s→0+

∣∣∣∣Φ(s)sρ

∣∣∣∣ ≤ lim
s→0+

Ms1−ρ = 0

e ciò è in contraddizione con (2.8).

2.2 Un risultato preliminare

In questo paragrafo, dimostreremo il seguente risultato.

Proposizione 2.5. Siano U ⊆ Rm un aperto e f : U → Rn una funzione di classe Cp(U).

Se p ≥ m

n
, allora f(C(f)) ha misura zero in Rn, dove C(f) := {x ∈ U : Df(x) = 0}.

Tale risultato implicherà facilmente il Teorema di Morse (Teorema 2.7), riguardante
le funzioni reali, ma verrà anche utilizzato per dimostrare il caso più generale di funzioni
a valori vettoriali, Teorema di Morse-Sard (Teorema 2.8).

Per la dimostrazione della Proposizione 2.5, faremo uso del seguente risultato.

Lemma 2.6. Sia U ⊆ Rm aperto. Sia f : U → R, f ∈ Cr(U), r ≥ 1. Allora

lim
y→x
y∈crit(f)

|f(y)− f(x)|
∥y − x∥r

= 0 ∀x ∈ crit(f)′ ∩ U

dove crit(f) = {x ∈ U : ∇f(x) = 0}.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che:

∃ ϵ > 0 : ∀ k ∈ N∖ {0} ∃ yk ∈ B(x,
1

k
) ∩ crit(f)∖ {x} e

|f(yk)− f(x)|
∥yk − x∥r

≥ ϵ.

Ciò de�nisce una successione di (yk)k∈N ⊂ crit(f) tale che:

lim
k→+∞

yk = x (2.12)

e tale che
|f(yk)− f(x)| ≥ ϵ∥yk − x∥r, ∀ k ∈ N∖ {0}. (2.13)
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Sia f̃(y) =
∑
∥α∥≤r

Dαf(x)

α!
(y−x)α il polinomio di Taylor di f di grado r centrato in x.

Tenendo conto di (2.13) e del fatto che f̃(x) = f(x), si ha

|f̃(yk)− f̃(x)| = |f(yk)− f(x) + f̃(yk)− f(yk)|
≥ |f(yk)− f(x)| − |f̃(yk)− f(yk)|
≥ ϵ∥yk − x∥r − |f̃(yk)− f(yk)|.

Abbiamo quindi dedotto che

|f̃(yk)− f̃(x)| ≥ ϵ∥yk − x∥r − |f̃(yk)− f(yk)|. (2.14)

D'altra parte, dalla formula di Taylor con il resto di Peano, vedi Teorema 1.2, si ha
che

|f̃(yk)− f(yk)| = o(∥yk − x∥r) per k → +∞. (2.15)

Per de�nizione di o-piccolo e (2.15) ne deduciamo in particolare che

∃N ∈ N tale che |f̃(yk)− f(yk)| <
ϵ

2
∥yk − x∥r ∀ k ≥ N,

quindi, da (2.14),

|f̃(yk)− f̃(x)| ≥ ϵ

2
∥yk − x∥r ∀ k ≥ N. (2.16)

La derivata di f ha un polinomio di Taylor che è la derivata del polinomio di Taylor
di f , quindi si ha

∇f(yk) = ∇f̃(yk) + o(∥yk − x∥r−1), ∀ k ≥ N

e dato che ∇f(yk) = 0 per ogni k ∈ N si ha

∥∇f̃(yk)∥ = o(∥yk − x∥r−1) ∀ k ≥ N. (2.17)

Consideriamo ora il caso in cui f(x) = 0 e quindi f̃(x) = 0. De�niamo l'insieme

V := {ξ ∈ Rm : ξ = u− x, u ∈ U}.

Siccome x ∈ U allora 0 ∈ V .
De�niamo la funzione h : V → R, h(v) = f̃(v + x). Dato che f̃ è una funzione

polinomiale, anche h è una funzione polinomiale ed è tale che

h(0) = f̃(x) = 0
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Applicando la Proposizione 2.4 ad h con C = 2, si ha che

∃W intorno di 0 tale che |h(v)| ≤ 2∥v∥∥∇h(v)∥ ∀ v ∈ W.

De�niamo l'insieme Z := {w + x : w ∈ W}. Z è intorno di x, e dato che ∇h(v) =
∇f̃(v + x), si ha

|f̃(v + x)| ≤ 2∥v∥∥∇f̃(v + x)∥.
Ossia, dato che v ∈ V allora v = u− x, quindi u = v + x, si ha

|f̃(u)| ≤ 2∥u− x∥∥∇f̃(u)∥ ∀u ∈ Z. (2.18)

Da (2.12) e dal fatto che Z è intorno di x ne deduciamo che la successione (yk)k∈N
appartiene de�nitivamente a Z, quindi

∃M ∈ N,M ≥ N tale che yk ∈ Z ∀ k ≥M

allora, da (2.18) con u = yk e k ≥M si ha che

|f̃(yk)| ≤ 2∥yk − x∥∥∇f̃(yk)∥ (2.19)

e quindi da (2.17) e (2.19)

|f̃(yk)| ≤ 2∥yk − x∥o(∥yk − x∥r−1) = o(∥yk − x∥r).

Abbiamo quindi dedotto che

|f̃(yk)| ≤ o(∥yk − x∥r) ∀ k ≥M. (2.20)

Da (2.16) e (2.20) si ha che

ϵ

2
∥yk − x∥r ≤ |f̃(yk)| ≤ o(∥yk − x∥r) ∀ k ≥M,

quindi
ϵ

2
≤ lim

k→+∞

o(∥yk − x∥r)
∥yk − x∥r

= 0.

Da cui segue che ϵ ≤ 0, che è assurdo perché ϵ > 0. Quindi vale al tesi.
Consideriamo ora il caso f(x) ̸= 0. De�niamo la funzione g : U → R, g ∈ Ck(U),

tale che
g(y) = f(y)− f(x)

quindi g(x) = f(x)− f(x) = 0 e crit(f) = crit(g).
Per quanto visto nel caso f(x) = 0 applicato alla funzione g si ha che

lim
y→x
y∈crit(g)

|g(y)|
∥y − x∥r

= 0 ∀x ∈ crit(g)′ ∩ U
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ossia

lim
y→x
y∈crit(f)

|f(y)− f(x)|
∥y − x∥r

= 0 ∀x ∈ crit(f)′ ∩ U.

Abbiamo quindi dimostrato la tesi.

Siamo ora in grado di dimostrare la Proposizione 2.5, facendo uso, sia del lemma
sopra, che del Teorema di ricoprimento 1.3.

Dimostrazione della Proposizione 2.5. Dato che U è unione numerabile di insiemi limi-
tati e dato che una unione numerabile di insiemi di misura zero ha misura zero, possiamo
supporre senza perdita di generalità che U sia limitato.

Osserviamo che

C(f) = (C(f) ∩ C(f)′) ∪ (C(f) \ C(f)′).

Consideriamo come primo caso gli x̄ ∈ C(f) ∩ C(f)′.
f : U → Rn, quindi f(x̄) = (f1(x̄), · · · fn(x̄)), con fi : U → R. Possiamo applicare il

Lemma 2.6 alle singole coordinate della funzione f e quindi per ogni i ∈ N

lim
y→x̄
y∈crit(f)

|fi(y)− fi(x̄)|
∥y − x̄∥p

= 0

Abbiamo quindi dedotto che

lim
y→x̄
y∈crit(f)

∥f(y)− f(x̄)∥
∥y − x̄∥p

= 0

cioè
∀ ϵ > 0, ∃ δx̄ ∈]0, 1[ tale che se

y ∈ C(f) ∩B(x̄, δx̄) allora ∥f(y)− f(x̄)∥ <
(

ϵωm

ωn3m vol(U)

) 1
n

∥y − x̄∥p.

Pertanto se y ∈ B(x̄, δx̄) ∩ C(f) si ha che

f(y) ∈ Dx̄

dove Dx̄ = B

(
f(x̄), (

ϵωm

ωn3m vol(U)
)

1
n δpx̄

)
in Rn.

Riassumendo:

∀x ∈ C(f) ∩ C(f)′, ∀ ϵ > 0 ∃ δx ∈]0, 1[ tale che f(C(f) ∩B(x, δx) ⊆ Dx (2.21)

19



con Dx = B
(
f(x), ( ϵωm

ωn3m vol(U)
)

1
n δpx

)
palla di Rn

Il secondo caso possibile è il caso di x̄ ∈ C(f) \ C(f)′. In questo caso x̄ è un punto
isolato di C(f), quindi esiste δx̄ ∈]0, 1[ tale che B(x̄, δx̄) ∩ C(f) = {x̄}.

Quindi
f(B(x̄, δx̄) ∩ C(f)) = {f(x̄)}.

Abbiamo quindi che per ogni ϵ > 0 risulta

f(C(f) ∩B(x̄, δx̄)) ⊂ Dx̄

dove Dx̄ = B
(
f(x̄), ( ϵωm

ωn3m vol(U)
)

1
n δpx̄

)
Riassumendo:

∀x ∈ C(f) \ C(f)′, ∀ ϵ > 0 ∃ δx ∈]0, 1[ tale che f(C(f) ∩B(x, δx)) ⊂ Dx (2.22)

dove Dx = B
(
f(x), ( ϵωm

ωn3m vol(U)
)

1
n δpx

)
Da (2.21) e (2.22) segue che

∀x ∈ C(f), ∀ ϵ > 0, ∃ δx ∈]0, 1[ tale che f(C(f) ∩B(x, δx)) ⊂ Dx. (2.23)

Dato che vol(B(x, δx)) = ωmδ
m
x e che p ≥ m

n
, possiamo stimare vol(Dx):

vol(Dx) = ωn
ϵωm

ωn3m vol(U)
δpnx =

ϵωm

3m vol(U)
δpnx

≤ ϵωm

3m vol(U)
δmx =

ϵ

3m vol(U)
vol(B(x, δx)). (2.24)

Dal Lemma 1.3 esiste un insieme �nito o numerabile {xi}i∈I ⊂ C(f) tale che

C(f) ⊂ ∪iB(xi, δxi
) e

∑
i

vol(B(xi, δxi
)) < 3m vol(U). (2.25)

Da (2.25) si ha

C(f) = C(f) ∩ (∪iB(xi, δxi
)) = ∪i(C(f) ∩B(xi, δxi

))

e, siccome f(∪iAi) = ∪if(Ai), usando (2.23)

f(C(f)) = ∪if(C(f) ∩B(xi, δxi
)) ⊂ ∪iDxi

. (2.26)
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Da (2.24) e (2.25) segue che per ogni ϵ > 0∑
i∈I

vol(Dxi
) ≤

∑
i∈I

ϵ

3m vol(U)
vol(B(xi, δxi

))

=
ϵ

3m vol(U)

∑
i∈I

vol(B(xi, δxi
))

≤ ϵ

3m vol(U)
3m vol(U) = ϵ.

Allora, per (2.26), f(C(f)) ha misura zero in Rn.

2.3 Il Teorema di Morse-Sard: il caso m ≥ n

Come conseguenza della Proposizione 2.5 si ottiene il Teorema di Morse, che riguarda il
caso n = 1 del più generale Teorema di Morse-Sard. Più precisamente vale il seguente
risultato.

Teorema 2.7 (Teorema di Morse). Sia U un aperto di Rm e f : U → R una funzione di
classe Cm(U). Allora f(C(f)) ha misura zero in R, dove C(f) = {x ∈ U : ∇f(x) = 0}.

Dimostrazione. Ricordiamo che in R, C(f) = crit(f).
Consideriamo fk : U ∩ (]−k, k[)m → R e applichiamo la Proposizione 2.5 a fk. Allora

fk(C(fk)) = f(C(fk)) ha misura nulla in R. Si conclude osservando che

C(f) = ∪k∈NC(fk).

Diamo ora l'enunciato e la dimostrazione del Teorema di Morse-Sard, nel caso generale
m ≥ n, con n ≥ 1.

Teorema 2.8 (Teorema di Morse-Sard). Sia m ≥ n e f : U → Rn, con U aperto
di Rm, una funzione di classe Cm−n+1. Sia crit(f) = {x ∈ U : Df(x) : Rm →
Rn non è suriettiva}. Allora f(crit(f)) ha misura zero in Rn.

Dimostrazione. Sia Cp = {x ∈ U : rgDf(x) = p}, allora crit(f) = ∪n−1
p=0Cp.

Sia x̄ ∈ Cp, ossia x̄ ∈ U tale che

rgDf(x̄) = p.

Quindi esiste una sottomatrice p× p di Df(x̄) con determinante diverso da zero.
Sia f = (g, h) con g : U → Rp, g = (f1, ..., fp) e h : U → Rn−p, h = (fp+1, ..., fn).

Considerando inoltre x = (ξ, η) ∈ Rp × Rm−p allora si ha
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Df(x) =

[
∂g
∂ξ
(ξ, η) ∂g

∂η
(ξ, η)

∂h
∂ξ
(ξ, η) ∂h

∂η
(ξ, η)

]
∈M(n×m).

Non è restrittivo supporre che sia x̄ = (ξ̄, η̄) ∈ Rp × Rm−p,

det
∂g

∂ξ
(ξ̄, η̄) ̸= 0. (2.27)

Per la continuità del determinante e da (2.27) si ha che

∃O aperto di Rp, con ξ̄ ∈ O

∃Ω aperto di Rm−p, con η̄ ∈ Ω tali che

O × Ω ⊂ U e det
∂g

∂ξ
(ξ, η) ̸= 0 ∀ (ξ, η) ∈ O × Ω. (2.28)

De�niamo ora la funzione F : O × Ω × Rp × Rm−p → Rp × Rm−p, F ∈ Cm−n+1 nel
seguente modo:

F (ξ, η, u, v) := (g(ξ, η)− u, η − v) .

Osserviamo che F = (F1, F2) con

F1 : O × Ω× Rp × Rm−p → Rp, F1(ξ, η, u, v) = g(ξ, η)− u

F2 : O × Ω× Rp × Rm−p → Rm−p, F2(ξ, η, u, v) = η − v.

In questo modo abbiamo

DF (ξ, η, u, v) =

[
∂F1

∂ξ
(ξ, η, u, v) ∂F1

∂η
(ξ, η, u, v) ∂F1

∂u
(ξ, η, u, v) ∂F1

∂v
(ξ, η, u, v)

∂F2

∂ξ
(ξ, η, u, v) ∂F2

∂η
(ξ, η, u, v) ∂F2

∂u
(ξ, η, u, v) ∂F2

∂v
(ξ, η, u, v)

]
cioè

DF (ξ, η, u, v) =

[∂g
∂ξ
(ξ, η) ∂g

∂η
(ξ, η) −Ip 0

0 Im−p 0 −Im−p

]
da cui segue che

∂(F1, F2)

∂(ξ, η)
(ξ, η, u, v) =

[∂g
∂ξ
(ξ, η) ∂g

∂η
(ξ, η)

0 Im−p

]
.

Per (2.28) si ha che per ogni (ξ, η) ∈ O × Ω e (u, v) ∈ Rp × Rm−p

det
∂(F1, F2)

∂(ξ, η)
(ξ, η, u, v) = det

∂g

∂ξ
(ξ, η) det Im−p

= det
∂g

∂ξ
(ξ, η) ̸= 0.
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Allora

∀(ξ, η, u, v) ∈ O × Ω× Rp × Rm−p, DF (ξ, η, u, v) ha rango massimo. (2.29)

Ponendo ū = g(ξ̄, η̄) e v̄ = η̄ si ha che

F (ξ̄, η̄, ū, v̄) = (0, 0), (2.30)

ossia (ξ̄, η̄, ū, v̄) appartiene all'insieme di livello zero di F ,

L0(F ) = {(ξ, η, u, v) ∈ O × Ω× Rp × Rm−p : g(ξ, η) = u, η = v}.

Dato che valgono (2.29) e (2.30) possiamo applicare il teorema della funzione implicita
e si ha

∃U intorno aperto di g(ξ̄, η̄) in Rp, ∃V intorno aperto di η̄ in Rm−p

∃W ⊂ O × Ω aperto di Rm, ∃φ : U × V → W, φ ∈ Cm−n+1

tale che
{(ξ, η, u, v) ∈ W × U × V : g(ξ, η) = u, η = v} =

= {(φ(u, v), u, v) : (u, v) ∈ U × V }.
(2.31)

Inoltre vale

∂φ

∂(u, v)
(u, v) = −

(
∂F

∂(ξ, η)
(φ(u, v), u, v)

)−1
∂F

∂(u, v)
(φ(u, v), u, v) ∀ (u, v) ∈ U × V

cioè per ogni (u, v) ∈ U × V

∂φ

∂(u, v)
(u, v) = −

[∂g
∂ξ
(φ(u, v)) ∂g

∂η
(φ(u, v))

0 Im−p

]−1 [−Ip 0
0 −Im−p

]
,

quindi per il teorema di Binet

det
∂φ

∂(u, v)
(u, v) = −(−1)m

1

det ∂g
∂ξ
(φ(u, v))

̸= 0.

Abbiamo cosi dedotto che

∀(u, v) ∈ U × V, det
∂φ

∂(u, v)
(u, v) ̸= 0. (2.32)

Per (2.32) possiamo applicare il teorema di invertibilità locale alla funzione φ nell'in-
sieme U × V e si ha che φ è un di�eomor�smo locale di classe Cm−n+1 (con inversa di
classe Cm−n+1) in U × V .
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Osserviamo ora che la funzione f ◦φ : U×V → Rn è ben de�nita, infatti φ : U×V →
W , con W ⊂ O × Ω, e f : O × Ω → Rn, quindi si ha

f ◦ φ(u, v) = (g(φ(u, v)), h(φ(u, v)) = (u, (h ◦ φ)(u, v)).

De�niamo la funzione f̃ : U × V → Rn−p, f̃ = h ◦ φ. Si ha allora che, a meno di un
di�eomor�smo locale la funzione f ha forma

f(u, v) = (u, f̃(u, v)). (2.33)

Si ha

Df(u, v) =
[
Duf(u, v) Dvf(u, v)

]
=

[
Idp 0

Duf̃(u, v) Dvf̃(u, v)

]
da cui (u, v) ∈ Cp se e solo se Dvf̃(u, v) = 0. Infatti se Dvf̃(u, v) ̸= 0 avremmo che la
matrice non avrebbe più rango p. Allora

Cp = {(u, v) ∈ U × V : Dvf̃(u, v) = 0}. (2.34)

Fissato u ∈ Rp, de�niamo

Fu := {(u, v) : v ∈ Rn−p}

e
f̃u(v) := f̃(u, v). (2.35)

Allora si ha

Fu ∩ Cp = {(u, v) : v ∈ Rn−p, Dvf̃(u, v) = 0}
= {(u, v) : v ∈ Rn−p, Df̃u(v) = 0}. (2.36)

De�niamo
N := {v ∈ V : Df̃u(v) = 0}. (2.37)

Osserviamo che da (2.33) e (2.35)

f(Fu) = {f(u, v) : v ∈ Rn−p}
= {(u, f̃(u, v)) : v ∈ Rn−p}
= {(u, f̃u(v)) : v ∈ Rn−p}
= {u} × {f̃u(v) : v ∈ Rn−p}

da cui ne deduciamo che

f(Fu) = {u} × {f̃u(v) : v ∈ Rn−p}. (2.38)
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Da (2.36), (2.37) e (2.38) si ha

f(Fu ∩ Cp) = {u} × {f̃u(v) : v ∈ Rn−p, Df̃u(v) = 0} ⊆ {u} × f̃u(N). (2.39)

Osserviamo ora che, per p ≤ n− 1

m− n+ 1 ≥ m− p

n− p
=
m− n

n− p
+ 1. (2.40)

e che
N = crit(f̃u). (2.41)

Da (2.40) e (2.41) applicando il Teorema 2.8 si ha

f̃u(N) ha misura zero in Rn−p ∀u ∈ U.

Siccome prodotto di insiemi di misura zero ha misura zero si ha

{u} × f̃u(N) ha misura zero

e quindi da (2.39)
f(Fu ∩ Cp) ha misura zero in Rn.

Siccome D è aperto allora D è unione numerabile di palle chiuse. Dato che le palle
chiuse sono compatte possiamo supporre senza perdita di generalità che Cp, e quindi
f(Cp), sono compatti.

Posto K = f(Cp) esso è un compatto di Rn, e da (2.34) si ha

K = f(Cp) = {f(u, v) : rgDf(u, v) = p}
= {(u, f̃(u, v)) : Dvf̃(u, v) = 0}

e quindi da (2.39)
Ku = f(Fu ∩ Cp).

Dato che, per ogni u ∈ U , Ku ha misura zero, allora per il Lemma 1.4 si ha che f(Cp)
ha misura zero.

Il casom = n rappresenta un caso particolarmente signi�cativo del Teorema di Morse-
Sard 2.8. Lo mettiamo qui in evidenza.

Teorema 2.9. Sia f : U → Rn, con U aperto di Rn, una funzione di classe C1. Sia
crit(f) = {x ∈ U : detDf(x) = 0}. Allora f(crit(f)) ha misura zero in Rn.

Osserviamo che le ipotesi del Teorema di Morse-Sard 2.8 sono ottimali. Infatti
Whitney [11] ha pubblicato nel 1935, un controesempio.
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2.4 Il Teorema di Morse-Sard: il caso m < n

Concludiamo il capitolo presentando il Teorema di Morse-Sard nel caso m < n, che sarà
un corollario del seguente risultato, si veda ad esempio [7].

Teorema 2.10. Siano U ⊂ Rm un aperto e f : U → Rn una funzione di classe C1(U),
con m < n. Allora

vol(f(U)) = 0.

Dimostrazione. Siano a ∈ Zm e N ∈ Z+, de�niamo

C(a,N) := {x ∈ Rm : |Nxi − ai| ≤
1

2
, i = 1, 2, ...,m}

il cubo m-dimensionale chiuso centrato in
a

N
e di lato

1

N
.

De�niamo la famiglia

Q := {C(a,N) : a ∈ Zm, N ∈ N \ {0}}

e osserviamo che Q è numerabile e le sue sottofamiglie formate dai cubi di lato 1
N

sono
ricoprimenti chiusi e localmente �niti di Rm.

L'insieme U è l'unione ∪k∈JCk degli elementi della famiglia {Ck := C(ak, Nk) : Ck ⊂
U}, dove J ⊆ N.

Allora
f(U) = ∪k∈Jf(Ck). (2.42)

Siccome per ogni k ∈ N Ck è compatto, anche f(Ck) è compatto, e quindi f(Ck) è
misurabile secondo Lebesgue.

Fissiamo p ∈ N. f è di classe C1(U) quindi f è localmente lipschitziana, cioè:

∃Lp > 0 : ∥f(x1)− f(x2)∥ ≤ Lp∥x1 − x2∥, ∀x1, x2 ∈ Cp.

Sia E ⊂ Cp con diam(E) = δ, allora vale

∥f(x1)− f(x2)∥ ≤ Lp∥x1 − x2∥ < δLp, ∀ x1, x2 ∈ E, (2.43)

quindi f(E) è contenuto in una palla di raggio Lpδ, ed è cioè contenuto in un cubo di
lato 2Lpδ.

Osserviamo ora che Cp è unione di N
m cubi m-dimensionali di lato 1

NNp
dove 1

Np
è il

lato di Cp, siano essi {K1, K2, ..., KNm},

Cp = ∪Nm

i=1Ki. (2.44)
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Allora, per (2.43), f(Ki) è contenuto in un cubo di lato 2Lp

√
m

NNp
, e per (2.44),

f(Cp) è contenuto nell'unione di Nm cubi n-dimensionali di lato 2Lp

√
m

NNp
, siano essi

{D1, D2, ..., DNm},
f(Cp) ⊂ ∪Nm

i=1Di. (2.45)

Per (2.45) si ha

0 ≤ vol(f(Cp)) ≤
Nm∑
i=1

vol(Di)

=
Nm∑
i=1

(
2Lp

√
m

NNp

)n

= Nm

(
2Lp

√
m

NNp

)n

=
2n(Lp)

nm
n
2

Nn
p

Nm−n.

Osserviamo ora che

lim
N→+∞

2n(Lp)
nm

n
2

Nn
p

Nm−n = 0

risulta che vol(f(Cp)) = 0.
Abbiamo quindi dimostrato che per ogni k ∈ J si ha che vol(f(Ck)) = 0.
Per (2.42) si ha la tesi.

Come conseguenza del Teorema 2.10 si ha il Teorema di Morse-Sard nel caso m < n.

Corollario 2.11 (Teorema di Morse-Sard nel caso m<n). Siano U ⊂ Rm un aperto
e f : U → Rn una funzione di classe C1(U), con m < n. Sia crit(f) = {x ∈ U :
Df(x) non ha rango massimo}. Allora f(crit(f)) ha misura zero in Rn.

Dimostrazione. crit(f) ⊂ U per de�nizione.
Per il Teorema 2.10 si ha che vol(f(U)) = 0.
Osservando che f(crit(f)) ⊂ f(U), si ha la tesi.
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Capitolo 3

Il lemma di Sard per funzioni

di�erenziabili

Per il Teorema 2.8 di Morse-Sard, nel caso n = m, si ha:

Se f : U → Rn, con U aperto di Rn, una funzione di classe C1.
Allora f(crit(f)) ha misura zero in Rn, dove

crit(f) := {x ∈ U : detDf(x) = 0}.

Nel 1966 Varberg [10] ha dimostrato che è su�ciente richiedere la di�erenziabilità di
f . Oggetto di questo capitolo è la presentazione di questo risultato, con dimostrazione.

3.1 I ricoprimenti di Vitali

Iniziamo enunciando alcuni risultati preliminari, tra cui un teorema di ricoprimento di
tipo Vitali.

De�nizione 3.1. Sia E ⊆ Rn. Sia K la famiglia dei cubi di Rn contenente E. Chia-
miamo parametro di regolarità di E la seguente quantità

r(E) = inf
K∈K

vol(E)

vol(K)
.

De�nizione 3.2. Diciamo che una successione (En)n∈N di sottoinsiemi di Rn è regolare
se esiste un numero positivo a tale che

r(En) > a ∀n ∈ N.

De�nizione 3.3. Diciamo che una successione (En)n∈N di sottoinsiemi di Rn è conver-
gente a x ∈ Rn se x ∈ En per ogni n e diam(En) → 0 per n→ +∞.
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De�nizione 3.4. Sia E ⊂ Rn. Diciamo che una famiglia F di insiemi di Rn è un
ricoprimento nel senso di Vitali di E se per ogni x ∈ E esiste un successione regolare
(En)n∈N di elementi di F convergente a x.

Teorema 3.5 (Teorema di ricoprimento di Vitali). Sia E ⊂ Rn. Sia C una famiglia di
insiemi chiusi di Rn. Se C è un ricoprimento di Vitali di E, allora esiste una sottofamiglia
numerabile o �nita di elementi di C, sia essa {Ei}i∈I , a due a due disgiunti, tale che

vol(E \ ∪i∈IEi) = 0.

Rimandiamo a [8] per una dimostrazione.

3.2 Alcune disuguaglianze geometriche

Vediamo in questa sezione alcune disuguaglianze geometriche che saranno poi utili nella
sezione successiva.
Se E ⊆ Rn indicheremo col simbolo µ∗(E) la sua misura esterna secondo Lebesgue.

De�nizione 3.6. Un cubo C ⊂ Rn si dice orientato se ha i lati paralleli agli assi
coordinati.

Lemma 3.7. Sia F ⊂ Rn contenuto in un iperpiano H, sia x0 ∈ F e d > 0 tale che
∥x− x0∥ ≤ d per ogni x ∈ F . Sia

G := {x ∈ Rn : d(x, F ) < δ}.

Allora G è misurabile e vale

vol(G) ≤ 2n(d+ δ)n−1δ.

Per la dimostrazione del Lemma 3.7 rimandiamo a [2].

Lemma 3.8. Sia h : Rn → Rn un'applicazione lineare, sia

C := {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn : 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, ..., n}

il cubo unitario e poniamo P = h(C). Sia

Q := {x ∈ Rn : d(x, P ) < δ}.

Allora Q è misurabile ed esiste una costante A(n) > 0 dipendente da n tale che

vol(Q) ≤ | det h|+ A(n)(∥h∥+ δ)n−1δ.
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Dimostrazione. Q è aperto quindi Q è misurabile.
Il primo caso è det h = 0. In questo caso esiste un iperpiano H di Rn tale che P ⊂ H.

Sia v0 ∈ C il centro del cubo, allora, per ogni v ∈ C

∥h(v)− h(v0)∥ = ∥h(v − v0)∥ ≤ ∥h∥∥v − v0∥ ≤ ∥h∥1
2

√
n. (3.1)

Siccome P = h(C), ponendo x0 = h(v0) si ha da (3.1) che per ogni x ∈ P

∥x− x0∥ ≤ ∥h∥1
2

√
n.

Quindi, applicando il Lemma 3.7 con F = P e d = 1
2
∥h∥

√
n, si ha

vol(Q) ≤ 2n(
1

2

√
n∥h∥+ δ)n−1δ ≤ A(n)(∥h∥+ δ)n−1δ

Da cui la tesi.
Il secondo caso è il caso in cui det h ̸= 0. In questo caso P è un parallelepipedo

n-dimensionale di misura

vol(P ) = | det h| vol(C) = | det h|.

P è compatto, quindi per ogni y ∈ Q \ P esiste un x ∈ P tale che

∥y − x∥ = d(y, P )

in particolare x sta almeno in una faccia (n− 1)-dimensionale di P .
Osserviamo che ogni faccia di P è immagine tramite h di una faccia di C, quindi

presa B una faccia di C si ha h(B) ⊂ H, con H iperpiano di Rn, e preso x0 ∈ h(B) il
suo centro, vale, per ogni x ∈ h(B)

∥x− x0∥ ≤ 1

2

√
n− 1∥h∥.

De�niamo E := {x ∈ Rn : d(x, h(B)) < δ} e applicando il Lemma 3.7 con F = h(B)
e d = 1

2

√
n− 1∥h∥ vale

vol(E) ≤ 2n(
1

2

√
n− 1∥h∥+ δ)n−1δ ≤ A′(n)(∥h∥+ δ)n−1δ (3.2)

dove A′(n) è una costante positiva dipendente da n.
C ha 2n facce (n− 1)-dimensionali, siano esse {B1, B2, ..., B2n}, de�niamo

Ei := {x ∈ Rn : d(x, h(Bi)) < δ} (3.3)

e quindi si ha
Q \ P ⊆ ∪2n

i=1Ei. (3.4)
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Quindi, da (3.2), (3.3) e (3.4) vale

vol(Q \ P ) ≤
2n∑
i=1

vol(Ei) ≤ 2n(A′(n)(∥h∥+ δ)n−1δ) ≤ A(n)((∥h∥+ δ)n−1δ (3.5)

dove abbiamo de�nito A(n) := 2nA′(n).
Dato che Q = P ∪ (Q \ P ), da (3.5) si ha

vol(Q) = vol(P ) + vol(Q \ P ) ≤ | det h|+ A(n)(∥h∥+ δ)n−1δ.

Da cui la tesi.

Dal Lemma 3.8, ricalcando la dimostrazione, segue immediatamente il seguente

Lemma 3.9. Sia C un cubo chiuso e orientato di Rn di lato α e sia h : Rn → Rn

un'applicazione lineare. Sia

Q := {x ∈ Rn : d(x, h(C)) < αδ}

allora Q è misurabile ed esiste una costante A(n) > 0 dipendente da n tale che

vol(Q) ≤ vol(C)(| det h|+ A(n)(∥h∥+ δ)n−1δ).

3.3 Il teorema di Varberg

In questo paragrafo dimostriamo la versione del Teorema di Morse-Sard per funzioni
di�erenziabili da un aperto di Rn a Rn.

Per dimostrarlo, necessitiamo di alcuni risultati preliminari.

Lemma 3.10. Sia D un aperto di Rn, sia N ⊂ D un insieme di misura nulla e f : D →
Rn una funzione di�erenziabile su N . Allora

vol(f(N)) = 0.

Dimostrazione. De�niamo per ogni j, k ∈ Z+

Nj,k = {x ∈ N : ∥f(x+ t)− f(x)∥ ≤ j∥t∥, ∀ t t.c. x+ t ∈ D, ∥t∥ ≤ 1

k
}. (3.6)

Mostriamo che N = ∪j,kNj,k. E' su�ciente dimostrare che N ⊆ ∪j,kNj,k.
Sia x ∈ N . Dato che f è di�erenziabile su x si ha

∥f(x+ t)− f(x)−Df(x)t∥ ≤ η(x+ t)∥t∥
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con η(x + t) → 0 se t → 0. Allora, esiste k ∈ Z+ tale che |η(x + t)| < 1 per ∥t∥ ≤ 1
k
.

Pertanto, prendendo j ≥ ∥Df(x)∥+ 1 si ha

∥f(x+ t)− f(x)∥ ≤ ∥f(x+ t)− f(x)−Df(x)t∥+ ∥Df(x)t∥ ≤ j∥t∥

per ogni t tale che x+ t ∈ D, ∥t∥ ≤ 1
k
, ossia x ∈ Nj,k.

Abbiamo quindi dimostrato che se x ∈ N allora esistono j, k ∈ Z+ tale che x ∈ Nj,k.
Quindi

N = ∪j,kNj,k. (3.7)

Fissiamo ϵ > 0 e consideriamo Nj,k. Essendo Nj,k ⊂ N è

vol(Nj,k) = 0. (3.8)

Mostriamo che vol(f(Nj,k)) = 0. Per (3.8) possiamo scegliere una successione di cubi
n-dimensionali {Vi}i∈I dove Vi è centrato in un punto vi con lato 2bi di modo che

bi ≤
1

nk
(3.9)

e tale che
Nj,k ⊂ ∪i∈IVi e

∑
i∈I

vol(Vi) < ϵ. (3.10)

Per (3.9), si ha

∥v − vi∥ < nbi ≤
1

k
, ∀ v ∈ Vi ∩Nj,k

quindi da (3.6)
∥f(v)− f(vi)∥ ≤ j∥v − vi∥ ≤ jnbi. (3.11)

Quindi, da (3.11), f(Vi ∩Nj,k) è contenuto in un cubo n-dimensionale di centro f(vi)
e lato 2jnbi, da cui segue

µ∗(f(Vi ∩Nj,k)) ≤ (2jnbi)
n = (jn)n vol(Vi). (3.12)

Da (3.10) e (3.12) si ha

µ∗(f(Nj,k)) = µ∗(∪i∈If(Vi ∩Nj,k)) ≤
∑
i∈I

µ∗(f(Vi ∩Nj,k)

≤ (jn)n
∑
i∈I

vol(Vi) ≤ (jn)nϵ.

Per l'arbitrarietà di ϵ si ha
vol(f(Nj,k)) = 0.

Da (3.7) segue che f(N) = ∪j,kf(Nj,k) e quindi si ha la tesi.
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Lemma 3.11. Siano D un aperto di Rn e E ⊆ D. Sia f : D → Rn una funzione
di�erenziabile in E tale che

sup
x∈E

| detDf(x)| ≤ K (3.13)

con K costante positiva. Allora

µ∗(f(E)) ≤ Kµ∗(E).

Dimostrazione. Se µ∗(E) = ∞ la tesi è ovviamente veri�cata.
Supponiamo µ∗(E) <∞. Sia ϵ > 0 e sia A ⊂ D aperto tale che E ⊂ A e

vol(A) ≤ µ∗(E) + ϵ. (3.14)

Mostriamo che per ogni x ∈ E esiste un cubo chiuso n-dimensionale orientato e
centrato in x, sia esso Ex, tale che Ex ⊂ A e

µ∗(f(Ex)) ≤ (K + ϵ) vol(Ex). (3.15)

Sia x ∈ E; siccome f è di�erenziabile in x vale la seguente

∥f(y)− f(x)−Df(x)(y − x)∥ ≤ η(y)∥y − x∥

dove η(y) → 0 per y → x.
Sia Ex ⊆ D un cubo chiuso orientato n-dimensionale centrato in x e sia α il suo lato.

Allora
∥f(y)− f(x)−Df(x)(y − x)∥ ≤ η(y)α

√
n, ∀ y ∈ Ex. (3.16)

De�niamo la funzione fx : Rn → Rn, fx(y) := f(y)− f(x) +Df(x)(x).
Da (3.16) si ha

∥fx(y)−Df(x)(y)∥ < η(y)α
√
n, ∀ y ∈ Ex.

Sia P = Df(x)(Ex) e sia

Q := {y ∈ Rn : d(y, P ) < η(y)α
√
n}.

Si ha
fx(Ex) ⊂ Q.

Osservando che µ∗(fx(Ex)) = µ∗(f(Ex)) e applicando il Lemma 3.9 si ottiene che esiste
una costante A(n) > 0 dipendente da n tale che

µ∗(f(Ex)) ≤ vol(Ex){| detDf(x)|+ A(n)(∥Df(x)∥+ η)n−1η} (3.17)

con η := supy∈Ex
η(y).
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Dato che η(y) → 0 per y → x possiamo scegliere un cubo Ex abbastanza piccolo tale
che A(n)(∥Df(x)∥+ η)n−1η < ϵ. Quindi, per (3.13) e (3.17),

µ∗(f(Ex)) ≤ (K + ϵ) vol(Ex).

Ciò dimostra (3.15).
Sia ora

Fx := {Ex : Ex cubo chiuso orientato centrato in x, Ex ⊂ A e Ex soddisfa (3.15)}
e de�niamo

F := ∪x∈EFx.

Osserviamo ora che F è un ricoprimento di Vitali di E, vedi De�nizione 3.4, soddi-
sfacente le ipotesi del Teorema 3.5. Allora esiste una collezione numerabile o �nita di
elementi di F , sia essa {E1, E2, ...}, a due a due disgiunti, tali che

vol(E \ ∪iEi) = 0.

Sia N := E \ ∪iEi. Allora si ha che f(E) ⊆ f(∪iEi) ∪ f(N) e quindi

µ∗(f(E)) ≤ µ∗(f(∪iEi)) + µ∗(f(N)) ≤
∑
i

µ∗(f(Ei)) + µ∗(f(N)). (3.18)

Dal Lemma 3.10 si ha che µ∗(f(N)) = 0 e da (3.18) si ha

µ∗(f(E)) ≤
∑
i

µ∗(f(Ei)). (3.19)

Quindi da (3.19), (3.15) e (3.14) si ha

µ∗(f(E)) ≤
∑
i

µ∗(f(Ei)) ≤
∑
i

(K + ϵ) vol(Ei)

= (K + ϵ) vol(∪iEi) ≤ (K + ϵ) vol(A)

≤ (K + ϵ)(µ∗(E) + ϵ).

Per l'arbitrarietà di ϵ si ha la tesi.

Come conseguenza del Lemma 3.11 si ha che l'immagine dei punti singolari di una
funzione di�erenziabile f : D → Rn, con D un aperto di Rn, ha misura nulla. Più
precisamente, vale il seguente risultato.

Teorema 3.12 (Varberg [10]). Siano D un aperto di Rn e E ⊂ D. Sia f : D → Rn una
funzione di�erenziabile su E e tale che

detDf(x) = 0, ∀x ∈ E.

Allora vol(f(E)) = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione segue direttamente dal Lemma 3.11 con K = 0.
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Capitolo 4

Formula di coarea

In questo capitolo diamo una importante applicazione del Teorema 2.7 di Morse per
funzioni regolari. Essa è la cosiddetta formula di coarea per funzioni a valori reali.

Teorema 4.1. Siano Ω ⊂ Rn aperto, F : Ω → R di classe C∞. Sia N = F (C(F ))
l'insieme dei valori critici di F e

Mt = {x ∈ Ω : F (x) = t}, t ∈ R.

Allora, Mt è una (n − 1)-varietà per ogni t ∈ F (Ω) \ N e per ogni f : Ω → [0,+∞]
misurabile valgono le seguenti:

(a) la funzione φ : R → [0,+∞],

φ(t) :=


0 se t ∈ (R \ F (Ω)) ∪N∫
Mt

fdσ se t ∈ F (Ω) \N

è misurabile,

(b)

∫
Ω

f ∥DF∥ dx =

∫
R
φ(t) dt.

Osservazione 4.2. L'uguaglianza (b) in Teorema 4.1 si può scrivere in modo più leggi-
bile: ∫

Ω

f∥DF∥dx =

∫ +∞

0

(∫
{F=t}

f dσ

)
dt.

Infatti, N ha misura nulla per il Corollario 2.7 e, se t ∈ R \F (Ω), allora Mt è l'insieme
vuoto.

35



Dimostrazione del Teorema 4.1. Ci possiamo ridurre al caso DF ̸= 0 in Ω. Infat-
ti, supponiamo di avere dimostrato il teorema con l'ipotesi aggiuntiva di DF ̸= 0.
Denotiamo

Ω′ := Ω \ C(F )
e, per t ∈ R,

M ′
t := {x ∈ Ω′ : F (x) = t}.

Dato che Ω′ è l'insieme dei punti che non sono critici per f , allora si ha che M ′
t o è

una (n− 1)-varietà oppure è l'insieme vuoto.
Si ha

F (Ω) \N ⊂ F (Ω′) ⊂ F (Ω). (4.1)

Inoltre

Mt =M ′
t ∀ t ∈ F (Ω) \N. (4.2)

La inclusione Mt′ ⊆Mt è ovvia. Dimostriamo l'opposta inclusione. Sia t ∈ F (Ω) \N
e sia x ∈ Mt. Allora x ∈ Ω e F (x) = t. Essendo t ̸∈ N sarà DF (x) ̸= 0, da cui
x ∈ Ω \ C(F ). Ciò dimostra che x ∈M ′

t .
D'altra parte, è banalmente veri�cato che

Mt =M ′
t = ∅ ∀ t /∈ F (Ω). (4.3)

Da (4.1), (4.2), (4.3) e tenendo conto del fatto che, per la Proposizione 2.5, N ha
misura zero, si ha

Mt =M ′
t per q.o. t ∈ R.

Osserviamo ora che
F (Ω′) ∩N ⊂ N,

quindi F (Ω′) ∩N è un insieme di misura nulla. De�niamo la funzione ψ : R → [0,+∞]
la funzione misurabile

ψ(t) =


0 t ∈ R \ F (Ω′)∫
M ′

t

f dσ altrimenti.
(4.4)

Su F (Ω′) ∩N φ è nulla. Anzi, vale di più:

φ(t) = 0 ∀ t ∈ N. (4.5)

Per (4.1) si ha

t ∈ R \ F (Ω′) ⊂ R \ (F (Ω) \N)

= (R \ F (Ω)) ∪ (F (Ω) ∩N)

⊆ (R \ F (Ω)) ∪N.
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Quindi, per de�nizione di φ e di ψ si ha

φ(t) = ψ(t) = 0 per ogni t ∈ R \ F (Ω′). (4.6)

Mostriamo ora che φ(t) = ψ(t) per ogni t ∈ (F (Ω′) ∩N)c.
Se t ∈ F (Ω′) \N , allora, per de�nizione di ψ (4.4),

ψ(t) =

∫
M ′

t

fdσ ∀t ∈ F (Ω′) \N.

Per (4.1), se t ∈ F (Ω′) \N è anche t ∈ F (Ω) \N , da cui, per de�nizione di φ e (4.2),

φ(t) =

∫
Mt

fdσ =

∫
M ′

t

fdσ ∀t ∈ F (Ω′) \N. (4.7)

In particolare, essendo

Rn \ (F (Ω′) ∩N) = (Rn \ F (Ω′)) ∪ (F (Ω′) \N),

da (4.6) e (4.7) si ha
φ(t) = ψ(t) ∀ t ∈ Rn \ (F (Ω′) ∩N). (4.8)

Osserviamo ora che, essendo ∥DF∥ = 0 in Ω \ Ω′, si ha∫
Ω

f(x) ∥DF (x)∥ dx =

∫
Ω′
f(x) ∥DF (x)∥ dx.

Per la supposizione fatta circa la validità del teorema nel caso di ∥DF (x)∥ ≠ 0 ovunque,∫
Ω′
f(x) ∥DF (x)∥ dx =

∫
R
ψ(t) dt.

D'altra parte, per (4.8) e (4.5), ∫
R
ψ(t) dt =

∫
R
φ(t) dt.

Quindi, collegando le precedenti uguaglianze,∫
Ω

f(x) ∥DF (x)∥ dx =

∫
R
φ(t) dt.

Ciò conclude la dimostrazione che se il teorema è vero sotto l'ipotesi aggiuntiva:
DF ̸= 0 in Ω allora il teorema vale anche senza questa ipotesi.
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Resta quindi da dimostrare che il teorema vale sotto l'ipotesi aggiuntiva: DF ̸= 0
in Ω. In questo caso N = ∅ e Mt è una (n − 1)-varietà per ogni t ∈ F (Ω). Inoltre
osserviamo che 

Mt = ∅ se t ∈ R \ F (Ω)

Mt ̸= ∅ se t ∈ F (Ω).

possiamo quindi ride�nire la funzione φ nel seguente modo

φ(t) =


0 se Mt = ∅

t ∈ R.∫
Mt

f dσ altrimenti

Consideriamo x0 ∈ Ω. Dall'ipotesi fatta su F , è DF (x0) ̸= 0. Non è restrittivo
supporre che sia l'ultima componente di DF ad essere non nulla. Per questo motivo
d'ora in poi distinguiamo l'ultima coordinata dei punti di Rn dalle altre, ossia scriviamo
x = (ξ, y) ∈ Rn−1 × R. Dunque, consideriamo x0 = (ξ0, y0) ∈ Ω e supponiamo che sia
DyF (ξ0, y0) ̸= 0. Poniamo inoltre t0 = F (ξ0, y0).

Risolviamo l'equazione
t = F (ξ, y) (4.9)

attorno a F (ξ0, y0) = t0 ricavando y in funzione di ξ e t.
Per il teorema della funzione implicita esistono

(a) V intorno di ξ0 e ρ > 0 tali che
(a1) V × I ⊂ Ω con I =]y0 − ρ, y0 + ρ[;
(a2) DyF (ξ, y) ̸= 0 per (ξ, y) ∈ V × I;

(b) ϵ > 0 e G ∈ C∞(V × J) con J =]t0 − ϵ, t0 + ϵ[ tali che
(b1) G(ξ, t) ∈ I per ogni (ξ, t) ∈ V × J ;
(b2) F (ξ,G(ξ, t)) = t per ogni (ξ, t) ∈ V × J ;
(b3) per ogni (ξ, t) ∈ V × J , l'unica soluzione di (4.9) è y = G(ξ, t)
(b4) per ogni (ξ, t) ∈ V × J

DξG(ξ, t) = − 1

DyF (ξ,G(ξ, t))
DξF (ξ,G(ξ, t)).

Poniamo
W := {(ξ,G(ξ, t)) : ξ ∈ V, t ∈ J};

per (b1) si ha
W ⊂ V × I.
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De�niamo la funzione Φ : V × J → W , Φ ∈ C∞(V × J,Rn)

Φ(ξ, t) := (ξ,G(ξ, t)), (ξ, t) ∈ V × J.

Sia (ξ, t) ∈ V × J , allora

DΦ(ξ, t) =

 In−1 0

DξG(ξ, t) DtG(ξ, t).

 (4.10)

Inoltre, derivando entrambi i termini di (b2) rispetto a t, si ha

1 = Dt(F (Φ(ξ, t)) = DyF (Φ(ξ, t))DtG(ξ, t). (4.11)

Quindi da (4.10) e (4.11) si ottiene

| detDΦ(ξ, t)| = |DtG(ξ, t)| =
1

|(DyF ) ◦ Φ(ξ, t)|
> 0, (ξ, t) ∈ V × J. (4.12)

Da (b4) si ha che per ogni t ∈ J

√
1 + ∥DξG(ξ, t))∥2 =

√
1 +

∥DξF (ξ,G(ξ, t))∥2
|DyF (ξ,G(ξ, t))|2

=
∥DF (ξ,G(ξ, t))∥
|DyF (ξ,G(ξ, t)|

, ∀ξ ∈ V. (4.13)

Da (4.12) e (4.13) deduciamo che√
1 + ∥DξG(ξ, t))∥2 = ∥DF ◦ Φ(ξ, t))∥| detDΦ(ξ, t)| ∀(ξ, t) ∈ V × J. (4.14)

Osserviamo ora che Φ è biettiva da V × J in W . Infatti, se (ξ1, t1), (ξ2, t2) ∈ V × J
sono tali che Φ(ξ1, t1) = Φ(ξ2, t2), per de�nizione di Φ deve essere ξ1 = ξ2. Posto
ξ := ξ1 = ξ2 si ha G(ξ, t1) = G(ξ, t2) e quindi da (b2) segue che t1 = t2. Quindi, per il
teorema di inversione locale, essendo V × J un insieme aperto, anche W è aperto e Φ è
un di�eomor�smo da V × J in W .

Sia ora t ∈ J e de�niamo αt : V → W ,

αt(ξ) := Φ(ξ, t) = (ξ,G(ξ, t)), ξ ∈ V. (4.15)

Per (b3) F (αt(ξ)) = t, allora
αt(V ) =Mt ∩W.

Inoltre, siccome α−1
t (ξ, y) = ξ per ogni (ξ, y) ∈Mt ∩W , allora

α−1
t :Mt ∩W → V

è un omeomor�smo.
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Per (4.15) si ha

Dαt(ξ) =

 In−1

DξG(ξ, t)

 ∀ξ ∈ V

quindi si ha
rg(Dαt(ξ)) = n− 1 ∀ξ ∈ V.

Questo dimostra che le coppie (V, αt) sono un sistema di coordinate locali sulla carta W
attorno al punto (ξ0, G(ξ0, t)) di Mt per ogni t.

Supponiamo ora che {x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} ⊂ K ⊂ W per un qualche compatto K.
Per il teorema di cambiamento di variabili si ha∫

Ω

f∥DF∥ dx =

∫
W

f∥DF∥ dx =

∫
V×J

f ◦ Φ ∥DF ◦ Φ∥| detDΦ| dx. (4.16)

La funzione f ◦Φ∥DF ◦Φ∥| detDΦ| è misurabile per cui quasi ogni sua sezione lo è.
Quindi la funzione

ψ(t) :=

∫
V

f ◦ Φ(ξ, t)∥DF ◦ Φ(ξ, t)∥| detDΦ(ξ, t)|dξ

è ben de�nita per q.o. t ∈ J . Per il teorema di Tonelli, ψ è misurabile e per (4.16)∫
Ω

f∥DF∥ dx =

∫
J

ψ(t) dt.

Da (4.14) si ha, per ogni t ∈ J e per ogni ξ ∈ V

∥DF ◦ Φ(ξ, t)∥| detDΦ(ξ, t)| =
√

1 + ∥DξG(ξ, t))∥2,

pertanto

ψ(t) =

∫
V

f(ξ,G(ξ, t))
√
1 + ∥DξG(ξ, t))∥2dξ, per q.o. t ∈ J. (4.17)

Essendo il supporto di f contenuto nel compatto K, f ◦ Φ ha supporto contenuto
in Φ−1(K), che è un compatto di V × J . Quindi anche ψ risulta nulla al di fuori di un
compatto di J .

Da (b3), per ogni t ∈ J è

Mt ∩W = {(ξ, y) ∈ W : F (ξ, y) = t} = {(ξ,G(ξ, t)) : ξ ∈ V }.

Allora per il teorema di cambiamento di variabili, si veda ad esempio il Teorema 9.1 in
[3] applicato a u(ξ) := G(ξ, t), e tenendo conto che il supporto di f è contenuto in W , si
ha ∫

V

f(ξ,G(ξ, t))
√

1 + ∥DξG(ξ, t))∥2dξ =
∫
Mt

f(ξ, y) dσ, per q.o. t ∈ J,
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dove σ denota la misura di Hausdor� n− 1-dimensionale. Quindi, per (4.17),

ψ(t) =

∫
Mt

f(ξ, y) dσ, per q.o. t ∈ J. (4.18)

Essendo ψ nulla al di fuori di un compatto di J , possiamo prolungare ψ con regolarità
su R ponendo ψ(t) = 0 per t /∈ J . Così si ha∫

Ω

f∥DF∥ dx =

∫
R
ψ(t) dt. (4.19)

D'altra parte, avendo prolungato ψ, la uguaglianza (4.18) continua a valere per t /∈ J ,
perché

{x ∈ Ω : f(x) ̸= 0} ⊂ W

e
W ∩Mt = ∅ ∀t /∈ J.

Pertanto, da de�nizione di φ si ha che ψ = φ su R, e, da (4.19),∫
Ω

f∥DF∥ dx =

∫
R
φ(t) dt.

Nel caso generale, sia W := {Wz}z∈Ω una collezione di intorni aperti dei punti di Ω
scelta con la procedura appena descritta a meno di eventuali permutazioni di coordinate
dovute al fatto che in generale si avrà soloDmF (z) ̸= 0 per qualchem = m(z) ∈ {1, ..., n}
per ogni z ∈ Ω. Sia quindi {ηj}j una partizione dell'unità subordinata al ricoprimento
W di Ω. Si ha allora:

f =
∑
j

fj

con fj = f ◦ ηj e {fj ̸= 0} ⊂ Kj ⊂ Wzj per qualche insieme compatto Kj e qualche
punto zj ∈ Ω. Sia allora φj la funzione misurabile associata a fj, nella maniera descritta
in precedenza. Proviamo che risulta

φ(t) =
∑
j

φj(t), t ∈ R. (4.20)

Infatti, se t ∈ R è tale che Mt ̸= ∅, allora per il Teorema di convergenza monotona si ha

φ(t) =

∫
Mt

fdσ =
∑
j

∫
Mt

fjdσ =
∑
j

φj(t)

mentre (4.20) è ovvia seMt = ∅. In�ne, φ è misurabile e si ha come prima per il teorema
di convergenza monotona∫

Ω

f∥DF∥ dx =
∑
j

∫
Ω

fj∥DF∥ dx =
∑
j

∫
R
φj dt =

∫
R
φ dt.
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Il seguente risultato è la versione della formula di coarea senza l'ipotesi di segno sulla
funzione f . Essa si può facilmente dimostrare considerando che f = f+ − f−, con f+ e
f− la parte positiva e negativa di f , rispettivamente.

Corollario 4.3. Siano Ω ⊂ Rn aperto, F ∈ C∞(Ω) una funzione. Sia N = F (C(F ))
l'insieme dei valori critici di F e

Mt = {x ∈ Ω : F (x) = t}, t ∈ R.

Allora, per ogni f : Ω → R misurabile tale che∫
Ω

|f |∥DF∥ dx < +∞

valgono le seguenti:
(a) f è σ-integrabile su Mt per ogni t ∈ F (Ω) \N ;
(b) la funzione φ : R → R de�nita da

φ(t) =


0 se t ∈ (R \ F (Ω)) ∪N∫
Mt

fdσ se t ∈ F (Ω) \N

è misurabile e integrabile;

(c) si ha

∫
Ω

f∥DF∥ dx =

∫
R
φ(t)dt.

Un'applicazione particolarmente signi�cativa è la seguente.

Esempio 4.4 (Coordinate Sferiche). Sia f ∈ L1(Rn). Allora∫
Rn

f(x) dx =

∫ ∞

0

(∫
∂B(0,t)

f(x) dσ(x)

)
dt. (4.21)

Per dimostrarla, consideriamo la funzione

F : Rn \ {0} → R, F (x) = |x|.

Allora F ∈ C∞(Rn \ {0}) e |∇F (x)| =
∣∣∣∣ x|x|

∣∣∣∣ = 1 per ogni x ∈ Rn \ {0}. Allora, per la

formula di coarea, vedi Corollario 4.3,∫
Rn

f(x) dx =

∫
Rn\{0}

f(x) dx =

∫
R

(∫
|x|=t

f(x) dσ(x)

)
dt

=

∫ ∞

0

(∫
|x|=t

f(x) dσ(x)

)
dt.
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La formula (4.21) è così dimostrata.
Da questa uguaglianza, seguono facilmente le seguenti altre uguaglianze, valide per

r > 0: ∫
B(0,r)

f(x) dx =

∫ r

0

(∫
∂B(0,t)

f(x) dσ(x)

)
dt (4.22)

e ∫
Rn\B(0,r)

f(x) dx =

∫ ∞

r

(∫
∂B(0,t)

f(x) dσ(x)

)
dt. (4.23)

Una variante della precedente applicazione è relativa al caso delle funzioni radiali che
qui sotto descriviamo.

Esempio 4.5. Sia f ∈ L1(Rn) una funzione radiale, ossia f(x) := g(|x|) per una qualche
g : [0,+∞[→ R.

Allora, ragionando come nell'Esempio 4.4 e usando il Corollario 4.3, si ha∫
Rn

f(x) dx =

∫ ∞

0

(∫
∂B(0,t)

g(|x|) dσ(x)
)
dt

=

∫ ∞

0

g(t)

(∫
∂B(0,t)

dσ(x)

)
dt,

Ricordando che

area(∂Bt(x0)) = nωnt
n−1, (4.24)

otteniamo ∫
Rn

f(x) dx = nωn

∫ ∞

0

g(t)tn−1 dt. (4.25)

Un'altra conseguenza del Teorema 4.1 è il seguente.

Corollario 4.6. Siano Ω ⊂ Rn aperto ed F ∈ C∞(Ω) tale che F ≤ t sia compatto per
ogni t ∈ R. Allora, per ogni f ∈ C(Ω) esiste ψ ∈ C(R) tale che

(a) ψ = φ quasi ovunque, ove φ : R → R è la funzione

φ(t) =


0 se t ∈ (R \ F (Ω)) ∪N∫
Mt

fdσ se t ∈ F (Ω) \N

(b)

∫ t

−∞
|ψ| < +∞;

(c)

∫
{F<t}

f∥DF∥ dx =

∫ t

−∞
ψ(s) ds, per ogni t ∈ R.
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Dimostrazione. Possiamo supporre che f ≥ 0. Applicando la formula di coarea a f e F
sull'aperto {F < t} si ha∫

{F<t}
f∥DF∥ dx =

∫ t

−∞

(∫
{F=s}

f(x)dσ(x)

)
ds =

∫ t

−∞
φ(s)ds

e siccome i sottolivelli di F sono compatti si ha allora

0 ≤
∫
{F<t}

f∥DF∥ dx < +∞, ∀ t ∈ R.

Poniamo ora Ω′ = {x ∈ Ω : DF (x) ̸= 0} e M ′
t = {x ∈ Ω : F (x) = t} e denotiamo con

ψ(t) =


0 se t /∈ F (Ω′)∫
M ′

t

fdσ altrimenti

la funzione misurabile tale che ψ = φ costruita nel teorema precedente. Resta quindi da
provare soltanto che ψ ∈ C(R).

Sia quindi {ηj}j∈J una partizione dell'unità subordinata a un ricoprimento aperto
W = {Wx}x∈Ω′ costruito come nella dimostrazione del teorema precedente. Poniamo
fi = f ◦ηi cosicché si ha {fi ̸= 0} ⊂ Ki ⊂ Wi per qualche insieme compatto Ki e qualche
intorno aperto Wi := Wxi

di qualche punto xi ∈ Ω′ e

f =
∑
i

fi in Ω′.

Sia inoltre

ψi(t) =

∫
Vi

fi ◦ αi,t Jαi,t, t ∈ Ji =]ti − ϵi, ti + ϵi[

la funzione misurabile associata a fi, ove (Vi, αi,t) è un sistema di coordinate locali sulla
carta locale Wi di M

′
t attorno ad xi per ogni t ∈ Ji ove ti = F (xi) ed ϵi > 0.

Poiché {fi ̸= 0} ⊂ Ki, si ha ψ ∈ Cc(Ji). Si ha inoltre

ψ(t) =
∑
i

ψi(t), t ∈ R,

ed osserviamo che i supporti delle ψi sono localmente �niti poiché, per ogni t ∈ R ed
ϵ > 0, si ha {x ∈ Ω′ : t− ϵ ≤ F (x) ≤ t+ ϵ} ⊂ {x ∈ Ω : t− ϵ ≤ F (x) ≤ t+ ϵ}. Quindi,
essendo {x ∈ Ω : t− ϵ ≤ F (x) ≤ t+ ϵ} compatto, esiste solo un numero �nito di indici i
tali che fi sia non nulla su di esso. Conseguentemente, tutte le funzioni ψi ad eccezione
di un numero �nito sono nulle sull'intervallo ]t− ϵ, t+ ϵ[ e quindi la serie è in e�etti una
somma �nita attorno ad ogni punto e ψ è continua.
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