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Introduzione

Nella teoria degli operatori differenziali ellittici, gli operatori a coefficienti
costanti servono come modelli per la situazione generale, in quanto lo studio
degli operatori a coefficienti variabili puo essere spesso ridotto, almeno lo-
calmente, a quello degli operatori a coefficienti costanti grazie ad argomenti
perturbativi. D’altra parte, gli operatori a coefficienti costanti possono van-
taggiosamente essere trattati con le tecniche dell’analisi armonica Euclidea,
come la trasformata di Fourier e gli operatori di convoluzione.

Osserviamo ora che gli operatori a coefficienti costanti non sono altro che
gli operatori invarianti per traslazioni sul gruppo di Lie abeliano (R", +). Da
questo punto di vista, € quindi naturale cercare di costruire una classe di
modelli per operatori non ellittici tra gli operatori invarianti per traslazioni
su opportuni gruppi di Lie non abeliani.

Una classe di gruppi di Lie di questo tipo, sufficientemente generale da
permettere una grande varieta di applicazioni, ¢ quella dei gruppi di Carnot.
Questi gruppi sono infatti una generalizzazione naturale del gruppo Euclideo
e forniscono alcuni degli esempi pitt semplici ed interessanti di strutture sub-
Riemanniane, un tipo di struttura geometrica molto studiato negli ultimi
anni per trattare problemi di geometria differenziale, teoria geometrica della
misura, equazioni differenziali sub-ellittiche, variabile complessa, teoria del
controllo ottimo, meccanica non olonomica.

Un gruppo di Carnot G e un gruppo di Lie connesso e semplicemente
connesso la cui algebra di Lie g e stratificata. Piu precisamente, questo
significa che l'algebra g, di dimensione n, ammette una stratificazione di
passo k, cioe esistono dei sottospazi lineari Vi, ..., V, gli strati di g, t.c.

g=Vio.. oV, [Vi,Vi]=Vi, V.#{0}, Vi={0}sei>x,

dove con [Vi,V;] si intende il sottospazio di g generato dai commutatori
[X,Y], con X € V] e Y € V,. In particolare, il primo strato ha un ruolo
centrale, perché genera l'intera algebra g con commutazioni iterate.
Associata alla stratificazione ¢’e una famiglia di automorfismi, quella delle
dilatazioni non isotrope, che fornisce una nozione naturale di omogeneita per



il gruppo. Inoltre, tramite le coordinate esponenziali, G puo essere identifica-
to con (R",-), lo spazio R" dotato di un’opportuna operazione di gruppo, in
generale non abeliana. Queste coordinate globali sono fondamentali perché
permettono di definire una misura di Haar su G, che non e altro che la misura
di Lebesgue letta attraverso le coordinate esponenziali, e questo permette di
sviluppare una “analisi armonica” del gruppo, analoga a quella Euclidea.

Tramite la famiglia delle traslazioni, € inoltre possibile sviluppare una
teoria per operatori differenziali invarianti per traslazioni.

Una definizione molto importante ¢ quella di soluzione fondamentale di
un operatore differenziale L invariante per traslazioni (a sinistra).

Una soluzione fondamentale (globale) ¢ una distribuzione K t.c. LK = 4
su G, dove ¢y indica la distribuzione Delta di Dirac.
Una simile distribuzione ¢ importante perche, per ogni distribuzione ¥ a
supporto compatto, la convoluzione uv = ¥ *x K risolve il problema Lu = ¥
su G.

Fissata una base X1,..., X,, di campi vettoriali invarianti per traslazioni
(a sinistra) del primo strato, e possibile definire un particolare tipo di opera-
tore differenziale invariante per traslazioni, il Sub-Laplaciano £ = Z;”Zl X ]2,
che presenta caratteristiche analoghe al Laplaciano ordinario A.

I due risultati centrali di questa tesi sono la dimostrazione dell’esistenza
ed unicita della soluzione fondamentale omogenea di un Sub-Laplaciano e la
dimostrazione del seguente principio del massimo forte:

Teorema 0.1. Sia u una funzione C? definita su un aperto connesso Q C G
e sta Lu >0 su ) e sia xg € ) punto di massimo per u.
Allora u € costante.

In particolare questo Teorema permette di dimostrare alcune proprieta
della soluzione fondamentale di un Sub-Laplaciano: la negativita, la simme-
tria rispetto allo 0 e la presenza di un polo nello 0.

Il Capitolo 1 e diviso in due Sezioni. La prima contiene le definizioni e i
risultati fondamentali riguardanti la struttura dei gruppi di Carnot e la se-
conda presenta alcune proprieta riguardanti le distribuzioni e la convoluzione
su gruppi di Carnot.

I1 Capitolo 2 inizia con la definizione di un operatore differenziale e svilup-
pa la teoria necessaria per poter dimostrare l’esistenza di una soluzione
fondamentale locale per operatori differenziali invarianti per traslazioni ed
ipoellittici. Dopo aver introdotto la nozione di operatore differenziale omo-
geneo, sfruttando 'esistenza di una soluzione fondamentale locale, viene poi
dimostrata 'esistenza ed unicita della soluzione fondamentale globale omo-
genea per operatori differenziali invarianti per traslazioni, ipoellittici, la cui
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trasposta sia anch’essa ipoellittica, ed omogenei. Viene infine dimostrata una
stima asintotica per la soluzione fondamentale omogenea.

Nel Capitolo 3 viene mostrato che i Sub-Laplaciani sono operatori dif-
ferenziali del tipo precedente e che quindi ammettono un’unica soluzione
fondamentale omogenea. Viene poi dato un esempio esplicito di soluzione
fondamentale, per il Laplaciano di Kohn sul gruppo di Heisenberg H".

Infine sono dimostrati il principio del massimo forte ed un Corollario che de-
scrive le proprieta della soluzione fondamentale omogenea di un Sub-Laplaciano.

Per 'esposizione degli argomenti si e fatto riferimento principalmente a
[5] e a [1].

il
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Capitolo 1

Definizioni e Risultati
Preliminari

1.1 Gruppi di Carnot

Definizione 1.1. Un gruppo di Carnot G di passo k € un gruppo di Lie
connesso e semplicemente connesso la cui algebra di Lie g ammette una
stratificazione di passo k, cioe V1, ..., V, sottospazi lineari di g t.c.

g=Vie..aeV, [V,V]=Vi, V.#{0}, Vi={0}tsei>nr, (11)

dove con [Vi,V;] si intende il sottospazio di g generato dai commutatori
(X, Y],con X e VieY €V,

Sia m; = dim(V;) per i = 1,...,k la dimensione di V; come sottospazio
di g e siano hg = 0, h; = my + - - - + m;; chiaramente h, = dim(g) = n.
Un’importante famiglia di automorfismi di G & quella delle traslazioni (a
sinistra). Per ogni a € G la traslazione (a sinistra) di a ¢ la funzione
l, : G — G, definita da z — l,x :=a - x.
Si osservi che, per la definizione di gruppo di Lie, [, € una funzione C'*°.
Sia Ly f(x) := (f oly—1)(z) = f(a ') Voperatore di traslazione a sinistra di
a € G. Allora La(Lbf) = La(f o lb—l) = f o (lb—l o la—1> = f o l(ab)—l = Labf-
Un campo vettoriale X (a coefficienti C*°) su G ¢ invariante per traslazioni
a sinistra se vale Ly (X f) = X(Lof), perognia € G e f € C*(G).
Identifichiamo l'algebra g dei campi vettoriali invarianti per traslazioni a
sinistra con lo spazio tangente T.G, dove e e I'elemento neutro di G, tramite
la corrispondenza biunivoca X +— X(0) = u € T,G e identifichiamo lo spazio
vettoriale n-dimensionale 7,G con R".

Fissata una base eq,...,e, di g che rispetti la stratificazione, cioe t.c.
€h;_y+1s---,€h, Sla una base di V; per i =1,..., K, siano Wy, ..., W, i campi
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vettoriali invarianti per traslazioni a sinistra t.c. W;(0) = e;.

Se indichiamo con Lie(X7,...,X,) il sottospazio di g generato dai campi
vettoriali Xi,..., X, € g e dalle loro commutazioni iterate, dalla definizione
di stratificazione segue che Lie(Wy,..., W) = g.

Poiché I'algebra g e stratificata, e anche nilpotente di passo k. La mappa

esponenziale expg : g — G & allora un diffeomorfismo e quindi ogni p € G si
scrive in modo unico p = expg(p1 W1 + -+ - + p,Wh).
Queste coordinate esponenziali permettono allora di identificare ogni punto
p € G con (p1,...,pn) € R” ed il gruppo G con (R",0), dove l'operazione
di gruppo o e determinata dalla formula di Campbell-Hausdorff come nella
Proposizione 1.1.

La stratificazione induce inoltre una naturale struttura omogenea tramite
la famiglia di automorfismi di G delle dilatazion:.

Per ogni A\ > 0 la dilatazione 9, : G — G ¢ definita ponendo

O (@1, oy ) = A2y, . Aay,), (1.2)

dove d; € N ¢ il grado di omogeneita di z; in G:

Quindi, in particolare:
1:d1:...:dm1<dm1+1:2§...§dn:/€
e 0\(x) = Nz, sex €V

L’intero
K

Q:idj:ZidimVi (1.4)
j=1 i=1

e la dimensione omogenea di G.

Proposizione 1.1. L operazione di gruppo ha la forma
r-y=x+y+ Qlx,y), Vr,y € R" (1.5)

con Q(z,y) = (Q1,...,9Q,) : R" x R" — R™ e ciascun Q; é un polinomio
omogeneo di grado d; rispetto alle dilatazioni naturali di G definite in (1.2),
cioé
Qi<5,\l’, 5)\y> = )‘di Qi('r?y)a Va:,y € G.
Inoltre per ogni x,y € G:
Ql('r7y) == le(x7y> - 07
Qj(z,0) =Q;(0,y) =0, permy <j<n,
Qj(x,x) = Qj(x,—x) =0, permy <j<n.



In particolare, per la Proposizione 1.1:
T - 0\y = 0x(T - y)

e I'inverso #~! di un elemento z = (1,...,x,) € (R",-) &

et = (2, 1)
Esempio 1.1. Un esempio di gruppo di Carnot di passo 2 ¢ il gruppo H di
Heisenberg-Weyl su R3. L’operazione di gruppo ¢ definita dalla mappa

1
(@1, 2, 23) - (Y1,Y2,Y3) = (X1 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3 + 5(5131?42 — Z291)). (1.6)

Una base dell’algebra h e data dai campi vettoriali

20y Wi =0, + %am, Wy = 0y, (1.7)

leaxl_ 2

Un conto diretto mostra infatti che W7, Ws, W3 sono invarianti per traslazioni
a sinistra rispetto all’operazione del gruppo. Inoltre, poiché

Wi(0) = 0y, Wi(0) = Opy,  Wi(0) = Ops, (1.8)

sono anche linarmente indipendenti.

Infine vale
[Wh WZ] = W37 [Wla W3] = [W27 W3] = O? (19)

percio H e effettivamente stratificato di passo 2, con

h=Vi & Va, dove Vi = Span(Wy, Ws) e Vo = Span(Ws).
Si hanno quindi le dilatazioni

Ox(1, T2, 73) = (AT1, AT, A1), per A > 0 e (x1,79,73) € R, (1.10)

Inoltre, leggendo 'operazione di gruppo come nella Proposizione 1.1:
rT-yYy=r+y+ (Ql(l‘,y), QQ(xv y)? Q3($, y))7

dove Qi(x,y) = Qs(x,y) = 0 sono omogenei di grado 1 rispetto alle di-
latazioni e Q3(x,y) = 3(x1y2 — x2y1)) & omogeneo di grado 2.

La misura di Lebesgue n-dimensionale £" ¢ la misura di Haar del gruppo
G. Quindi se £ C R™ & misurabile, allora £"(x- F) = L"(E) = L"(E - ) per
ogni z € G. Inoltre per ogni A > 0 vale L"(6,(F)) = \2L"(E).

Quindi per ogni funzione f integrabile su G vale:

/f(é,\a:)dx:)\_Q/f(:E)dzv per A >0 (1.11)
G G



1.2 Distribuzioni e convoluzione

Identificando G con (R"™,-) tramite la mappa esponenziale, sono ben defini-
ti lo spazio delle funzioni test D(Q2) = C°(Q2) e il suo duale D'(Q2), lo
spazio delle distribuzioni, su 2 C R™ aperto. In particolare sono ben definiti
D(G) e D'(G).

La delta di Dirac centrata in a € G ¢ la distribuzione 9, definita da:

da(0) = (dalp) := @(a),

per ogni funzione test ¢ € D'(G). In particolare dy(¢) = ¢(0).
La convoluzione di due funzioni f, g € L'(G) ¢ la funzione f * g definita:

f*g( /f zy Ng(y) dy:/@f(y)g(y‘lw) dy. (1.12)

Vale la seguente Proposizione:

Proposizione 1.2. f,g € D(G) = fxg € D(G).
Inoltre: (f,g) — f*g é una mappa continua D(G) x D(G) — D(G).

Data f € D(G), definiamo la funzione f € D(G) ponendo f(z) = f(z).

Definizione 1.2. Data una distribuzione ® € D’(G) ed una funzione test
f € D(G), si definisce la convoluzione di ¢ con f ponendo:

©x f(x) = (|L. f). (1.13)

Introducendo l'operatore delle traslazioni a destra R,f(x) = f(za), si puo
definire anche f % ® ponendo:

fx®(x) = (P|R, 1 f). (1.14)

Esempio 1.2. In particolare se <I> € D(G), considerando la distribuzione
associata a ®: (®|g) = [, P( x)dz, si ha, per ogni f € D(G):

@+ f(x) = (B|L,f) = / (y) Lo F(y) dy
- /G O(y) (") dy:

che ¢ la convoluzione di ®, considerata come funzione, con f.

Proposizione 1.3. Se ® € D'(G) e f € D(G), allora ®*x f e f* P sono
funzioni C* su G.



Esempio 1.3. 6, * f = L, f, infatti:

8o ¥ f(2) = (8u|Lef) = Lo f(a)
= f(z"'a) = f(a™'2)
= Laf(x)

Analogamente f x 6, = R,-1f.

Esempio 1.4. Sia X un campo vettoriale invariante per traslazioni a sinistra
e sia X(0) = u. Allora:

f*0uoo(z) = X f(x). (1.15)
Infatti:
f*0udo(x) = <8u(50]Rx_1f) = —((50]8u(Rx_1f))

= Ou(Ler )(0) = X f(2)

Definizione 1.3. Si possono definire anche le traslazioni L,®, R,® di una
distribuzione ® € D’'(G) ponendo:

<Laq)‘f> = <(I)|La*1f>7 <Ra(1)|f> = <(I)|Ra*1f>‘

Questa definizione & motivata dall’osservazione seguente:

Osservazione 1. Date f, g € D(G), dalle proprieta di invarianza per traslazioni
della misura di Lebesgue su G segue:

(Laflg) = /Gf(a_la:)g(x) dox = /Gf(x)g(a:c) dr = (f|Lq-19).

Analogamente per traslazioni a destra.

Data una distribuzione ® € D'(Q) si puo definire la sua restrizione ad
A C Q aperto, ®|4, ponendo:

(Plalp) = (®[), per ¢ € D(A)

dove ¢ e la funzione test ¢ estesa con 0 fuori dal supporto.

Si puo allora definire il supporto di una distribuzione ® € D'(2) come il
sottoinsieme supp® C €2 dei punti x € € per i quali non esiste un intorno
aperto U, C Q2 t.c. |y, = 0.



Definizione 1.4. Siano ®,¥ € D'(G); se almeno una delle due, sia ®, ha
supporto compatto, si possono definire le distribuzioni ®*W¥ e ¥x® ponendo:

(®* Ulp) = (V] o), (1.16)

(U % ®|p) = (Tl * D), (1.17)
dove ® e la distribuzione t.c.

(Do) = (2]).
Osservazione 2. La definizione e ben posta poiché vale la regola:
supp(® * f) C (supp(®))(supp(f)),
per ogni ® € D'(G) e f € D(G); quindi: ® * ¢, 0 * ® € D(G).
Proposizione 1.4. Sia ® € D'(G); allora:
L®=06,%xP, R, P=Px0,1. (1.18)

Dimostrazione.
(Lo®|p) = (®|Ly—1¢)  (per definizione)
= (P|dg-1 * )  (per 'esempio 1.3)
= (@]dq * ) = (0 * o).
[

Poiché G & identificato con (R", ), sono ben definiti anche lo spazio delle
funzioni test a decrescenza rapida S(G) ed il suo duale §'(G), lo spazio delle
distribuzioni temperate.

Tutte le definizioni e le proposizioni precedenti valgono anche per S(G) e

S'(G).
Esempio 1.5. Sia T" un operatore di convoluzione con nucleo K € §'(G),
cioe:
Tf=fxK, perfeS(G).
T soddisfa 'identita:
T(Lof) = Lo(Tf), VacegG,

quindi € un operatore invariante per traslazioni a sinistra. Infatti:

T(Laf):(Laf)*K:<5a*f>*K:5a*<f*K):La<Tf>‘



Capitolo

Soluzione Fondamentale

Sia G un gruppo di Carnot di passo « identificato con (R",-) attraverso le
coordinate esponenziali. Sia g = Vi & ... @ V, la stratificazione di G, sia
(0x)as0 la famiglia delle dilatazioni naturali e @) la dimensione omogenea di

G.

Definizione 2.1. Sia L un operatore differenziale di ordine m a coefficienti
C* su (2 aperto di R", cioe: Lf(z) = <, @a(2)0% f(2), con aq € C*(Q)

per ogni a = (ai,...,®,) multi-indice di altezza [a] = Y77 a; < m e

felc=(Q).
L’ operatore trasposto di L & 'operatore differenziale ! definito dalla seguente
uguaglianza:

/Lf da:—/f 'Lg(z)dx, Vf,g€ D). (2.1)

Sara allora: ‘Lf(z) = >, < ba(2)0%f(7), con i b, € C®(Q) dati da

combinazioni lineari di derivate dei coefficienti ag.

Definizione 2.2. Sia ® € D'(f2) e L un operatore differenziale di grado m;
si definisce la distribuzione L® € D'(£2) ponendo

(L®|p) = (®|'Ly), per ¢ € D(Q).

In particolare allora, se f € C*(Q), con k < m, si pud interpretare Lf in
senso distribuzionale.

Proposizione 2.1. Sia X un campo vettoriale invariante per traslazioni a
sinistra con X(0) = u e siano ®, ¥ € D'(G); allora:



e st hanno le sequenti identita:
(XO|f) = =(B[Xf), (2.2)
X(Px¥) =3P« (XVU), (2.3)
se la convoluzione é definita.

Dimostrazione. Per I'invarianza della misura di Lebesgue su G rispetto alle
traslazioni, l'integrale

/G f(wa)g(za) dz,

con f,g € D(G), non dipende da a € G. In particolare, sia a = expg(tX),
con t € R in un intorno di 0; allora

/ f(z - exps(tX))g(x - expe(tX)) dv = / fl2)g(z) da.
G G

Quindi la funzione t — [, f(x - expe(tX))g(x - expe(tX)) dx & costante.
Poiché f, g € D(G), si puo differenziare rispetto a t sotto il segno di integrale.
In particolare, considerando la derivata in ¢ = 0, si ha, per le proprieta
dell’esponenziale:

/G(Xf(m)g(m) + f(z)Xg(z))dx = 0.

Quindi (X flg) = —(f|Xg), cioé 'X = —X.

Allora, per definizione
(XPlp) = (' Xp) = —(P|Xp).
Quindi, per (1.15), si ha

(X®[p) = —(D[p * (Dudo))
= —(® * (0ub0)|)

cioe X® = & x (9,00). Si ha allora:

X(P*W) = (P*xV)x*(9,00) = Px* (U (0,0)) =D (XV).



Definizione 2.3. Sia (2 un aperto di R" e sia L un operatore differenziale su
Q2 a coefficienti C'*°. L & un operatore ipoellittico se, per ogni ' C  aperto
e Yu € D'(Y), vale I'implicazione:

Lu e C®(Q) = ue C™(). (2.4)
Dicendo che una distribuzione ® € D’(2) ¢ C* si intende che 3p € C>*(Q)
te. (f) = Jo o(2)f(2)dx,Vf € D(Q).

Definizione 2.4. Sia ® € D/(G) una distribuzione. Per ogni dilatazione )
si definisce la distribuzione ® o §, ponendo:

(B ody|f) = (RINCf 0dy1), (2.5)
per ogni funzione test f € D(G).

Osservazione 3. La definizione precedente e giustificata dal fatto che, se la
distribuzione ® € D'(G) ¢ localmente integrabile, cioe se:

(O|f) = /(;¢(ac)f(x) dr, per ogni f € D(G),

con ¢ € L}, (G), allora:

loc

/G 6(0r0) f () dar /G 6(0x2) f(0r (0y12) dir,

poiché 9y o dy—1 = Idg. Da 1.11 segue allora che:

/ d(0zx) f(Or(Or—17) do = )\Q/ o(2) f(Sxy-12) dr = (DIN"Cf 0 dy1).

G G

Definizione 2.5. Una distribuzione ® su G ¢ omogenea di grado a € C se
do 5>\ = )\aq),

per ogni A > 0.

Esempio 2.1. La delta di Dirac nell’elemento neutro dy € omogenea di grado
—(, infatti:

(8o 0 Oxlf) = (80| A" f 0 0y-1) = A2 f(65-1(0)) = A~ f(0)
= (A9 f).



Esempio 2.2. Sia X € Vj, dove V; ¢ il j-esimo sottospazio della stratifi-
cazione di g. Allora X (f o dy)(z) = N X f(d\z).

Inoltre, se & € D'(G) ¢ una distribuzione omogenea di grado «, allora X e
una distribuzione omogenea di grado o — j.

Infatti:

(X®) 0 0|f) = A"UXD|f 0 y-1)
AQ@IX(fodir))  (per22)
= A HD|(X f) 0 8y1))
=A@ o Xf)

= —\IBIX )

= \*7(X®|f) (di nuovo per 2.2).

Teorema 2.2. Sia T come nell’esempio 1.5, cioée Tf = f+ K per f € S(G),
con K € §'(G) (analogamente se K € D'(G) e f € D(G)). Allora:

T(fody) =A"(Tf)odx (2.6)

se e solo se il nucleo K é omogeneo di grado —Q + «.

Dimostrazione. Sia K omogeneo di grado —@ + a. Allora

T(fodn)(x) = (fodn)* K(x) = (K[Ry=1(f 0 6))).

Ma R,-1(f 0 0x)(y) = Rs,a)-1 f(6xy), infatti:
Ry (f o 0\)(y) = (fod)(yz™") = (fodn)(ay™")

= f(0x(@)0A(y™") = F(r(y) (Orz) ™)
= Ris\a)-1 f(0ry);

quindi:

Rs,z)-1f) 0 0x)
“9(K 0 6y | Risya)-1 f)
(K|Rs,z)-1f)

“(f * K)(0xz)
(

=
[y
O
>,
-
5
|
L=

Viceversa, se T soddisfa 2.6, allora

(K|f o dy) =T(f080)(0) = A™*(Tf)(0) = A(K|f).
Quindi K e omogenea di grado —@Q) + a.
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Definizione 2.6. Un operatore differenziale D su G e invariante per traslazioni
(a sinistra) se Lo(Df) = D(L,f) per ogni a € G.

Esempio 2.3. Siano X1, ..., X, campi vettoriali su G invarianti per traslazioni
a sinistra. Allora l'operatore differenziale L = X;X5... X, ¢ invariante
per traslazioni a sinistra e tale ¢ anche ogni operatore differenziale dato da
combinazioni lineari di composizioni di questo tipo.

Sia Wy, ..., W, una base di campi vettoriali di g che ne rispetti la strati-
ficazione; in particolare Lie(Wy,...,Wp,) = g.
Sia W;(0) = e; € oG ~R" per j =1,...,n. Allora W;(0)f = 0., f.
Dato un multi-indice o = (a4, ..., a,) € (NU{0})", si definisce

o a1 (o) «
W =WrHwg=2 oW

Il Teorema seguente permette di caratterizzare gli operatori differenziali
invarianti per traslazioni (a sinistra):

Teorema 2.3 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Sia L un operatore differenziale in-
variante per traslazioni a sinistra su G. Allora L si puo scrivere in un unico

modo come
L= ) cWV" (2.7)

la|<m
Osservazione 4. L’unicita della rappresentazione precedente dipende dal fat-
to che i campi vettoriali W7, ..., W,, sono ordinati e che tale ordine e rispet-
tato nelle composizioni W¢. Se si tralascia la restrizione dell’ordine di com-
posizione un operatore puo avere piu rappresentazioni.
Per esempio:
sia Wy = [Wy, Ws] e sia L = Wyl
La corretta espressione di L secondo 2.7 e:

L =W Wy —Ws.

Definizione 2.7. Sia L un operatore differenziale su G invariante per traslazioni
a sinistra. Una distribuzione K su G ¢ una soluzione fondamentale (globale)
di L se LK = dy. Una distribuzione K su un intorno aperto V di 0 ¢ una
soluzione fondamentale locale di L se LKy = dg su V.

L’importanza di una soluzione fondamentale ¢ data dal seguente Lemma:

Lemma 2.4. Se L ha una soluzione fondamentale K, allora:
per ogni W € D'(G) con supporto compatto, la convoluzione

u=Vx*x K
soddisfa
Lu=Y su tutto G.

11



Dimostrazione. Per il teorema di Poincaré-Birkhoff-Witt L =37, | . caW*.

Sia cgWF = CgWiB L. W8 uno dei termini che compare nella sommatoria.
Allora per 2.3 si ha:

cs(WP W)U % K) = U % (cgW .. WK
e questo vale per ogni termine della sommatoria, percié:

LU+ K)=Vx(LK)=WYxd
=¥ (per 1.18).

]

Sia Q C R™ aperto. Per ogni k € N definiamo lo spazio Dy(Q2) = C§(Q)
delle funzioni C* con supporto compatto contenuto in €2, rispetto alla norma
C* uniforme ed il suo spazio duale D, (€2).

Definizione 2.8. Un operatore differenziale L a coefficienti C'™ su 2 e lo-
calmente risolubile in x € ) se per ogni k € N esiste un intorno aperto Vj di
x t.c. per ogni distribuzione ¥ € D, () esiste una distribuzione u € D'(V})
t.c. Lu= V¥ su V.

Osservazione 5. Lo spazio D(2) ¢ contenuto in ciascuno degli spazi Dy (12).
Inoltre, se (¢;)jen € una successione di funzioni test che converge in D((2)
ad una funzione ¢ € D(Q), per definizione si ha anche la convergenza in
ciascuno degli spazi Dy (12), cioe:

goj2>90:>g0j&>go, per ogni k € N.
Questo permette di concludere che D} () C D'(Q2) per ogni k € N.

Proposizione 2.5. Sia L un operatore differenziale su G invariante per
traslazioni a sinistra. Allora L ha una soluzione fondamentale locale K se
e solo se e localmente risolubile in ogni punto di G.

Dimostrazione. Sia L localmente risolubile in ogni punto di G.
In particolare L e localmente risolubile in 0, quindi, per definizione, esistono
un intorno aperto V di 0 e Ky € D'(V) t.c. LKy = dpsu V.

Viceversa, sia Ky € D'(V) una soluzione fondamentale locale di L.
Per 1’Osservazione precedente e sufficiente far vedere che per ogni p € G
esiste un intorno aperto V, di p t.c. per ogni ¥ € D'(G), 3Ju € D'(V},) che
soddisfa Lu = W su V,.
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Sia V/ C V un intorno aperto di 0 e sia n € D(V) t.c. n(z) = 1, per ogni
x € V' Sia K' = nKy. Allora, per ogni ¢ € D(V’),

(LK) = (L(nKo)|p) = (nEo|'Lip) = (Kon' Lyp).
Ma supp(¢) C V' = supp(*Ly) C V' e n =1 su V. Percid
<K0|7]tL90> = <K0|tL90> = (LKolp).

Poiché supp(p) C V' C V, ¢ si puo vedere come funzione test su V. Allora,
per la definizione di soluzione fondamentale locale

(LK'|) = (LKy|p) = (dolw) = ©(0),

cioe LK' = 6g su V".

K’ si puo vedere come distribuzione su G con supporto compatto ponendo,
per ¢ € D(G)

(K'|p) := (EKolne).

La definizione & ben posta perché ne € D(V). Inoltre, poiché il comple-
mentare di V' & aperto, per ogni x € G\V esiste un intorno aperto U, di x
contenuto in G\V. Allora per ogni ¢ € D(G) con supporto contenuto in U,
si ha n¢ = 0, quindi

(K'lp) = (Kolne) = (Ko|0) =0,

cioe K|, =0 per ogni z € G\V. Percio supp(K') C V.
Allora LK’ ¢ definita su tutto G e, poiché LK’ =y su V’, si ha

LK'=6,+ ®, (2.8)

dove ® € D'(G) & una distribuzione su G il cui supporto non interseca V.
Sia W un intorno aperto di 0 t.c. W'W C V', dove W' = {z7 Yz € W}e
WIW ={z-2|lv e W2 eWl
Siano W/ C W un intorno aperto di 0 e 7 € D(W) t.c. n =1 su W',

Poiché K’ ha supporto compatto, per ogni distribuzione ¥ € D'(G) ¢ ben
definita la convoluzione u = (V) * K’ € D'(G).
Inoltre poiché L e invariante per traslazioni a sinistra si ha, come nella
dimostrazione del Lemma 2.4

Lu=L((n¥) « K') = (n¥) « LK’
() £ (5o - ) (per 2.8
=7V + (n¥) * .
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Per l'ultimo termine vale

supp((7¥) * ®) C (supp(7¥))(supp(¥)) C W(G\V')

e, per l'ipotesi W1 C V', questo insieme ha intersezione vuota con W.
Percio Lu = nW¥ su W, da cui segue Lu = ¥ su W".

Siano ora p € G e ¥ € D'(G). Consideriamo la distribuzione ¥ := L,¥.
Per quanto appena dimostrato Ju € D'(G) t.c. Lu = U+ ®, con ® € D'(G)
il cui supporto non interseca W".

Sia = L,-1u. Allora, poiché L & invariante per traslazioni a sinistra:

Lu = L(Lp_lu) = Lp—1 (Lu)
=Ly 0+ Ly1® = L, (L,0) + L1
=0+ L, 1.

L’insieme V), = p - W' & un intorno aperto di p.
Inoltre supp(®) C G\W' = supp(L,-1®) C G\V}, percio Lv = ¥ su V,,.
[

Dato K € R" compatto e m € N, si definisce lo spazio D,,(K) come lo
spazio delle funzioni C™(K) il cui supporto ¢ contenuto in K, rispetto alla
norma C™ uniforme || ||,,. Lo spazio D(K) = (,,cn Pm(K) ¢ allora lo spazio
di Fréchet delle funzioni C*°(K’) con supporto in K, rispetto alla famiglia di
norme C™.

Per operatori differenziali ipoellittici vale la seguente stima locale:

Teorema 2.6. Sia L un operatore differenziale ipoellittico su 2 C R™ aperto.
Per ogni x € Q e k € N, esistono U, C Q intorno compatto di x, C, € RT e
m € N t.c

1k < CrllLf]lm, (2.9)

per ogni f € D(Ug).
In particolare L é iniettivo su D(Uy).

Teorema 2.7. Sia L un operatore differenziale ipoellittico su €2 C R™ aperto.
Allora 'L ¢ localmente risolubile in ogni punto di .

Dimostrazione. Dato x € €2, sia Uy un intorno compatto di x.
Data ¥ € D'(2), esistono k € Ne C' > 0 t.c.

(WL < Cllflk

per ogni f € D(Uy). Sia U = Uy come nel Teorema 2.6. Si puod assumere
U C Uy. Sia X = {Lg|lg € D(U)}; poiché L ¢ ipoellittico X C D(U).
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Sia A : X — C il funzionale lineare
Lg — A(Lg) == (¥lg).
Per il Teorema 2.6 L ¢ iniettivo su Uy, quindi A € ben definito. Inoltre
IALg)l = [(¥lg)| < Cllglle < C"||Lgl|m-

Quindi A & un funzionale lineare continuo su X, visto come sottospazio di
D,,(U). Allora, per il Teorema di Hahn-Banach, A si prolunga ad un fun-
zionale lineare continuo \ : D,,(U) — C.

Sia V' = Int(U) l'interno di U; allora D(V') C D,,,(V) C D,,,(U). Quindi c’e
una distribuzione u € D, (V) t.c. A(f) = (u|f) per f € D(V).

In particolare, poiché g € D(V) = Lg e X C D(V),

(ulLg) = MLg) = MLg) = (¥|g),

per ogni g € D(V), cioe "Lu = ¥ su V.
[

Dal Teorema precedente e dalla Proposizione 2.5 si puo allora concludere:

Proposizione 2.8. Sia L un operatore differenziale ipoellittico invariante per
traslazioni a sinistra su G. Allora 'L ¢& invariante per traslazioni a sinistra
e ha una soluzione fondamentale locale.

Definizione 2.9. Un operatore differenziale L invariante per traslazioni a
sinistra su G & omogeneo di ordine (o grado) p se

L(f 0 0x) = NM(Lf) o dn, (2.10)
per ogni dilatazione dy e f € D(G).

Sia X € V; un campo vettoriale invariante per traslazioni a sinistra ap-
partenente al j-esimo spazio della stratificazione e sia X (0) = u. Allora X &
omogeneo di grado j. Infatti:

_d
" dtji—o
o d
"~ diji=o
_d
" dtj—o
= N (X f)(0x(x)).

15
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FE(a-tu) = & f(5afa) - By(1u)
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t
F(oa(e) - M) = 3L fa(a) - su)
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Quindi la base (Wy,...,W,) di g & formata da campi vettoriali omogenei.
In particolare:
W, ¢ omogeneo di grado dj,

dove d; ¢ il grado di omogeneita di z;, definito come in (1.3).

Allora, per ogni multi-indice o = (avy, ..., ay), operatore
We =Wrwgz. . Wwaen

¢ omogeneo di grado

d(Oé) = i@jdj. (211)

La seguente Proposizione ¢ allora conseguenza diretta del Teorema di Poincaré-
Birkhoff-Witt:

Proposizione 2.9. Un operatore differenziale L invariante per traslazioni a
sinistra ¢ omogeneo di grado | se e solo se

L= Y caW® (2.12)

d(a)=p

Esempio 2.4. Sia H il gruppo di Heisenberg-Weyl definito nell’Esempio 1.1
e siano Wy, Wy, W3 i campi vettoriali definiti in (1.7). Allora W, e W5 sono
omogenei di grado 1 e W3 ¢ omogeneo di grado 2.

Gli operatori W2 + W3 e W1Wy + W3 sono quindi omogenei di grado 2.
Invece loperatore Wi + W3 + W2 non ¢ omogeneo.

Sia p una norma omogenea su G, cioe p & una funzione p : G — [0, +00)
continua e C*° su G\ {0}, omogenea di grado 1, che soddisfa:

plr) =0 2=0, px)=p') VreG.

Si puo inoltre dimostrare che p soddisfa una pseudo-disuguaglianza triango-
lare:
AC >0 tc plr-y) <Clp(z)+ply)), Vz,yeG.

Osservazione 6. Poiché G e un gruppo di Carnot, € sempre possibile costruire
una tale norma. Per esempio, si puo verificare che la funzione

al 1
pla) =Y 1%l
j=1

dove x = &y + -+ + I e || - ||; indica la norma euclidea di Vj, ¢ una norma
omogenea.

16



Teorema 2.10. Sia L un operatore differenziale invariante per traslazioni a
sinistra su G, omogeneo di ordine pu < @), dove Q) ¢ la dimensione omogenea
di G. Siano inoltre L e 'L ipoellittici.

Allora L ha una soluzione fondamentale K. Inoltre K ¢ C* su G\ {0} e
omogenea di grado —@Q + p.

Dimostrazione. Per la Proposizione 2.8, L ha una soluzione fondamentale
locale H € D'(V), cioe LH = §y su V intorno aperto di 0.
Allora, poiché LH = 0su V' \ {0} e L ¢ ipoellittico, H ¢ C* su V' \ {0}.
Sian e D(V),n=1su V' CV intorno aperto di 0, e sia K1 =nH.
Allora, come nella dimostrazione della Proposizione 2.5, K € una distribuzione
definita su tutto G e
LK, = do + @,

dove ® € D'(G) con supporto compatto, non contenente 0.
Inoltre K; & C* fuori dall’origine, quindi anche LK; ¢ C* su G \ {0}.
Allora, poiché supp(®) C G\ {0} ed & compatto, ® € D(G). Inoltre esistono
a,b e R" t.c.

supp(®) C {z € Gla < p(x) < b}.

Definiamo per ogni A > 0
Ky=MCK 06,-1, ®y=XN%Dody.
Allora
LKy =LNV"9K 08,1) = M 9L(K;06,1)
= \Q\TH(LK )0 dy-1) (per 2.10)

— A6y + D) 0 8y s
= 50 + (I))u

perché §g € omogenea di grado —(@).
Si ha supp(®,) = supp(A"“® 0 dy-1) = supp(P o dy-1) e

supp(® 0 05-1) = 6,(supp(P)).
Infatti, sia ¢ € D(G); allora:

z € supp(p) & ¢(x) # 0 & w(0r-1(0z) #0 & @(0r-1(y) #0, y =0\
& 0 \x € supp(p o dy-1),
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cioe supp(pody-1) = dr(supp(y)). Quindi ¢ € D(U) < pody-1 € D(0,(U)).
Allora

Vi C G\ supp(®) & (Plp) =0, Vo e D(V,)

(®[(podr-1)0dy) =0, YoeD(V)

(®ody1|podyi)=0, VeeDV,)
0dx-1]@) =0, V@ € D(OA(Vz))

< (P
< 0A\(V,) C G\ supp(® o dy-1),

=
=
=

cioe supp(® o §y-1) = drsupp(®P). Quindi
supp(® o 9y-1) = dx(supp(®?)) C dx({z € Gla < p(z) < b})
= {z € G|Aa < p(x) < A\b},
poiché p € omogenea di grado 1. Allora, per ogni A > 0

supp(®,) C {z € G|Xa < p(z) < b},

cioe ¢, ha supporto compatto, non contenente 0.

Allora, poiché LK), = dy + ®,, anche K ¢ soluzione fondamentale locale di
L per ogni A > 0.

Inoltre limy_,,, &, = 0 nel senso delle distribuzioni, cioe

)\lim (Prlp) =0 Vo e D(G).

Infatti:
Jlim (®,]p) = lim <>\‘Q<I> 0 8x-1]¢)
= hm A"UD|NYp 0 dy)

A—00

= )\hm (D|p o dy).

Per quanto visto prima, supp(p o dy) = dyx-1supp(p) e, poiché supp(p) &
compatto,
supp(¢) C {z € Glp(z) < ¢}, perunc> 0.

Allora
supp(p 0 dy) C dx-1({x € G|p(z) < ¢})

A—00

= {z € Glp(zr) < \7'c} == {0},
ma supp(®) C G \ {0} ed ¢ compatto, quindi
/\lim (®lpody) =0.
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Allora, se dimostriamo che esiste limy_., Ky = K nel senso delle dis-
tribuzioni, K sara una soluzione fondamentale globale. Infatti:
(LK|p) = (K|'Ly)
= lim (K,['Lg) = lim (LK|¢)

= Ahjgowo + @alp)
= lim (do|ip) + lim (®x[0)
= (do|p)-

Inoltre K e omogenea di grado —(Q) + pu, poiché
AR 0 03] p) = AYH(KIAYp 0 d501)
= A9 lim (K, 0 61 )
— Jim (KA 0 510
= lim (t* 9K, 0 61|\ Hp o dy1)

t—o0

= lim (t“_Q)\_“JrQ(Kl 0 dy-1) 0 0x)|¢p)

t—o0

= Jim (($)9K 033 ¢)

t—o0

= lim (K¢ [p)

t—o00

= (Klp),

per ogni ¢ € D(G).
Per t > 1, vogliamo scrivere K; nella forma

(il = (algh + [ (G2, (2.13)

per ¢ € D(G). Allora, per mostrare che K; ha limite nel senso delle dis-
tribuzioni, sard sufficiente dimostrare che [~(K’|¢)ds ¢ ben definito per
ogni ¢ € D(G).
Per poterlo fare dobbiamo mostrare che
K = dk, = lim Ko — Ky
® ds o—s 0 —S§

e ben definita come distribuzione su G, cioe che

. Ky — K dK,
3 lim (———|yp) =: (

o—s' O — 8§ ds

l©),
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per ogni ¢ € D(G) e s > 1, e che la funzione s — (K.|p) & integrabile e C*
su [1,00) per ogni ¢ € D(G).
Iniziamo con la derivata K; di K, per s = 1. Se ¢ € D(G),

IS ) = B =l
= lim —— (Ko 0) — (Kilg))
= lim ——((o" YKy 0 d,-1]p) — (Kilg))
= lim ———({Ki|o"¢ 0 b,) = (Ki[¢))
:(PE%—<K1|0M(’0050_(’0>
= (K| lim “Oof"l £)

Dalla definizione delle dilatazioni (1.2) dy(z1, ..., z,) = (A%zy, ..., A x,),

d
Ep(z) := %021((’” 0 d5)()
R d dl dn
_%b:lgp(a Ty, 0T,

= Z djx;0y,0(7).
j=1

Allora  otpod, — o p
},LH% ——7 = %w:la“(go 00,) = pp + Ep.
Quindi
(K} = lim( "2 o) = (K g + ),
cioe

K| = uK, +'EK,.
Dalla definizione di E segue 'Ep = —Ep — Q. Quindi, in conclusione
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Ora mostriamo che K| € D(G). Si ha, per ¢ € D(G)

(LK) = (L 1m B )

o—1 o —
LK, — LK,

o—1 oc—1

%)

Allora, poiché ® ¢ C* e L ¢ ipoellittico, K| ¢ C*. Chiaramente K’ ha
supporto compatto.
A questo punto, per ogni s > 1 e ¢ € D(G),

. Ko - Ks . Ko - Ks
(K(|p) = lim (————|¢p) = lim (————|p)
g—S g — S g—S 3(; — )
1 K K
= lim = (———*° con o = us
( lo)  ( )

u—1l g u—1
— lim 1<3M—QKU o (55—1 — Kl o 58—1
u—1 § u—1
K,— K
_ H—Q-1/1: u L1.@
= 570 lim ~L 5% 0.4.)

= s TN 0 65,1|p).

o)

Quindi K/ = s#~971K] o §,-1 per ogni s > 1.
Allora, poiché Kj & C*, se p € D(G)

t t
[ merds = [ (@K 05l ds
1 1

t
:/ 3“_Q_1/K{(58_1x)g0(:v) dxds.
1 G

Inoltre, poiché u < @ e K7 ha supporto compatto,
|5 [IKiGalle@) dads < Cleln,
1 G

con C = max )|K{(x)|/ sh~@ 1l ds € RY,
1

xzesupp (K]

indipendente da .
Questo mostra che, per ogni ¢ € D(G), 'integrale in (2.13) ha limite per
t — 0.
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Si osservi che, per l'ipoellitticita di L, la distribuzione limite K e C*° fuori
dall’origine.
In particolare

K(z) = Ky(x) + /OO sV (Sgax)ds per x # 0. (2.14)

]

Chiaramente, nelle ipotesi del Teorema precedente, anche 'L ha una
soluzione fondamentale globale omogenea, C'*° fuori dall’origine.

Corollario 2.11. La soluzione fondamentale K di L costruita nella di-
mostrazione del Teorema 2.10 € la sua unica soluzione fondamentale omoge-
nea.

Dimostrazione. Sia H un’altra soluzione fondamentale di L, omogenea di
grado a. Allora, per f € D(G),

fody=(L(f*H))ody (peril Lemma 2.4)
=AN*L((f+xH)ody) (perché L & omogeneo di grado p)
S AFLO(fo )« H)  (per (26))
= \THFL((f o 6y) * H)
= A9 £ o5, (di nuovo per il Lemma 2.4).
Quindi deve essere o = —Q + L.
Allora anche K — H & omogeneo di grado —Q+p < 0 e soddisfa L(K—H) =0
su tutto G. Poiché L e ipoellittico, K — H deve essere C'*° anche in 0.

Necessariamente K — H = 0.
O]

Lemma 2.12. L’integrale

/ plx)"" dx
p(z)<1

¢ convergente se e solo se a < Q.

Dimostrazione. Sia c = L"({x € G|1 < p(x) < 2}), dove con L™(FE) si indica
la misura di Lebesgue n-dimensionale dell’insieme F. Allora ¢ > 0 e

/ p(x) *dr ~277°L"{z € G|27 < p(z) < 27T1}) = ¢29(@=a)
2 <p(x)<2i+1
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dove ~ indica che le due espressioni si controllano a vicenda a meno di

costanti moltiplicative.
Allora

o0

ple) dr = / p(e)~ du
/P(Z’)<1 ; 2-i<p(x)<2—0+1)

~ i 9i(a=Q
j=1

serie che converge se e solo se a — @) < 0.
O

Teorema 2.13. Sia ® una distribuzione omogenea di grado —@Q + «, con
0 < a<@, continua su G\ {0}.
Allora ® € L}, (G) e soddisfa la disuguaglianza

C
()| < g (2.15)

per una costante C' > 0.

Dimostrazione. Sia ¢ € C(G \ {0}) la funzione continua t.c.

@lf) = [ o@(@yds, ¥ € DG\ ),
Allora anche ¢ € omogenea di grado —(@) + «. Infatti:
<(I)|f06)\71> :)\a<q)|f>7 \V/fED(G)7
per omogeneita di ®. In particolare allora, se f € D(G \ {0}),

/ o) (f 0 6y1) () dx = A° / o(2)f () da
G G

/¢ fOr-1(x da:—AQ/asaA f(x)d.
Quindi
[ 66x(@)) = 326t o) do =0,
Allora, poiche questo vale Vf € D(G\{0}), deve essere ¢(5(7)) = A\ 9o (z),

cioe ¢ deve essere omogenea di grado —(@) + a.
In particolare, considerando A = p(x)~!, si ha

S @) = ()" ().



Per I'omogeneita della norma si ha p(@x} = ﬁp(w) = 1. Quindi, poiché

¢ ¢ continua fuori da 0 e {y € G|p(y) = 1} ¢ compatto,

[6(2)] = p(2) 1P (o)1 (2))] < max [d(y)]p(x)*~%.

p(y)=1
Allora
limg |¢(2)]do < C lim plx)* ™ do = / p(x)*? dx,
e—0t e<p(r)<1 e—0t c<p(z)<1 o(2)<1

che & convergente per il Lemma precedente.
Percio ¢ € L},.(G). Mostriamo ora che la distribuzione T}, definita da ¢ su

loc
G coincide con @.

Sia ¥ = & — T,. Allora ¥ ¢ una distribuzione con supporto nell’origine,
anch’essa omogenea di grado —@Q) + a.
Poiché supp(V¥) = {0}, ¥ & combinazione lineare di derivate di dy, quindi

(Wlg) = (do| 3 asdg) = > asd’9(0), Vg e D(G),

|B]<m |3|<m

Quindi
[(Wg)| < Cllgllemy, Vg € D(G),

con V ={y € G|p(y) < ¢} intorno compatto di 0.
Si osservi che, per X piccolo, le norme ||g o 6||cm () si possono controllare
con la norma ||g||cmvy. Infatti:

10°(g 0 6,\)(z)] = |8£11 . .af:g()\dlxl, oA
= XTI 5] (0%) ()|
< 1(079)(0:0)|  (per A < 1)
Quindi, per A < 1 e per ogni multi-indice 3 con |G| < m,
& &
max |07(g © 6x)(y)| < max|(9°9)(xy)|
= max [(9”9)()|

z€0,\V
< &
< max |(9%)(2)]

poiché A < 1= 6,V ={y € Glp(y) <cA} C V.
Inoltre, per 'omogeneita di W,

(Wlg) = A*(¥|g o dy).
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Quindi, per ogni g € D(G), facendo tendere \ a 0:

[(Plg)] = A*[(¥lg 0 6x) < A*Cllg o dallemv)

a s A—0T
S )\ CHgHCm(V) E— O,

cioe (U]g) =0, Vg e D(G). Percio ® —Ty =V =0.
[l

Corollario 2.14. Sia K la soluzione fondamentale omogenea di un operatore
differenziale L che soddisfi le ipotesi del Teorema 2.10.
Allora K € L, (G) e

loc

lim K(x)=0.
pl)—00
Inoltre
lim (f*xK)(x)=0, perognif e DG). (2.16)

p(z)—o0

Dimostrazione. Poiché K e C'*° fuori dall’origine e omogenea di grado —Q+p,
con 0 < pu < @, si puo applicare il Teorema precedente.

In particolare, il primo limite segue dalla stima (2.15).

Sia ora f € D(G), con supp(f) C {z € G|p(z) < r}. Allora

fer@ =] [ s b < me i [ K]y
ply)<r supp(f) p(y)<r
< 0/ ply ') @y (per (2.15)).
ply)<r

Se ¢ > 0 e la costante della pseudo-disuguaglianza triangolare, allora

p(x) < clply) + ply '),

quindi, se p(x) > 2cr e p(y) < r,

—_
—_

ply~'z) > ~p(@) = ply) > 5op(x).

Allora, se p(z) > 2cr, |f * K(x)| < C.p(z)~ 9.
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Capitolo 3

Sub-Laplaciani

Le considerazioni del capitolo precedente si applicano in particolare al caso
in cui 'operatore differenziale L & della forma

L=> X}, (3.1)
j=1

con Xi,...,X,, base del primo strato V; della stratificazione di g.
Un operatore £ del tipo (3.1) e detto Sub-Laplaciano su G.
Il seguente Teorema di Hormander garantisce 'ipoellitticita di L:

Teorema 3.1 (Teorema di Hormander). Siano Yi,...,Y, campi vettoriali
C* su Q2 C R™ aperto. Se
rank(Lie(Yy,...,Y.)(z)) =n, Ve Q, (3.2)

allora operatore
L=2%
j=1
e ipoellittico in 2.

La condizione del rango (3.2), significa che tra i campi vettoriali Y7,...,Y,
e le loro commutazioni iterate ¢ possibile trovare, per ogni x € ), n campi
vettoriali che, calcolati in x, siano linearmente indipendenti.
Per campi vettoriali invarianti per traslazioni a sinistra vale:

Proposizione 3.2. Siano Yi,...,Y, campi vettoriali su G invarianti per
traslaziont a sinistra. Allora sono equivalenti:

i) Y1,...,Y,. sono linearmente indipendenti in g,

i) Y1(0),...,Y,.(0) sono linearmente indipendenti in R™,

iii) 3xg € G t.c. Yi(xo), ..., Y. (x) sono linearmente indipendenti in R",

i) Yi(x),...,Y.(x) sono linearmente indipendenti in R", Vx € G.

26



Allora, in particolare, se i campi vettoriali Xi,...,X,, € g formano una
base del primo strato, soddisfano la condizione (3.2). Quindi £ & ipoellittico.
Per la Proposizione 2.9, £ & un operatore differenziale invariante per
traslazioni a sinistra, omogeneo di grado 2.
Inoltre 'X; = —X; = 'L = L.
Quindi, se ) > 2, L soddisfa le ipotesi del Teorema 2.10 e ammette un’unica
soluzione fondamentale omogenea I'.
Nella seguente Proposizione riassumiamo le proprieta di T'.

Proposizione 3.3. Sia I' la soluzione fondamentale omogenea di un Sub-
Laplaciano L su un gruppo di Carnot G di dimensione omogenea () > 2.
Allora:

i) I' ¢ definita come funzione I' : G\ {0} = R e ' € C*(G \ {0}),

ii) T' & omogenea di grado 2 — Q,

i) I € L,.(G), quindi

(T)g) = / [(2)p(x)dz, Ve € D(G),

) lim,(z) 00 ['(x) = 0.

Sfruttando il principio del massimo forte mostreremo che I" gode anche
delle seguenti proprieta:

[z ') =T(x), Yo#0, T['(z)<0, Vz#0
e limI'(z) = —o0.

z—0
Prima pero, dopo aver ricordato il caso Euclideo, daremo un esempio esplicito
di soluzione fondamentale.

Sia E = (R",+), dove + indica la consueta operazione di addizione.
Allora E ¢ un gruppo di Carnot di passo 1 e tutti e soli i campi vettoriali
invarianti per traslazioni a sinistra sono quelli a coefficienti costanti. Le
dilatazioni naturali sono semplicemente &;(z) = tx, per ogni ¢t > 0, e una
norma omogenea ¢ la norma euclidea p = | - |.

Un Sub-Laplaciano su E sara allora della forma

T

L= 0= a1;0,0,, (3.3)
Jj=1 2%

con Span(vy,...,v,) = R™ Quindi la matrice (a;;) deve essere definita

positiva. Allora un Sub-Laplaciano su E non e altro che un qualsiasi operatore

differenziale del secondo ordine ellittico e a coefficienti costanti.

Si osservi che, con un opportuno cambiamento lineare di variabili, ci si puo

ricondurre al caso in cui £ = A ¢ il Laplaciano ordinario.

Poiché () = n, supporremo n > 3.
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Proposizione 3.4. La soluzione fondamentale omogenea di A in dimensione

n>3¢
c

- |2’

I(z) (3.4)

per un’opportuna costante ¢ < 0.

Dimostrazione. L’operatore A ¢ invariante per rotazioni, cioe
(Af)o P =A(foP),

per ogni trasformazione ortogonale P di R™. Questo implica che, se I' € una
soluzione fondamentale di A, tale e anche I' o P, per ogni rotazione P.

Allora, poiché per il Corollario 2.11 la soluzione fondamentale omogenea e
unica, I deve essere una funzione radiale, cioe I'(z) = I'(|x]). Si ottiene

quindi facilmente
c

- |2
Resta da mostrare ¢ < 0. Chiaramente ¢ # 0.

Supponiamo ¢ > 0 e sia x la funzione caratteristica della palla unitaria
centrata in 0. Sia u = y * I'. Allora, poiché

[(z)

u(r) = / x(z —y)l(y)dy = c/ % dy,
n B(x,1) Y|

e ¢ > 0, u ha massimo in z = 0.
Inoltre, poiché Au = x e A & ipoellittico, u & C™ per |z| # 1.
Quindi, poiché x = 0 ¢ punto di massimo, deve essere
Au(0) = traccia(D*u)(0) < 0, dove D?u ¢ la matrice Hessiana di u.
Questo ¢ pero in contraddizione con il fatto che Au(0) = x(0) = 1.
Percio deve essere ¢ < 0.

Definiamo ora il gruppo di Heisenberg H™ su R?"*!  che generalizza
I’Esempio 1.1.
Si definisce H" := (R?*"*! %), con l'operazione di gruppo x su R*"*! data
dalla mappa

1

(:E7 Y, t) * (.’L’l, y/a t/) = (‘T + $,7 Yy + y/> 5(:5 : y/ - ,I’, : y))a (35)

dove z,2',y,y € R", t,t' € R e - denota il prodotto interno Euclideo.
Consideriamo in R***! i 2n + 1 campi vettoriali

1 1
Xj =0y — §yj8t’ Y, =0, + éxjf)t, perj=1,....n, T =203, (3.6)
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Si verifica facilmente che sono invarianti per traslazioni a sinistra rispetto
all’operazione . Inoltre, poiché

X;(0) = 0., Y;(0) = Oy, perj=1,....,n, T(0)=0, (3.7)

sono anche linearmente indipendenti.

Quindi (Xq,...,X,,Y1,...,Y,,T) € una base per b, := Lie(H").

Inoltre soddisfano le seguenti identita
[Xi, X5] = [V, Y;] =0,
[X;,Y;] = 8]T, (3.8)
(X, T)=[Y;, T] =0,

per ogni 7, j, dove 5{ ¢ la delta di Kronecker.
Questo mostra ch H" ¢ un gruppo di Carnot di passo 2, con la stratificazione

b, = Span(Xy,..., X, Y1, ..., Y,) & Span(T).
Le dilatazioni naturali sono
Sa(z,y,t) = (A, Ay, A*t), per A > 0,

e la dimensione omogenea ¢ () = 2n + 2. Quindi il Sub-Laplaciano

n

A=) (X7 +Y)), (3.9)

Jj=1

detto Laplaciano di Kohn, ha soluzione fondamentale omogenea di grado
—2n.

Identificando R?*"™! con C" x R, scrivendo (T1,. .., T, Y1,- -, Yn,t) = (T1 +
WY1y ey Ty + 1Y, t) = (2,t), Poperazione di gruppo diventa

1
(z,t)(w,s) = <z+w,t+s - 5[m(z|w)), (3.10)
dove (| ) e il prodotto Hermitiano
(z|lw) = zywy + - -+ + 2,10y,.

Teorema 3.5. La soluzione fondamentale omogenea di Ay é

1

I'(z,t) =
&0 = ey

(3.11)

per un’opportuna costante ¢ < 0.
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Dimostrazione. L’espressione esplicita di Ay e

A= ST 4924 S (0 9.9, + L 1YP o 12
m= > (2, +0)+) (20, -y 2;)0 + —— 0 (3.12)

J=1 Jj=1

Si osservi che x;0,, — y;0,, ¢ la derivata angolare nel piano (z;,y;).
Sfruttando 'espressione in coordinate complesse vogliamo mostrare che

Ay soddisfa un’altra proprieta di invarianza.

Se P ¢ una trasformazione unitaria di C", cioe una trasformazione lineare

che conserva il prodotto hermitiano, allora la mappa

wP(Z=t> = (P(Z)=t>

e un automorfismo di gruppo.
In particolare, questo vale per

ve(z,t) = (ewlzl, . ,ew”zn,t),
dove 6 = (04,...,6,) € [0,2m)". Si ha

(Amf) otbg = Au(f o),

poiché ciascun termine di (3.12) soddisfa questa identita.

Quindi, se I' & la soluzione fondamentale omogenea, I' o )9 = ' per ogni 6.
Questo implica che I' ¢ radiale in ciascuna delle variabili z;, e le derivate
angolari di I" sono nulle. Quindi, per (z,t) # (0,0),

|z

2
Al = AT + Tafr, (3.13)

dove A, ¢ il Laplaciano nelle variabili x, .
Per questa espressione e allora chiaro che

(Aul) o p = A(I" 0 9p),

per ogni trasformazione unitaria P.
Percio deve essere I' o ¢y = I' per ogni P e quindi I' & radiale in z. Si puo
allora scrivere

[(2,t) = H<$,t>. (3.14)

Per le proprieta di I, H(s,t) ¢ una funzione C°° sul semipiano di R? in cui
s > 0, continua per s > 0 e (s,t) # (0,0), omogenea di grado —n rispetto
alle dilatazioni &,(s,t) = (us, ut).
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Vogliamo esprimere la condizione Agl'(z,t) = 0 per (z,t) # (0,0) in termini
di H. Per (3.13), basta osservare che

2 DY Zasta o m(E
AH(E ) 4jzlazjazjﬂ< )

2

=20.(s5, ()

L ) (),

4 O0s

Percio
sO2H +nd,H + s0?H = 0. (3.15)

I primi 2 termini corrispondono alla parte radiale del Laplaciano n + 1-
dimensionale. Infatti, si consideri su R"™! una funzione radiale f(y) = g(|y|)
e sia s = |y|. Allora

Af(y) = 29(ly)) + =09 (Jyl).

Percid, definendo ¥(y,t) := H(|y|,t) su R, si ha AU = 0 per y # 0.
Inoltre, per la regolarita di H, ¥ ¢ continua su R"™2\ {0}.
Allora, sfruttando il principio del valor medio, ¥ risulta C* su R"*?\ {0} e
qui soddisfa AV = 0.
Inoltre, poiché ¥ ¢ omogeneo di grado —n, il suo Laplaciano AW, considerato
come distribuzione, ¢ omogeneo di grado —n — 2 e ha supporto nell’origine.
L’unica possibilita, a causa dell’omogeneita, & quindi AV = ady. La costante
a non puo essere 0, altrimenti, per U'ipoellitticita di A, ¥ risulterebbe C*
anche in 0.
Quindi é\lf ¢ soluzione fondamentale omogenea di A su R,

Allora, poiché la soluzione fondamentale omogenea e unica, per la Propo-
sizione 3.4 esiste una costante ¢ < 0 t.c.

c

1
—V(y,t) = —5——7-
0=

Cioe -

C

) =

per una costante ¢ € R\ {0}.

Allora H(s,t) = &(s* +t2)7/2 e T & della forma (3.11). Resta solo da
provare ¢ < 0.
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Argomentiamo come nella dimostrazione della Proposizione 3.4.
Supponiamo ¢ > 0 e sia y la funzione caratteristica dell’insieme
B ={(z,t) € C" x R||z]* + 16t* < 1}.
Allora u = y *I" & continua su H" e C* per |z|* + 16t # 1, poiché Agu = x.
Poiché (z,y,t) = (0,0,0) ¢ di massimo per u, D?u(0) < 0. Inoltre, per
(3.12), Ay si puo scrivere Agu(z,y,t) = traccia(A(z,y,t) - D*u(x,y,t)),
dove A(z,y,t) & la matrice simmetrica, semidefinita positiva

L, 0 -3y

Ay t)=| 0 L3
_1, 1. |z

2¥ 3 1

Percio si avrebbe Agu(0) = traccia(A(0) - D*u(0)) < 0.
Ma questo ¢ in contraddizione con Agu(0) = x(0) = 1.
Quindi deve essere ¢ < 0.

]

Qualsiasi Sub-Laplaciano £ su un qualsiasi gruppo di Carnot G si puo
scrivere nella forma

Lf(z) = traccia(A(z) - D*f(z)) + (b(z), Vf(z)), perogni f € C*(G),

(3.16)
dove A(x) & una matrice semidefinita positiva n X n per ogni = € G, b(x) &
un opportuno vettore, V ¢ loperatore V = (0,,, ..., 0y, ), - indica il prodotto
matriciale e (,) il prodotto interno Euclideo in R™.

Piu precisamente, sia
X; = Z aij(v)0,, perognii=1,...,m,
e sia X (z) la matrice m x n (a;;(x)). Allora A(x) ="'X(z) - X ().
Inoltre
bi(z) = Z ajn(x)0y,a;;(z ZX a;;(z), perognii=1,... n.
j=1 h=1
Infatti, per ognis =1,...,m,
X2 () = Xi(Xif (2)) = 3 aig(@)h, (D ain(@)n, f(2))
j=1 h=1
= > aij(@)ain (@)%, f(2) + ) aij(2)0n,ai () 0y, f().
Jh=1 j,h=1



Quindi, sommando in 4,

Do X)) =30 ( 30 s@ain(@)dl e, @)+ D ais(@)0e, ()0, S (7))

i=1 i=1  jh=1 jyh=1

Y <Za” 2)ain(@) )02, f(w) + (ZZa” ), (1) ) O, £ (7).
j,h=1 =1 h=1 i=1 j=1

Si osservi che la matrice A(x) ¢ semidefinita positiva per ogni x € G. Infatti
sia ¢(x, &) la forma quadratica associata ad A. Allora per z € G e £ € R",

q(z,€) = (A()€, &) = (X (2) X ()€, £) = (X(2)¢, X (7))

m

= [X(2)¢]* =D (Xi(x),£)* > 0.

=1

Osservazione 7. Siano A, B matrici n X n reali, simmetriche. Sia A > 0 e
B <0, cioe A semidefinita positiva e B semidefinita negativa.

Allora traccia(A - B) < 0.

Infatti, poiché A > 0, esiste una matrice simmetrica R t.c. R-R = A. Allora

traccia(A - B) = traccia(R - R - B) = traccia(R - B - R)
= traccia('R - B - R) = traccia(B) < 0.

Questo permette di dimostrare la seguente forma debole del principio del
massimo.

Lemma 3.6. Sia u una funzione C? definita su un insieme aperto Q C G.
Sia xg € Q un punto di massimo locale per u. Allora Lu(zg) < 0.

Dimostrazione. Poiché u € C?*(Q),
7o di massimo per u = Vu(zg) = 0, D*u(z,) < 0.
Allora, scrivendo £ come in (3.16), si ha

Lu(xg) = traccia(A(xg) - D*u(xg)) + (b(x0), Vu(zg))
= traccia(A(zg) - D*u(xy)).

Quindi, poiché A(xg) > 0 e D*u(xq) < 0, per 'Osservazione precedente

Lu(xg) = traccia(A(zg) - D*u(z0)) < 0.
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Il principio del massimo forte che vogliamo dimostrare e il seguente

Teorema 3.7. Sia u una funzione C? definita su un aperto connesso Q! C G.
Sia Lu >0 su Q) e sia xo € ) punto di massimo per u.
Allora u é costante.

Per la dimostrazione servono alcune definizioni e Proposizioni di cui dare-
mo solo I'enunciato.
Consideriamo fissato 'insieme aperto e connesso €2 C R".

Definizione 3.1. Sia F' un sottoinsieme chiuso di {2 e sia x¢ € F'. Un vettore
v € R™\ {0} si dice normale a F' in x, se esiste r > 0 t.c. la palla chiusa di
raggio r centrata in xy + rv sia contenuta in €2 e intersechi F' solo in xg.

Un vettore w € R"” si dice tangente a F'in xy se e ortogonale ad ogni vettore
normale a £ in xg.

Sia F* I'insieme dei punti z € 9F N per i quali esiste almeno un vettore
ortogonale.

Osservazione 8. Se F # Q. allora F* # ().
Infatti, poiché © ¢ connesso, OF NQ # (). Sia y € OF NQ; allora, poiché Q ¢
aperto, 3R > 0 t.c. B(y, R) C Q. Sia xy € B(y, R/2) e sia z € 0F N t.c.

ro=|xg — z| = dist(xgy, OF).
Allora v := Z(xo — z) ¢ ortogonale a F' in z e quindi z € F™.

Definizione 3.2. Sia Y un campo vettoriale C'*° su R" e sia F' chiuso in
Q. F si dice positivamente Y-invariante se, per ogni curva integrale v di Y,
v« [To, Th] — Q, vale la seguente implicazione:

Jt e [T(),Tl] t.c. ’7(2?) e F= ’Y(t) eF, Vte [T(),Tl],

cioe se ogni curva integrale di Y che interseca F' ¢ completamente contenuta
in F.
F si dice Y-invariante se 'implicazione precedente vale anche per 'Y = —Y.

Proposizione 3.8. Sia F' un insieme relativamente chiuso in ) e sia Y un
campo vettoriale a coefficientt C*° su R™. Allora F' ¢ Y -invariante se e solo
se Y(x) é tangente a F per ogni x € F*, cioé se e solo se, per ogni x € F*,

(Y(x),v) =0 per ogni v ortogonale a F in x. (3.17)

Proposizione 3.9. Sia F' un insieme relativamente chiuso in Q. Sia F # €.
Allora linsieme § dei campi vettoriali X a coefficienti C*° su R™ t.c. F sia
X-invariante costituisce un’algebra di Lie di campi vettoriali.
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Dimostrazione del Teorema 3.7. Sia F' 'insieme dei punti x € € in cui u ha
massimo. F' ¢ non vuoto per ipotesi e chiuso in €2 per definizione. Vogliamo
dimostrare F' = ). Allora u sarebbe costante. Supponiamo F' # Q.

Allora, per I’Osservazione 8, F* # ().

Iniziamo col dimostrare che ciascuno degli X, ¢ tangente a ™ in ogni suo
punto, cioé che vale (3.17) con X; al posto di Y, per ogni i = 1,...,m, e per
ogni x € F™.

Poiche g(z,v) = Y 1" (X;(z),v)?, ¢ sufficiente dimostrare che

q(z,v) =0, per ogni v ortogonale a F in x,

per ogni x € F™.

Supponiamo che non sia cosi, cioe che esistano xy € F* ed un versore
v = (v1,...,v,) normale a F' in zg t.c. q(zg,v) > 0.
Siano yg =z +1rve B={x € Q||lz —yo| <r} t.c. FNB = {x0}.
Consideriamo la funzione

_ _ 2 2
o(x) = e~ele=wl” _ gmar®,
Si ha, per ognii,j =1,...,n,
—alzo—yol|? /.0 0 —ar?
D, 0(0) = —2aelw0=wl (20 90y — 9qrpe=o,
e
2 _ 2,2 —ar? i _—ar?
02, 0(20) = 4 rvjv,e —2ad05e” .
Quindi

Lo(xo) = traccia(A(wo) D*¢(x0)) + (b(wo), Vip(20))

= 4 (r2q(mo, v)a? + R(a)),

con limaqw% = 0.
Allora, poiché q(xg,v) > 0, possiamo scegliere « sufficientemente grande
perché sia Lyp(z) > 0 per ogni z in un opportuno intorno compatto U di xo.

Consideriamo ora la funzione @ = u + €p su U, dove la costante ¢ > 0 ¢
ancora da determinare.
Poiché Lu > 0 per ipotesi e Ly > 0 su U, vale Lu > 0.
Sia ¥; = 0U N B la parte di frontiera di U contenuta in B e sia 5 la parte
di frontiera di U rimanente.

Poiché 3, & compatto, si puo scegliere € sufficientemente piccolo perché
sia @ < u(xg) su 3. Infatti, per ogni z € ¥,

u(z) = u(z) +ep(w) < maxu(y) + e max p(y).
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Poiché F'N B = {xy}, dalla definizione di F' segue

rnzaxu(y) = u(zg) —a, cona>0.
1
Allora
w(x) <wulxg) —a+ £ max o(y).

Quindi

= — = (w) < ulw) — = < ula)

2 maxy, ©(y) = g 0

Si osservi che maxy, ¢(y) > 0, poiché ¢ > 0 su Int(B).
Inoltre, poiché ¢ < 0 fuori da B e ¥y N B = (),

() < u(zr) < u(zy),

per ogni z € Yy, Pertanto @ < u(xg) su oU.
Quindi @ deve avere massimo in un punto z € Int(U). Allora sarebbe
La(z) <0 per il Lemma 3.6. Ma L& > 0 su U.
Percio non puo essere g(xg,v) > 0.
Allora F' ¢ X;-invariante per ogni j = 1,...,m, per la Proposizione 3.8.
Quindi, se f e I’algebra dei campi vettoriali rispetto ai quali F' ¢ invariante,
si ha X; € f per ogni j = 1,...,m, e quindi anche g C f§, poiche g =
Lie(Xy, ..., Xn).
Allora, per ogni x € F™*, si ha, per la Proposizione 3.8,

(Y(x),v) =0, per ogni v ortogonale a F'in z,

per ogni Y € g. Poiché dim(g) = n, questo implica v = 0, ma v # 0 per
definizione di vettore ortogonale.
Allora deve essere F'™* = () e quindi F' = Q.

O

Corollario 3.10. Sia £ un Sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot G di
dimensione omogenea () > 2 e sia I' la sua soluzione fondamentale omogenea.
Allora

i) (L)« = f, per ogni f € D(G),

i) T =T, cioe I'(x) = T'(—x), per ogni x # 0,

iii) I'(z) < 0, per ogni x # 0,

i) lim, o ['(z) = —o0.

Dimostrazione. i) Sia f € D(G); allora anche £f € D(G). Quindi, per
(2.16), g = (Lf) * T tende a 0 all’infinito.
Consideriamo ora la funzione h = f — ¢g. Supponiamo che sia h # 0.
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Allora Jz¢ € G t.c. h(xg) # 0; sia h(xg) > 0 (altrimenti consideriamo
h=g-—f).

Quindi, poiché h tende a 0 all’infinito ed & C*°, deve esistere yy € G t.c.
h(yo) = maxh > h(xg) > 0. Pero

Lh=Lf—(Lf)*(LT) = 0.

Allora, per il Teorema 3.7, h deve essere costante. Quindi, poiché tende a 0
all’infinito, necessariamente ¢ h = 0.

ii) Siano f,g € D(G). Per i)

(flg) = ((Lf) xTlg)
= (LflgT)
= (fIL(g *T)),

/f — L(g T)(x)) dz =0,

per ogni f,g € D(G). Questo implica L(g * ') = g, per ogni g € D(G), cioe
LT = 6. Quindi I' & soluzione fondamentale di £. Allora, poiché questa &
unica, I' = I

iii) Per prima cosa mostriamo I'(x) < 0 per ogni = # 0.

Supponiamo she valga I'(xg) > 0 e sia U un intorno simmetrico dell’origine
t.c. I'(z) > 0 per ogni € Uxy. Sia ¢ € D(G), ¢ > 0, non identicamente
nulla, con supp(y) C U. Allora

w*N%%jwaﬁwlmﬁw>0

Poiché ¢ * I' tende a 0 all’infinito, deve avere un punto di massimo.

Pero L(p ') = ¢ > 0 su tutto G. Quindi, per il Teorema 3.7, dovrebbe
essere costante, cioe ¢ *I' = @ x I'(zg) > 0.

Ma questa € una contraddizione, perché lim ;). ¢ * I'(z) = 0.

Quindi T'(z) < 0 per ogni 2 # 0. Ora, se fosse I'(xg) = 0, x¢ sarebbe punto
di massimo per I su G \ {0}. Quindi sarebbe I' =0 su G \ {0}. Ma, poiché
" ¢ soluzione fondamentale di £ ed ¢ C* su G \ {0},

/GF(J})EQO(CL‘) dr = ¢(0), per ogni ¢ € D(G\ {0}).

Quindi non puo essere I' = 0. Allora I'(z) < 0 per ogni x # 0.
iv) Poiché I" ¢ C*° e strettamente negativa fuori da 0,

m = max ['(y) < 0.
p(y)=1
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Ora, poiché I' ¢ omogenea di grado —@Q) + 2,

() = p(a)?> P0(6_1_(2)) < mp(a)?>"2 =% —co.

p(x)
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