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Introduzione

L’argomento di questa tesi é una classe di equazioni differenziali stocasti-
che (SDEs), dette SDEs di McKean-Vlasov (MKV). Esse differiscono dalle
SDEs standard in quanto i loro coefficienti possono dipendere dalla legge della
soluzione, oltre che dal tempo e dal valore di quest’ultima. Queste equazioni,
introdotte da McKean in [23] come modello per I'equazione cinetica di Vlasov
per i plasma, sono oggi utilizzate in diversi campi applicativi che, oltre alla
fisica, variano dalle scienze sociali alla data science: vi sono applicazioni al
machine learning, alle neuroscienze e soprattutto all’economia e alla finanza.
Per questa ragione, negli ultimi vent’anni, esse sono state ragione di interesse

sia dal punto di vista teorico che numerico.

Seguendo la trattazione presente nel IX capitolo di [I3], tra gli argomenti
di questa tesi viene studiato un esempio di SDE con un drift di MKV lineare

rispetto alla legge:

dX; = [ (X, y)pi(dy) + odW; t>0
Xo=Y ()

1y legge di X;.

In particolare, la presenza del valor medio E[b(x, X;)].—x, suggerisce U'inter-
pretazione che X possa essere visto come caso limite di un sistema mean field

di particelle interagenti. Piu precisamente, si dimostrera che ogni componen-
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te del sistema di IV particelle dato dalla SDE N-dimensionale

dx;"™ = L5 w(x Y, XYY 4 eaw?)  teo,T)
XN =y N . i=1,....N
(2)
converge per N — +00, sotto le appropriate ipotesi di limitatezza e regola-
rita di b, alla soluzione di . Cio che si verifica ¢, in altre parole, che nel
passaggio dalla scala microscopica a quella macroscopica, una particella in
un ambiente densamente popolato smette di vedere 'interazione di campo
medio, risultando asintoticamente indipendente rispetto alle altre. Questa
proprieta, di cui verra data una definizione, ¢ nota in letteratura come pro-
pagazione del chaos e fu provata per la prima volta in [28]. Negli ultimi
decenni perd risultati analoghi sono stati dimostrati anche in modelli piu
ricchi in cui compare, ad esempio, un’interazione di campo medio anche nel
coefficiente di diffusione,un common noise , delle dinamiche salto nella dif-
fusione, una dipendenza non lineare rispetto alla legge. In particolare, una
classe di MKV con salto ¢ stata studiata in diversi articoli (si veda [10])
come una rete neurale di tipo integrate-and-fire. Si noti inoltre che il moto
browniano di Dyson possiede un’espressione del tipo ; cio significa che lo
studio del comportamento asintotico degli autovalori di una matrice aleatoria
puo essere trasferito a quello della relativa soluzione di MKV e in tal senso
un’applicazione puo essere trovata in [3].

L’elemento di maggior rilievo per un risultato di propagazione del chaos
sta pero nel fatto che, insieme a un risultato di esistenza ed unicita, la legge
di una soluzione di MKV possa essere arbitrariamente approssimata simu-
lando un sistema di particelle. Cio apre le porte a tecniche numeriche che
possono dunque essere utilizzate per la rappresentazione dei processi di MKV
mediante la legge empirica del sistema; a tal proposito si vedano articoli come
[24], [6], [4], [30], [31]. Infine, altri metodi numerici sono stati recentemente
proposti: in [14] e [22] procedendo attraverso approsimazioni analitiche e in
[2],]29] con iterazioni di Picard.

Ritornando alla PDE si fissi d dimensione della soluzione e T > 0:
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I'esistenza e I'unicita per segue da un metodo del punto fisso nello spazio
di misure di probabilitd su C([0, 7], R?) munito di una metrica, conosciuta
come distanza di Wasserstein. Quest’ultima, introdotta come distanza per
il trasporto ottimo (si veda [32] per una monografia completa in materia), é
uno strumento essenziale per lo studio delle SDEs di MKV ed ¢ largamente
utilizzata nelle sopracitate estensioni di (L). Tipicamente, si richiede che i
coefficienti delle SDEs di MKV soddisfino alcune ipotesi di regolarita, come
la lipschitzianita, rispetto a tale metrica.

In analogia con le SDEs standard, il collegamento con equazioni differen-
ziali alle derivate parziali ¢ particolarmente rilevante. Si consideri la soluzione
monodimensionale X; ~ p; di ; segue immediatamente dalla formula di Ito
che u; deve risolve I'equazione distribuzionale di Kolmogorov (o equazione di
Fokker-Plank)

O = %UQagth — 0y (Mt fR b(, y)ut(dy)) , t>0,zeR

1o legge di Y

(3)

Si noti che tale equazione é sia non-lineare che non-locale. Un esempio

rilevante ¢é costituito dall’equazione di Burgers
O = L 292 0
W0 = 50705,V — V0:0,

la quale puo essere ottenuta da con b(x,y) = 31j_004(y), € con funzione
di partizione v, ( di p.

Per la formulazione dell’equazione backward di Kolmogorov é invece utile
fissare la notazione X*¢ per denotare un processo con valore iniziale ¢ al
tempo t e £ & una variabile aleatoria integrabile. Per la SDE classica con
coefficienti o e b, & ben noto che la soluzione X*¢ é un processo di Markov e
definisce un flusso. Di conseguenza V (¢, 2) = E[p(X%")], se sufficientemente

regolare, risolve I’equazione backward di Kolmogorov:

OV (t,x) + 50%(x)0%V (t,x) + b(x)0,V (¢, ) =0, (t,z) € [0,T[xR

V(T,z) = ¢(x), z € R.
(4)
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Tuttavia, la proprieta di flusso non ¢ valida per diffusioni di MKV. Allo sco-
po di ripristinare questa proprietd si procede munendo la soluzione di una
misura in una componente, cosi da disaccoppiare l'interazione tra valore e
legge. Di conseguenza, l'equazione backward di Kolmogorov contiene una
derivata addizionale, la quale avviene rispetto alla legge. In questo contesto,
la buona definizione di derivata rispetto a una misura é detta derivata di
Lions, introdotta in|2I] (si veda [8] e [9] per maggiori dettagli); essa si com-
porta bene rispetto alla metrica di Wasserstein WW,. Recentemente ¢ stata
notata I'importanza delle equazioni del tipo flusso-gradiente a campo medio
nel training di reti neurali profonde con metodi di noisy gradient descent (si
veda [26]).

In questa tesi ci si concentrera soprattutto nello studio di equazioni con-
dizionate, una classe speciale di MKV, in cui la dipendenza rispetto alla
misura avviene considerando la probabilitd di una componente condizionata
ad un’altra. Una motivazione di questa classe risiede nell’inversione dei ri-
sultati di proiezione markoviana presenti in ([19],[7], [16]). Questo problema

conduce infatti alla ricerca di una soluzione per

dXt - b(ta Xt7 Yt7 :LLYt|Xt>dt + U(t7 Xt7 )/;‘,7 :uYt‘Xt)th
dY, = f(t, Xy, V)dt + g(t, Xy, Y:)d By

(5)

in cui W, B sono moti browniani correlati. Particolari esempi di compa-
iono nella costruzione di martingale di It6 aventi marginali prestabilite e il
loro utilizzo ¢ divenuto popolare in finanza per la calibrazione dei modelli
a volatilita stocastica locale. Per esempio, si pud dimostrare ([I9]) che le

soluzioni del sistema

(V)
dX; = a(X;
e .
dY, = b(Y)dt + c(Y;)dB,, (7)

se esistono, possiedono le stesse marginali di una diffusione con coefficienti
a, b, c. La sfida principale in questo sistema risiede nella presenza dell’attesa

condizionata in quanto il passaggio dalla distribuzione congiunta di (X;, V;)
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alla condizionata Y;|X; & notoriamente discontinua rispetto alla topologia
debole sulle misure di probabilita. Altri esempi di trovano applicazione
in vari modelli per la fisica: ad esempio, in [6] si considerano dinamiche
di tipo Langevin come alternativa alle equazioni di Navier-Stokes per flussi
turbolenti ed il modello ha la forma con il condizionamento invertito
(compare X;|Y; al posto di Y;|X;). Questa tesi si dedichera per la maggior

parte allo studio di queste due classi di equazioni condizionate.

Una teoria sull’esistenza e I'unicita per (5, ancora in gran parte ine-
splorata, risulta di grande importanza al fine di assicurare accuratezza degli
algoritmi che si basano sull’utilizzo di una simulazioni di grandi sistemi di
particelle. Per la sotto classe (6)-(7), dei risultati di esistenza sono stati
provati in [19], e ancor prima in [I], sotto diverse ipotesi sulla distribuzione
iniziale. Tale condizione, insieme all’indipendenza dei moti browniani sono

perod ipotesi molto limitative per le applicazioni reali.

Lo scopo di questa tesi ¢ dunque 'esplorazione di nuove metodologie di-
mostrative, che riescano a provare la buona definizione di sistemi di MKV
condizionati, e delle stime su tali soluzioni. Verra data particolare attenzione
all’articolo [5] al fine di provare un risultato di esistenza, unicita e propagazio-
ne del chaos. Questa metodologia puo essere brevemente riassunta attraverso
una doppia approssimazione della SDE di MKV: in primo luogo, la legge del-
la soluzione é approssimata per mezzo di una convoluzione. A sua volta,
tale approssimazione é approssimabile per mezzo di un sistema di particelle
seguendo la stessa idea usata per ’equazione . Al fine di mostrare che le
particelle di tale sistema convergono ad una soluzione della MKV condiziona-
ta, ’obiettivo é trovare una soluzione del problema della martingala associato
alla MKV tuttavia l'esistenza e 'unicita seguono da particolari ipotesi sui
coefficienti. Un obiettivo é quello di studiare la possibilita di rilassare alcune
ipotesi di regolarita di [5], in quanto i risultati presenti dipendo fortemente
da stime gaussiane provate in [12] sotto ipotesi d hélderianita dei coefficienti.
Tali stime sono pero state recentemente estese in [20] a PDEs con coefficien-

ti misurabili e una condizione debole di Hormander, utilizzando le recenti
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disuguaglianze di Harnack in [I5].

Un altro obiettivo é quello di capire se le tecniche qui utilizzate, e presenti
in [5], possano essere applicate nello studio delle classi @—. Cio impliche-
rebbe, oltre all’esistenza e all’unicita, un risultato di propagazione del chaos,
che costituirebbe un solido terreno matematico per i metodi numerici.

Infine, il modello studiato in [5] si basa su dinamiche di tipo Langevin,
in cui una classe di diffusione browniana non agisce direttamente in tutte le
componenti; questa condizione ¢ conosciuta come anisotropia. Di conseguen-
za la PDE di Kolmogorov associata rientra in una classe di di PDE su cui
vale una condizione debole di Hérmander. Cio consentirebbe di considerare
variazioni degeneri di (6)-(7) provenienti da applicazioni finanziarie, come la

calibrazione di modelli a volatilita stocastica per opzioni a media aritmetica.
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0.1 Notazioni
e S": Il gruppo delle permutazioni di {1,...,n}.
e (): Insieme degli eventi.
e %: o-algebra su un insieme di eventi ).
e (%), €[0,T]: Filtrazione di una o-algebra F.
e P: Misura di probabilita definita su una o-algebra %.
e (E,d): Uno spazio metrico completo.
e B(F): Insieme delle funzioni boreliane £ — R.
e C,(E): Spazio delle funzioni continue e limitate £ — R.
e C.(FE) : Spazio delle funzioni continue e a supporto compatto £ — R.
e CF(RY): Spazio delle funzioni di C,(R?) derivabili fino all’ordine k
e ||b]l: Norma uniforme di una funzione b € C*(R?).

e CF(R?): Spazio delle funzioni di C.(R?) derivabili fino all’ordine k con

la topologia uniforme fino alle derivate di ordine k.

e C([0,T],R%): Spazio delle funzioni continue [0, 7] — R? munito della

topologia uniforme/l]

e M(E): Spazio delle misure di probabilita definite sui boreliani di (F, d)

munito della topologia debole di misure.

e L°(E): Spazio delle funzioni b € B(E) con ||b||L= := esssup,cp |b(x)] <
+00.

o LP(Q2,%,P) con p € [1,+0o0[: Spazio delle v.a. X su (2, % ,P) tali che
X |Lr @) = Jo |27 (w)P(dw) < +oc.

I'Quando d é specificato, esso viene indicato con Cr.
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o [P

loc

([0,T7) con p € [1,+00[: Spazio dei processi stocastici X; su (2, F, P, (F)c0,17)

progressivamente misurabili e t.c. per ogni t € [0, T

t
/ | Xs|Pds < +o00
0

sia un evento P-quasi certo.



Capitolo 1

Equazioni di McKean-Vlasov: un

esempio lineare

Sia (2,%,P, (%)i>0) uno spazio filtrato di filtrazione (%;);> su cui val-
gono le ipotesi usuali. Si supponga di aver scelto una filtrazione per la quale
¢ definita una famiglia numerabile W, W* W2 ... W™, ... di moti browniani

d-dimensionali indipendenti. Siano
b:RYx R — R? € B(R*), o R*x RY — R4 ¢ B(R*),

cioé misurabili rispetto alla o-algebra di Borel 2d-dimensionale.

Definizione 1. Date ¢ : R? — R™ misurabile e v distribuzione su R?

¢ [ plaaldy),

In particolare se v € la legge di una v.a. Y allora

P (z) = Elp(z, Y)].

In questa sezione verra considerata la seguente equazione differenziale
stocastica:
Xy = Xo+ [, b (X )ds + [, 7" (X,)dW,  t>0

, (1)
e = legge di X,

13
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1. Equazioni di McKean-Vlasov: un esempio lineare

dove X, € L?(Q,P, %) v.a. su R% L’equazione ¢ un esempio lineare
di equazione di McKean-Vlasov: denotando con B(Xj, ;) := f(f b (X,)ds
il coefficiente di drift di tale equazione é immediato notare che esso dipende
dalla legge p della soluzione. Inoltre, tale dipendenza ¢ lineare in u, dunque
la é classificabile come equazione di MKV lineare.

I risultati successivi verranno provati sotto le seguenti ipotesi (H1) sulla

coppia dei coefficienti (b, 0):
i) b ¢é globalmente lipschitziana con costante Ly;
i) [|blloc = SUP(y y)crixre 0(x,y)| < +00;
iii) o(z,y) = o ¢ una matrice costante d x d.

Theorem 1. Se (b, o) soddisfa le ipotesi (H1) allora esiste una e una sola
soluzione della SDE (1.1]).

La dimostrazione di questo Teorema avviene mediante il metodo del punto

fisso, attuato in uno spazio metrico di misure di probabilita.

Dimostrazione. Sia My := M(C([0,T],R?)) I'insieme delle misure di proba-
bilita definite sullo spazio delle funzioni continue Cr := C([0,T],R¢). Dato

v € My é ben definito il processo
t —
X, - X0+/ b (X.)ds + oW, (1.2)
0

in quanto b (z) ¢é lipschitziana uniformemente in s e quindi la coppia (b, o)
soddisfa le ipotesi standard di esistenza ed unicita per le SDEs. Denotando
con ¢(v) € Mr la legge di X; si ha che X; risolve se e solo se v é un
punto fisso di v +— ¢(v).

Per poter applicare il Teorema di Banach-Caccioppoli ¢ dunque necessario
munire M(Cr) di una metrica completa; tale ruolo ¢ svolto da una metrica
di Wasserstein definita come

Dy (11, 1) = inf {/(sup lwi, s — wa s| A 1)dv(w1,w2)} )

veM(CrxCr) di marginali v1 e vo s<T
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Circa la dimostrazione del fatto che lo spazio di Wasserstein (M (Cr), Dr) &
uno spazio metrico completo si rimanda il lettore a [32]. Per dimostrare la tesi
¢ dunque sufficiente che lesistenza di un k& € N t.c ¢* sia una contrazione
rispetto a Dr. A tal scopo, siano v € My di marginali vy,15 e X7, X5 le
rispettive soluzioni di (1.2). Per ¢ € (0,77 si ha che

sup |X1,s - X2,3|

s<t
< /
0
/0

t
S / / |b(X1,saW1,s) - b<X2,57W2,3)|V(dw17w2)d8
0 CtXCt

ds

/ B(X 1, w1s)n (dot) — / D(X e, wa.s)va )
Cy

Cy

ds

/ B(X1gsns) — b(Xa.s, wa.s)1(deon, con)
CtXCt

t
g/ Lb|XLS—X2,S\+/ Ly ([ — wns] A 2[|bl|os) v(den, cwn)ds.
0 CtXCt

dove 'ultima disuguaglianza segue dalla globale lipschitzianita e dalla limi-

tatezza di b. Ponendo K = max(Ly, 2||b||~) si ha che

t
sup |X1,s - XQ,S‘ S K/ Lb‘Xl,s - X2,s’ + Ds(yla I/2>d37
0

s<t

e per il Lemma di Gronwall

¢
sup | X1 s — Xog| < KeKT/ Dy(v1,19)ds.
0

s<t

Di conseguenza
t
Dyi(p(11), o(12)) < KeKT/ Dy(vi,15)ds < Ke*TtD,(v1, 15).
0
Da tale disuguaglianza deduciamo

DU (), (1)) < KeKT / D (8(n1), $(v))ds

KGKT)2

T
< (KeKT)Q/ sDs(v1,v5)ds = ( o t2Dy (11, 1)
0 .

Induttivamente si giunge a dimostrare che Dy (¢ (1), 0" (v2)) < KL Dip(vy, 1),

ossia che per k sufficientemente grande ¢* ¢ una contrazione. O
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1. Equazioni di McKean-Vlasov: un esempio lineare

1.1 Introduzione alla propagazione del chaos

Dati N € N positivo e T" > 0, sotto le ipotesi (H1) ¢ ben definito il
sistema di particelle dato dalla seguente SDE,

N t
. , 1 ; ; j
XN =X+ 5D j/ (XN, XIN)ds + oWy te0,T],  (L13)
j=1""

con (X@)i=1, . famiglia di v.a. i.i.d in L?(Q,P, %).

Osservazione 1. Data (X', ..., X"N) soluzione di (L3) e 7 € SN per-
mutazione di N elementi si vede facilmente che i processi (X", ..., X"™)

7(1),N 7(N),N
e (X] (1) X; (N) )

. . . i\ N . .. . .
Di consegquenza, le singole particelle X" sono processi stocastici aventi tutti

. sono entrambi soluzioni deboli della medesima SDE.

la stessa legge.

I importante notare che il sistema (1.3) non contiene coefficienti dipen-
denti dalla legge della soluzione e dunque esso € un caso standard di SDE.
Tuttavia la ragione che conduce a considerare tale sistema sta nel legame con
la soluzione di : verra infatti dimostrato che, nonostante le particelle di
(1.3) non siano indipendenti, esse lo sono asintoticamente per N — +oo e
che ogni particella converge inoltre alla soluzione di . Questa proprieta,
nota in letteratura come propagazione del caos verra in seguito definita con
precisione; al momento, essa costituisce il fatto che un sistema di particelle

interagenti converga ad un sistema in cui tale interazione ¢ assente.

Theorem 2. Sia (b,0) una coppia che soddisfa (H1) e u; la legge marginale
dei processi X} soluzione di (L.1)) rispetto a W* peri =1,...,N. Allora se

(XoNY,21 N & la soluzione di vale

sup E | sup | X7V — X :O(N_%), N — +oo0.

1<i<N  lo<i<T
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Dimostrazione. Vale che:

oA

X = X 2= sup | X;Y - X}

= sup
t<T

/ ZbX”VXJN — b (XY)ds

T
1
g/ § Ib( XN, XNy — (X XIN)|ds
0

\

Z|b (X5, XPNY — b(XE, X7)|ds

Zb (XL XT) — b (XD)|ds < (Lipschitz)

T N
, , 1 , ,
< Lb/ | XN — X|ds + Lb/ ~ Y XN — XT|ds
0 0 j=1

ds.

o

N
1 o
NE (X XT) — b (XD)

(1.4)

(1.5)

(1.9)

(1.10)

Ragionando come nell’Osservazione (1} il processo (X“" X%) possiede una

legge indipendente da i; da cio e dal fatto che gli X* sono identicamente

distribuiti segue che

E| XY — X7

T T
§2Lb/ E||X1’N—X1||Sds+/ E
0 0

1 N

j=1

ed applicando il Lemma di Gronwall

T
EHX(I,N) _X(I)HT S €2LbT/ E
0

1 N

=1

DB X - (X))

] ds,

Dbt X2 - B ()

] ds. (1.11)

A questo punto, per la disuguaglianza di Jensen all’integrando e sviluppando
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§ )

1 Z 1 yi Fibs Tyy=* 1 hiks 1
< 73k (Z (b(X5, XI) = b (X)) (b(X5, X{) — b (Xs))> :

Jk=1

il quadrato si ha

N
Z b(X1, XI) — b (X))

[’espressione

E [(b(X;, X]) — 0" (X)) (b(X;, X7) — b (X)) =
E [b(X;, X3)"0(X;, X0)] = B [b(X, X3)"0(X])]
—E [b(X, X0 (X)) + E [[p" (X))

— L —L—L+1,

costituisce il termine (74, k)-esimo della sommatoria e poiché gli X sono i.i.d.,

quando j # k si ha che
_[1 = 12 = ]3 = I4 = / b(x,y)*b(x,z) (24 Ms(dl',dy,dZ)
R3d
e quindi il (j, k)-esimo termine é nullo. Quando j = k si ha invece che

BbCXE X0 -5 (X = [ o) = b2 @l dy, dz) < 4B
R

DQ 4110113,

(Z X} X)) 6“5<X§>>*<b<xi,xf>—6“8<X3>>>s =

J,k=1

allora

(

Applicando tale disuguaglianza a (1.11)) segue immediatamente che

N

1

NZb (X1, X7y — b (X))
7j=1

2][bl
VN

e quindi la tesi. O

EHXi,N o XzH S T€2LbT
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Alla luce di questo risultato é naturale chiedersi come mai le particelle
di (L.3) siano in grado di approssimare la soluzione di (1.1)). A posteriori, il
Teorema [I| implica I'asintotica indipendenza delle particelle; di conseguenza

per la Legge dei Grandi Numeri

N
Db XPY) R b (X).
j=1

Cio significa che i drift di (1.3)) approssimano quello di ([1.1)).

La validita di un risultato di propagazione del chaos ¢ importante in
quanto permette di simulare la legge di un processo come quello di (1.1))
sfruttando il sistema di particelle : per farlo si procede con il considerare
la misura empirica del sistema.

Dati i processi come in (1.3) la misura empirica ¢ cosi definita

N
1
N(dz) = ~ Z5Xt(i,m(dx). (1.12)
=1

Vale il seguente risulato:

Theorem 3. Sotto le ipotesi (H1), per ognit € [0,T] e per ogni f € C.(R?)

st ha che

| J@p(dn) T | F@ld)

LY(QP) Jpa
Dimostrazione. Poiché f € C.(R?), Ve > 0, 3f. lipschitziana e tale che || f —
fello < 5. Allora,

5 flx)uy (dx) — f () pe(dx)

/fe z)py (dz) /fe ) (dx)

(aggiungendo e sottraendo — Z f(X7)))

<—+]E

1 N . .
N Zfe(XZ7N> - fe(XZ)

i=1

+E

%iuﬂ%mm@ﬂ

i=1



20 1. Equazioni di McKean-Vlasov: un esempio lineare

Ragionando come nel Teorema [2] ossia applicando la disguaglianza di Jensen
e sfruttando l'indipendenza tra gli X* ¢ possibile maggiorare ulteriormente
14

2¢ i N ; 2 elloo
— + Ly sup E|X;" — X[+ :
3 i 1<i<N | t t| /_N

a questo punto la tesi segue immediatamente dal Teorema O




Capitolo 2

Un’equazione di McKean-Vlasov
condizionata con diffusione

anisotropica

Similmente a quanto fatto nel capitolo 1 si consideri (2,%, P, (%:):>0)
uno spazio filtrato di filtrazione (% );>0 su cui valgono le ipotesi usuali e
per la quale sia definita una classe numerabile W', W2 ... W™, . .. di moti
browniani d-dimensionali indipendenti.

Si considerino:

o (X, V) ~ po v.a. 2d-dimensionale (dato iniziale),
o b:RIX R R (drift);
o 0:[0,7T] x RY x R — R (diffusione)

e dunque il sistema dato da

dV; = E[b(V;, 0)|X],_y, dt + o(t, Vi, X)dW; - (2.1)
(Xo, Vo) ~ po

Si osservi che questa SDE presenta una componente diffusiva solo nella se-

conda componente; questa condizione € conosciuta come anisotropia, dunque

21
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2. Un’equazione di McKean-Vlasov condizionata con diffusione
anisotropica

la é classificabile come equazione di McKean-Vlasov condizionata con
diffusione anisotropica. Tale sistema é proposto in [5] come modello lagran-
giano stocastico, il cui scopo é rappresentare il moto di una particella fluida
in un flusso turbolento. Dunque le due componenti X e V possono assumere
il significato fisico di posizione e velocita della particella. Dal punto di vista
delle SDE esso ¢ invece un caso piuttosto generale di McKean-Vlasov con-
dizionata: infatti la dipendenza dalla legge della soluzione nel coefficiente di
drift di V' si manifesta mediante un valore atteso condizionato. Argomento
centrale di questa tesi sara dunque lo studio di (2.1)) in modo simile a quanto

fatto nel capitolo precedente.

Per poter capire a pieno il significato e Iespressione di (2.1)) si consideri

il termine E [b(V;, v)|Xy],_y,: fissato il valore di v € R le funzioni
z = E[b(V;,v)| X, = 2] = By,(z), T = [y, X=a = ()

sono rispettivamente una versione della funzione attesa condizionata di b(V;, v)
rispetto a X; e una versione regolare della probabilita condizionata di V;

rispetto a X;. Di conseguenza,

By(x) = / b(u, v)ye() (du)

> BBV 0)|X] = Bo(X) = [ bu (X (22

cio significa che date le informazioni fornite dal valore di X3, la (2.2)) rappre-
senta il valore atteso di b(V;, v). Nel caso di ([2.1)) il termine di drift é proprio
Byv,(X;), che per semplicita verra indicato con B(t, Xy, V;).

Osservazione 2. Se (X, V;) ha densita congiunta pi(x,v) allora é possibile

definire py, x,—(v) come densita condizionata di V; rispetto a X, come

_pe(zu) [ B
sudu € Pt(w,U)du = pX,(ZL') £0

pr,\Xt:m(u) _ ) Jpi(zu)d t

0 altriment:
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e per la quale vale

=Xt

E [b(Vi. 0)| X, _y, = B(t, X0, Vi) = / b, Vi) pxoea ()]
Rd

o equivalentemente

3 Jpa b(u,v)pe(2,u)du S€ Payto
Blz,v; pi) = Bio(z) = E[b(V,, 0)| X, = a] = Jea ol A

0 altrimenti

dove B : R? x R? x L}(R?!) — R ¢ appunto definita come

b(u,v)y(x,u)du
% se [ y(x,u)du #0

Blz,v;9] =
0 altrimenti
Per quanto appena osservato verra studiata I'equazione ((2.1)) nella se-

guente forma:

dX; = Vidt
dVy = B[Xy, Vi; pildt + o (t, X, Vi)dW, Vit € [0,T7, (2.3)
Pt densita di (Xt, ‘/t)

con dato iniziale (Xo, V) e B[Xy, Vi, pi] € definito come sopra. La complessita
di se paragonata alla SDE del Capitolo 1 risiede nella presenza
del condizionamento: mentre per il termine di drift era lineare rispetto
alla legge e dunque anche continuo rispetto alla topologia debole lo stesso
non accade per B[, -;v]; infatti il passaggio dalla densita congiunta a densita
condizionata non € continua nemmeno rispetto a questa topologia.

Per ovviare a questo problema si effettua una regolarizzazione del nucleo
B cosi da renderlo debolmente continuo; la dimostrazione di questo fatto sara
tuttavia chiara solo una volta affrontata la dimostrazione per I'esistenza di
una soluzione di (2.4).

Sia dunque € > 0 e ¢, un mollificatore t.c.

i) ¢. € CH(B.(0)), dove B.(0) indica la palla aperta di raggio € centrata

nell’origine di R,



2. Un’equazione di McKean-Vlasov condizionata con diffusione
24 anisotropica

i) [pu @c(x)dr = 1.

Da qui si definisce la SDE di MKV regolarizzata con parametro € per (2.3)):

Definizione 2. Fissato € > 0 e dati v € L*(R*?) non negativa e (z,v) € R*?

la regolarizzazione del nucleo Blx,v;~] é

. N fRd b(u7 U)¢e * 7(1‘, U)du
BG{SE‘,U,’Y] — fRd gbe * fy(x’u)du + € 9

dove x rappresenta la convoluzione in x, ossia
bcx(ww) = [ oo - ynudy
R
La SDE regolarizzata di (2.3) ¢ data dal sistema:
dX; = Vdt
dVie = B X{, Ve pfldt + ot X, Ve)dw,  VEE(0.T] (2.4)
ps densita di (Xf, V)
e dato iniziale (Xo, Vp).
Definizione 3. Una soluzione debole di (2.3)) ¢ costituita da uno spazio di

probabilita (Q, F, P, (F)ico17), un moto browniano d-dimensionale W su tale

spazio e da un processo (X, V') continuo quasi certamente e adattato, tale che

1. BIXy, Vi o), Vi € LL,((0,T));

loc

2. o(t, X, Vi) € L ([0, T0);

loc

3. Vale che:
X, = Xo + [ Vids

Vi = Vo + [o BIX,, Vi pslds + [ o(t, Xy, Vi)dW.

In modo analogo ¢ possibile definire una soluzione debole anche per (2.4)),

sostituendo B, a B.
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Definizione 4. Vale l'unicita della soluzione debole per le equazioni (2.4)
e (2.3) se e solo se, comunque prese due soluzioni deboli con processi di Ito

(X,V) e (X", V') si ha che questi sono uguali in legge.

Da qui in avanti, allo scopo di semplificare conti e notazioni, verra con-
siderato solamente il caso d = 1; i conti, le dimostrazioni e le definizioni che
seguiranno sono tuttavia analoghi per un generico d € N positivo.

Si indichi con (H2) il seguente set di ipotesi:
i) (Xo,Vo) € m(%) e (Xo,Vo) € LY(Q,P) x L*(Q,P);
ii) b é continua e limitata;
iii) o ¢ limitata e posto a := ¢?, I\ > 0 t.c. V(t,z,v) € (0,T] x R¢ x RY,

< a(t,z,v) <\ (2.5)

> =

iv) Ja € (0,1], K = K(T) t.c Y(t,z,v),(s,y,u) € [0,T] x R? x R¢,
la(t, z,v)—a(s,y, u)| < K(|t—s|> +|z—y—u(t—s)|5 +|u—v|%). (2.6)
Per N > 1 si consideri infine il sistema di SDE di particelle interagenti E]

dx ;N = vieN gy

heN _ XN, b N VN g (XN —xp o) LN 1rieNY T :
d‘/; = ’ 121»\;1 @ (th’e’N—Xgﬂft,N)—i-Net dt + O-(tv th ) ‘/tl’ )thZ L= 17 e
j= €
(XgoN Vo) = (XE, V) ~ po idd
(2.7)

A questo punto si é pronti ad enunciare il risultato principale di questa tesi:

Theorem 4. Sotto le ipotesi (H2) esiste ed ¢ unica la soluzione debole della
SDE di MKV regolarizzata (2.4)) e della SDE (2.3)).

Denotando con P¢ e P le leggi di tali soluzioni si ha inoltre che

'La buona definizione di tale sistema & una questione che verra affrontata in seguito.



2. Un’equazione di McKean-Vlasov condizionata con diffusione
anisotropica

i) vale

o+
P *T> P;

i) Per ogni € > 0 la sequenza {u“Y; N > 1} delle leggi delle soluzioni
di (2.7) e Pe-caotico, ossia per ogni naturale k > 1 e per ogni famiglia
{M; l = 1, ey k‘} m Cb(CT),

/NH% z, )N (day, dvy, . . . doy, doy)
c

T =1
e H wl x,v)P(dz, dv).

In particolare, questo punto dimostra che ogni particella converge de-
bolmente al processo (X,V) della soluzione di (2.4) e che il sistema
(2.7), quando N — +oo, & costituito da particelle asintoticamente

indipendenti.

2.1 Il problema della martingala per (2.3)) e (2.4

Si supponga di aver mostrato 1’esistenza di una soluzione debole (X, V})
del sistema (22.3]) con dato iniziale (X, V;), ossia

ax, \ V,dt N 0
av, B[X,, V;; pi]dt o(t, X, Vi)dWs )

Presa ora f = f(z,v) € C}(R?), la formula di It6 caratterizza il processo

f(X¢, Vi) mediante la seguente relazione:

Vidt

df (X, Vi) = ( Onf, Ouf ) < B[X,, Vi, pidt

1
> dt + Salt, Xo, Vi) 9y (X, Vi)t

+U(t7 Xt7 V;:)@;f(Xt, ‘/t)th ==

[Aptf] (t, Xo, Vi)dt + o (t, Xy, Vi) 0y f (X4, Vi) AW,
(2.8)
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dove .
A, (t,x,v) :=v0, + Blz,v,7]0, + éa(t, T, V) Oy -

E importante notare che 'operatore caratteristico A si distingue dal caso
delle SDE standard proprio per la sua dipendenza da p;; la sua espressione
dipende dunque dalla soluzione della SDE. Da (2.8) si ha immediatamente
che

F(X0 Vi) — £(Xo Vi) — / A, f](s, X., V)ds

¢ una martingala nello spazio di probabilita filtrato presente nella definizione
di soluzione debole.

Questa osservazione conduce ad una nuova definizione di soluzione. Si
ricordi la notazione Cr := C([0, T], R?).

Definizione 5. Una misura di probabilita P € M(Cr) é una soluzione del
problema della martingala (MP) per (2.3)) se il processo canonico (Xy, V;)
definito su (Cp,P) gode delle sequenti proprieta:

i) (Xo, Vo) ~ o
ii) la legge di (Xy, Xi) ha densita strettamente positiva py per t € (0,7T];
i) la funzione (s, z,v) — ps(z,v) € B([0,T] x R?);

w) Vf € C3(R?), il processo

(X0 Vi) — £(Xo Vi) — / A, f](s, X., V)ds

¢ una martingala su (Cr,P, (F)i>0) dove (F)i>0 € la filtrazione natu-

rale standard generata da (Xy, Vy).

Una soluzione del (MP) per la SDE regolarizzata (2.4)) ¢ definita in modo

analogo sostituendo ad A,, l'operatore AZ? definito da

Inoltre per il (MP) di (2.4) non si richiede che la densita p§ sia strettamente

positiva.
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2. Un’equazione di McKean-Vlasov condizionata con diffusione
anisotropica

Osservazione 3. Per il Teorema della Convergenza Dominata e procedendo

per approssimazione & sufficiente verificare il punto iv) del (MP) solamente

per f € C%(R?).

Osservazione 4. E importante notare che nel considerare il (MP) gli ope-
ratori A,,, A;g non sono determinati, in quanto dipendono dalla distribuzione
marginale di (X, V) al tempo t e quindi dalla soluzione del problema stesso;
essi sono dunque parte del problema. Tuttavia data una soluzione P (P€) dei
rispettivi (MP) allora P (P€) risolve un problema della martingala classico

in cut Ay, (A5 ) = As e determinato.

In questa tesi la dimostrazione del Teorema 4| ¢ conseguenza dell’esistenza
e dell’unicita dei rispettivi problemi della martingala. Cio risulta possibile
grazie al Teorema [16] (Proposizione 4.6 in [18]), la quale mostra I'equivalenza
tra l'esistenza di una soluzione debole e 'esistenza della soluzione per il
(MP).

D’ora in avanti ci si occuperda dunque della dimostrazione del seguente

risultato:

Theorem 5. Sotto le ipotesi (H2) esiste ed é unica la soluzione del (MP)
per la SDE (2.4) e (2.3). Denotando con P¢ e P tali soluzioni si ha che

0+
I AN 3
d

Nel corso della dimostrazione verra anche mostrato come essa implichi

anche il risultato di propagazione del chaos del Teorema



Capitolo 3
Unicita

3.1 Risultati preliminari

L’unicita debole dei due sistemi e si basa su una stima della
soluzione fondamentale del sistema di Langevin stocastico. La dimostrazio-
ne di tale stima & presente in [12] e per la quale & necessaria Uipotesi di a-
holderianita intrinseca . In questa sezione ci si limita ad enunciare tali

risultati.

Fissati (z,v) € R? e s > 0, I'equazione i cui dati iniziali sono (z,v) al
tempo s
YS,Z‘,’U = + tvs7z7vd07
' f’; ’ tels,T] (3.1)
‘/ts,ﬁ,’l) —y _'_ fs U(e’ }/'es,x,’l)’ ‘/98733,1)>dW€

é conosciuta come SDE di Langevin.

Theorem 6. Se a soddisfa le ipotesi di sub-ellitticita (2.5) ed a-hdolderianita
intrinseca (2.6) allora esiste una soluzione debole di (3.1). Inoltre, tale so-
luzione ammette una densita positiva di transizione I'(s,x,v;t,y,u) per la

quale valgono:

i) P.o. (t,y,u) € (0,T] x R? la derivata 0,I'(s,z,v;t,y,u) esiste ed ¢
continua in R x R?\ {(s,z,v) = (t,y,u)}.

29
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i) Data f € Cy(R?) e fissato t € [0,T), la funzione Gyy € CY*((0,t) x
R?) N C([0,t] x R?) definita da

an(S,IIZ','U) = / F(37$7U;t7y7u)f(yvu)dydu
R2

é lunica soluzione del problema di Cauchy

LGy =0 su (0,t) x R?

3.2
G s(t,z,v) = f(x,v) in R 32

dove

Lso(s,x,v) := 0s0(s, x,v) + 00, 0(s,x,v) + %a(s, x,0)0wd(8, x,v).
(3.3)

iii) Esiste C > 0 dipendente da T e da X in (2.5)) t.c.

C
sup / O, (s,z,v;t,y,u)|dydu < , Vte (s,T). 3.4
[ o dydu € ——. Ve (Tl (@4

(z,v)ER? t— s

3.2 Equazione mild per le densita delle margi-

nali

Si consideri P € M(Cyr) soluzione del (MP) per Pequazione (2.3)). Per il
Teorema [16] esiste una soluzione debole e dunque un processo di Ito (X, V)
che risolve (2.3)) rispetto a un moto browniano W. Fissato M € N si indichi
con @y il quadrato con centro Porigine {|x| + |v] < M}; sia 7y il tempo di

uscita da @y del processo (X, V), ossia
v = inf{t > 0; | X,| + |Vi| > M }.

Per ogni f € Cy(R?), poiché G, s risolve il problema di Cauchy (3.2) al

tempo t, il processo

tATM
/ a’(saXsa‘/s)ath,f(Ssty‘/s)dWs
0
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é ben definito ed é una martingala; inoltre applicando la formula di Tt6 e

calcolando il valore medio si ottiene:

E[f(Xt/\T]\/[7 ‘/2/\7']\/[)] = E[Gt,f (tv Xt/\Tnya ‘/t/\TIM)]

tATM
= E[Gt’f(o, Xo, %)] + E |:/ (35Gt,f + EsGt7f)(3, XS, ‘/S)dS:|
0

tATM 1 tATM
+E |i/ (ath,f(SaX&VS)B[Xsa‘/s;ps]dsj|+§E |i/ CE(S,XS,Vg)ath’f(S,Xs,‘/S)dWS
0 0

tATM
_ B[G, (0, Xo, Vo) + E { / (OuGis (5, Xo, Vo) BIXo, Vi ps]ds} |
0

Si osservi che per definizione (X, V') é un processo continuo e di conseguenza
limps 100 Tar = +00, P-certamente.
Grazie al Teorema @, per s # t la funzione I'(s, z,v;t, y, u) ammette una

derivata continua rispetto a v; allora
0,Gy (s, z,v) = 0L (s, ,v5t,y,u) f(y, u)dydu
R2

e P-q.c.

tATM t C
| 106 s X VOB Vil s < b1 [ s
quest’ultimo termine risulta limitato uniformemente in M e per il Teorema

della Convergenza Dominata facendo tendere M — 400 si ottiene

E[f (X, V3)] = f(z,v)pe(z, v)dzdv
R2
:/ th((),x,v)uo(dx,dv)—i—// (0yGt,f(s,2,v)Blx,v; ps|ps(x, v)) deduds.
R? 0 JRr2
(3.5)

Siano s,t con 0 < s <t < T’ grazie al Teorema @] gli operatori
SZS : M(R2) — IL,l(R2)

,ur—>/ ['(s,z,v;t,y,u)u(dz, dv)
R2
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3. Unicita

S, : L'(R%R) — LY(R% R)

h — 0L (s, z,v;t,y,u)h(x,v)dxdv
R2

sono lineari e ben definiti. Inoltre se h = h(s,y,u) € L>((0,T); L}(R?)) il

Teorema di Fubini e il Teorema [f] garantiscono che

t t
/ C
| 1S D seords < [ bt s (3

Grazie alla definizione di G e degli operatori S;S, Sis ¢ dunque possibile
scrivere I'equazione (3.5) come

fx,v)pi(x,v)drdv

RQ

= [ St s o+ [ s [, 00.00BL pd) o u)dsdyn

Per 'arbitrarieta di f, le distribuzioni marginali (ps; ¢ € (0, 7)) della soluzione
debole di (2.3]) devono allora soddisfare la seguente equazione mild in L' (R?):

Ve 0.7) o= i) + [ Siulp.OBlps (3D

Si vede facilmente che sostituendo a p e a B[-; p| rispettivamente p¢ e B[-; p]
1 passaggi appena svolti continuano a valere. Di conseguenza, le marginali p}

soddisfano in IL'(R?) '’equazione mild

We@ﬂLﬁ=$ww+AS;@U&h@M& (3.8)

3.3 Unicita della soluzione dell’equazione mild

Per dimostrare 'unicita delle equazioni mild e quindi di (2.3) e (2.4) ¢é

necessario il risultato presente in [25]:
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Lemma 1 (Gronwall singolare). Siano a,b € C([0,T],R"). Se u(t) €
C([0. TLR") e per un 6 € (0, 1

u(t) < a(t) +/0 (t — 5)""'b(s)u(s)ds, te[0,7T]
allora posto q = % esiste C(T, 3) > 0 t.c.
u(t) < A(t)7 exp(C / t W(s)ds+t)  te0,T] (3.9)

dove A(t) = max,eoy 29 e al(s).

Theorem 7. Sotto le ipotesi (H2) esiste al pit, una soluzione positiva p; per

Vequazione (3.7) ed al pit una soluzione p§ per (3.8)

Dimostrazione. Siano p;, p? due soluzioni positive di (3.7). Per quasi ogni
(t,z)
Pl = / pi(z,u)du' >0  i=1,2
R

e quindi Blz,u;pi ¢ ben definita per quasi ogni (¢,z,u) € (0,7] x R2

Dall’equazione mild segue che

ot =l = [ | [ S1.tohC)BE:pl) = 2O BL: D )

0
t
“J.J
R2 JO

#5020 (B L0t) = B Lss2D) o0 doduds

dxdu

Sis (020 = £20)) B [ }]) (@, w)| daduds

= Al + AQ.
(3.10)
Per la limitatezza di b e per la stima (3.6)
t
C
A < /0 ==llp: = pillus2ds.
Per stimare A, si consideri la relazione elementare
— by — b
il % = il e al( 2 1) ‘v’al,ag S R,bl, b2 > O, (311)

by by by boby
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3. Unicita

applicando quest’ultima si ottiene che

B [z,v:p,] = B[z, v:p]] =

/R b, ) (o)) — 2, 0)) du

2 _ 1
—I—/buvpsxuduw.
R pe(a)ps (@)

Preso 0 < s < t si ha che

1P3C) (B [5.05] = B [505]) s ey

< 2||b||OO/R2 ps ik /}ps z,u) — p2(x,u ‘dudwdv
< 2||blloollos — p2llcr2)

ed utilizzando nuovamente la (3.6) esiste C' > 0 per il quale

t
C
Ay < s ds
Q—Axﬁ?ﬂ% Pallue

A questo punto I'unicita segue dal Lemma di Gronwall singolare. Conside-

riamo ora I’equazione (3.8)) e siano plY pte) que soluzioni non negative. Per

i=1,2e perognite (0,7T]

. t
1ot ey < 11550 (o)l (zz) + / V—np;“ B. [ p"] 111 @e)ds

< 1+ C|Jb|oVT < +o0,

allora per Teorema di Fubini
/ dxp (e w)dute= | g(x =)o (g w)dudy + e = gk o) (1) + e,
R R

Anche in questo caso vale

|| (e,1) |L1(R2 / /
L
R2 Jo

(PV () = oD () Be [590]) (2, )| dduds

ts s

2)(') (Be ['% Pge’l)] — B. ['; P(E’2)D) (z, u)‘ dxduds

t,s s

= A+ A5,
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e per quanto gia visto

ng’z) H L1(RR2) ds.

O e
AE </ €,
1 = 0 \/m”ps
per stimare A§ si utilizza nuovamente (3.11)):

ay — a2 al(b2 - b1)

pl? (B [z, 0;plV] — B, [z, v;pl¢?Y]) = by  bb

con

(6,2)
a—ay  ps 7 (x,0) o .
b2 —¢€*pg62)< >+€/ ( )(¢e*ps ( ) (be*ps ( ))du

ay(by — by) _ p(EQ)xu fR uvqﬁe*Ps )(x’U)du <¢ *0(62( ) — ¢ *p )( )>
baby <¢6*p87 (z) + )<¢€*p;1>( )+e>

Dalla limitatezza di b e dalla definizione di pgg’i) (x) ogni termine ¢ maggiorato
da

€,2
18] oo™ (2, v)
b S (@) + e J2

(€,2)
||¢e||oo||blloop (z,v), ( ;
= 5 )( , Hﬂg D —Pg ’2)||L1(R2)‘
E*ps €

O y) |00 (y, u) — p2 (y, u) | dydu

Allora esiste C > 0 t.c.

Hp(62 (B6 [az,v;pge’l)} — B, [x,v;/)gﬁ’Z)D L1 r2)

. ) 2
< Y — P s as) /
RQ

8

ps (2, v)
e % 7 (z) + €

C € €
< ?Hpg D — ple?) qu R2)-

dxdv

Applicando quest’ultima disuguaglianza a (3.6) l'unicitd segue infine dal
Lemma di Gronwall singolare O
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F importante notare che il Teorema [7]¢ un risultato di unicita delle mar-
ginali: se IP risolve il problema della martingala dato nella Definizione 5| con
dato iniziale pg allora le distribuzioni marginali di (X, V') sono univocamente
determinate. Tuttavia 'unicita per P ¢ valida se e solo se vale 'unicita an-
che per le sue distribuzioni finito dimensionali. E gia stato evidenziato perd
nell’Osservazione {| che una soluzione P del (MP) risolve il problema della

martingala classico:

e Data f € C2(R?) il processo

F(X0 Vi) — (X0, Vi) — / Al X Va)ds (3.12)

¢ una martingala con A, = A, (A), determinato dalla soluzione

debole di (2.3) ((2.4))).
e (Xo, Vo) ~ po.

Questo fatto unito al Teorema [7] ed alla Proposizione [3|implica 'unicita della

soluzione debole.



Capitolo 4
Esistenza

In questo capitolo si porta a termine la dimostrazione del Teorema [4}
varranno mostrati i risultati di esistenza e propagazione del chaos appros-
simando la legge della soluzione della SDE di McKean-Vlasov regolarizzata
(2.4) attraverso quella di una particella all’interno di un sistema; infine ¢
provata lesistenza di una soluzione del (MP) per e quindi quella di
una soluzione debole. Si parti considerando uno spazio di probabilita fil-
trato (Q, F,Q, (F)i>0) in cui la filtrazione (%;);>¢ soddisfa le ipotesi usuali.
Si supponga inoltre che su tale spazio sia definita una famiglia numerabi-
le W, ...,W", ... di moti browniani uno-dimensionali indipendenti definiti

nell’intervallo [0, 7).

4.1 Sistema approssimante di Particelle

Fissato € > 0, N € N positivo, si consideri il sistema di equazioni

dXti,e,N _ Vi’€7th
dv; N = BeN(XpN VENdt + o (t, XpoN Ve yawy o i=1. N
(Xé,E,N’ ‘/E]Z',E,N) — (Xé’ ‘/OZ) ~ /’LO lld

(4.1)

37
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4. Esistenza

in cui,
SN b, ) (2 — )
SN (et —ad) + Ne

Si osservi che su tale sistema non valgono in generale le ipotesi standard di

(z,v) € R*N s BN (g,0) =

lipschitzianita per ’esistenza ed unicita forte per le SDEs e quindi si cerca
una soluzione di (4.1]) nel senso della Definizione 3} cio risulta possibile grazie

al Teorema di Girsanov:

Theorem 8 (Girsanov). Sia (2, F,Q, (F:)t>0) uno spazio di probabilita fil-

trato su cui & definito un moto browniano W, e sia 0, € L2 . Se

loc®
T
E {exp (/ 9§d3>
0

. 4 t N . .
allora il processo Wy = W, — fo Osds é un moto browniano rispetto a una

< 400

misura di probabilita P, dove

dP /T . 1/T ) )
T ex 0,dW, — = | 62ds ).
aQ p( 0 2 Jo

Per il Teorema [f] su (Q, F, Q, (%):>0) esiste, a meno di indistinguibilita,

un unico processo (X, V) = (X5, V1), ... (XN V) tale che

dXi = dVjidt
dVi = o(t, X!, V) dW; tel0,T],i=1,...,N.
(X, VE) ~ po idd.

Grazie all’ellitticita rispetto a v di o2 uniformemente in (¢, z), o ¢ invertibile

e linversa o~ !(= £) ¢ limitata; dunque anche
ot X, Vi) BN (X, V)

¢ limitata uniformemente rispetto ad ¢ = 1,..., N. Per il Teorema [§| esiste

allora una misura di probabilita Py per la quale, il processo N dimensionale

AW} = dW} — o7 (t, X}, V})B**N(X,, V))dt  te€[0,T] i=1,...,N
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¢ un moto browniano. Inoltre per costruzione
dVi = o(t, X, VHYAW] = o(t, X, VAW + BN (X, V,)dt;

cid dimostra che (Q,F, Py, (%t)i>0), W = (W ..., W), (X, V) ¢ una so-
luzione debole del sistema ; invertendo il ragionamento appena fatto ed
applicando il Teorema di Girsanov si deduce che essa ¢ anche unica, ossia
vi € unicita in legge. Vale dunque che per ogni N > 1 esiste una misura
Py per la quale su (Q, %, Py, (%:)i>0) ¢ supportato un moto browniano N-

dimensionale T ed un processo di [to (XY VeN) a valori in R?Y che risolve
(4.1)) rispetto a W.

4.2 Misura empirica

Si indichi con con Cr lo spazio C([0, T], R?) e si consideri M (Cr) munito

della topologia debole. Per ogni N la funzione
Empy : (Cp)Y — M(C7)

F = £ D0 (d) = B (£)(d0)

risulta essere continua rispetto alla topologia debole. Infatti data (f,)nen
una successione in (Cr)Y convergente a f si ha che per ogni ¢ : Cr — R

continua e limitata rispetto alla norma uniforme su (Cp)Y

N 1 N

[ e Bmpy () = 5 3G o 7 G = [ ele) Bmp(f)(do)

Di conseguenza la misura empirica

N
1
Empyn (XN, V) = 55N (dy)) = N Z Oy xieN vieny(di) (4.2)
i=1

é una variabile aleatoria a valori in M(Cr), la cui distribuzione rispetto a
Py verra indicata con P € M (M(C7)).
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4.3 Esistenza della soluzione debole dell’equa-

zione (2.4

In questa sezione verra dimostrato il seguente risultato di esistenza:

Theorem 9. La successione {]P’G’N}Nzl converge debolmente a dpe, dove P*
denota 'unica soluzione del (MP) per la SDE di McKean-Viasov regolariz-
zata . Inoltre vale il risultato di propagazione del chaos enunciato nel
punto i) del Teorema [}

Tale risultato di esistenza ed il Teorema (Proposizione 4.6 in [18])
implicano infine Uesistenza di (<, %', P, (F)icom)) W', (X', V') soluzione
debole di (2.4) e P =P o (X, V)™, dove (X, V) denota il processo canonico
di Crp.

La dimostrazione della prima parte di questo Teorema ¢ conseguenza dei
Lemmi 2l e B

Lemma 2. La successione {PN }y>; ¢ tight.

Da tale risultato segue infatti che una qualunque sottosuccessione di
{P>N}ns1 € a sua volta tight; per il Teorema di Helly (Teorema [2)) esiste
allora una sotto-sottosuccessione debolmente convergente ad un elemento
di M(M(Cr)), qui denotato con P=>°. 1l secondo lemma necessario alla

dimostrazione ¢ il seguente:

Lemma 3. P ha supporto nell’insieme delle soluzioni del (MP) della
SDE di McKean-Vlasov regolarizzata (2.4).

Si osservi che, per I'unicita della soluzione del (MP) dimostrata nel Teo-
rema 5] tale insieme ha al pit un elemento, percio P9 = p.. Cio dimostra
che P> non dipende dalla scelta della sottosuccessione di {P"}; inoltre
ogni sottosuccessione di {P“"}ys; ammette quindi una sottossuccessione
convergente al medesimo limite dp.. Da quest’ultima affermazione é semplice

verificare che
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Infine per il Teorema F_:] il sistema di particelle & P*-caotico nel senso definito
nel punto i) del Teorema [ e della Definizione [L10] Si passi dunque alla

dimostrazione dei lemmi sopracitati.

Dimostrazione del Lemma[2. Denotando con p&" € M(CF) la legge della
soluzione di si ha che essa ¢ simmetrica per ogni N > 1: cio ¢ dovuto al
fatto che il sistema é invariante per permutazioni e dunque le particelle
sono identicamente distribuite. Per il Corollario [5|1a tightness di {P“"} s,
¢ equivalente a quella di {uy ~ (XGEN) V@SN G

Si mostri ora che questa successione soddisfa le ipotesi necessarie al Cri-
terio di Kolmogorov (Teorema il quale implica la tightness di {uy}n>1-
Si ha che py o (X(0),V(0))™" = uo € M(R?) e dunque ¢ verificata 'ipotesi
i) del Teorema [15] Vale che

t t
E [|V1,E,N . ‘/SI,E,N|4} —F / BLE’N(X:’N, ‘/T,E,N)d,r + / 0_(7_’ Xi’€7N7 ‘/Tl,e,N)dW:

) < Clt—s]*

4 |

t
<2’ (Hbl|ﬁo|t —s|'+E / o(r, Xy Vo) dw,

Inoltre si mostra facilmente che

E [|V21’E’N . ‘/Sl,e,N|2] S C|t . S|;

t t
/ ‘/;l,e,NdT S E [|t . 8‘/ |V;1,E,N|2d7_:|

t
S 2|t . S|E [/ |V;_1’6’N - vol,e,N|2 + |V01’€’N|2d7':| S C|t . S|2

di conseguenza,

2
B Xt - x1e¥] —

e ¢io dimostra lipotesi ii) del Teorema [15] ]

Dimostrazione del Lemmal3. Si ricordi che (Xy, V) indica il processo cano-
nico di C7; inoltre, per semplicita, verra denotata con {P"} x>, la sottosuc-

cessione debolmente convergente a P>, Poiché Cr ¢é separabile si consideri

1 Utilizzato con E = Cr, uy come la legge del sistema (4.1)) con N particelle e py o

Emp]_\,1 = peN
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J una famiglia densa e numerabile di Cp. Per la Legge dei grandi numeri,
data f € J si ha che

fz,v)uY o (Xo, Vo) Hdw,dv) (4.3)
R2
1 al i,e,IN i,e,N
= sz(XO Vo) o . f(z,v)po(dz, dv) Q- q.c..
i=1

Per la numerabilita di J allora vi ¢ M C € con Q(M) = 1 per il quale se

w € M allora (4.3)) ¢ valida per ogni f € J. Per la densita di J segue che se

we M

. _ d
1N (w) o (Xo, Vo) ™" ——— o
N—+o0

Di conseguenza su M, comunque presa f € Cy(R?) (M ¢ indipendente
dalla scelta di f) risulta

1 = €, 1,€,
/1\4 lelf(Xo’ N(w),‘/b N(w)) — - f(x,v),uo(dx,dv) Q(dw) =
/ f(z,v)m o (Xo, Vo) (dx, dv) — Fla,v)po(da, dv) ]P)E,N(dm)
M(Cr) |/R? R2
N—+o00 2 f(l', U)m o (Xo, Vb)*l(daj" dv) — /f(l', U)/Lo(d:lj‘, dv) ]pe:,oo(dm)

in quanto PV NL> P<*. Tuttavia per quanto gia mostrato tale quantita
—+00

tende a 0 per N — +o00 e quindi P“*°— quasi certamente

/f($,v)mo (Xo, Vo) M (dz, dv) = /f(x,v),uo(dx,dv) Vf € Cy(R?);

ossia

mo (Xo, Vo) (dw,dv) = g P —q.c.

Cio dimostra dunque il punto 7) per il (MP) per la SDE di McKean-Vlasov
regolarizzata. Va dunque mostrato che P“* quasi certamente valgono i punti
(17) — (iv) della Definizione [5| (esistenza della densita congiunta e soluzione

del problema della martingala per il processo canonico). Si definisca « :
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[0,7] x R x R x M(Cr) — R come

ch b(vt, v)pe(§ — T)m(dz, dv)
fCT ¢ (& — T)m(dz, dv) + €
o D, )6€ = ym o (Xe, Vi)~ (dy, du)

Joo @& —y)mo (Xi, Vi) "N (dy, du) + ¢

Si osservi che per m fissato é possibile applicare il Teorema di Fubini ai

a(t,&,v,m) =

termini a numeratore e denominatore che definiscono « e dedurre cosi che «
é misurabile rispetto alle prime tre componenti.

Per 1’Osservazione [3| & sufficiente mostrare iv) per ogni funzione f € C?(R?);
sifissino 0 < t; < ... <t, <s<t<T insieme ad funzione ¥ € C,(R*").
In virtu di quanto appena mostrato circa la misurabilitd di a é ben definito

il seguente termine:

F(m) :=E,

\If(th, ‘/1517 cee 7th’ ‘/Ytn) (f(Xt7 V;f)_f<X57 VS)_/t(V;'axf(Xﬂ V;'))dT
—/t(a(T, Xr, Ve,m)0, f( X5, Vi))dr

_ /t%a(ﬂ XT,VT)&J,,f(XT,VT)dT>].

Si supponga ora di aver dimostrato che F'© = 0, P9*°-q.c. Data la separabilita
di C*(R?) C C.(R?) (cio & dovuto al Teorema di Stone-Weierstrass ed alla

o-compattezza di R?)

PV = S = [ (Vauf (X, Vo)dr
—/t(a(T,XT,VT,m)&,f(XT,VT))dT
_/t%a(T,XT,VT)awf(XT,VT)dT

¢ m-martingala, PS> q.c., per ogni f € C%(R?). Per il Teorema [16] esistono
uno spazio di probabilitd, un moto browniano W’ e un processo (X', V')

avente la stessa legge di (X, V') definiti su tale spazio tali che (X', V') risolve
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la SDE di McKean-Vlasov regolarizzata rispetto a W'.
Essendo pero « limitata, il Teorema di Girsanov afferma che esiste m' €

M(C7) equivalente a m per la quale

XLV — F(X0 V) — / (V10 £ (X, V7))dr

t
1
_/ ia(T7X7/—7‘/-r/)avvf(X7/—7‘/T,)dT
0

¢ una m’ martingala per ogni f € C?(R?). Si ha dunque che (X3, V}) risolve
il problema della martingala associato alla SDE di Langevin e dall’unicita
della soluzione debole di tale sistema segue che m’ o (X;,V;)™! ha densita
data da [T'(0,y,u;t, z,v)po(dy, du) > 0. Infine, sempre grazie al Teorema di
Girsanov, risulta che anche m o (X;,V;)™! possiede una densita pf (la quale
risulta essere positiva).

Per poter concludere la dimostrazione va dunque mostrato che

/ F<(m)P* (dm) = 0.

Si osservi che Vi =1,... N

C%(T, X;L'_’G’N’ W,E,N’ Iu(E,N) —
Zj’V:1 b(VieN VieN)p (XieN — XieN)
S Ge(X7N — XPON) 4 Ne

= B NN, VEN). (44)

Inoltre, poiché (XN VeN) ¢ definito mediante (4.1]) esso ¢ soluzione del

relativo problema della martingala ed in particolare per ogni ¢ =1,..., N
f(Xti,e,N’ V;i,e,N) . f(Xé,e,N, Vbi,e,N)_
t t
/ amf(X;',e,N’ Vsi,e,N)‘/si,e,NdS . / avf<X;‘,e,N’ ‘/;',G,N)Bi,e,N()(;,N7 ‘/;’N>d5—
0 0

t
/ 02(3, X;}GN’ Vi,e,N)avvf(X;',e,N’ Vsi’e’N)dS
0

S

DN | —
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¢ una martingala. Allora

Epen[F] = /M(C )Fe (1N (w)) Py(dw) =

N

1 i,e,IN i,e,IN i,e,IN i,e,IN
NZ(@(XH R7ASAD G Ay

i=1

Ep,

t
{/ (Bi’€7N (X?N, ‘/;—E,N) . (I(T, Xj_’e’N, V:r'i,e,N’ Iue,N)) 8Uf(X7Z‘_’€’N, ‘/:ri,e,N)dT} )]

e per la (4.4)

]EHJ)(,N {FG] — O

A questo punto per la convergenza debole di {P“V} a P> e per il fatto che
F< é limitata é sufficiente dimostrare che essa é anche continua; in particolare

basta mostrare la continuita di

O(m) :=E,, {/ta(T, Try Ury, )0y f (27, v, )dT

= J(x,v,m)m(dX,dV)
Cr

con

¢
J(x,v,m) ::/ (T, Ty 07, m)Oy f (7, V7 )dT.

Fissato m e data {m, },en successione in M(Cr) debolmente convergente a

| @ () — B (m)]

/Je(x,v,m)mn(dx,dv)—/ J(x,v,m)m(dzx, dv)
CT CT

<

+

/ (J(z,v,my,) — J(x,v,m)) m,(dx, dv)
Cr

Il primo termine tende a 0 al tendere di n a 400 per la convergenza debole
di {my,}nen. Per quanto riguarda il secondo termine ¢ sufficiente mostrare

che esiste una successione v, — 0 tale che
n—-+00

sup |J(z,v,my,) — J(z,v,m)| < y,. (4.5)
(z,v)eCr
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Indicando K il supporto di f si ha che

t
sup |J(x,v,m,) — J(x,v,m)| < C’/ (7)dr,

(xﬂ))ECT
dove
Po(7) = sup J 007, v)¢e(§ — T7)mn(dZ, dv) [ b(0r,v)¢c(§ — T-)m(dT, dv)
ek, | [ (€ = Tr)my(dZ, dv) + € [ o€ (da: dv) + €

Verra ora mostrato che
t
Vo = C’/ L, (7)dr Ui icNyy}

Data la relazione
a1 ay _a—ay  ay(by—by)
b1 bg 62 b2b1

basta mostrare che per ogni b limitata e continua, 7 € [s,t], n > 0, esiste

N(n) € Nt.c. Vn > N(n),

sSup / (Ufa )¢e(’5 - jr)mn(d:a d/l_}) - /b(@.,., I/)¢e(£ - -T‘r)m(dfa dQ_)) <
(E,V)GKf
(4.6)
Per R > 0 sia

A(R) == {(z,0); |x;| + |v;| > R} C Cr.

Poiché m,, SN m, il Teorema di Portamentau (Teorema afferma che

n—-+4o0o

limsup m,,(A(R)) < m(A(R));

n—-+o00

dato che gli integrandi in (4.6) sono limitati, allora per R sufficientemente

grande si ha che

sup
(§v)EKy

o3

/ DT, 1) bu(€ — Ty (dF, dT) — / b(5n, V)b (€ — T2)m(dz, d)| <
A(R) A(R)

Si consideri ora h continua a supporto compatto t.c h(z,v) = 1 per |z|+|v| <

R. La mappa su K; x R?

(& v,x,v) — b(v,v)d(§ — x)h(z,v)
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¢ uniformemente continua; di conseguenza {F*" : (§,v) € K;} in cui ogni

elemento F&" ¢ definito come

F*:R* — R
(x,v) — b(v,V)pe(§ — x)h(z,v)
¢ un sottoinsieme di C(R?) equicontinuo ed uniformemente limitato. Ap-

plicando il Corollario [3| alla famiglia {F*" : ({,v) € K} si ha che per n

sufficientemente grande

sup
(§v)EKy

/ DT, V) 6u(E — T Vh(Ey, v, )Y (dF, dO)

N3

—/b(@T,V)ngE(&—fT)h(i:T,vT)m(di,d@) <

e ci0 conclude la dimostrazione. ]

4.4 Convergenza della SDE regolarizzata
Si ricordi la notazione gia utilizzata in precedenza
e Cr:= C([0,T],R?).
e (X,V) indica il processo canonico su Cf.
e P* ¢ la soluzione del (MP) della SDE regolarizzata (2.4)).

In questa sezione verra mostrata la convergenza debole per ¢ — 0% del-
la soluzione del (MP) di alla soluzione del (MP) del problema di
McKean-Vlasov originale (2.3).

Si cominci col considerare P* € M(C([0,T],R?)) definita come

-1

t
P =P<o ((Xt,vt,vt A —/ Bl[X,, Vi plds); te [O,T]) . A
0
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Proposizione 1. La successione {@6}90 ¢ tight per e — 0T,

Dimostrazione. Sia (X', V') un processo di It6 definito come nel Teorema [9}

allora

Ep. [

Ve = Vil'] = Epe [V = VJI']

t t
—B || [ B Viplar+ [ otr XV,

|
)

<Ot —s)*. (4.8)

4

t
< 93 <|\bH§O]t—s|4—|—]EPe /U(T,XT,VT)dWT

Inoltre si mostra facilmente che

Ep. [

Ve = Vil!] = Epo [V} = VIPP] < Clt — 5 (4.9)

t t
[ viar] | < B[l sl [ vzpar]

t
<t ol | [ 1V = VP + VP

2
= Ep |

X, — X|?] = Epo

< C|t—sl>. (4.10)
Infine per la terza componente si ha che (X', V) risolve (2.4)), di conseguenza

t t
M=V - Vi [ BV pilds = [ otr X voaw;
0 0

CRERE-B T T

4

Epe[| M, — My|"] = Epo

<Ot — s

T? T

¢
/ o(r, XL, V))dW!

E stato dunque mostrato che su ognuna delle tre componenti che definiscono
Pe sono soddisfatte le ipotesi per il criterio di Kolmogorov enunciato nel
Teorema (15| e dunque si ha che Vinsieme {P¢; € > 0} ¢ tight. O
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Come immediata conseguenza di tale risultato esiste una successione {¢,}

t.c e, — 0 e {P™} converge debolmente; si denoti con P il suo limite. Si
n——+oo

caratterizzi ora il supporto di P considerando H C C([0, T],R?) cosi definito:

=z(0) + fotv (s)ds
v(t) —v(0) fo
dove 3 : [O,T] — R misurabile e

[Bleee := ess supiejo ry |6()] < (bl

(z,v,D) € H <=

Lemma 4. Il supporto di P ¢ contenuto in H.

Dimostrazione. Per il Teorema di Portamentau (Teorema la convergen-
za debole di P¢ a P ¢ equivalente ad affermare che per ogni F' chiuso di
([0, 7], R?)

lim sup P*(F) < P(F).

e—0F
Dal Teorema@segue facilmente che IF’E(”H) = 1 per ogni € > 0; di conseguenza
¢ sufficiente mostrare che H ¢ un chiuso. Sia {(z,,v,, Dn);n € N} una
successione in H convergente a (x,v, D). Siano A, (t) := v,(t) —v,(0) — Dy ()
e A(t) := v(t) —v(0) — D(t). Poiché la successione converge uniformemente

vale che .
x(t) = x(0) +/ v(s)ds, tel0,T];
0
lim ||A, — Al = 0.
n—+oo

Verrd mostrato che A ¢ assolutamente continua con derivata limitata. Si ha
che

/0 A(t)f’(t)dt'snbnoo | trwnaevr e oy,

fo Bn(s)ds, ||Bn(t)|lLe < ||b]lso € dunque integrando per parti si

ottiene che

/0 RULCCE

T
lim / Bu() dt\<||bum / o
n——+o0o 0
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Per il Teorema di rappresentazione di Riesz sui funzionali lineari continui
di LY(R) si ha che A(t) ammette una derivata debole 8 € L>([0,T]) con

|8l < ||b]|oo; applicando infine il Teorema di Rademacher si ha la tesi. [

Si definisca quindi la distribuzione di probabilita P € M(Cr) definita
come

P:=Po (X, V); te[0,T])" (4.11)

Theorem 10. P ¢ la soluzione del (MP) per (2.3)) nel senso della definizione
[A  In particolare, dall’unicita della soluzione debole, P non dipende dalla

scelta della successione {€,}.

Dimostrazione. Si mostra ora che vale il punto i) della definizione [} sia
f € Cy(R?), allora

f(y7 U)ED © (X07 Vb)_l(dya dU) = / f(xlb UO)]P)(dma dU, dD) =
R2 C([0,T],R3)

lim f(xg,v9)P"(dx,dv,dD) = lim / f(zq, vo) P (dx, dv)
Cr

nreeJo(or R e
=/ [y, w)po(dy, du)
R2

e ¢io dimostra che P o (Xo, Vy) ™! = po.

Per mostrare il punto ii), ossia I'esistenza di una densita positiva, si consideri
(X4, Vi, Dy); t € [0,7T]) il processo canonico di C([0,7T],R?). Per il Lemma
si ha che P-q.c. per ogni t € [0, 7],

t
Xt = XO + / ‘/Sds,
0
t
V;j:vb‘l'/ Bst+Dta
0
con ||f]|lLe < [|b]|so- Si definisca il processo

t
Dy = Vi—Vp— / B.X,, Vi, pf)dr,
0
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e data f € CZ(R) si consideri per t € [0, 7]

M, = f(Dy) — f(DO)—% / a(7, X, V)0 f (D, )dr

Siano inoltre (', F', P, (F/)icio1y), (X', V') e W' definiti come nel Teorema
|§], ovvero come soluzione debole della SDE di MKV regolarizzata (2.4) e

t
PN ::/ o(r, X, V)dr.
0

Infine per 0 <0<t <...<t, <s<t<T fissati e per ogni ¥ € C,(R?)

si usi la notazione
\IJ(XTH V7T7D7r) = \Ij(tha ‘/;517Dt17 e ath7‘/;fk,7Dtk)'

Allora
E;. {w(xmvaﬂ) (f(Dt) _ }(D,) - %/:a(T, XT,VT)awﬂDT)dT)}
— Es {MXW, Vz, D) (f(m — f(Dy) - % / Calr, X, mawﬂmdf)}

~ B [0 (180~ 180 - § [ ol X0 V0SS )| =0

in quanto

F5) = £(50) = 5 [ alr. X2 VD0 (S1)ir

¢ una P-martingala. Poiché P — % s Peda=o?é continua e limitata
n—-+00

allora M ¢ una P-martingala.

A

Per il Teoremaesistono Q%P (F )ecpp)), W e (X,V,D) tc

dX, = V,dt
AV, = Bydt + o (t, Xy, Vi) dW,
dD, = o(t, X, Vi) dW,
eP="Po (X:, Vi, Dy)~t. Analogamente a quanto fatto nel definire il sistema

di particelle, grazie al Teorema di Girsanov esiste una misura di probabilita

Q equivalente a P rispetto alla quale

th = th - O'_l(t, Xt, ‘Zﬁ)ﬁtdt
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& un moto browniano e Q o (X;,V;)™"' ¢ la legge del sistema di Langevin

stocastico
A A A t A A t A A A
(X, V) = <X0+/ Vsds,Vo+/ cr(s,Xs,Vs)dWs) .
0 0

In virta del Teorema @, per ogni t € [0, la legge di (X;,V}) ¢ assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebesgue con densita strettamente positiva.
Come conseguenza del Teorema di Girsanov anche P o (X;, Vi)~! ammette
una densita p; strettamente positiva. Allora Po (X, Vi) P =Po (X, V) =
Po (X, V;)~! ammette densita positiva p;.

Rimane infine da dimostrare il punto iv) del problema della martingala; a

tal scopo ¢ sufficiente dimostrare che per ogni f € C?(R?) e tutti i processi
\Ijs = \IJ(tha ‘/tl) s ath7 ‘/;fn)7

con ¥ continua e limitata, si ha che

t
e [0 (1000 - 10000 - [ W Al X var )] <0 )
perognisceltadi 0 <t <...<t, <s<t<T.

Poiché P converge debolmente a P,

n——+o0o

lim Ep. {\If (f(Xt,va—f(Xs,vs)— / t [zsz,xﬁmdf)}
— e |, (069 - FX V) - [ e X vyar)]

dove
L f(x,v) =00, f(x,v) + %a(t, 2,0) 0y f (2, 0).

Per ottenere la (4.12)) rimane da dimostrare che

t
lim Epe {\1// (Be, [ X7, V2 p] 00 f (X, V5)) dT]

n—-+o0o

~ e [v. [ (B VapJouf (X V) v (1
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A tal scopo sia & > 0 un parametro positivo che verra scelto in seguito. Si

sostituisca in (4.13) €, con € e si aggiungano e sottraggano i termini

]EIF"€ |:qjs/ (B§ [XT7 VT; Pi] avf(X‘r; V;')) dT:|

B [\v / (Be[Xe, Vs )01 (X, V2) dr] -

Si ottiene cosi

Ep- {\P / t (Be[ X7, Vs 5] 0uf (X7, V7)) dT]

_EIF’ [WS XT? VT7 /OT] avf(er ‘/T)) dT:|

S EIP5 |:\Ijs/ B{ XT?‘/’rupT}a f(XTJ‘/T)) d7:|

_EIP’ |:\Ijs/ B{ XT7VT)pT:|8 f(X’HV )) dr :|

+ |Epe {\1// (B[ X7, Vi p5] = Be[ X, Vis p5])0u f (X7, V7)) dr]

+ |Ep {\If/ ((Be[Xr, Vas pr] — B[ X7, Vi pr )00 f (X7, V5)) dT}

Per il Lemma [5| qui sotto, facendo tendere £ ed € a 0 si ottiene (4.13)) e cio
conclude la dimostrazione del punto iv) del (MP). O

Lemma 5. Valgono le sequenti relazioni

VE>0  lim I =0, (4.14)
e—0t
€
lim K, = 4.1
Jim K¢ = 0. (4.15)

Inoltre, esiste una funzione 01(€) indipendente da &, e una funzione d5(§)

indipendente da €, tali che

lim 61(e) = lim §2(&) =0

e—0t £—0t
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Jee < 91(€) + 62(8). (4.16)

4.4.1 Risultati preliminari alla dimostrazione del Lem-
ma

Proposizione 2. Per ognit € (0,T]

e €—07T

E— .
Pt LL(R?) Pt

Tale risultato & conseguenza immediata del Lemma [9 e del seguente

risultato.

Lemma 6. Per ognit € (0,T] vale
lim limsup [ |pi(y+ h,u+0) — pi(y,u)| dydu = 0.
[RLI81=0 e0+  JR2

Dimostrazione. La dimostrazione di questo lemma sfrutta l'esistenza e 1'u-
nicita della SDE regolarizzata ed il fatto che le marginali di tale soluzione
risolvano la gia utilizzata equazione mild.

Dato che P¢ é I'unica soluzione del problema della martingala della SDE
regolarizzata, le sue marginali soddisfano un’equazione mild del tipo (3.7).
Per ogni t € (0,77,

timsup | |of(y + hyu+ 8) — pf(y, w)| dydu = 0

e—0t+ R2

< / 1550 (40) (y + s+ 8) — S2o(0)(y, )| dydu
RQ

t
wtimsup [ 1S, (ECBE o) (0 + ot )
e—0t R2 J0
—Sis (PSC) Bels L)) (v, )l dyduds.

Dal momento che S, (p0) € L'(R?), per la continuita della norma in L' (R? )]

lim | [ SEo(p0) (y + s w4 8) — SEo (o) (y, w) | dydu = 0.
[h],16]=0 JRe2
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In pin dalla definizione di S’ segue che

[ 180 GEOBE ) (0 e 6) = S (0.5 D) )
< HbHoo/R2 /Ot (/R2 |0, (s, z,v;t,y + hyu+ ) — avf(s,x,v;t,y,u)\dydu)
X pS(x,v)dzdvds.
Si ponga

Lys(t,s,x,v) = / |0, (s, z,v;t,y + h,u+0) — 0,L'(s, z,v;t,y,u)|dydu;
R2

poiché P¢ converge debolmente a P allora fissato t € (0,7 pS(x,v)dzdv

converge debolmente e

e—0t

t ¢
lim/ /thg(t,s,m,v)pg(x,v)dxdvds:/ /th(g(t,s,x,v)ps(x,v)dxdvds.
r2 Jo r? Jo

Per la stima (3.4)) del Teorema [f]

C
sup Lps(t,s,xz,v) <
(z,v)ER? t—s

per ogni t > s e quindi

e L1((0,1)).

C
L t? ) ? S ) d d S
/}R2 nos(t, s, z,v)ps(z,v)drdv N

A questo punto é allora possibile applicare il Teorema della Convergenza

Dominata e quindi per |h|,|6| — O si ha la tesi. O

Corollario 1. Vale
T
tim [ 165 = oo =0

Dimostrazione. Per 7 € (0,T] |[p|Lirzy = 1 e quindi la tesi segue dalla

Proposizione [2| ed il Teorema della Convergenza Dominata. ]

Lemma 7. Vale

T
lim |be * pr — prl|Lr@e2ydT = 0.
0

£—0t
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Dimostrazione.

[6¢ * pr — prllLire) < /cb /IpT — &y, v) — pr(z,v)|dzdudy,

il quale tende a 0 per £ — 0T per la continuita in norma IL'(R?) di p,, ossia
o h,v) = pr(z, — 0.
o7 4 hv) = prl )l ——

Inoltre ¢ € LY(R) e cio permette di applicare il Teorema della Convergenza

Dominata ed ottenere cosi la tesi. O

Lemma 8. Sia

prla) = /mmmw

lim/ / ng dxdT:O.
£—0t

Dimostrazione. p; > 0= p, > 0 e la funzione

St ha che

§p-()
£el0,1] — D(&x, 1) = =~
Al DL r(@) + €
assume valori limitati dall’alto da p,. Allora per il Teorema della Conver-
genza Dominata fo Jo D(& 2, T)dxdr tende a 0 per £ — 0. O

4.4.2 Dimostrazione del Lemma [5

Dimostrazione di (4.14). Per ogni (X, V') € Cr si definiscano
t
Fg (X, V)= ‘IJS/ (Bé[XTv Ves pr 100 f (X5, M’)) dr

FUXV) =0 [ (BXo Vit pr )07 (X, Vi) dr

Allora,

Le = |BpeFf — EpFy|

< sup |BpFY — BpFY | + [EpF¢ — EpFy|.

e'>0



Si osservi che |F§ — F¢| tende a 0 per € — 07; infatti
| — Fl

t
_ ‘\If / (BelXo, Vi ] — BelXos Vi pi]) 00 f(X, Vo )

ed il termine

|Be[ X7, Ve p5] = Be[ X7, Vas pr]|
_ fR b(u, V‘r)(bﬁ * pf—(X‘ra u)du fR u, VT (b& * ,OT(XT, u)du

J B * ps(Xr, u)du + € Jo ¢ * pr (X7, u)du + €
| Jre b, V)cbg( r = y)ps(y, w)dydu  f, b(u, V)cbg( — y)p-(y, u)dydu
fRQ ¢f )p7'<y7 )dydu + 5 fRZ ¢§ )p‘r(ya )dydu + 5

tende a 0 per e — 0T in quanto p<(z,v)dzdv ﬁ pr(z,v)dzdv.

Si passi a considerare il primo termine: denotando con K il suppor-
to compatto di f e con m,(Ky) la proiezione di K; sulla seconda com-
ponente, verra ora mostrato che {F¢: ¢ > 0} ¢ una famiglia di elementi

C([0,T], Ky) — R; inoltre essa ¢ equicontinua ed uniformemente limitata.
Date (z,v), (+',0") € C(0, T}, K7)

‘Bﬁ SET,UT,pT] Bf[x‘r? T7p7']

_ Jo 0(u, v7) g pE (a7, u)du fR V) @e * py (a, u)du
fR¢§*p$'/($T7u)du+£ f]R f*pT( 'r’ )du+€
T P Rl ai(bs — br)
b1 bg b2 bel '

Si verifica facilmente che

< Pl b2 2 €
1

Preso 1 > 0, per la tightness di P & possibile considerare un R = R(n) >0

tale che

/ oS (z,u)dzdu < 1 Ve > 0;
R {[u|>R}
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Le funzioni b (lul<Ryxmo(Kf) © ¢¢ sono uniformemente continue: sia dunque

d(n) > 0 tale che
v,y € R= [pe(y) — de(v)| <,

(u,2), (v, 2") € {Ju] < Ryxm,(Ky), |[u—u'|+|z—2"| <= |b(u,z)—=b(u,z")| <n.

Di conseguenza se || — 2'||oc + ||v — V'||oc < 6 si ha che per ogni € > 0

ool = | [ 2 ) 0 5
R
< [ [ [(6ctan = 2) = éetal, = 20 e dtu <
R JR
inoltre
a1 — az| < / b1 07) g * (27, 0) = b, 0, )b+ p (), 0)| d
R
< / |0, 07) = b, 1)) 65 5 (ar, 0)]
R
b [ o) (66 6 Gorv) = g o2 )
R

/R ‘(b(u,vT) — b(u,v)) ¢e * pj(xﬂm‘ du
< /|;;§R ‘(b(u,w) = b(u,v})) de * iy (7, u)‘ du + QHbHOO/

lu|>R

6+ 0 ()| du
< |l ellocn + 2[[bllo [l Peloo-
Cio dimostra che esiste C' = C(£) > 0 tale che per ogni ¢ > 0

< Cn

‘Bg[:cT,vT; P ] = Belal, ol pf]

e di conseguenza la famiglia {F¢; ¢ > 0} definita su C([0,7], K;) & equi-
continua. E infine immediata la verifica che tale famiglia é uniformemente
limitata e quindi applicando il Corollario |3|si ha che

sup [Epe Ff — EpF¢ | —— 0.

>0 e—0t
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Dimostrazione di (4.15)). Si ricordi la notazione
pr(x) = /pf(z,v)dv.
R
Si osservi che

| Bel, v; pr] = B, v; pr ]
Jg b(u, v) ¢ * pr(z, u)du B Jg b(u, v) pr-(x, u)du

N ¢E*ﬁ7($)+f ﬁT(x>+§
Jo b(u,v)pr(z, u)du  [5 b(u, v)p; (2, u)du
pr(z) +€ pr(z) '

Utilizzando la relazione elementare (3.11)) si ha

Jo b(u,v)¢¢ * pr(x,w)du [g b(u, v)ps (x, u)du

Ge * pr(x) + € wre | &1
< Jo b, v) (¢ * pr(z,u) — pr(z,u)) du
N gb{ * ﬁT(l') + g
+ |fR b(“? U)¢§ * ,OT(ZE, u)dul |fR b(“? U) (¢§ * pT(l‘, U’) - ,OT(ZE, u)) du’
(¢e * pr(x) + &) (p-(z) + )
< A= [ o puto) = poton]
Jo b(u,v)p-(x, w)du [ b(u,v)p, (2, u)du 3
e X R N ORI

Cio implica insieme al Teorema di Fubini che

t
Ke < W.lal0ufll | [ 1Belo.v.p0) = Blo.vs prlor(a,o)dedar
0

t t _

fp.r(.ilj) )

<C / Q¢ * pr — prllin sz—i—/ ————dxdr | .
(0 [9c % or = pells ey o Jr Pr(x) +§

Applicando il Lemma al primo termine ed il Lemmaal secondo per £ — 07

entrambi 1 termini tendono a 0. ]
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Dimostrazione di ([#.16)). E facile verificare che

t
Joe < Wl 0011 ( | [ 1Bela.vs ) = Bl s )| o )diduds
0 JR

t
+/ | Bz, v; p7] — Belz, v; pf]| Pi(fﬁ,v)dﬂ?dvdT)
0 R2
= ||\D5H00H6vf|’oo (‘]61,§ + J€2) . (4'19)

Per stimare Jel5 si osservi che

t
[ 1Belavigt) = Blo. v, o o) daduds

/1.

Jg 0w, v) e * p&(z,u)du B Jg b(u, v)pl (@, u)du

ps(z, v)dxdvdr

e * Py () + € pe(x) + €
/ /}R2 f]R U, v pf(xgu)du B fR b(u,zgﬁ()iga:,u)du o (.0 drdvd

(4.20)
Si stimino ora i termini di (4.20).

Usando nuovamente la relazione elementare (3.11)) similmente a quanto

gia fatto nel mostrare (4.17)) si ottiene

b v)oe il u)du f b o)pcloudu| 2t
Jy Mo )0 AL Wl [ Yo ) = s s
Pe * pr () + & pr(x) + €
Di conseguenza il primo termine di (4.20)) & limitato dall’alto da

t
¢ [ [ 16cx i) - pito)ldndods
0 R2

t t
SC/ Haﬁg*pi—aﬁg*pTHp(RQ)dHC/ 105 = prllni gzydr
0 0
t
e / e * pr — prllus
0

t t
= 0/ o7 = prllareydr + C/ [be * pr — prllLi(re)dr
0 0
Il secondo termine di (4.20) puo essere stimato in modo analogo a quanto
fatto nel dimostrare (4.18)); si ottiene cosi che esso ¢ limitato da

LoEp(a)
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Inoltre per ogni & > 0, per la (3.11])

@) e /0 @) T

t
<2 [ 15t = pillsgendr
0

Da quest’ultima relazione é immediato verificare che

t t
ESC/Hﬁ—MmWW+C/H%M%#NMMW
0

of [

Con conti analoghi a quelli gia utilizzati si mostra che

t
ﬁsc/ﬁa*m—mmmmr

+C / / EpT d:EdT

|Be * p5 — P5llL1(r2)
< | fe * p — e * prllLime) + [|Pe * pr — prllLi@e) + lor — PrllL @2

e quindi utilizzando le stime gia dimostrate si ottiene la tesi.
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Appendice A

Richiami sulla topologia debole

In questa sezione vengono enunciati i risultati generali sulla topologia de-
bole nello spazio di misure di probabilita; la maggior parte delle dimostrazioni

sono presenti nel Capitolo I di [27].

In questa sezione vengono utilizzate le seguenti notazioni:
e (E,d) denota uno spazio metrico completo e separabile.

e M(E) rappresenta lo spazio delle misure di probabilita sui boreliani di

(E,d) munito della topologia debole.

Tale topologia su M(E) é definita mediante la seguente nozione di con-

vergenza

Definizione 6. Una successione {ii,}nen su M(E) converge debolmente a

we M(E) per n — +o0, i.e.
n—+oo
Pn — r [

se e solo se per ogni f € Cy(E) si ha che

/ Py 225 / fdu.
E E
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Risultati generali

Theorem 11 (Teorema di Portamentau). Dati (E,d) spazio metrico sepa-
rabile, {n}tnen su M(E) e p € M(E) sono equivalenti:
i) pon T
i) limsup,_,, o un(C) < u(C) per ogni chiuso C di E.
iii) Uminf_, o p,(A) > p(A) per ogni aperto A di E.

) im0 pn(B) = pu(B) per ogni boreliano B tale che p(0B) = 0.

Theorem 12. Dato (E,d), la topologia debole su M(E) & metrizzabile.

Definizione 7 (Tightness). Un sottoinsieme I' C M(FE) ¢é tight se per ogni
€ > 0 esiste un compatto K C E tale che

w(E\K)<e Vel

Theorem 13 (Teorema di Prokhorov). Dati (E,d) eT' C M(E) allora T ¢

tight se e soltanto se I' é precompatto rispetto alla topologia debole.

Corollario 2 (Teorema di Helly). Siano (E,d) e {in}nen una successione
di M(E). Se Uinsieme {fin}nen € tight allora esiste una sottosuccessione di

{ttn}nen debolmente convergente ad un elemento € M(E).

Corollario 3. Sia {F., € > 0} una famiglia di funzioni uniformemente limi-

tata ed equicontinua in ogni punto di (E,d). Date {p.; € >0} e pin M(E),

/Fefdue—/FE/d,u’ = 0.
E E

Lemma 9 (Lemma 11.4.1 di [27]). Sia {fn}n>1 una successione di funzioni
di B(R?Y) positive con [ f,(x)dz =1 per ognin > 1 e tali che

se lim_,o+ pte = p allora

lim sup
e—0F >0

lim sup/ |fu(x 4+ h) — fu(z)|dx = 0.

|R|—0 n>1
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Se esiste f € LY(RY) per la quale

/ f(@)p()de = lim / fa@p(@)de ¢ € CRY)

n—-+4o0o

allora f, UnaiN f
L' (RY)

A.1 Tightness in M(C([0,T],R%))

I seguenti risultati sono presenti nella sezione 4 del Capitolo I di [17]. Si
denoti con X il processo canonico di C([0,T], R%).
Data f € C([0,T],R%), § > 0 si definisce

wr(d) == sup [f(t) = f(s)]-

[t—s|<4, 0<s,t<T

= =9t

Theorem 14. Sia I insieme non vuoto di indici e (P);c; una famiglia di ele-
menti di M(C([0,T],R%)). Allora (P?);c; & precompatto se e solo se valgono

le sequenti condizioni:
i) (PPo(X(0))™),e; & tight in M(R?),
ii) Per ogni e >0

lim supP’ ({f € C([0,T],R?) :ws(6) >e}) =0.

§—07F 1

Theorem 15 (Criterio di Kolmogorov). Sia I insieme non vuoto di indici,
(P:)ier una famiglia di elementi di M(C([0,T],R?)). Se valgono

i) (PPo(X(0))™),c & tight in M(R?);

ii) esistono delle costanti positive C,a, 3 tali che per ogni s,t € [0,T] e

per ogni i € 1,

Ep[| X (s) — X(1)|*] < Ot — s|'*F

allora (P?);c; & precompatto.
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A

Dimostrazione. Per ipotesi vale I'ipotesi i) del Teorema e dunque per
dimostrare la tesi ¢ sufficiente mostrare che vale anche I'ipotesi 7). In questa
dimostrazione non é restrittivo supporre 71" intero positivo. Indicando con P

un generico P' i € I, per la disuguaglianza di Markov si ha

(4 (5) (&)

= ¢ m+B—pa) i=0,1,...,2"T — 1.

> 2mp) < CQfm(1+,3)2mpa

Per p € (0, g), dalla precedente disuguaglianza segue che

(5) - (&) >)

2mT -1 . .
1+ 1 7
< §j P(|X X[ —)|>2m) <o mBre)

IP’( max

0<i<2mT—1

e comunque scelti €,0 > 0 & possibile scegliere v(e, d) tale che (Hgy—pp’”) <ee
—+00 . .
1+ 1 7
_ _ —mp
(U o [x (5) - (35) |2 })
+o00
<CT Y 27 <,
Ponendo allora 2, := (J% {max<;<omr_ | X (BH) - X (QLm)} > 27mP ]
ha che P(2,) < d esew ¢ Q,
o (Y oy ()< L
2m 2m 2pa
perognimzueitaliche?—mlgT.
Indicando con Dy := Q N [0,7], allora preso s € Dy nellintervallo

) esso si scrive come s = 5 + >/, 577 per un qualche j > 1 e

[L (i+1)
SR

a; a valori in {0,1}. Quindi se w ¢ Q,,
i ! i = a i a
I I

‘X(S)—X(Q—m)‘ SZ X <§+Z2y+l> _X<§+22u+l>‘

k=1
1
< Z 9(v+k)p < 2(v+k)p - (2p _ 1)21/p'

—_
—_
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Di conseguenza, se s,t € Dy, [s —t] < 277 e w ¢ €, allora si verifica

facilmente che )
1+ z) <.
o =
Poiché Dr ¢ denso in [0, 7] tale relazione é vera per ogni s,t € [0, 7] tali che

[ X(t) — X(s)| <

|s —t| < 27¥. Cio dimostra che per ogni i € [

P ( max | X (t) — X(s)| > e) <P, <6

t,s€[0,T], |s—t|<2—V¥

e quindi vale I'ipotesi i) del Teorema [13] O
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Appendice B

Problema della martingala

Questa sezione tratta alcuni risultati sul problema della martingala, le
cui dimostrazioni sono presenti nella sezione 5.4 di [18].

Siano

o b;(t,z) € B([0,T] x RY) tale che per ogni z € R?, b;(-,x) € L*([0,T])
con 1 <4 <d.

e 0,;(t,r) € B([0,T] x R?) tale che per ogni x € RY, o;(-,z) € L([0, T))
con1<:i:<d, 1<)73<r.

Definita a(t,z) = o(t,z)o’(t,x) si introduca per ¢t € [0,T] 'operatore
differenziale del secondo ordine
d d

(@) = 5 D ()02, S0) + Dbt )0 S () f € CP(RY)

ik=1 i=1

(B.1)
Si denoti con X il processo canonico di C([0, 7], R?).

Definizione 8. P € M(C([0,T],R%)) per la quale il processo continuo

M/ = £0x@) - 70xon - | (Af)(X)ds te[0,T]

¢ una martingala locale per ogni f € C?(R%), ¢ detta soluzione del problema
locale della martingala associato ad {A:}. La filtrazione F; scelta per M/ ¢

la filtrazione standard generata dal processo canonico X.
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B

Theorem 16. Sia P € M(C([0,T],R%)) per la quale il processo M7 ¢ una
martingala locale per f(z) =x; e f(x) = xyxy; 1 < i,k < d. Allora esiste un
moto browniano r-dimensionale W, definito su un’estensione (0, F P, {%})
di (C([O,T],Rd),%,P), tale che (Q,S"N’,}f”, {92}), W, ed il processo canonico
X, di Q & una soluzione debole, nel senso della Definizione @ per la SDE

Inoltre P=Po X .

Corollario 4. L’unicita della soluzione del (MP) associato a { A} con di-
stribuzione iniziale arbitrariamente fissata é equivalente all’unicita in senso

debole della soluzione di (B.2)) nel senso della Definizione [4)

Proposizione 3. Sia (MP) un problema della martingala nella forma (3.12)).
Si supponga che per ogni pg € M(R?) e per ogni coppia di soluzioni (P,P)
di (MP) con dato iniziale o valga:

P(X(t) € B) =P(X(t) € B) t €[0,T], B € B,

dove X ¢ il processo canonico su C([0,T],R?). Allora due soluzioni P e P di

(MP) con dato iniziale py hanno le stesse distribuzioni finito dimensionali.

Tale risultato ¢ un caso particolare di un risultato classico valido per le
soluzioni di un generico problema della martingala presente in [IT] e di cui

si seguono ora i passi della dimostrazione.

Dimostrazione. Per dimostrare la tesi é sufficiente mostrare che comunque
sceltin e N, 0<t; <...<t,<Teg,...,g, € B(R?) vale
Ep

[Lo(x(t)| =Es

Hgi<x<ti>>] (B.3)

In particolare per il secondo Teorema di Dynkin e il Teorema di Beppo Le-
vi é sufficiente considerare le funzioni test gy, ..., g, che sono strettamente
positive (approssimazione di funzioni caratteristiche mediante funzioni stret-

tamente positive e misurabili). Si proceda per induzione su n:
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Passo Base: per ipotesi (B.3]) é soddisfatta quando n = 1. Supponiamo
valga (B.3) pern € Nesiano 0 <t; < ... <t, <Tegy,...,g, € B(R?

strettamente positive. Si definiscano su & le misure di probabilita

1 - of;
QH) = Ep [Tizy 9i(X (t:))] P L ng(X(tZ))] ’ e
_ 1 = o
Q(H) = E]l_l’ [H?:l gi(X(ti))]EP nggz(X(tz))] ) H S

(il fatto che esse siano sigma additive segue dalla linearita del valor medio e
dal Teorema di Beppo Levi, il quale garantisce la continuita dal basso). Si
considerino i processi Y (t) := X (t,+t) su (C([0, T —t,],R*), F,Q, (Fi,+1)) €
Y(t) = X(t, +1t) su (C([0,T —t,],R?),F,Q, (%, 1)) Siano ora f € CZ(R?)
eHeF conrel0,T—t,,

t
0

TV () = F(Y (1) — F(Y(0)) — / Af1(s, Y (5))ds.

Poiché P é soluzione debole vale

- Ep ([T, g:i(X (%))

ossia U(Y'(t)) ¢ una martingala rispetto alla filtrazione (%;,.+); e lo stesso di-

casi per W(Y (¢)). Inoltre per ipotesi si ha Y/(0) = X (t,) ~ Y (0) e sfruttando
I'ipotesi induttiva, comunque presa g € B(R?) strettamente positiva

n

gV () [T a(X (%)

i1
e quindi Q o (Y(0))™! = Q o (Y(0))~%. Si & appena dimostrato che Y e YV’

risolvono (MP) con lo stesso dato iniziale e quindi per ipotesi hanno le stesse

Ep =Ep

g9(Y (0)) HgZ(X(tZ))]

=1
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distribuzioni marginali; allora,

Eqlg(Y (t)] = Eglg(Y (t))] Vg € B(R?) positiva, ¢ € [0,T — t,]

e quindi per n 4 1 vale (B.3):

n

Ep | g(X(tn41)) H 9:(X (t:))

=1

con t, <tpy <T.

]



Appendice C

Risultati generali di propagazione

del chaos

Seguendo Sznitman [28] in questa sezione si definiscono e mostrano risul-
tati generali sulla propagazione del chaos per un insieme {p, }nen € M(E),
dove (E,d) é uno spazio metrico separabile.

Dati (E,d) spazio metrico separabile, u € M(E), f € B(E) integrabile
si denoti [, f(z)u(dx) con (u, f).

Definizione 9. u, € M(E") ¢é detta simmetrica se é invariante rispetto

all’azione di S™ sulle componenti di E™.

Definizione 10. Siano {p,}tnen € M(E") e p € M(E). La sequenza
{tin}tnen € p-caotica se, per ogni k > 1 e per ogni famiglia di funzioni

¢1,...,¢k € Cb(E)

n

im (1 ® ... @ ¢ @1 @1) = [[(1.61). (C.1)
n—-+oo paie]
In altre parole, una sequenza di misure sullo spazio prodotto E™ é u-caotica

se, per ogni k fissato, la successione delle marginali sulle prime k componenti

converge debolmente a u®* su M(E").

Come gia mostrato nella sezione 4.2 la mappa Emp,, : E™ — M(E)

1 n
Empp(s1,...,8,) = N Zési
i=1
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¢ continua.

Theorem 17. Una successione di misure simmetriche p, € M(E™) é p-
caotica se e soltanto se

ftn © Emp? 4 O

n—-+o0o

in M(M(E)). Inoltre, cio é equivalente alla condizione (C.1)) per k = 2.

Dimostrazione. Si supponga che la successione {ju,}nen soddisfi (C.1)) per
k = 2 e di conseguenza anche per k = 1. Per ogni n > 1 sia (X1,...,X,)
una variabile aleatoria su E™ con legge .

Allora data ¢ € Cy(E) e per la simmetria di u, si ha che

B, [(Emp, — 1, ¢)?]

= S BB, —32 ,6) + {11, 0)°

n? 4— n

_ lEun [6(X1)°] + ——E,, [6(X1)9(X>)]

- 2(”7 gb)EMn [¢(X1)] + <:ua ¢>2

e per (C.1)) con k = 1,2 tale quantita tende a zero. Di conseguenza

E#n KEmpnv ¢>] — <:u7 ¢>7

n—-4o0o

ossia p, o Emp,! <, Oy

n—-+o0o

Viceversa se si suppone che j, o Emp;* LN 9, allora
n—-+oo

k

i=1
k
<o, 91 @ @ G @1+ @ 1) = (pt, [ [(Empa, 64))]
=1
k

i=1 i=1



75

I secondo termine del membro di destra di (C.2) tende a zero per ipotesi

mentre il primo, data la simmetria di u,, pud essere scritto come

1 k
<,un7 ﬁ Z QS(XO'(l)) : H Empn7 gbz
=1

T oesn

Siano ora M > |||, 1 < @ < k, T, ¢ Jp rispettivamente l'insieme di
tutte le funzioni iniettive e di tutte le mappe {1,...,k} — {1,...,n}.

Aggiungendo e sottraendo

1
— Y 01 Xiw) - oK)

ieIn,k

si ottiene che

BN

1
s;}) (fns - Z d(Xoq)) - - H Empy, ¢i) |

T oesn i=1

e cio dimostra (C.1)). O

Si supponga ora che (F, d) sia anche completo; da Q(dm) € M(M(E)) &
possibile definire I'intensita 1(Q) € M(FE) come 'unica misura di probabilita

tale che per ogni f € B(F) e limitata si ha che
1@.5)= [ (m pHatdm). (C3)
M(E)

Si osservi che per il Teorema di Portamentau (Teorema [11]) I(Q) ¢ univoca-
mente determinata facendo variare f € C,(E). Tuttavia, é possibile mostrare
che (C.3)) & valida per una qualsiasi f boreliana e limitata: un modo consiste

nel considerare per ogni chiuso C' C E la successione

1 k
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C. Risultati generali di propagazione del chaos

ed applicare il Teorema della convergenza dominata e quindi il secondo
Teorema di Dynkin.

Si osservi anche che per f € G,(F) la mappa m — (m, f) é continua in
M(E); di conseguenza @, ﬁ Q€ MM(E)) = I(Q,) ﬁ I(Q) e

dunque I ¢ una funzione continua.

Theorem 18. Sia (E,d) spazio metrico separabile e completo. Una famiglia
Q di misure di probabilita Q) su M(E) é tight se e solo se la famiglia di
misure su E 1(Q) :={I(Q); Q € Q} ¢é tight.

Dimostrazione. Se la famiglia di misure @ su M(FE) é tight allora la tightness
della famiglia 7(Q) é conseguenza della continuita di I ed il Teorema
Per 'implicazione inversa ¢ sufficiente mostrare che se per ogni {Q,, }nen €
Q la successione I,, = I(Q,,) é tight, allora {Q, },en € tight. Per ogni € > 0
si denoti con K. un compatto di £, con I,,(K¢) < € per ogni n € N. Per
il Teorema di Portamentau per ogni aperto A C E la mappa m —— m(A)
¢ inferiormente semicontinua; di conseguenza per €, > 0 l'insieme C,, =

{m, m(Kg,) > n} & un chiuso di M(E). Inoltre per ogni n € N

1
Q(Cu) = /M e (m)Quldm)
< % /M(E) (., Lice )Qu(dm) = %In(Ké,) <e

Da cio segue che:

Qn (U{mm(f(:ﬂ) > %}) < fz e

k>1 .
cio significa che @), assegna probabilitd maggiore o uguale a 1 — € a K, :=
Niz1{m, m(K:ﬂ) < +}. K. ¢ chiuso ed ¢ tight per costruzione e quindi per

k
il Teorema (13| esso € compatto; cid prova dunque che @, ¢ tight. O]

Corollario 5. Sia (E,d) spazio metrico separabile e completo, p, € M(E™)
con n > 1 simmetriche e (Xy,...,X,) variabili aleatorie su E™ di legge pu,.
Allora p, o Emp,' € M(M(E)) ¢ tight se e solo se p, o X;' € M(E) &
tight.
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