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Introduzione

Le catene di Markov devono il loro nome al matematico russo Andrej
Andreevi¢ Markov, il quale introdusse questa classe di processi stocastici a
tempo discreto nei primi anni del 1900. Lo scopo originario dello studioso era
mostrare che alcuni risultati di convergenza validi per successioni di variabi-
li aleatorie indipendenti identicamente distribuite, quali la legge dei grandi
numeri, potevano essere estesi a processi che ammettono una piccola dipen-
denza dal passato. Questa dipendenza rende possibili molti comportamenti
diversi, che fanno delle catene di Markov un oggetto pitl interessante da stu-
diare rispetto alle successioni di variabili aleatorie indipendenti identicamente

distribuite.

Negli anni successivi queste catene si sono dimostrate utilissime in piu
settori e vantano svariate applicazioni in fisica, biologia, ingegneria elettro-
nica e altri campi. La proprieta caratterizzante le catene di Markov é una
sorta di perdita di memoria: lo stato attuale della catena ¢ la massima infor-
mazione che possiamo avere per determinare lo stato successivo, mentre gli

stati precedenti non influiscono.

Il primo capitolo della tesi si sofferma sulle catene di Markov discrete,
seguendo 'impostazione di [B]. L’interesse principale & per le catene omoge-
nee e irriducibili, che saranno classificate come ricorrenti positive, ricorrenti
nulle o transitorie. Si definisce inoltre la distribuzione stazionaria e se ne
dimostrano esistenza e unicita per le catene ricorrenti positive. Il capitolo si
conclude col teorema ergodico, il quale ci fornisce un importante risultato di

convergenza per le catene omogenee, irriducibili, ricorrenti positive.



ii

INTRODUZIONE

Il secondo capitolo segue I'impostazione di [R|. Si inizia trattando breve-
mente il metodo Monte Carlo classico, fornendone un esempio con il metodo
di acceptance-rejection. Dopo aver introdotto i concetti di periodicita e rever-
sibilita di una catena di Markov, si presenta il metodo Monte Carlo Markov
Chains per catene a valori in uno spazio finito e se ne fornisce un esempio:
Palgoritmo di Metropolis-Hastings. L’elaborato si conclude con degli esempi

di applicazione dell’algoritmo.
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Capitolo 1

Il teorema ergodico

1.1 Catene di Markov discrete

Definizione 1.1.1 (Catena di Markov discreta). Un processo stocastico a
tempo discreto {X,, },>0 a valori in uno spazio discreto E si dice una catena

di Markov (discreta) se vale la seguente:
P(Xn+l :] ‘ Xn - inan—l — Z-n—la cee 7X0 = 7/0) = P(Xn—H :.] | Xn = Zn)a

per ogni n > 0 e per ogni scelta di g, ..., %,,J € F tale che siano ben definite
le probabilita condizionate. Nel proseguo della trattazione si fara sempre

riferimento a catene discrete.

Definizione 1.1.2 (HMC). Una catena di Markov {X,, },,>0 si dice omogenea
(HMC) se Vi,j € E,P(X,,+1 = j | X, = i) non dipende da n. In tal caso

definiamo:

La matrice P := {p;;}ijer ¢ detta matrice di transizione di {X,, }n>o0-
Visto che i p;; sono probabilita di eventi e dato che partendo da uno stato ¢

mi muovero sicuramente in un altro stato k € E, osserviamo che valgono le

pij > 0, Zpik: =1

keE

seguenti:

1



1. Il teorema ergodico

Una generica matrice che rispetta queste due proprieta si dice essere una

matrice stocastica.

Osservazione 1.1. Consideriamo una HMC {X,,},,>0, con matrice di tran-
sizione P. Si dice che la variabile aleatoria X é lo stato iniziale della catena,

inoltre la sua distribuzione v,

é detta distribuzione iniziale. Dalla formula di moltiplicazione abbiamo che
P(Xo = i0) P(Xy =iy | Xo =ig) -+ P(Xip = i | Xopm1 = i1, ..., Xo = o),

da cui per la proprieta di Markov omogenea e dalla definizione di matrice di

transizione
P(Xo =10, X1 =t1,..., Xk = 1) = (0)Pigir * * * Pig_vix-
Abbiamo dunque dimostrato la seguente:

Proposizione 1.1.1. La distribuzione di una HMC dipende soltanto dalla

sua distribuzione iniziale e dalla matrice di transizione.

Osservazione 1.2. La distribuzione della catena al tempo n é il vettore v,,,

dove

Dalla formula della probabilita totale abbiamo che v,1(j) = Y _,c 5 vn(i)pij,

ossia in forma vettoriale:

T _ T
Vpyy = U, P.

Iterando '’equazione otteniamo
T _ T pn
v, = v, P".

P" :={pij(n)}i ek & la matrice di transizione a n passi, dato che in termini
generali
pij(m) = P(Xpim = J | Xn =1).



1.1 Catene di Markov discrete

Osservazione 1.3. La proprieta di Markov si estende alla forma
P(Xn_;,_l :jla---7Xn+k:jk | Xn:i,...,X():Z'()) ==

:P(XTL+1 :jla"‘vXn-l-k:jk | XTL:ZTL)J

per tutti gli 49,...,%,-1,%, J1, ..., Jk per cui le probabilita condizionate sono

ben definite. Scrivendo
A={Xpp1 =71, s X = Ju}, B={Xo=rdo,.... X1 =in1},
troviamo che ’equazione precedente si scrive come
PA|(X,=iNB)=PA|X, =1).

Moltiplicando ambo i membri per P(B | X,, = i) e sfruttando la definizione

di probabilita condizionata di eventi otteniamo che
P(ANB|X,=4i)=PA| X,=49)P(B| X, =1).

A parole, il futuro al tempo n e il passato al tempo n, condizionati rispetto

allo stato attuale X,, = 7, sono indipendenti.

Osservazione 1.4 (Notazione). Utilizziamo la notazione P;(A) per indica-
re P(A | Xo = i) e E; per l'attesa condizionata a (Xo = 7). Inoltre se
p € una distribuzione di probabilita su E, allora indichiamo con P,(A) :=

> icr 1(1)Pi(A) la probabilita di A data p come distribuzione iniziale.

Definizione 1.1.3 (Stati comunicanti). Sia {X,},>0 una HMC. Due stati
i,j € E si dicono comunicanti se esistono M, N > 0 tali che p;;(M) >
0,pji(N) > 0.

Osserviamo che uno stato comunica con se stesso dato che p;;(0) = 1; piu
in generale osserviamo che la comunicazione é una relazione di equivalenza

che genera una partizione di F in classi.

Definizione 1.1.4 (Irriducibilitd). Una catena di Markov omogenea e la sua
matrice di transizione si dicono #rriducibili se ogni stato comunica con tutti

gli altri o, equivalentemente, se ¢’é¢ una sola classe di comunicazione.



1. Il teorema ergodico

Definizione 1.1.5 (Tempo di ritorno). Sia ¢ € E. Indichiamo il tempo di

ritorno allo stato ¢ con T}, dove
T,:=inf{n >1: X, =i} € N5 Uoo.

Teorema 1.1.2 (Proprieta di Markov forte). Siano {X,,},>0 una HMC e P
la sua matrice di transizione. Sia 0 € E uno stato qualsiasi e sia Ty il tempo

di ritorno in 0. Valgono le sequenti:
e [l processo dopo Ty é indipendente dal processo prima di Ty,

o Il processo dopo Ty € una HMC' con matrice di transizione P.

Dimostrazione. Vedi [B. O

1.2 Stati ricorrenti e transitori

Definizione 1.2.1 (Stati ricorrenti e transitori). Uno stato i € E ¢ detto
ricorrente se il tempo di ritorno in ¢ condizionato rispetto ad Xy = ¢ ¢ P-quasi

certamente finito, ovvero se
Pi(T;, < o0) = 1.
Uno stato si dice ricorrente positivo se
E; [T} < 0.

Uno stato ricorrente non positivo si dice ricorrente nullo. Uno stato non

ricorrente si dice transitorio.

Teorema 1.2.1 (Teorema del ciclo rigenerativo). Sia {X,}n>0 una HMC,
0 € E uno stato ricorrente. Denotiamo con Ty, T, To,... t tempt in cui St

visita lo stato 0, dove 19 = 0,7y = Ty. Allora i pezzi di traiettoria
(X, X, X1 B 200,

sono indipendentt e identicamente distribuiti. Questi pezzi di traiettoria si

chiamano cicli rigenerativi della catena tra le visite in 0.



1.2 Stati ricorrenti e transitori

Dimostrazione. Segue direttamente dalla proprieta di Markov forte. ]

Definizione 1.2.2 (Matrice potenza). Data una matrice di transizione P,

la matrice potenza G associata é definita come

G = ZP".

n>0
Dato che
g = > _pi(n) => P(Xp=35)=> Ei[lx,—py] = Ei | H{Xn:j}] :
n=0 n=0 n=0 n=0

osserviamo che g;; rappresenta il numero medio di visite allo stato j, condi-

zionato al fatto che lo stato di partenza sia 1.

Teorema 1.2.2 (Criterio della matrice potenza). Uno stato i € E & ricor-

Zpu(n) = 0.

Uno stato i € E ¢ transitorio se e solo se

Zpu(n) < 0.
n=0

Dimostrazione. Vedi [B]. O

rente se e solo se

Teorema 1.2.3 (La ricorrenza é una proprieta delle classi). Due stati comu-

nicanti sono entrambi transitori o entrambi ricorrenti.

Dimostrazione. Per definizione, se due stati ¢, j € E sono comunicanti allora
esistono M, N > 0 tali che p;;(M) > 0,p;;(N) > 0. Osserviamo che ¢
possibile trovare un percorso che parte e arriva in ¢ in M + N + n passi: &
sufficiente considerare il percorso che parte in ¢, arriva in j all’istante M, si
trova di nuovo in j all’istante M +n e infine torna in ¢ all’istante M + N +n.

Dato che questo é solo uno dei possibili percorsi, possiamo scrivere:

Pi(M + N +n) > pii(M)p;;(n)p;i(N).



1. Il teorema ergodico

E con ragionamento analogo:
Pij(M + N +n) = p;i(N)pii(n)pi;(M).
Definendo il numero strettamente positivo a := p;;(M)p;;(IN), otteniamo le
seguenti:
o p;i(M+N+n)>ap;n),
o pi(M+N+n)>ap;jn).
Da cui ), .o pii(n) converge se e solo se converge ), o p;;j(n). Concludiamo

per il criterio della matrice potenza. O

E possibile dimostrare che anche la ricorrenza positiva é una proprieta
delle classi (vedi [B]).

Considerando una catena irriducibile tutti gli stati saranno della stessa
natura ed ¢ dunque possibile classificare la catena stessa come ricorrente

positiva, ricorrente nulla o transitoria.

Definizione 1.2.3. Una HMC irriducibile si dice ricorrente positiva se uno
stato i € F é ricorrente positivo (e di conseguenza tutti gli altri). Allo stesso

modo si definiscono catene ricorrent: nulle e catene transitorie.

1.3 Misura invariante

Definizione 1.3.1 (Misura invariante). Un vettore non nullo {z;};cr & chia-

mato misura invariante per una matrice stocastica P = {p;;}ijer se

z; € [0, 00),
xTr; = Zl‘jpji.
JjEE

Vi € E. Scrivendo la seconda proprieta in forma vettoriale, 27 P = 27

Definizione 1.3.2 (Distribuzione stazionaria). Data una matrice stocasti-
ca P, una distribuzione di probabilita 7 si dice essere una distribuzione

stazionaria per P se soddisfa

7l =7Tp,



1.3 Misura invariante

Osservazione 1.5. Iterando 'operazione si ha che 77 = 77 P" per ogni

istante n e dunque una catena iniziata da una distribuzione stazionaria

mantiene sempre la stessa distribuzione.

Teorema 1.3.1 (Forma canonica della misura invariante). Sia {X, },>0 una
HMC irriducibile e ricorsiva, P la sua matrice di transizione. Siano 0 € E

uno stato qualsiast e Ty il tempo di ritorno in 0. Definita

T; = EO

Z H{X"z'}ﬂ{ngTo}] Vi € E, (1)

n>1

x € una misura invariante per P e in particolare x; > 0 Vi € F.

Dimostrazione. Definiamo:

opoi(n) := Eo [Lix,=iyLin<nyy] = Po(X1 # 0, , X1 # 0, X,, = i),

che rappresenta la probabilita di visitare ¢ al tempo n prima di ritornare in

0, partendo dallo stato 0. Dalla definizione di z si ha:

T = Z oPoi(m).

n>1
E evidente che opoi(1) = po;, inoltre osserviamo che per ogni n > 2:
opoi(n) = Zopoj‘(n — Dpji,
J#0
da cui otteniamo:
Z opoi(n) = Z Z opo;j (n)pji = Z LjPyji-
n>2 J#0 n>1 770
Sommando con quanto ottenuto per n = 1:
Ti = Poi + Z Tipji = Z ZjDji,
J#0 JEE

dove l'ultima equazione si ottiene osservando che xg = 1.
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Mostriamo adesso che z; > 0 Vi € E. Tterando 7P = 2T troviamo

2T P = 27, ovvero:

T = ijpﬂ(n) = poi(n) + ijpﬂ(n) Vn > 1.
JEE J#0
Dato che la sommatoria é non negativa, se per qualche stato ¢ si annullasse
x; si annullerebbe anche pg;(n) per ogni n, il che vorrebbe dire che 0 non
comunica con ¢ contraddicendo l'ipotesi di irriducibilita.

Resta da mostrare che x; < oo per ogni ¢ € E, ma osservando che

l=uay= ijpjo(n) Vn > 1,
JEE
se per qualche 7 fosse x; = oo dovrebbe essere p;p(n) = 0 per ogni n > 1 e di

nuovo si contraddirebbe l'irriducibilita. ]

Teorema 1.3.2 (Unicita della misura invariante). Data una matrice stoca-
stica P irriducibile e ricorrente esiste un’unica misura invariante a meno di

moltiplicazioni per una costante.

Dimostrazione. Nella dimostrazione precedente, per dimostrare che x; > 0
Vi € E, con r misura invariante, abbiamo utilizzato soltanto l'irriducibilita
e dunque questo risultato resta valido per una generica HMC irriducibile.

Allora definita y come la misura invariante é ben posta la seguente definizione:

Yj
Q) = {gji}ijer ¢ una matrice stocastica, infatti
_ 4 Y _
Z%’i = fzyipij =—==1
i€E Yiice Yi
Mostriamo per induzione che gli elementi di Q" sono g;;(n) = p;;(n).
J
Supponiamolo vero per n e mostriamolo per n + 1:

Ye Y
gji(n+1) = Z Qjkqri(n) = ;pkj%pik(n)

keE keE 77
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Yi Yi
== Zpikz(n>pkj = —pij(n+1).
Yi her Yi

Dunque vale per ogni n .

Osservando che g;;(n) = pii(n), segue direttamente dal criterio della ma-
trice potenziale che () é ricorrente, inoltre dalla definizione é facile osservare
come () sia irriducibile dato che lo é P.

Sia gj;(n) la probabilita (relativa alla catena governata da ) di visitare
per la prima volta lo stato ¢ all’istante n partendo da j. Osserviamo che

gio(n +1) = . ijgjo(n); moltiplicando ambo i membri per y; si ha
vigin(n+1) =Y _(y;9j0(n))psi-
70

Ricordando gpg;(n + 1) = Z#O 0Po;j (n)pj; otteniamo che valgono le seguenti:

Yo opoi(n +1) = Z(yo 0po; (n))Pjis
J#0
Yo oPoi(1) = Yopoi,
Yigio(1) = vidio = Yopoi-
Dunque le sequenze {yo opoi(n)} e {yigio(n)} soddisfano la stessa ricorrenza

e hanno il primo termine uguale. Possiamo quindi concludere che
Y
OPOZ‘(”) = y—gio(n) Vn > 1.
0

Sommando per tutti gli n e sfruttando la ricorsivita di () otteniamo che

Y
Ty — —.
Yo

]

Teorema 1.3.3. Se una HMC irriducibile e ricorrente ammette una distri-

buzione stazionaria, allora questa é unica.

Dimostrazione. Una distribuzione stazionaria é una misura invariante ed é
quindi unica a meno di moltiplicazioni per una costante: 1'unica costante

moltiplicativa che la fa rimanere una distribuzione é 1. [
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Teorema 1.3.4. Una HMC irriducibile e ricorrente é ricorrente positiva se

e solo se ogni sua misura invariante x ¢ tale che:
E x; < 00.
i€k

Dimostrazione. Definendo x come la misura invariante canonica si ottiene

che:
S tescatiozn = 3 (Stinen ) ozt = Xt = o
i€E n>1 n>1 \icE n>1
da cui, richiamando (1),
Z T, = EO {To] .
i€k
La tesi € una diretta conseguenza. O

Osservazione 1.6. L’ipotesi di ricorrenza é necessaria: una HMC puo essere

irriducibile e ammettere una misura invariante senza essere ricorrente.

1.4 Criterio della distribuzione stazionaria

Teorema 1.4.1. Sia {X,,},>0 una catena di Markov omogenea e irriducibile,
allora { X, }n>0 € ricorrente positiva se e solo se ammette una distribuzione

stazionaria. Inolire, se la distribuzione 7 esiste, € unica e st ha che m > 0.

Dimostrazione. Se la catena é ricorrente positiva allora consideriamo la mi-
sura invariante canonica z. Dato che ), . x; < 0o possiamo ottenere una
distribuzione stazionaria normalizzando x.

Sia invece 7 una distribuzione stazionaria. Ricordando che 77 = 77 P" V¥n,

abbiamo
n(i) =Y _w(j)pj(n), Vi€E.
JEE
Se la catena fosse transitoria, per ogni scelta di i, j € E sarebbe:

lim pj;(n) =0,

n—o0
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ma, dato che p;;(n) é limitato da 1, per la convergenza dominata otteniamo
che
7(i) = lim > 7()pia(n) = 3 7() ( lim pji(n)) =o0.
JEE JEE

Dunque se la catena fosse transitoria 7 non sarebbe una distribuzione stazio-
naria (in particolare ). . m(i) # 1), per cui la catena deve essere ricorrente.
Allora per il Teorema 1.3.3 la distribuzione stazionaria é unica ed é ottenuta
normalizzando la misura invariante canonica, per cui m > 0. Inoltre, dato che
Y icp T(i) ¢ una quantita finita (vale 1 per definizione), allora per il Teorema

1.3.4 la catena é ricorrente positiva. O]

Teorema 1.4.2. Una HMC irriducibile a valori in uno spazio finito é ricor-

rente positiva.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto la ricorrenza. Se per assurdo non
fosse ricorrente, ogni stato sarebbe visitato un numero finito di volte ed esi-
sterebbe un tempo finito dopo il quale nessuno stato potrebbe essere visitato.
Sia x la misura invariante canonica, dato che E ¢ finito ) ,_, z; < oo e dun-
que normalizzando x troviamo la distribuzione stazionaria. Concludiamo per

il criterio della distribuzione stazionaria. O]

1.5 Teorema ergodico

Proposizione 1.5.1. Sia {X.,},-, una HMC irriducibile e ricorrente. Sia
inoltre x la misura invariante canonica associata. Consideriamo uno stato
0 € E e una funzione f : E — R tale che

i€k
Definita

v(n) = Z Lix,=oy,
k=1

per una qualsiasi distribuzione iniziale p vale :

lim LM ; Fx0) = fi)e Py—qe.

N—vo0 v icE



12 1. Il teorema ergodico
Dimostrazione. Siano 71, Ty, 73, -+ 1 tempi di ritorno allo stato 0 € E con
71 = Ty. Definiamo:
Tp+1
> fx
n=7p+1

Osserviamo che, per il teorema del ciclo rigenerativo, le {U,},>1 sono una
successione di variabili aleatorie i.i.d..

Assumendo f > 0 e usando la proprieta di Markov forte

To
2SS X)X, 0| = B Zf(Xn)],
n=r1+1 n=1
proseguendo:
To To
B[S sn] <8 [32 5 s -
n=1 n=1ick
—Zf )Eo Zﬂ{xn z}] Zf() ;.

ieE el

In definitiva,

U] = Zf(z)x

i€E
Per ipotesi questa somma é una quantita finita e applicando la legge dei

grandi numeri forte otteniamo che

Tn+1
S St = Jim 13 0= Jim 3 %)
i€R k=To+1

Dato che vale

Tu(n) <n< To(n)+1,

otteniamo:

S F(XR) S F(Xe) SR F(XG)
o) S ) S o)

. . . n—o0o . .. o .
La ricorrenza della catena ci dice che v(n) —— oo, da cui entrambi i termini

agli estremi della catena di disequazioni tendono a ), n f(i)z;, da cui si

ottiene:
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In caso di funzione di segno arbitrario si arriva alla tesi considerando sepa-
ratamente f* e f~ e seguendo il medesimo procedimento.
O

Teorema 1.5.2. Sia {X,, },>0 una catena di Markov irriducibile e ricorrente

positiva. Sia w la rispettiva distribuzione stazionaria e consideriamo una

f:E — R tale che
D 1f@)Ir(i) < oo
i€E

Allora, per ogni distribuzione iniziale j, vale la sequente:

]\}gnoo— Zf (Xy) = Z fi)m(i) P,—q.c.

i€l
Dimostrazione. Possiamo applicare la Proposizione 1.5.1 utilizzando la fun-

zione costante f = 1. Tutte le ipotesi sono soddisfatte in quanto per la

ricorrenza, positiva si ha che ), z; < 0o, allora otteniamo che

) N
N—oc0 U(N) B zEZExZ

lim

Dato che la distribuzione stazionaria ¢ proporzionale alla misura invariante

canonica, si ha che f soddisfa ), . |f(i)|z; < oo e dunque

Combinando le due equazioni si ha che

1 N N f()
1 — — L zEE .
Nh—IgoNZf(Xk) N0 N o Zf (Xe) = S Fu—ae.

da culi si ottiene la tesi visto che 7 si ottiene normalizzando x.






Capitolo 2

Monte Carlo Markov Chains

2.1 Metodo Monte Carlo

Sia Z una variabile aleatoria k-dimensionale con densita f(z). Sia inoltre
® : R* — R misurabile e tale E[|®(Z)|] < co. Supponendo di voler calcolare
E[®(Z)], la formula

P9(2) = [ o))

é utilizzabile se sappiamo calcolare analiticamente I'integrale; una alternativa
é rappresentata dal metodo Monte Carlo.

Il metodo Monte Carlo consiste nel generare una sequenza di variabili
aleatorie {Z,},>¢ i.1.d. con la stessa distribuzione di Z. Sfruttando la legge

dei grandi numeri forte, per cui
1 n
El®(Z)] = lim — d(Z;) P —q.c
[@(Z)) nggon2 (Z) P—qe,
1=
possiamo ottenere una stima del valore atteso basata su un campione finito
(Zvy. .o, Zy).

Osservazione 2.1. Per utilizzare il metodo Monte Carlo é necessario essere
in grado di generare variabili aleatorie con la stessa distribuzione di Z. Uno

dei metodi piu utilizzati ¢ il metodo acceptance-rejection (A-R).

15
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2. Monte Carlo Markov Chains

Teorema 2.1.1 (Metodo A-R). Sia {X,},>0 una successione di variabili
aleatorie i.i.d. con legge assolutamente continua e densita g(x), dove g é tale
che

g(x)

per una qualche costante c. Sia inoltre {U, },>o una successione di v.a. i.i.d.

con distribuzione Uni fi,1), indipendente da {X}n>0. Definiamo:

T0 ‘= 0,

T, = min {n > Tt | Un < cfg(())((Z)) } )

Allora ponendo Y, = X,,, {Ya}n>0 € una successione di variabili aleatorie

i.i.d. con distribuzione assolutamente continua e densita f(x).

Dimostrazione. Una modifica della dimostrazione del teorema del ciclo ri-

generativo permette di verificare che {Y,,},>0 ¢ una successione di variabi-

li aleatorie i.i.d., con la distribuzione di X; condizionata a <U1 < %)

Percio per ogni A € B

/(X)) )) _P(enenn(v<g3))

o)==

Studiamo il denominatore. Per la formula della probabilita totale sara:

(v 55) = B [eny] =2 [ [ty 1 0]

Dato che U; e X sono indipendenti possiamo applicare il lemma di Freezing.

Ricordando che U; ha distribuzione Uni fjo 1) si ha

b [E [%sé&’%ﬁ) | X” - [cfg@)] '
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Allora otteniamo che
X
P(YleA):cP((XleA)ﬂ<U1§ 1 1))).

Utilizzando la formula della probabilita totale,

Pesenn (v Z55)) =8 [ teate gy 15

da cui, dato che 1(x,ca) € o(X1) ed é limitata,

P(Y; € A) :CE{ (xieA) (Ul
f(z

oo /f

Abbiamo dunque ottenuto che

PYieA) = /Af(x)dx

ossia Y7 ha distribuzione assolutamente continua con densita f. ]

Osservazione 2.2. Per utilizzare il metodo A-R ¢é indispensabile saper si-
mulare una successione di variabili aleatorie i.i.d. {X,,},>0 con distribuzione

assolutamente continua e densita g(z).

2.2 Periodicita

Definizione 2.2.1 (Stati periodici e aperiodici). Sia {X,,},, > 0 una catena

di Markov omogenea, definito il periodo di uno stato i € E come

diciamo che ¢ é periodico se d > 1, ossia se partendo da ¢ ci torno con
probabilita non nulla solo in tempi ¢ multipli di d > 1. Se d = 1 lo stato si

dice aperiodico.

Teorema 2.2.1 (La periodicita & una proprieta delle classi). Due stati co-

municanti hanno lo stesso periodo.
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Dimostrazione. Per definizione esistono M, N > 0 tali che p;;(M) > 0 e
p;i(N) > 0. Osservato che

pii(M + kn + N) > pij(M)p;;(k)"pji(N),

si ha che se p;;(k) > 0 allora p;;(M + kn + N) > 0 per ogni n > 1. Dunque
d; divide M + kn + N per ogni n, da cui in particolare d; divide k. Dato
che vale per tutti i k£ tali che p;;(k) > 0, otteniamo che d; divide d;. Per

simmetria d; divide d;, da cui I'uguaglianza. O]

Definizione 2.2.2 (Catene periodiche e aperiodiche). Una HMC irriducibile
si dice aperiodica se un suo stato € aperiodico (e di conseguenza tutti gli altri).

Altrimenti si dice periodica.

Definizione 2.2.3 (Catena ergodica). Una HMC irriducibile, ricorrente po-

sitiva e aperiodica si dice ergodica.

Osservazione 2.3. Si pud mostrare che se la catena é aperiodica esiste la
probabilita limite (vedi [B|) definita come

lj == lim P(X, =j).

n—oo

Se lavoriamo in uno spazio finito, osservando che

P(Xp1=17) = ZP<Xn+1 =j | Xn=9)P(X, =1) = ZpijP(Xn = 1)

el 1€ER

Y P(X,=i)=1,

i€k
mandando n a infinito troviamo che [ ¢ la distribuzione stazionaria. Osser-
viamo che occorre lavorare su uno spazio finito per poter portare il limite
dentro la sommatoria, il risultato resta comunque valido per spazi discreti
(vedi |B]).
Il vantaggio di costruire una catena aperiodica su uno spazio finito é
dunque quello di non dover trovare direttamente la distribuzione stazionaria,

in quanto la distribuzione di X,, vi convergera al crescere di n.
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2.3 Monte Carlo Markov Chains

Sia X una variabile aleatoria a valori in uno spazio finito F, con distri-
buzione m nota a meno di una costante e supponiamo di voler generare una
variabile aleatoria con distribuzione 7. Come esempio si puo considerare di
non conoscere la cardinalita di F e di voler generare valori con distribuzione
uniforme.

I metodo Monte Carlo Markov Chains (MCMC) consiste nel costruire
una HMC irriducibile aperiodica {X,,},>0 a valori in E, con distribuzione
stazionaria m. Osserviamo che la distribuzione stazionaria esiste in quanto
una HMC irriducibile a valori in uno spazio finito ¢ ricorrente positiva (Teo-
rema 1.4.2). Dato che la catena ¢é ergodica avremo che per ogni stato i € E
e per ogni distribuzione iniziale u

lim P,(X, =1) = (i)

n—o0

e per il teorema ergodico

dove ® : E — R misurabile. Possiamo dunque generare una variabile aleato-
ria con distribuzione che tende a m e approssimare il valore atteso di ®(X)
basandoci su un campione finito (X7, ... Xy).

A questo punto bisogna costruire un algoritmo MCMC (Monte Carlo
Markov Chains) che ci permetta di generare una HMC con le caratteristiche

sopra elencate.

2.4 L’algoritmo di Metropolis-Hastings

Sia F finito, 7 = 7/ B una distribuzione di probabilita, dove é dato sapere
la classe di distribuzioni alla quale 7 appartiene e B é una costante non nota.
L’obiettivo é costruire una HMC irriducibile, con distribuzione stazionaria

m. Supponiamo ad esempio di non conoscere la cardinalita di E e di voler
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generare valori con distribuzione uniforme. In questo caso sara 7@ = 1 e
B = |E|. Ovviamente esistono infinite possibili scelte di T e di B e in

generale diciamo che 7w & nota a meno di una costante (in questo caso, la
cardinalita dell'insieme).

Chiamiamo {X,,},>0 la catena, P la rispettiva matrice di transizione
e procediamo per iterazione seguendo l'algoritmo di Metropolis-Hastings.
Scelta arbitrariamente una distribuzione iniziale, all’istante n 4 1 ’algorit-
mo propone uno stato successivo tramite una matrice stocastica irriducibile
Q = {q;j}ijee. In altre parole, se ci troviamo nello stato i, lo stato j viene
proposto con probabilitd ¢;;. A questo punto j viene accettato con probabi-
lita «;; e viene rifiutato con probabilitd 1 — ay;. In caso di rifiuto, si pone
Xn41 = . Definiamo «;j, Vi, j € E, ponendo:

Qujj 1= min (1, M) .
@

Dunque, se X,, =i e lo stato proposto ¢ j, abbiamo:

j con probabilita a;;,
Xn+1 = { !

7 altrimenti.

Per passare da ¢ a j # 7 occorre che j sia prima proposto e poi accettato.
Inoltre abbiamo che X, ;1 = i sia se lo stato proposto viene rifiutato, sia se

¢ 7 stesso. Siamo allora in grado di calcolare gli elementi di P = {p;;}; jer:

i = qij O se j # 1,
’ Gii + D g Qi (1 — i) se j =i

(2)

Per dimostrare il funzionamento dell’algoritmo di Metropolis-Hastings intro-

duciamo il concetto di reversibilita di una catena di Markov.

Definizione 2.4.1 (Catena a tempo invertito). Sia {X,,},>0 una HMC ri-
corrente positiva, con matrice di transizione P. Ricordiamo che {X,},>0
ammette una distribuzione stazionaria m per il criterio della distribuzione

stazionaria e w & tale che
(i) >0
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per ogni stato ¢ € E. Definiamo la matrice a tempo invertito (), indicizzata

su F, tramite la seguente:
m(i)qi; = 7(5)pji-

La matrice é una matrice stocastica dato che

B ) LV
ZQU Zﬂ'(i)pﬂ W(Z)Z (])pﬂ 7T(Z) L.

jJEE JEE JEE

Osservazione 2.4. Supponiamo che la distribuzione iniziale di {X,,},>0 sia
7, dalla definizione di distribuzione stazionaria abbiamo che per ogni n >
0,7 € F,

Dalla formula di Bayes,

P(Xo =i | X, = j)P(X, = j)

P(Xn:j|Xn+1:Z): P(X+1:’l) ?

ossia

Osserviamo che () & la matrice di transizione della catena iniziale ma con il

tempo "invertito".

Teorema 2.4.1 (Test di reversibilita). Sia P una matrice stocastica indiciz-
zata su un wnsieme numerabile E e sia m una misura di probabilita su E. Sia

inoltre () una matrice stocastica indicizzata su E tale che Vi,j € E
m(i)qi; = 7(§)pji-
Allora w & la distribuzione stazionaria di P.

Dimostrazione. Fissiamo i € E, considerando che 7(i)g;; = m(j)pj; e som-

mando rispetto a j otteniamo

Z W(i)%‘j = Z W(j)pji'

JjEE JjEE
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Ma dato che

Zw(i)qij = 7(7) Z qij = (i),

jEE JEE

concludiamo che

]

Definizione 2.4.2 (Catena reversibile). Consideriamo una HMC {X,,},>0
ricorrente positiva, con matrice di transizione P e matrice a tempo invertito
(. Se la catena ha come distribuzione iniziale la distribuzione stazionaria 7,

diciamo che é reversibile se P = ().

Osservazione 2.5. Dato che la distribuzione di una catena di Markov é
totalmente determinata dalla sua distribuzione iniziale e dalla matrice di
transizione, una catena reversibile e la rispettiva catena a tempo invertito

sono statisticamente la stessa cosa.

Teorema 2.4.2. La matrice stocastica P, definita come in (2), é irriducibile,

reversibile e ha ™ come distribuzione stazionaria.

Dimostrazione. 1’irriducibilita segue direttamente dall’irriducibilita di Q.

Per quanto riguarda la reversibilita é sufficiente mostrare che
m(i)pij = 7(5)pji

Vi,j € E.
Dato che 'equazione é ovvia per j = i, supponiamo j # ¢ e mostriamo
che
(i) qijai; = m(J) i
Osserviamo che

min (1, M) = min (1, M) = Qij

T(4)qis
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e supponiamo che sia a;; = % Allora sard «aj; = 1 e sostituendo
ij

otteniamo

()i :

) ig— =7 jis

()qgﬂ(z) » (7)g;

che & ovviamente verificata. O]

Osservazione 2.6. Osserviamo che in generale la catena costruita dall’al-
goritmo di Metropolis-Hastings non ¢ aperiodica e quindi non garantisce
I'esistenza di una probabilita limite. Per aggirare questo ostacolo possiamo
inserire una piccola restrizione nella scelta di ) che garantisca I'esistenza di
qualche stato i per cui p; > 0, ad esempio richiedere che la matrice () non
abbia diagonale identicamente nulla. A quel punto qualsiasi sia la distribu-
zione iniziale scelta, la catena costruita sara aperiodica e la distribuzione di

X, convergera alla distribuzione stazionaria 7 al crescere di n.

Osservazione 2.7. Dato che i primi valori sono condizionati dalla scelta del-
la distribuzione iniziale, si utilizza una tecnica chiamata burning che consiste
nello scartare i primi valori degli N campionati. Inoltre se si vuole soltanto
generare uno o piu valori con distribuzione m, é sufficiente non campionare

Iintera sequenza bensi solo alcuni valori. La tecnica in questione é detta

thinning.
Esempio. Sia E U'insieme delle n-ple (x4, ..., x,) ottenibili tramite una per-
mutazione dei numeri (1,...,n) e tali che Z;’L:1 jx; > a per una certa co-

stante a > 0 data. Supponiamo di voler generare un elemento da F con
distribuzione uniforme (i) = |—]{3|, senza necessariamente dover calcolare la
cardinalita di E. Per farlo applichiamo I’algoritmo di Metropolis-Hastings.
Prima di tutto definiamo il concetto di vicinanza in E: diciamo che due
n-ple in £ sono vicine se sono ottenibili 'una dall’altra applicando una per-
mutazione che scambi solo due elementi. Ad esempio (1,2,3,4) e (1,2,4,3)
sono vicine. Indichiamo con N (i) l'insieme degli elementi vicini a i e im-
maginiamo di costruire un grafo i cui vertici sono gli elementi di F, i quali

sono collegati da un arco solo se vicini. La probabilita di transizione € cosi
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definita:

. m se j € N(Z),
i = . .
0 altrimenti.

In altre parole, lo stato da proporre é scelto uniformemente tra le permu-

tazioni vicine. Dato che la distribuzione target ¢ uniforme abbiamo che

= min ({5501)).

In pratica se lo stato j proposto ha meno n-ple vicine rispetto ad ¢, allora

7(i) = m(j) e dunque

J viene accettato; altrimenti si genera in modo uniformemente randomico
[N ()]
NG
si verifica lo stato successivo ¢ i (j viene rifiutato). Dunque p; > 0 e la

un numero U nell’intervallo (0,1) e si accetta j se U < se cid non

catena che si costruisce con l'algoritmo di Metropolis-Hastings sara tale che
la distribuzione di X,, converge a m. Siamo quindi in grado di generare
elementi di E con distribuzione uniforme, anche senza calcolare la cardinalita

dell’insieme.

2.4.1 Gibbs Sampler

I Gibbs Sampler ¢ una versione dell’algoritmo di Metropolis-Hastings.
Sia X = (X7,...,X,,) un vettore aleatorio discreto con distribuzione di pro-
babilita 7(x) nota a meno di un fattore moltiplicativo e supponiamo di voler
generare un vettore randomico con la distribuzione di X, ossia vogliamo

generare un vettore con distribuzione di probabilita
m(x) = Cg(x),

dove C' non ¢é nota. Per utilizzare il Gibbs Sampler assumiamo di saper

generare una variabile aleatoria X con distribuzione

Utilizziamo ’algoritmo di Metropolis-Hastings su una catena di Markov con

stati x = (z1,...,2,) e con probabilita di transizione definita come segue.
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Se lo stato presente é X, si sceglie uniformemente un indice 7 da 1 a n e si

genera una variabile aleatoria X con distribuzione
Se X = z lo stato proposto é y = (z1,...,%;1,%, Tjt1,...,T,), OVVero la
matrice () &

7(y)
nP(Xj :‘Tj’j 7é Z)

Dall’algoritmo di Metropolis-Hastings abbiamo che y viene accettato con

1 .
Gy = —P(Xi=w|Xj=0;,j#1) =

probabilita
Olxy = Min (—W(Y)ny’ 1) = min (—W(YM(X) 1) =1,
W(X)%cy

ossia viene sempre accettato.






Appendice

Richiami di teoria della

probabilita

In seguito vengono riportati risultati classici di teoria della probabili-
ta. Per ulteriori approfondimenti si rimanda alla letteratura in materia; in

particolare i seguenti risultati sono tratti da [P].

Definizione 0.1 (Spazio di probabilita). Uno spazio di probabilita ¢ una
terna (92, F, P) dove:

e () ¢ un insieme non vuoto;

e F ¢ una o-algebra su (2;

e P ¢ una misura tale che P(Q2) = 1.
P si dice misura di probabilita.

Definizione 0.2 (Probabilita condizionata). Sia (2, F, P) un spazio di pro-
babilita, B € F tale che P(B) > 0. Definiamo la probabilita di A condizio-

nata a B come
P(ANB)

P(A|B) = =5

27
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Proposizione 0.1 (Formula della probabilita totale). Sia {B;}ic; una par-

tizione discreta di Q, con P(B;) > 0 per ogni ¢ € I. Per ogni A € F

vale
P(A) = ZP(A | Bi)P(B;).
icl
Proposizione 0.2 (Formula di moltiplicazione). Siano A;,..., A, € F tali

che P(AlﬂﬂAn_l) > 0. 57 ha

P(AIN...NA,) =PA)P(Ay | Ay)) ... P(A, | Ain...NAny).
Proposizione 0.3 (Formula di Bayes). Siano A, B € F tali che valga
P(A), P(B) > 0. Allora

P(A| B)P(B)
P(A)

Definizione 0.3 (Indipendenza di eventi). In uno spazio di probabilita

P(B|A) =

(Q, F, P), diciamo che due eventi A e B sono indipendenti in P se
P(ANB)=P(A)P(B).

Definizione 0.4 (Distribuzione). Sia B, la o-algebra di Borel su uno spazio

metrico (M, p). Una distribuzione é una misura di probabilita su (M, B,).

Definizione 0.5 (Delta di Dirac). Fissato 2o € RY, definiamo la distribu-

zione delta di Dirac centrata in xo come

5,0 (H) ::{ 1 sexg€ H,

0 altrimenti,

VH € By.

Definizione 0.6 (Distribuzione discreta). Sia (z,,) una successione di punti

distinti di R? e sia (p,) una successione di numeri reali tali che

o
> =1 pa20, neN.
n=1
Una distribuzione discreta é una distribuzione della forma

u(H) = and%(H), H € B,.
n=1
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Definizione 0.7 (Distribuzione assolutamente continua). Una densitd v ¢

una funzione By-misurabile, v : R? — [0, +oo[, tale che

/Rd v(z)dz = 1.

Si verifica facilmente che
w(H) ::/v(x)dx, H e By,
H

¢ una distribuzione. Una distribuzione si dice assolutamente continua su R4

se esiste una densita v per cui vale la scrittura precedente.

Definizione 0.8 (Variabile aleatoria). Siano d € N fissato, (€2, F, P) uno
spazio di probabilita. Data una funzione X : Q — RY, definiamo per ogni
He B,

(XeH)={weQ|Xw)eH}=X1H).

Diciamo che X é una variabile aleatoria se
(Xe H)eF, VHehB,.
Definizione 0.9. Definendo
o(X):={(X e H) | H e By},
o(X) ¢ una o-algebra, detta o-algebra generata da X.

Definizione 0.10 (Distribuzione di una variabile aleatoria). Data una va-
riabile aleatoria X definita su (§2, F, P), si chiama distribuzione (o legge) di

X la distribuzione
MX(H) 2:P(X€H>, H e B,.

Definizione 0.11 (Indipendenza di variabili aleatorie). Diciamo che le va-
riabili aleatorie X7, ..., X,, definite su (Q, F, P) sono indipendenti in P se

vale

P (ﬂ(xi c Hi)> =[[P(X; € H), Hi€By,i=1,.. . ,n

i=1 i=1
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Definizione 0.12 (Insieme quasi certo). Dato uno spazio di probabilita
(Q, F, P), si dice che un insieme A & quasi certo se esiste C' € F tale che
CCAeP(C)=1.

Definizione 0.13 (Uguaglianza quasi certa). Due variabili aleatorie X, Y de-
finite sullo spazio di probabilita (2, F, P) sono dette uguali quasi certamente

se, definito
(X=Y)={weQ| X(w)=Y(w)},

(X =Y) ¢ un evento quasi certo.

Definizione 0.14 (Proprieta quasi certa). Consideriamo una "proprieta"
P(w) la cui validita dipende da w € . Diciamo che P é quasi certa se
I'insieme

A={weQ|P(w)é vera}

& quasi certo.

Definizione 0.15 (Convergenza quasi certa). Consideriamo uno spazio di
probabilita (2, F, P) su cui sono definite una successione di variabili aleatorie
X, },>0 € una variabile aleatoria X a valori in R%. Diciamo che {X,, },>¢ con-
nfn>0 nfn>0
verge quasi certamente se la proprieta "esiste lim,, ., X, (w)" & quasi certa.
In particolare diciamo che {X,,}, >0 converge quasi certamente a X se
>0

P(lim X, = X) = 1.

n—0o0

Definizione 0.16 (Valore atteso). Sia X una variabile aleatoria integrabile

su (2, F, P). Definiamo il valore atteso di X come

EIX] ::/QXdP:/QX(w)P(dw).

Teorema 0.4 (Teorema del calcolo della media). Siano X : Q — R? una
variabile aleatoria su (0, F, P) con legge ux e f : R* — RN una funzione
By-misurabile. Allora fo X € LY(Q, P) se e solo se f € LY(R%, ux) e in tal

caso vale

E[f(X)] = / Fdux.

Rd
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In particolare, se ux =Y 1o prdx, € una distribuzione discreta allora

E[f(X)] = f(zx)ps,
k=1
mentre se lux € assolutamente continua con densita 7y, st ha
E[f(X))= | f(z)rx(z)dz.
R:

Teorema 0.5 (Legge dei grandi numeri forte). Sia {X,, },>0 una successione
di variabili aleatorie reali, indipendenti identicamente distribuite in L' (Q, P).
Sia p = E[X] e definiamo

1 n

St ha che
lim M, = pu P—q.c.

n—oo

Teorema 0.6. Siano X € LY(Q, F, P) a valori in R e G una sotto-o-algebra
di F. Esiste una variabile aleatoria Z € L*(Q, P) a valori in R¢ che soddisfa

le sequenti proprieta:
1. Z & G-misurabile;
2. per ogni v.a. W G-misurabile e limitata, vale E[ZW] = E[XW].

Inoltre due variabili aleatorie Z,Z' con queste proprieta sono uguali quasi

certamente.

Definizione 0.17 (Attesa condizionata). Siano X € L'(Q, F,P) e G una
sotto-o-algebra di F. Se Z soddisfa le proprieta del Teorema 0.6 scriviamo,

con un abuso di notazione,
Z =E[X ]3]

Diciamo che Z & una versione dell’attesa condizionata di X a G. In partico-

lare, se G = o(Y) con Y v.a. su (Q, F, P), scriviamo
7= EX|Y],

invece di Z = E[X | o(Y)].



32 Appendice

Teorema 0.7 (Proprieta dell’attesa condizionata). Siano X,Y € L'(Q, F, P)
due variabili aleatorie reali e siano G, H due sotto-o-algebre di F. Valgono

le sequenti proprieta:
1. (Formula della probabilita totale)
E[X] = E[E[X | G]]
2. Se X & G-misurabile allora
X =E[X]|g]
3. Se X e G sono indipendenti allora
E[X]=FE[X |g].
4. (Linearita) Va € R si ha
aE[X |G]+E[Y |G]=FElaX +Y |G
5. (Monotonia) Se P(X <Y) =1 allora
EX |Gl <EY|d],
nel senso che se Z = E[X | G] e W = E[Y | G| allora P(Z <W) = 1.
6. Se X e G-misurabile e limitata, si ha
XE[Y | G] = E[XY | gG].
7. (Proprieta della torre) Se H C G, si ha
E[E[X [ G] | H] = E[X | H].
8. (Lemma di Freezing) Siano G, H indipendenti, X G-misurabile e f =

f(x,w) (B ® H)-misurabile tale che f(X,-) € L*(Q, P) oppure f > 0.
Allora si ha

E[f(X.-) | G] = F(X) dove F(x) := E[f(x, ")),
0, con una scrittura piu, compatta,

E[f(X>) | g] = E[f(x’)”x:X
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Proposizione 0.8 (Lemma di Freezing). Sia G una sotto-c-algebra di F.
Se X ¢ G-misurabile, Y & una v.a. indipendente da G e f By-misurabile é

tale che f(X,Y) € L', P), allora si ha
E[f(X,Y) | G] = F(X) dove F(x) := E[f(z,Y)],
0, con una scrittura pii. compatta,
Elf(X.Y) | G] = E[f(2,Y)]lo=x-

Definizione 0.18 (Processo stocastico a tempo discreto). Sia I € Ny. Un
processo stocastico a tempo discreto su (2, F, P) é una famiglia di variabili
aleatorie X = { X, }es.
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