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Introduzione

Questa tesi ha lo scopo di studiare e approfondire quello che in matematica viene chia-
mato effetto Gibbs. Questo fenomeno, scoperto per la prima volta da Henry Wilbraham
nel 1848 e studiato successivamente da Willard Gibbs nel 1898, riguarda il comporta-
mento oscillatorio che si verifica nei polinomi di Fourier associati ad alcune funzioni. In
particolare, come si potra anche vedere da alcuni esempi che verranno trattati, quando
si va ad approssimare una funzione periodica che presenta delle discontinuita di prima
specie con le serie di Fourier, in prossimita dei punti di discontinuita di tale funzione, si
verificano delle forti oscillazioni. Si vedra inoltre che aumentare il grado del polinomio di
Fourier non portera ad una soluzione di questo problema come invece ci si potrebbe intui-
tivamente (ed erroneamente) aspettare. La mancanza di un miglioramento al variare del
grado dei polinomi ci portera quindi alla ricerca di soluzioni alternative e in particolare
allo studio delle somme di Fejér, che pur non essendo quelle che meglio approssimano la
funzione, hanno buone proprieta di convergenza e, a differenza dei polinomi di Fourier,
non subiscono 'effetto Gibbs.

La trattazione e divisa in tre capitoli: nel primo capitolo vengono affrontati i polinomi
di Fourier e lo studio della convergenza puntuale e uniforme delle serie di Fourier. Nel
secondo capitolo viene introdotto il fenomeno di Gibbs attraverso due esempi particolari
per poi andare a studiare il caso generale per funzioni regolari a tratti. Nel terzo e ulti-
mo capitolo invece sono state studiate le somme di Fejér, notando come queste risultino
essere una soluzione all’effetto Gibbs, vedendole inoltre applicate agli esempi studiati nel
capitolo precedente.

Nelle ultime pagine inoltre, si possono trovare tutti i codici implementati con Matlab e

utilizzati per generare i grafici mostrati nei vari capitoli.



ii INTRODUZIONE

Lo studio di questo fenomeno trova un’applicazione concreta nei processi di ricostru-
zione di immagini, suoni e segnali nei quali ¢ fondamentale limitare e controllare il piu

possibile queste oscillazioni per poter ottenere una buona ricostruzione.
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Capitolo 1

Definizioni e risultati preliminari

sulle serie di Fourier

1.1 I polinomi trigonometrici di Fourier

Definizione 1.1.1 (Polinomio Trigonometrico). Diciamo che una funzione p: R — R ¢

un polinomio trigonometrico di grado n > 0 con n€ N se ¢ della forma

p(t) = % + Z(akcos(kt) + bysin(kt))
k=1

dove ag, ai, by € R e a, e b, non entrambi nulli ed indichiamo con 7T}, lo spazio vettoriale

dei polinomi trigonometrici di grado < n.

Si puo verificare che lo spazio T,, appena definito sia effettivamente uno spazio vet-
toriale e che una sua base sia data dagli elementi dell’insieme
B = {1, cos(kt), sin(kt);k =1,... ,n}. Da questo segue che la dimensione dello spazio
T, € 2n + 1 e inoltre, definendo un prodotto scalare ed una norma sullo spazio T}, come

quelli dello spazio delle funzioni L*([—, 7]) ovvero, Vp,q € T,

)= [ pioutia o= ([ rp<t>|2dt)é

si puo facilmente verificare risolvendo gli integrali che

1
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(1,cos(kt)) = (1, sin(kt)) = (cos(kt),sin(mt)) =0Vk,m=1,...,n

(cos(kt), cos(mt)) = (sin(kt), sin(mt)) = { 7(: Z i::

e banalmente che

(1,1) = 2

Tutto cio ci permette quindi di ricavare, dalla base B, una base ortonormale per 7T,, data

da: B* = { L cos(kt) sin(ht). 1 ,n} che sara utile in seguito.

Jem VE VR

Definizione 1.1.2 (Polinomio di Fourier di f). Sia f : R — R una funzione 27-periodica

e f € L'((—m,m)) si definisce il polinomio di Fourier di f di grado ne N

Su(F)(8) = 2+ (agcos(kt) + bysin(kt))

2
k=1
dove

g — %/_ﬂ F(t)dt

ap = %/W f(t)cos(kt)dt, by = %/W f(t)sin(kt)dt Vk=1,...,n

Osservazione 1.1.3. Si puo notare che la definizione appena data € ben posta in quanto
gli integrali che determinano i coefficienti ag, a, e by sono tutti ben definiti, poiché per
ipotesi f € L'((—m, 7)) e inoltre si ha che |cos(kt)| < 1 e |sin(kt)| < 1.

Osservazione 1.1.4. Nel seguito si parlera sempre di funzioni 27-periodiche, ma si po-

trebbe studiare allo stesso modo una qualsiasi funzione g : R — R di periodo T > 0, fa-

2mx
=
Se g € invece una qualsiasi funzione definita su un intervallo limitato [a, b], si puo consi-

cilmente riconducibile al caso precedente mediante un cambiamento di variabile x —

derare quello che viene detto un prolungamento periodico di g, al quale poi sara possibile

applicare i risultati riguardanti le funzioni 2m-periodiche.
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Teorema 1.1.5. Sia f € L*((—m, 7)) allora Vp € T, si ha che ||S,(f) — fll2 < llp — fll2-
In altre parole il polinomio di Fourier di f di grado n € N ¢, tra i polinomi trigonometrici,

quello che meglio approssima la funzione f nello spazio L?((—m,7)).

Dimostrazione. Prima di tutto notiamo che, siccome f € L?((—m,w)) e lintervallo
(—m,m) ha misura finita, allora f € L'((—n, 7)) e dunque ha senso parlare di S, (f).
Per come sono stati definiti gli elementi della base B* si ha che

Sa(F)(t) =32 ((f,ex)ex) con e, € B*. Siccome B* & una base ortonormale possiamo

. . 2 \
scrivere un generico p € T, come p = ) kio cper con ¢ € R ottenendo cosi:

lp = 15 = lIpll5 — 2@, £y + 113

ed inoltre
HSn(f)Hg = Z(<f, ex){er, Sn(f))) = Z<f, er) Z<f’ em){€x, €m) =
- Z<f7 ek><f> €k> = Z<f, €k>2

Sfruttando questa ugualianza si arriva ad avere

182(f) = FII2 = (Su(F), Su(f)) + (f,.f) = 2(f, Sulf)) =
= 1S (A5 + 1F15 = 2D _(fren)® = =ISa(HI5 + 1113

k=0

da cui si puo ricavare la disugualianza nota come disugualianza di Bessel

1S (O3 < 1113 (1.1)
Dunque
2n
lp = £1I5 = 15a(F) = f1I5 = D _(fre)® + Ipll5 = 2(p, £) =

k2:n0 2n 2n

= Zci — 220k<f, 6k> -+ Z(f, 6k>2 =
k=0 k=0 k=0
2n
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Corollario 1.1.6. La disugualianza di Bessel appena trovata ci dice che se f € L*((—m, 7))

allora (ag)ren, (br)ren € 12 dove ay, e by sono i coefficienti di S, (f).

Andiamo ora a dare la definizione di nucleo di Dirichlet che sfrutteremo per ottenere
una scrittura in forma integrale di un generico polinomio S, (f), pit comoda di quella

usata fin ora.

Definizione 1.1.7 (Nucleo di Dirichlet). Per ognin € N si definisce il Nucleo di Dirichlet
1 n
Du(t) = 5 + ]; cos(kt)

Proposizione 1.1.8 (Proprieta nucleo di Dirichlet). Per ogni n € N il nucelo di Dirichlet
D,, & un nucleo unitario ovvero 2 [ D, (t)dt = 1. D, ¢ inoltre una funzione pari,
27m-periodica e per ogni t € (0,7) puo essere scritta come
sin((n + 3)t)

2 sin(%) (1.2)

Dn(t) =

Dimostrazione. E immediato verificare che per n fissato la funzione D, (t) sia pari, 27-
periodica e un nucleo unitario. Per scriverla invece nella forma di 1.2 si puo procedere

come segue:

tl Lt &t
Dn(t)Siné = 58”15 + ; Sinia)s(kt) Prostjferesi
1t &1 1 1
= §sm§ + ; §(Sm((k + §)t) — sin((k — §)t> =
1 1 sin((n + 3)t)
= §sm((n + §)t> = D,(t) = Tn(%)

]

Diamo ora la scrittura in forma integrale del polinomio di Fourier S, (f) associato ad

una funzione f. Per una dimostrazione di si veda [2].

Teorema 1.1.9. Sia f : R — R una funzione 27-periodica e f € L'((—m,7)). Allora
Vn € N e Vt € R si ha che

supi =2 [T I as

2

Con questa scrittura e ora piu facile studiare la convergenza delle serie di Fourier.
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1.2 Convergenza puntuale delle serie di Fourier

Definizione 1.2.1 (Serie di Fourier associata ad f). Sia f : R — R una funzione 27-
periodica e f € L'((—m,m)), sia S,(f) il polinomio di Fourier associato ad f e siano

ag, ay € by k € N i suoi coefficienti. Si definisce la serie di Fourier associata ad f

o

+o0
5 1 ;(akcos(kt) + bsin(kt))

Definizione 1.2.2. Sia f : R — R una funzione 2r-periodica e f € L'((—m,)) e sia

Sy (f) il polinomio di Fourier associato ad f, allora se vale che:
e Fissato t € R, 3lim,, 00 Sp(f)(2)

o limy0 Su(f)(t) = (1)
diciamo che la f e sviluppabile in serie di Fourier nel punto ¢ € R.

Vediamo ora un lemma utile per dimostrare il teorema di localizzazione di Riemann

che ci fornisce una condizione equivalente alla convergenza di S, (f)(t) per n — oo.

Lemma 1.2.3 (Riemann-Lebesgue). Sia —oo <a <b< +ooe M € R e sia
f:(a,b) = Rcon f € L'((a,b)) allora si ha che

b
lim / F(t)sin(Mb)dt = 0
|M|—o0 a

Dimostrazione. Indichiamo con C§° l'insieme delle funzion ¢ € C* con supp(¢) com-
patto in (a,b), dove con supp(¢) si intende {t € (a,b); o(t) # O}. Sappiamo che C§° &
denso in L'((a, b)), quindi Ve > 0 3¢ € C5° tale che || f — ¢||;1 < e. Dunque si ha che

/abf(t)sm(Mt)dt‘ = /ab(f(t)—qb(t))sin(Mt)dt—i—/abgzﬁ(t)sm(Mt)dt‘g

/a b qb(t)sm(Mt)dt’g

< [ 150~ ovlar +

<e+

/b o(t)sin(Mt)dt
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Sviluppando per parti 'integrale rimasto e sfruttando che ¢(a) = ¢(b) = 0 si ottiene

/a b </5(t)sz'n(Mt)dt‘ - ‘ [—qﬁ(t)#]}% / b ¢’cos(Mt)dt’§

< L/b|gb’|dt = 19l — 0, per M — oo
|M] Jq | M]

da cul la tesi. O

Si puo notare che con un procedimento molto simile € possibile dimostrare il lemma

precedente anche con cos(Mt) al posto di sin(Mt).

Teorema 1.2.4 (di localizzazione di Riemann). Sia f : R — R una funzione 27-periodica
e feLY(—m, 7)) esiateR. Allora

3 lim Su(f)(t) = A€ R

n—0o0

se e solo se dc € (0,7) tale che

iy [ (LD
n—o0 0 S 2

- A) sin((n + %)s)ds =0

Dimostrazione. Abbiamo che

lim S,(f)(t) = A <= lim S,(f)(t) —A=0 <

n—oo n—o0

flt+s)+f(t—

ponendo G(t, s) := 5 ) _ )\ e sfruttando la scrittura in forma integrale di S, (f)

vista in 1.1.9

n—oo T

< lim g/7r f<t+$)+f(t_S>Dn(s)ds—/\:0
0 2

5 (1.3)
< lim — [ G(t,s)D,(s)ds =0

n—oo U 0

dove nell'ultima equivalenza ¢ stata usata la proprieta di nucleo unitario vista in 1.1.8.

A questo punto andiamo a considerare h(s) := G(t, s)m

Ve € (0,7) si ha che h € L'((c, 7)) e grazie al lemma di Riemann-Lebesgue si ottiene che

™

lim h(s)sin((n + %)s)ds =0

n—oo c
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Per come e stata costruita h e per quello che abbiamo appena visto si ha che 1.3 e

equivalente a chiedere che Jc € (0, 7) tale che

¢ 1 ¢ 1 1 1
I ' Z)s)ds = I = = |si 5
Tim i h(s)sin((n + 2)3)ds 0 <= Tim i G(t,s) (23@%(3/2) 8)szn((n + 2)s)ds+

‘1 1
+ lim EG(t’ s)sin((n + E)s)ds = 0.
n—oo 0
(1.4)
Dato che
1 sl s=2h-gtel)
2sin(s/2) s 2s sin(s/2) 25(5 + o(s))

1
2sin(s/2)

s — G(t, s)(m — %) ¢ sommabile su (0,7) e si pud quindi applicare nuovamente il

lemma di Riemann-Lebesgue sul primo pezzo dell’integrale di 1.4.

allora la funzione s — ( — 1) ¢ continua e limitata su (0,7) e dunque la funzione

Dunque vale 1.4 se e solo se 3¢ € (0, ) tale che

C

lim 1G(t, s)sin((n + 1)s)als =0

n—>0008 2

da culi la tesi. O]

Definizione 1.2.5. Siat; € Re f: R — R una funzione tale che esistano finiti i limiti
lim, ¢ f(t) = f(t5) elim,_ - f(t) = f(ty). Si definisce

Vediamo ora il teorema di Dini, che a questo punto non e che un immediato corollario

del teorema di localizzazione di Riemann

Teorema 1.2.6 (Dini). Sia f : R — R una funzione 27-periodica e f € L'((—m, 7)) e
sia t € R. Supponiamo che esista finito f*(¢) e supponiamo inoltre che esista ¢ € (0, )

tale che la funzione G(s) := w — f*(t) ) % sia sommabile su (0,¢). Allora

lim S,,(f)(t) = f*(¢)

n—oo

Dimostrazione. E sufficiente applicare il teorema di localizzazione di Riemann prendendo

A= FH(1). O
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Sfruttando ora il teorema di Dini ci e possibile ottenere un altro risultato noto come

criterio di Holder.

Definizione 1.2.7 (Condizione di Holder ). Sia f : R — R e siat € R fissato. Diciamo
che f soddisfa la condizione di Hélder se esiste un § > 0, un o € (0,1] e un M > 0 tali
che

lf(t+s)— ft+u)| < Ml|s—ul|” Vs,u € (0,0) e Vs,u € (—6,0).

Notare che per @ = 1 si ha la Lipschitzianita.

Teorema 1.2.8 (Criterio di Hélder). Sia f : R — R una funzione 27-periodica e
f € L'Y((—m, 7)) e supponiamo inoltre che la f verifichi la condizione di Holder in un
certo punto ¢t € R. Allora si ha che

lim S, (f)(t) = f*(¢)

n—oo

Dimostrazione. Ci ¢ sufficiente mostrare che valgono le condizioni del teorema di Dini
per ottenere il risultato cercato.

Sia (a,)nen una successione tale che a,, > 0 Vn € N e a,, — 0 per n — 0.

Per ipotesi vale che |f(t+a,) — f(t +an)| < M|a, — ay,|* — 0 per n,m — oo e quindi
f(t + ay,) & una successione di Cauchy ed Jlim, o f(t + a,) = f(t1). In modo analogo
si dimostra che 3lim,, ., f(t — a,) = f(t7) e dunque & ben definito f*(t) = w

Andiamo ora a definire G(s) := (w — f*(t))% e notiamo che

Gls) = (f(t+8)+f(t—s)  lim f(t+u)+f(t—u))1 _
2 u—0t 2 S
1 <f<t+s>—f(t+u) f(t—s)+f(t—u))1
= lim + Z
u—0t 2 2 s
e dunque
G(s)] < E%l+('f(t+s);f(t+u) +‘f(t—s);f<t—u) )é .
. M o M 1 W1 1
< i (o o o ) = Mo = b

Poiché per ipotesi a € (0, 1) allora Msll,a € L'((0,6)) e quindi anche G(s) € L'((0,4)),

percio sono verificate le ipotesi del teorema di Dini, da cui la tesi. O
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Corollario 1.2.9. Sia f : R — R una funzione 2m-periodica con f € L'((—m, 7)) e
supponiamo che per un certo t € R e a > 0 f sia derivabile in (t — a,t) U (¢,t + a) con
derivata limitata, allora il lim,,_,o S, (f)(t) = f*(¢).

Dimostrazione. Siano s,u € (0,a) e dunque t + s,t + u € (t,t + a) e supponiamo s < u.
Andando ad applicare il teorema del valor medio di Lagrange e sfruttando l'ipotesi di

limitatezza della derivata otteniamo che 36 € (s,u) e IM > 0 tali che
Ift+s)—ft+uw)| = {t+0)(s—u)| < M|s—ul Vs,u € (0, a).
Lavorando in modo analogo sull’intervallo (—a,0) si ottiene:
|[f(t+s)— f(t+u)| < Mls—ul Vs, u € (—a,0).
Possiamo quidi applicare il criterio di Holder con o = 1. [

Definizione 1.2.10. Una funzione f : (a,b) — R si dice regolare a tratti su (a,b) se

esiste una partizione finita t) = a <t; < --- < t, = b dell'intervallo (a,b) tale che:

e [ sia di classe C' sugli intervalli aperti (t_1,t) per ogni k =1,...,n;

e esistano finiti i limiti destri della derivata di f nei punti ¢, per ogni k =0,...,n—1
e sinistri per ogni kK =1,...,n;

e esistano finiti i limiti destri di f nei punti ¢; per ogni £ = 0,...,n —1 e sinistri per

ognik=1,... n

Osservazione 1.2.11. L’ultimo punto della definizione appena data potrebbe essere
omesso in quanto conseguenza dei primi due, se si usa il teorema del valor medio di

Lagrange.

Osservazione 1.2.12. Il corollario 1.2.9 puo essere esteso alle funzioni 27-periodiche,

sommabili su (—m, ) e regolari a tratti.

Definizione 1.2.13. Diciamo che un funzione f : [a,b] — R™ ¢ a variazione limitata se,

denotando con o = {to,t1,...,t,} una generica scomposizione dell’intervallo [a,b] tale
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chety =a,t, =b et; <tjy1 Vj=0,...,n—1si hache

sup » _[[f(t;) = f(tj—1)| < o0
it
e scriveremo f € BV ([a,b]) dove BV ([a,b]) = {f : [a,b] — R"; f a variazione limitata}.

Teorema 1.2.14. Sia f : [a,b] — R allora f € BV([a,b]) se e solo se f = g1 — ga con

g1, g2 funzioni monotone crescenti.

Teorema 1.2.15 (di Jordan). Sia f : R — R una funzione 2m-periodica, f € L'((—7, 7))
e tale che f € BV([a,b]). Allora 3f*(t) e si ha che

lim S,(f)(t) = f*(t)  WteR

n—oo

Le dimostrazioni dei due teoremi appena enunciati si possono trovare in [2].

1.3 Convergenza uniforme delle serie di Fourier

Definizione 1.3.1 (Funzione assolutamente continua). Sia f : [a,b] — R e supponiamo
che esista f" derivata debole di f q.d. su [a, ] tale che f' € L'([a,b]). Diciamo che f &

assolutamente continua su [a, b] e scriveremo f € AC([a,b]) se

f(2) — fla) = / TP Vo€ o)

Osservazione 1.3.2. Se f € AC([a,b]) allora f € BV ([a,b]), infatti nelle notazioni del
teorema 1.2.14 basta considerare h't(t) = max{f’,0}, h~(t) = max{—f’,0} e porre

o=t + | ()t n= [ (e

Teorema 1.3.3. Sia f : R — R 27-periodica, f € L'((—m,m)), f € AC([-m,7]) e
supponiamo che f’ € L*((—m,7)). Allora S, (f) — f uniformemente per n — oo

Dimostrazione. Sia

n

Sn(f)(t) = % + Y (agcos(kt) + bysin(kt)).
k=1
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Siccome [ € AC(|—m,n]), per il teorema Jordan abbiamo che S, (f)(t) converge pun-
tualmente a f(¢). Inoltre si puo verificare che

n

Salf)(t) = (—kagsin(kt) + kbycos(kt)).
k=1
Poiché per ipotesi f’ € L?((—m, 7)), possiamo sfruttare la disugualianza di Bessel e nelle
notazioni del teorema 1.1.5 otteniamo

2n

1S, (N3 =D (e < NIfI3 <o W¥neN

k=1

e quindi per n — oo
[o.¢]

> ((kak)2 + (kbk)Q) < 0.

k=1
Sfruttando ora la disugualianza di Cauchy-Schwarz si ha che

Qg = bol) — ag = k|ak| + k|bk = /{7 k’ b 1/2 = 1 1/2

5+Z(!ak\+| kl) = §+ZT Z |ak])?+(K[br])?) Zk_ <00
k=1 k=1 k=1 k=1

e dunque la serie converge totalmente e quindi anche uniformemente. O

Enunciamo ora un ultimo teorema sulla convergenza uniforme della serie di Fourier

senza darne una dimostrazione, che riguarda le funzioni regolari a tratti.

Teorema 1.3.4. Sia f : R — R, 27-periodica e regolare a tratti su R. Allora S,(f)

converge a [ uniformemente in ogni intervallo [a,b] su cui f & continua.






Capitolo 2

L’effetto Gibbs

Introduciamo I'argomento andando a studiare due esempi famosi: 'onda quadra e
I'onda semitriangolare, che saranno utili a comprendere il comportamento dei polinomi
di Fourier in casi particolari. Andremo poi a generalizzare il tutto studiando la teoria
dell’effetto Gibbs nel caso di una qualsiasi funzione che presenta delle discontinuita di

prima specie.

2.1 L’onda quadra

Andiamo ora a definire 'onda quadra come una funzione ¢ : [—m, 7] — R regolare a

tratti che viene poi estesa periodicamente a tutto R nel modo seguente:

(
0, set=—m

-1, se—nm<t<0
qt) =140, set=0

1, se<t<m

0, set=m
\

e poniamo q(t) = q(t + 2kw) Vt € R, Vk € Z.

13
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Figura 2.1: Onda quadra

2.1.1 1l polinomio di Fourier di q

Andiamo a calcolare esplicitamente i coefficienti di Fourier di ¢, per poi andare a
studiare il comportamento del polinomio S, (¢). Indicando come di consueto con ag , ay
e by tali coefficienti, possiamo innanzitutto notare che questi sono ben definiti poiché ¢

¢ sommabile su [—m, 7| e risultano essere

ap = ! /7T q(t)dt =0 ap = ! /7r q(t)cos(kt)dt =0

™

—T —T

perché integrali di funzioni dispari su un dominio simmetrico rispetto 'origine e

T 7T k 0 4 ge k & dispari

1 ™ 2 U 2 _ iy 0’ Se k é arl
be = —/ q(t)sin(kt)dt = _/ q(t)sin(kt)dt = _[M} _ D
0
km

—T

Dunque otteniamo

sin((2k — 1)t)

teR
2% — 1 vt e

San-1(q)(t) =

N |

i
I
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e sfruttando le proprieta delle funzioni seno e coseno otteniamo una scrittura pit ma-
neggevole di tale polinomio nel modo seguente:

Shur(g) =+ 30 R DO Zml0)

= %Z/O cos((2k — 1)x)dx = (2.1)

= %/0 Zcos((% — Dz)dx

k=1

Dato che

(Z cos((2k — 1)x))sm(x) = 13m(2kx) — sin((2k — 2)x) = %sin@nx)

Prostaferesi 5
k=1 k=1
allora
" cos((2k — 1)) = 2200 gy (o,
cos —Dz)=—7"— T
— 2sin(x) ’
e, proseguendo dalla 2.1, si ottiene
2 [ sin(2nw)
Son— t)=— | ————=d 2.2
R (2.2

A questo punto, scegliendo a campione alcuni n € N, andiamo a tracciare e a sovrapporre
i grafici delle funzioni ¢ e Sy,_1(¢), in modo tale da capire, almeno graficamente, come
si comporta il polinomio di Fourier di ¢ al variare del grado n.

I codici Matlab necessari a produrre i grafici che sono riportati di seguito, possono essere

trovati nell’appendice A.



16

2. L’effetto Gibbs

1.5 T T T T T T
05 |
O -
05
1r n=3
n=8
n=20
1.5 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 2 1 0 1 2 3 4
Figura 2.2: Effetto Gibbs, n = 3, 8,20
n=3
1.2 n=8
A n=20
/ \
14
A
1 A /\m A
/ \ |
wof ||V
\
0.8t /
\
0.7 }
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 2.3: Effetto Gibbs oscillazione, n = 3, 8, 20
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111 J

1.05 | 7

0.95

Figura 2.4: Effetto Gibbs oscillazione, n = 400

Esaminando i grafici si puo vedere che all'interno degli intervalli (—m,0) e (0,7) e
all’aumentare di n € N, la convergenza di Sy, 1(q) ¢ buona e per periodicita lo stesso
accade all'interno degli intervalli del tipo (27, (z + 1)7) al variare di z € Z. Questa cosa
non ci stupisce, infatti 'onda quadra e una funzione regolare a tratti e quindi si puo
sfruttare il corollario 1.2.9 per dire che il polinomio Sy, 1(q) converge puntualmente a
q*(t) per ogni t € R, notando oltretutto che in questo caso particolare ¢*(t) = ¢(t) per
ogni t € R.

In prossimita dei punti di discontinuita 0,7 e —7 (e quindi per periodicita anche in
prossimita dei punti che si ottengono da questi, aggiungendo multipli interi di 7) si puo
invece osservare come le sovraelongazioni e le sottoelongazioni si mantengano sempre
maggiori del salto della funzione al variare di n € N e come la frequenza dell’oscillazione
aumenti al crescere di n € N, garantendo comunque la convergenza puntuale ma non
quella uniforme. Cio che ci e stato mostrato dai grafici 2.2 e 2.3 prende il nome di feno-
meno di Gibbs.

Andiamo ora a studiare le funzioni ¢ e S,,(q) per capire che relazione ci sia tra il sal-

to dell’onda quadra in un suo punto di discontinuita e I'ampiezza dell’oscillazione del
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polinomio di Fourier.

2.1.2 Studio di S2,-1(q)

Prima di iniziare la ricerca dei massimi e dei minimi del polinomio Ss,,_1(q) possiamo
notare che siccome per k pari i coefficienti ay e b, sono entrambi nulli, allora per ogni
n € N Sy, 1(q)(t) = S2,(q)(t) e inoltre, grazie alle proprieta della funzione seno, si ha
che San-1(a)(—t) = —San-1(@)(t) € Sau_1(a)(T — £) = San1() ).

Ora, derivando la 2.2 si ottiene

2 sin(2nt)
! t)y=———"—> t#kn
2n—1(Q>() T Sln(t) #
che su (0,7) si annulla se e solo se 2nt = km, ovvero nei punti del tipo t,(gn) = ’;—Z per
k=1,...,2n — 1 e, calcolando la derivata seconda, possiamo andare a verificare quali

siano effettivamente i punti di massimo relativo e di minimo relativo:

" (g)(t) = 22n cos(2nt)sin(t) — cos(t)sin(2nt))

Sostituendo i ¢ si ha

wr (/mr)_ 220 cos(km)sin(5%) — cos(55)sin(kn))

n—1 n T sin(g—g)Q

s sin(t)?

che per k pari vale

k 2 2n sin(kx
é'n_l(q)<£): —+(f >0 perk=24,...,2n—2

mentre per k dispari vale

km 22n sm(’“—Z)
éln—1(Q)(%)= ———§2 <0 perk=13,....,2n—1

Tutto questo ci dice che i punti t,(cn) = ];_Z

sono punti di massimo relativo se k e dispari e
di minimo relativo se k ¢ pari. Sfruttando inoltre le proprieta di Ss,_1(¢) (in particolare
la simmetria) possiamo dedurre che i punti del tipo —t,(cn) e —7 + t,(Cn) € (—m,0) saranno

di massimo relativo per k pari e di minimo relativo per k dispari.
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Prendiamo dunque in considerazione, ad esempio, un intorno dell’origine e andiamo a
confrontare il salto della funzione ¢ con l'oscillazione del polinomio di Fourier Sy, 1(q)
al variare del grado n.

Fissato un n € N, il primo punto di massimo relativo che si incontra dopo l'origine e,
(n) _

nelle notazioni precedenti, ¢;” = 3~ e quindi il picco corrispondente sara dato dal punto
(1 Sor (@) (7)) = (2 / T sin(en)
n— = a9 — 5 ax
1 o= 2n’ 7 J, sin(x)

Mandiamo ora n — oo e mostriamo che il valore trovato continua a mantenersi maggiore

del salto dell’onda quadra.

lim sgn_l(q)( ”) — lim _/ sin(2nz)
0

n—00 on n—o0 7 sin(x)
9 w/2n 1 1 9 T/2n ; 2
= lim (—/ ( : - —>3in(2nm)dm + —/ Mdm)
n—oo \ T Jo sin(x) =z T Jo x
(2.3)
Ma dato che ,
1 1 — si £+ o(2?
: -7 ‘?m(x):‘g! O(x)perx%()
sin(r) x  x sin(z) 2?2 + o(x?)
allora la funzione Sml(x) — % ¢ limitata in un intorno dell’origine. Dunque esiste C' € R
tale che
9 w/2n 1 1 2 m/2n 1 C
—/ , — = sin(?nx)dxg—/ , — —|dx < — — 0 per n — oo
T Jo sin(x) x T Jo sin(x) x n

e sostituendo nella 2.3 si ottiene che

2 w/2n ) 2 T gin(t
lim SM(q)(QL): i 2 [ sinCn) 2 / sint) o
0

n—o0 n n—oo T Jo T t=2nx 7T t

La quantita G appena trovata ¢ nota come costante di Wilbraham-Gibbs e si puo dimo-

strare, con metodi numerici, che vale circa 1.178980... e dunque per qualsiasi n € N
il massimo corrispondente al punto tg") = 5~ sl mantiene strettamente maggiore di 1.

Tutto cio dunque ¢ coerente con quanto si era visto nel grafico 2.4.
Ora ¢ sufficiente sfruttare la simmetria rispetto 'origine di Sy, _1(¢) per dire che il mi-
nimo corrispondente al punto —tﬁ") = —g- per n — oo si trovera ad un’altezza pari a

—1.178980 ... strettamente minore di —1.
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Per concludere possiamo quindi vedere che, indicando con A(q)(0) il salto della funzione
nell’origine, si ha che A(q)(0) = lim; o+ ¢(t) — limy;_,o- ¢(¢) = 1 — (—1) = 2, mentre per
n — oo la differenza tra il massimo e il minimo vicino all’origine del polinomio ¢ data da

ASz—1(g) = lim (Sau1(q)(t"”) — San1(q) (")) = 2G

n—oo
e quindi

ASs,-1(q) = |A(g)(0)|G.

Vedremo in seguito che tutto questo non accade solo nel caso dell’'onda quadra, ma che

tutte le funzioni regolari a tratti si comportano allo stesso modo.

2.2 L’onda semitriangolare

Vediamo ora un ultimo esempio di effetto Gibbs relativo ad una funzione nota come

onda semitriangolare. Definiamo la funzione

0, se —m<t<0,
s(t) =

t, se0<t<m.

e poniamo s(t) = s(t + 2kw), Vt € R e Vk € Z.

Figura 2.5: Onda semitriangolare
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2.2.1 1l polinomio di Fourier di s

Indichiamo ancora una volta con ag , ap e by i coefficienti del polinomio di Fourier

di s e notiamo innanzitutto che questi sono ben definiti poiché s & sommabile su [—7, 7]

1 [ 1 [7
aoz—/ s(t)dt:—/tdt:—
L - T Jo 2

a =2 / " s(t)cos(kt)dt — /0 "t cos(kt)dt = -~ ([t sin(kt)] — /0 ’ sm(kt)dt) _

7 - T T

e risultano essere

S

= _L[—cos(k;t)]7r = (_Dk — % e k¢ dispar
 k2m O g2 :
0 se k pari

b=+ / " s()sin(kt)dt = /0 "t sin(kt)dt = —%([t cos(kt)]T — /0 ’ cos(kt)dt)z

™

; T —1)* L se k dispari
_ —kiw(—l)k B [sm(kt)] (—1) X p
T

-1 .
- se k pari

Per definizione si ha quindi che il polinomio di Fourier associato a s di gradon € N ¢

n
So(s)(t) = = ’; wcas(kt) - (_kl)k sin(kt)

Nei grafici riportati di seguito e possibile vedere che anche in questo caso si verifica un

fenomeno molto simile a quello dell’onda quadra. Infatti, come 'onda quadra, anche

I’onda semitriangolare presenta dei punti di discontinuita di prima specie vicino ai quali

il polinomio di Fourier S, (s) oscilla in modo considerevole ed inoltre, come anche si puo

vedere nella figura 2.7, aumentando il grado non si ha alcun miglioramento.
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n=8

n=20
6 n=40
4 -

34r

321

28

26

241

221

Figura 2.7: Effetto Gibbs, oscillazione, n=8,20,40
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06
051
04r
03r
02

01r

01 7
n=8
02+ n=20| 7
n=40
-0.3 7

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 2.8: Particolare (origine) figura 2.6

C’e pero una cosa interessante da notare in questi grafici: guardando la figura 2.5 si
vede che per ogni k € Z i punti con ascissa t = 2km sono "spigolosi”, o meglio, la funzione
non ¢ derivabile in questi punti. Come pero ci viene mostrato dalla figura 2.8, questo non
crea alcun problema al polinomio S, (s) che all’aumentare del grado n approssima sempre
meglio la funzione anche in tali punti. Tutto questo ci suggerisce che 'effetto Gibbs non
dipende da eventuali punti di discontinuita della derivata prima di una funzione.

Andiamo ora ad esaminare il caso generale per formalizzare il tutto.

2.3 In generale

Esaminiamo ora il comportamento della serie di Fourier associata ad una generica
funzione f periodica e regolare a tratti, nell’intorno di un punto di discontinuita di tipo

salto.

Lemma 2.3.1. Sia (g,)nen una successione di funzioni continue su [a,b] che in tale

intervallo converge uniformemente ad una funzione g. Sia inoltre (¢, ),en Una successione
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di punti di [a,b] tale che ¢, — ¢ per n — oo. Allora la successione (g,(c,))nen €

convergente e il lim,_,o gn(cn) = g(c).

Dimostrazione. Prima di tutto notiamo che siccome g, — ¢ uniformemente per n — oo,
la funzione ¢ sara sicuramente continua dato che lo sono le g,.
Sfruttando la convergenza uniforme delle g,, a g si ha che per ogni £ > 0 esiste un n. € N

tale che per ogni n > n.
€ .
[9n(2) = g(x)] < 3 per ogni z € [a, )]

ed in particolare quindi si avra anche che

19a(0) = ()| < 5

Siccome ¢,, — ¢ e g e continua, allora per ogni € > 0 esiste un m. € N tale che per ogni

n>m.

l9(ea) = 9(0)] < 5

Scegliendo quindi ny > max{n., m.} si ha che per ogni n > n,

|gn(cn) — g(c)| < |gnlen) — glen)| + g(cn) — g(c)| < e
da cui la tesi. 0

Vediamo ora un teorema le cui conclusioni saranno molto simili a quelle ottenute

dallo studio dell’onda quadra, ma valide nel caso generale.

Teorema 2.3.2. Sia f : R — R una funzione regolare a tratti, 27-periodica e che nel
punto x presenta una discontinuita di prima specie con salto A(f)(xy) dato da
A(f)(zo) = lim,, .+ flx)— lim, - f(z). Allora posto z, = -, si ha che

lim S, (f)(xo Fxn) = f*(x0) F G

n—o0

A(f) (o)
2
ed inoltre vale che

lim (S5, (f)(z0 + 2n) = Su(f) (w0 — 2a)) = [A(f)(20)|G

n—o0
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Dimostrazione. Ridefinendo eventualmente il valore di f(z¢), non e limitativo supporre

che f(zo) = f*(zo).

Inoltre, indicando con ¢ la funzione onda quadra trattata in precedenza, definiamo

0(w) = q(x —T:coﬂ)

In questo modo la funzione ¢; risulta essere la composizione di ¢ con la funzione di

cambiamento di variabile x — *Z*7 e quindi avra un punto di discontinuita in zy e

periodo 27T. Definiamo infine la funzione
A(f) (o)

8a) = () = ["(wo) - =

Possiamo notare intanto che ¢ ¢ una funzione regolare a tratti (perché lo sono f e ¢q),

q(z)

2T -periodica e continua in xy. Infatti, con una semplice sostituzione, si verifica che per
ogni k € Z, ¢(x + 2kT) = ¢(x) e per la continuita invece si puod notare innanzitutto che
qi(zg) = q(07) =1 e qu(zo—) = ¢(07) = —1 e dunque

o) = o (LD =)} DD vy SlIYom) _ SlIYem)

1*)10

ota) = tim

m%mo

2f(x) —f(f;ﬁ)—f(JES))_A(f)(ﬂfo)q(O_) _ . _ 0
e quindi
3 lim ¢(x) = 0 = ¢(xo).

Tr—T0

Sia ora 0 > 0 tale che l'intervallo [zg — 0, z9 + ¢] contenga solo zy come punto di discon-
tinuita di f. In questo modo la ¢ risulta essere continua su [zg — J, ¢ + d] e quindi per
il teorema 1.3.4 si ha che, su tale intervallo, S, (¢) converge uniformemente a ¢.
Dunque se x, = %, per come e stata costruita ¢, si ha

Su(F) (@0 F ) = Su(@) (20 F 2a) + F*(w0) + Ww (%W)

e, sfruttando il lemma 2.3.1 (con g, = S,(f) e ¢, = x,,) ed il comportamento di S, (q)

studiato nella sezione 2.1, otteniamo che

Nn—00 2 n—00 T

lim S,(f) (20 F 2a) = d(a0) + (o) + 2T iy Sn<q>(%”):



26 2. L’effetto Gibbs

A questo punto, per dimostrare la seconda parte dell’enunciato basta notare che

lim (S, (f)(zo + 2n) — Su(f)(z0 — 1)) =

= f*(wo) 9 G)) = A(f)(20)G

]

Grazie a questo teorema ora sappiamo che l'effetto Gibbs e un fenomeno che si pre-
senta per qualunque funzione con punti di discontinuita di tipo salto e che quindi non
riguarda solo pochi casi particolari, ma un intera famiglia di funzioni. Si vorrebbe quindi
poter arrivare ad una soluzione di questo problema e, a tal proposito, nel capitolo che

segue ne studieremo una: le somme di Fejér.



Capitolo 3

Le somme di Fejér

3.1 I polinomi di Fejér

Definizione 3.1.1 (Convergenza secondo Cesaro). Data la successione (S, ),en definia-

mo la successione (0,),en delle medie aritmetiche:

Sit-+ 5,
n

Op 1=

Diciamo che (S,)nen tende ad a secondo Cesaro se la successione (0,)nen tende (nel
senso abituale) ad a e si scrive lim,_,o, S, = a.

C
Nel nostro caso particolare, per studiare le serie di Fejér, (S, ),en sara solitamente una

successione di somme parziali.

La proposizione seguente ci mostra che la convergenza secondo Cesaro ¢ piu debole
di quella usuale.
Proposizione 3.1.2. Se lim,,_,, S, = a allora lim,,_,, S, =a
Dimostrazione.
lim S, = a = Ve >0 3n. € N tale che |S,, — s| < e Vn >n,

n—o0

Nelle notazioni precedenti si avra dunque che

Tk =) 1 Dsk_a (Z|sk—a|+z|<sk—a>|)s

k=nc+1

lon —al =

< %(Cng +e(n—mn.)) <

27
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con C' = max{|Sy — a|} e per n > ny > n.. O

Osservazione 3.1.3. Non vale il viceversa del teorema precedente, infatti un controe-

sempio si ha considerando S,, = Y} _ z*.

Definizione 3.1.4 (Somma di Fejér). Sia f : R — R una funzione 27-periodica e
f € LY(—m,m)) esia S,(f) il polinomio di Fourier di grado n di f. Allora si definisce

I'n-esima somma di Fejér

In modo analogo a come e stato fatto per i polinomi di Fourier andiamo ora a definire

il nucleo di Fejér e a trovare una scrittura in forma integrale di o,,(f).

Definizione 3.1.5 (Nucelo di Fejér). Nelle notazioni della definizione 1.1.7, per ogni
n € N il nucleo di Fejér ¢ dato da

Proposizione 3.1.6 (Proprieta nucleo di Fejér). Sia F), il nucleo di Fejér, allora per

ogni n € N si ha che per t € (0, 7) si puo ottenere una scrittura pit compatta data da

2n sin?(

|3

B[+

inoltre F), e 27T—periodico non negativo su (0,7), pari ed & un nucleo unitario, ovvero
vale che 2 [T F,(t)dt = 1.

Dimostrazione. Per verificare che F, sia un nucleo unitario e sufficiente sviluppare 'in-
tegrale ricordando che tale proprieta vale anche per il nucleo di Dirichlet D,,. Sfruttando

la riscrittura di D,, vista in 1.1.8 e le proprieta delle funzioni seno e coseno si ha che

sin(L)FL (1) = 1 2 sin(3) sin((k + 3)t) 1 - cos(kt) — cos((k +1)t)
" n o 23271(%) Prostafere51 4n P sin ;)
1 1 sin?(%t)
=—(1-— t ——==  Vte (0
4n sm(%)( cos(nt)) = 2n sin2(L) € (0,m)

Con questa scrittura e ora ovvio che F), sia 2m-periodico, positivo su (0, 7) e pari. O
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Proposizione 3.1.7. Sia f : R — R 27n-periodica e f € L'((—m,m)). Allora, nelle

notazioni precedenti, vale che

/ ft+s)+ (t_S)F(s)ds

Dimostrazione. Per il teorema 1.1.9 abbiamo immediatamente che
LSt ft+35)+ f(t —s) «—
k 0 _
R = ! §k:jo Dy(5)ds =
t
/ fltts)+ fit = )F (s)ds

]

Teorema 3.1.8 (di Fejér). Sia f: R — R una funzione 2r-periodica e f € L'((—m,m)).
Sia t € R e supponiamo esista f*(t) = WH—f Allora

lim o, (f)(t) = f*(¢)

n—oo

Inoltre se f € C([—m,n]), allora o,,(f)(t) — f(¢) uniformemente per n — co.

Dimostrazione. Dato che esiste f*(t), allora limsﬁoﬂu(w — f*(t)) = 0, quindi

Ve > 0 36, tale che |w — [ (t)] < e Vs € (0,0.4).

Per comodita poniamo ¢(t, s) = |M

2 [(frs sy

f*(t)| e andiamo ora a considerare

o (£)(E) = F O] = | 5

_ f*(t))Fn(S)ds <

) (3.1)

) T
e,t 2
< —/ g(t, 5)Fn(s)ds + —/ g(t,8)Fy(s)ds =: I} + I
0 i

m 55,1&

e dunque si ha che

2 T
L <e —/ F.(s)ds =¢
0

™

e per una certa costante Cs,, che dipende da ¢ e da ¢

2 sin?(Zs 1 1 w C
[2 = — g(ta 3)%618 S — Ssup —/ g(tS)dé’ S 557,5 N O
nm Js_, 2 sin?(3) N s m 5i2(5) Js o

per n — co. Abbiamo quindi che lim,,_,o 0,,(f)(t) = f*(¢).

Se ora f € C([—m,x]), allora la f & continua su un compatto e quindi per Heine-Cantor &
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uniformemente continua; dunque Ve > 0 39, tale che |W—f*(t)| <eVs e (0,0.)

e Vt € [—m, 7. Riprendendo ora i passaggi fatti in 3.1 si ottiene

2 ™
I, <e —/ F.(s)ds=¢
0

™

e, per una certa costante Cs, che ora non dipende piu da ¢,

2 T 1 2 1 C

I < —2 sup |f] 5 ds < — sup |fl—— 57 < 65—>Opern—>oo
T el 5. 2n sin?(3) NI (xq 21 sin?(%)

uniformemente e quindi o,(f)(t) — f(¢) uniformemente per n — oc. O

Una conseguenza del teorema appena visto ¢ il seguente

Teorema 3.1.9 (di approssimazione di Weierstrass). Ogni fuzione f : R — R continua

e 2m-periodica ¢ limite uniforme di una successione di polinomi trigonometrici.

Dimostrazione. Basta notare che o, (f) € un polinomio trigonometrico e usare il teorema

3.1.8 appena dimostrato. [

3.2 Soluzione al fenomeno di Gibbs

Proposizione 3.2.1. Sia f : R — R una funzione 2m-periodica e f € L'((—m,m)). Se
esistono due costanti ¢, C' € R tali che per quasi ogni t € (—m,7) si abbia ¢ < f(t) < C,
allora vale anche che ¢ < o, (f)(t) < C per ogni t € (—m, 7).

Dimostrazione. Siccome per quasi ogni t € (—m,7) si ha ¢ < f(t) < C, allora

o =2 [T g0 < 502 [ s = c

e analogamente si ottiene che o,(f)(t) > c. O

Con il teorema seguente, molto simile al 2.3.2; possiamo ora osservare come 1'effetto

Gibbs scompaia se si usano le somme di Fejér.
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Teorema 3.2.2. Sia f : R — R una funzione regolare a tratti, 27-periodica e che nel
punto zy presenta una discontinuita di prima specie con salto A(f)(zg). Sia (x,,)nen una

successione tale che x,, — xg per n — oco. Allora

limsup o, (f)(z,) — liminf o, (f) () < |A(f)(z0)]

00 n—o0
Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¢ regolare a tratti, 27-periodica e continua in
xg, definita come in 2.3.2; e sia 6 > 0 tale che Uintervallo [xq — 0, x¢ + d] contenga solo
xo come punto di discontinuita di f.

La ¢ risulta essere continua su [xg — d, 2o + 0] e quindi per il teorema di Fejér (3.1.8) si
ha che su tale intervallo 0,(¢) converge uniformemente a ¢. Dunque per come definita
la funzione ¢ si ha che

0u(F) (@0 F 2n) = 00(0) (w0 F ) + f*(x0) + W%@ (%w)

e siccome —1 < ¢(t) < 1, e quindi per la proposizione 3.2.1 anche —1 < 7,(¢)(t) < 1
Vn € N e Vt € R, ne segue che

n—oo n—o0 n—oo T

lim sup ,,(f)(z,,) < limsup o, (¢)(x,) + f*(z0) + %@0) lim sup 0,,(q) <x" 1o 7r) <

per il lemma 2.3.1

< $(aw) + (o) + 2T i g6 0) ( . x%) <

2 o0 T
< (o) + £(ao) + S _ o) 4 BN

e che

lim inf o, ()(2n) = liminf o,,(8)(n) + £*(z0) + w lim inf o, (q) (ﬁ" T ﬂ) >

n—oo n—oo n—o0

per il lemma 2.3.1

> o) + F(ao) + 2DE) B () (@" — % W) >

2 n—oo T
> ¢lao) + f*(z0) — A(f;(m) = f*(wo) — w

e quindi
limsup o, (f)(x,) — iminf o, (f)(x,) < |A(f)(z0)]-

n—o00 n—00
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Vediamo ora graficamente il comportamento delle somme di Fejér, tornando ai due
casi particolari dell’onda quadra e dell’onda semitriangolare da cui era partita ’analisi
del fenomeno di Gibbs. In particolare e interessante notare il diverso andamento che
queste hanno rispetto alle serie di Fourier in un intorno dei punti di discontinuita delle
funzioni che approssimano. Infatti, come si vedra dai grafici riportati di seguito, le forti
oscillazioni che caratterizzavano le serie di Fourier non sono piu presenti. Un ulteriore
caratteristica delle somme di Fejér, che si puo notare osservando i grafici, e la loro
proprieta di attenuare le piccole oscillazioni. Il che e particolarmente evidente se si

osservano i tratti orizzantali dell’onda quadra e dell’onda semitriangolare.
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Figura 3.1: Somme di Fejér onda quadra, n=>50,100,300
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Figura 3.2: Somme di Fejér onda semitriangolare, n=50,100,300
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Figura 3.3: Eliminazione effetto Gibbs onda quadra, n=>50,100,300
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Figura 3.4: Eliminazione effetto Gibbs onda semitriangolare, n=50,100,300







Appendice A

Codici Matlab utilizzati

Polinomio di Fourier S, (q)

function [yl= Sq(t,n)

L=length(t);

y=zeros (1,L);

for k=1:n
r(k,:)=sin((2xk-1)*t)/(2%k-1);

end

for i=1:L
y(i)=(4/pid*sum(xr(:,i));

end

end

Grafico S,(q) (Figura 2.3 con n=3,8,20; Figura 2.4 con n=400).

n=input (’inserireyny,’) ;
I=input(’inserireyintervallo[a,bl,’);
t=I(1):0.005:I(2);

y=Sq(t,n);

plot(t,y)

clear

Polinomio di Fourier S,,(s)

function [yl=Ss(t,n)

y=zeros (1,length(t));

y=y+pi/4;

for k=1:n
y=y+(((-1)"k-1)/(k"2*pi)*cos (k*t)-(-1) "k/k*sin(k*t));

end

end
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A Codici Matlab utilizzati

Grafico S,(s) (Figura 2.6 con n=8,20,40).

n=input (’yinserireyn,’) ;

I=input (’inserireyintervallo[a,bly’);
t=I(1):0.005:1(2);

y=8s(t,n);

plot(t,y)

clear

Somma di Fejér o,,(q)

function [y]l= sigmaq(t,n)
L=length(t);
y=zeros (1,L);
for i=1:n-1
y=y+8Sq(t,i);
end
y=y/n;
end

Grafico 0,(q) (Figura 3.1 con n=50,100,300).

n=input (’inserireyny,’) ;

I=input (’inseriregintervallo[a,bly,’);
t=I(1):0.005:1I(2);

y=sigmaq(t,n);

plot(t,y)

clear

Somma di Fejér o,,(s)

function [y]l= sigmas(t,n)
L=length(t);
y=zeros (1,L);
y=y+pi/4;
for i=1:n-1
y=y+Ss(t,i);
end
y=y/n;

end

Grafico 0,(s) (Figura 3.2 con n=50,100,300).

n=input (’inserireyn,’) ;

I=input (’inserireyintervalloy[a,bly’);
t=I(1):0.005:I(2);

y=sigmas (t,n);

plot(t,y)

clear
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