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Introduzione

La forza di Lorentz ¢ avvertita da una particella con carica elettrica quando si
muove in un campo elettromagnetico, come conseguenza dell’interazione che
ha con esso. In questo elaborato si studia la generalizzazione dell’espressione di
questa forza quando si ha I'interazione tra una carica ed una forza generalizzata
descritta da un campo di gauge non abeliano.

L’elaborato si basa su una ricerca bibliografica ed é costituito da tre capitoli.
Nel primo di questi si studia in profondita ’espressione della forza di Lorentz
portandola dal linguaggio vettoriale/matriciale tridimensionale, tipico degli
studi di primo livello in Fisica, alla notazione tensoriale indiciale con ’aggiunta
delle correzioni relativistiche. Inoltre, la si ricava anche dal Principio di Minima
Azione che contiene la corretta lagrangiana la quale descrive I’accoppiamento
della particella con i potenziali elettromagnetici, interpretati come campi di
gauge abeliani associati al gruppo U(1).

Nel secondo capitolo si presentano le basi necessarie per costruire una ge-
neralizzazione non abeliana. Si definisce il commutatore, che compare come
misura della proprietd non commutativa dei gruppi non abeliani, e descrive
I’algebra di Lie associata al gruppo. Questa algebra di Lie descrive le trasfor-
mazioni infinitesime del gruppo non abeliano, e caratterizza in modo molto
preciso la struttura del gruppo. Si introducono inoltre anche i numeri an-

ticommutanti, o variabili di Grassmann, utili per poter descrivere le cariche
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generalizzate. In seguito si definisce appunto una carica generalizzata come
vettore di uno spazio vettoriale opportuno associato al gruppo, lo spazio vet-
toriale della rappresentazione aggiunta, usando sia le variabili dinamiche sia
quelle di Grassmann. Vengono inoltre definiti il potenziale di gauge ed il
corrispondente tensore campo di forza generalizzato. Infine si esegue una deri-
vazione dal Principio di Minima Azione e si presenta I’espressione della forza di
Lorentz generalizzata, che compare nelle cosiddette equazioni di Wong, le quali
descrivono la legge del moto della particella nel campo di gauge non abeliano.
Vengono anche presentate le notazioni usate da diversi autori, paragonandole
tra loro.

Si conclude con un terzo capitolo dove viene sviluppata ’espressione della
forza di Lorentz generalizzata, applicata ai casi particolari delle quattro forze
fondamentali. Si comincia con i due casi abeliani, cioé la carica elettrica con il
campo elettromagnetico, studiato in maniera indipendente nel primo capitolo,
e la carica gravitazionale ovvero la massa che risente del rispettivo campo
gravitazionale. Poi si presentano i casi non abeliani, cominciando dalla carica
di isospin debole con il suo rispettivo campo debole, basato sul gruppo SU(2),
e poi la carica di colore con il rispettivo campo forte della Cromodinamica
Quantistica (QCD), basato sul gruppo SU(3). Entrambi sono alla base delle

forze nucleari nelle particelle subatomiche del Modello Standard.
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Capitolo 1

Forza di Lorentz

Quando una particella puntiforme con carica elettrica si muove in un campo

elettromagnetico, risente di una forza definita come:

F=q(E+7xB) (1.1)

dove E ¢ il campo elettrico, B il campo magnetico, ¢ la carica elettrica della
particella ed 7 la velocita della particella ovvero la derivata della sua posizione

rispetto al tempo. Questa forza é conosciuta come forza di Lorentz.

(+ + + + + + + |
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1.1 Dal linguaggio vettoriale/matriciale al lin-

guaggio tensoriale

L’equazione (1.1) puo essere espressa in coordinate cartesiane come:

Fy =q Ey + q f‘y X By (12)
F, E, T, B,

Esplicitando il prodotto vettoriale e riscrivendolo come prodotto matriciale

si ha che:

F, E, i, B, — 7. B,
F, |=aq| E, | +ta| r.B,—7r,B, (1.3)
F, b, T2 By — 7y By
E, E, 0 B, -B, Ty
F, |=a| B, [+a| -B. 0 B, Ty (1.4)
F, E, B, -B, 0 i

Ora, si osserva che questa espressione puod essere scritta con un unico

prodotto matriciale:

1
F, E.| 0 B. -B,\|—
T.Z’
F, |=4¢| E,|-B. 0 B, . (1.5)
;
F. E.| B, -B, 0 !
T

Cosicché si trova il bisogno di dover lavorare con i quadrivettori forza e
velocita aggiungendo le loro componenti temporali.
Secondo Gasperini [13, pag.100], la componente temporale della forza viene

definita come la potenza dissipata dalla forza, cioé la variazione di lavoro effet-
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tuato dal campo sulla particella per unita di tempo. Seguendo 1'osservazione di
Chiese |11, pag.32] (sicuramente basandosi su Gasperini [13, pag.95]), siccome
la forza che esercita il campo magnetico ¢ perpendicolare al suo spostamento,

allora il lavoro corrispondente ¢ nullo. Ne consegue che:

dEnergia
dt

=l
—~
—_
=)
N—

F° = Potenza = :Forza'?:qﬁ-.

e quindi I'espressione della forza di Lorentz rimane:

F 0| B, E, E. 1
F, E.| 0 B. -B P
—q ! (1.7)
F, E,|-B. 0 B, iy
F. E.| B, -B, 0 ,

Ora si considerano le correzioni relativistiche con le trasformazioni di Lo-

rentz. Per farli definiamo il quadrivettore velocita
da* a
ot (2, z) 18)
dr vy

dove 7 ¢ il tempo proprio e v rappresenta il fattore di Lorentz ovvero

Da qui segue:

(c, ;> =yt = <yc, 75) (1.9)
D’altronde la componente temporale della forza viene moltiplicata e divisa

per c¢ e rimane:

FP=1F. (1.10)
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Con queste aggiunte, ’espressione rimane:

F; 0| E, E, E, ye
F, E,| 0 B, -B dzy
=1 v VddT (1.11)
F, | E,|-B. 0 B, Ly
F, E.| B, —B, 0 s

Dal raccoglimento del fattore % ci si accorge che ¢ meglio dividere per ¢

anche 7 (ridefinendo opportunamente il campo magnetico), ottenendo la forma
usata da Gasperini [13, eq.6.71].

Dopodiché, cambiando la notazione degli indici, si ha che:

F() 0 El Eg E3 e
F Ei| 0 By -B doy
O N 3 2 Var (1.12)
F2 ¢ E2 —Bg O Bl ")/dd%
F3 E3 Bg —Bl O ’Y%

Infine usando la notazione indiciale con la convenzione di Einstein, si ricava
la forza di Lorentz espressa nel seguente modo:
dz,

= gF/W

1.13
c dr ( )

dove F* viene detto tensore del campo elettromagnetico. Questo tensore

viene anche usato per rappresentare le equazioni di Maxwell.
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1.2 Definizioni preliminari con notazione tenso-
riale

Si presentano delle definizioni, raccolte da Gasperini [13], che permetteranno
una rapida dimostrazione dell’equazione della forza di Lorentz dal Principio di

Minima Azione.

1.2.1 Quadrivettore posizione

Il quadrivettore posizione é indicato da

t = (ct, 7) (1.14)

e definisce un punto nello spazio di Minkowski (detto evento). Nello spazio
di Minkowski, la distanza tra due punti viene dato dal modulo quadro del
quadrivettore impulso, definito da una metrica 7, detta appunto metrica di

Minkowski.

52 = nate’ = zat = |77 — (ct)? (1.15)

definendo la metrica di Minkowski, nella forma controvariante, nel seguente

modo:
-1 0 0 0
0 1 00
n = (1.16)
0 010
0 0 01

1.2.2 Differenziale di tempo proprio

L’intervallo di tempo proprio d7 é I'intervallo di tempo tra due eventi misurato

nel sistema di riferimento in cui la loro separazione spaziale ¢ nulla, cioe dz = 0.
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Differenziando il modulo quadro del quadrivettore posizione dell’espressio-

ne (1.15) si ha che:

ds* = |dz|? — 2dt? (1.17)

Se consideriamo ¢ = 7, i due eventi hanno separazione spaziale nulla, di

conseguenza il differenziale di tempo proprio puo essere definito come:

1
dr = =v/—ds? (1.18)

C

ed é interpretabile come il tempo nel sistema di riferimento solidale con la

particella.

1.2.3 Quadrivettore velocita

I1 quadrivettore velocita, usato nell’espressione (1.13), viene definito nella for-
ma controvariante come la derivata del quadrivettore posizione rispetto al

tempo proprio:

_det _dt d
T dr  drdt

dove 7' e U sono i vettori spaziali della posizione e la velocita rispettivamente.

u (ct, @) = (ye, V) (1.19)

1.2.4 Impulso

L’impulso viene definito come il prodotto della massa propria, cioé a riposo,
per il quadrivettore velocita, quindi nella forma covariante la sua espressione
e:

Pp =My = m— = = (mye, myv) (1.20)
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D’altronde I'impulso puo essere ricavato come integrale primo dell’equazio-

ne di Eulero-Lagrange nel caso che la lagrangiana non dipenda dalle coordinate,

OVVero
d OL
——— =0 1.21
dr Ox* (121)
Quindi
oL
dove la lagrangiana ¢ data da L = —mcy/—2,2#. Espressione che verra

spiegata nella seguente sezione con 'espressione (1.37).

Cosicché

Py = ——— (1.23)
\/ —x,T"
Considerando che da (1.19) si pud dedurre che nello spazio di Minkowski

Z,at = v%(v? — ¢?), allora si ha che:

2

Zar = ——— (v — %) = = (1.24)

1=(2)

Quindi le definizioni (1.20) e (1.23) sono equivalenti.

1.2.5 Quadrivettore forza

II quadrivettore forza, usato nell’espressione (1.13), viene definito nella for-
ma covariante come la derivata del quadrivettore impulso rispetto al tempo
proprio:

_ dpy

fu=— (1.25)
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1.2.6 Quadrivettore densita di corrente

Il quadrivettore densita di corrente viene definito, nella forma controvariante,

come il prodotto tra la densita di carica e la velocita:

dzt

— (1.26)

JH = (pv, pe) =

dove p = ed3(Z — Z(t)).

Infatti, Chiese |11, eq.2.32 e 2.33|, nel suo elaborato, definisce la carica
elettrica in funzione della densita di carica come e = [ p(z)dz® dove p(z) ¢ la
densita di carica.

Considerando che la delta di Dirac § ¢ una distribuzione che associata ad

una funzione f(z), soddisfa la proprieta:

| 1@it - = s (127)
si puo affermare che nel caso puntiforme, con la distribuzione delta di Dirac,

si ha che p(@,t) = [ ed3(Z — Z(t)). Infatti, sotto questa espressione la densita

risulta non nulla nel punto dove si trova la carica puntiforme.

1.2.7 Quadrivettore gradiente

Il quadrivettore gradiente viene definito, nella forma covariante, come:

0 10
Ou Dzt (V’ cat) (1.28)

1.2.8 Quadrivettore potenziale

Il quadrivettore potenziale é definito nella sua forma covariante come:

A, = (/T, ¢> (1.29)
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essendo A la sua parte vettoriale e ¢ la sua parte scalare.

La relazione tra campo e potenziale rimane:

, L 10A LS
Feo-ve-194 . G_vxi (1.30)
c Ot

1.2.9 Tensore del campo elettromagnetico

Il tensore di campo F* (“Field”), usato nell’espressione (1.13), viene rappre-
sentato come una matrice antisimmetrica 4 x 4; nella forma controvariante ha

la forma:

P = (1.31)
E, —B; 0 B

Es By, —-B; 0
D’altronde, considerando la relazione tra campi e potenziali (1.30), il ten-

sore F'* puo essere scritto nella sua forma covariante nel seguente modo:

Fo = 0,4, — 0,A, (1.32)

dove A, e 0, sono i quadrivettori definiti nelle espressioni (1.29) e (1.28)

rispettivamente.

1.2.10 Funzionale d’azione

L’azione ¢é definita come l'integrale della lagrangiana rispetto al tempo:

S:/ﬁL (1.33)
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Poi la lagragiana L puo essere scritta come l'integrale di una densita di

lagrangiana L rispetto allo spazio, cosicché risulta:

/dt/d% L= /d% L (1.34)

L’azione S ha le dimensioni di [energia] x [tempo].
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1.3 Dimostrazione. Principio di Minima Azione

Nel caso della particella puntiforme, libera e con massa m, 'azione (1.33)

assume la forma:

S = —mC2/dT (1.35)

con il riferimento temporale 7 che rappresenta il tempo proprio. Sostituendo

(1.18) si ha che:

S = —ch/émz —mc/@ (1.36)

Poi, considerando (1.15) si ha la forma alternativa:

S = —mc/ \/ —dx, dzt (1.37)

Utilizzando ora un parametro arbitrario 7 per descrivere la linea di mondo

della particella, ’azione diventa:

dx,, dzH .
S = —mc/dT _d_:? = —mc/dT \/ — &, xH (1.38)

Invece se la particella é carica e si muove in un campo elettromagnetico
esterno, allora all’azione viene aggiunto un termine di interazione, che descri-
ve appunto l'interazione tra il potenziale A, e la corrente elettromagnetica
associata alla carica, ovvero la densita di corrente (1.26). La lagrangiana da
aggiungere deriva da un termine di accoppiamento che nell’azione della teoria

di campo dell’elettromagnetismo assume la forma:

-1 / iz Ay ()T (x) (1.39)

C
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con J* la densita di corrente. Per una particella puntiforme possiamo prendere

la forma:

dz*

— (1.40)

JH :/d7654(x—x(7))

dove e ¢ la carica della particella. Il termine d’interazione assume quindi la

forma:
e dz*
da cui riconosciamo la lagrangiana:
L= S A, ((r)) L (1.42)
et dr '

Cosicché 'azione di una particella massiva e carica puntiforme diventa:

S(at) = —mc/ \/ =zt dr + Z/A#af“ dr (1.43)

Secondo Landau e Lifshitz [16, pag.24]| il principio di Minima Azione indica
appunto che ’azione ha un valore minimo sulla configurazione che risolve le
leggi del moto del sistema in studio.

Ora si procede a calcolare il minimo del funzionale di azione S[z*(7)]:

ds(zt)

e dA, (z")

_ Mo | —
P oxtx 0

1
dr | —me———re
dzH / [ 2\ —a,xt

(—24,0xH) + gAuéaju +
(1.44)

Seguendo il metodo usato da Landau e Lifshitz [16, eq.23.2], nei primi due

membri viene applicato il metodo per parti.
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Semplificazione dei primi due termini:

[dr [mc\/—(h + <A 5m“} —
mc dréxt — [drL |me drdzt+
7= Jdri [ \/—} I
€A, [drézr — deE%[A# [ droxr = (1.45)
me—_§zh — [ drd lmc Tu__ ] Szt 4
V —Tpah f dr \/Tuxﬂ

€A 0zt — [dreiL[A,]oxt
Inoltre, i termini senza integrale si annullano per z',0x* = 0 e A, dz" = 0,
questo come conseguenza delle caratteristiche delle traiettorie secondo Landau
e Lifshitz [16, pag.60]. Le condizioni al contorno sulle traiettorie sono fissate
specificando la posizione della particella, in questo caso dx deve valere zero al
tempo iniziale ed al tempo finale.
Poi, semplificando il terzo termine di (1.44) con la notazione presente

dell’espressione (1.28) e raccogliendo dz#, rimane:

/dT(Sx“ [—%(ﬂ) cdy aA( Mav| =0 (1.46)

T\ /2t cdr
Siccome
d dz¥ 0 )
—A,=——A,=0,A,(z"x" 1.47
dT 12 dT 8:61/ 1 H(x )x ( )
Allora

Il
o

(1.48)

d mex e .
22 R _ TR _ ny w v
/d7'5$ [ o ( —x’uac'“) + . (0,A,(z") — 0, A, (x"))
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Poi, considerando le definizioni (1.23) e (1.32)
/dT(Sx“ _ + SR =0 (1.49)
dr ¢ " '
dp, e
R IR v = 1.50
dr * c * ( )
dp, e
—= =-F,x 1.51
dr o mt ( )
Infine per (1.25), si ha:
e )
fu = _F,way (152)
c

che costituisce la forma covariante della forza di Lorentz, presentata preceden-

temente in (1.13).



Capitolo 2

Generalizzazioni non abeliane

2.1 Commutatore e Principio di Heisenberg

Innanzitutto bisogna chiarire o ricordare che il termine “abeliano” é equivalente
a “commutativo”. Risulta quindi necessario definire e misurare il grado di
non commutativita nell’operazione binaria di due elementi, e lo si fa con la
differenza tra l'operazione effettuata in un ordine e la stessa operazione degli
stessi elementi eseguita con 1'ordine invertito.

Nasce cosi il commutatore, definito secondo Zucchini [23, eq.6.6.1] come:

[A, B} — AB -~ BA (2.1)

dove A e B operatori.

Il commutatore soddisfa le seguenti proprieta:
- Linearieta:
C.ad+bB| =a|C, A +b[C.B]
(2.2)
[afl +bB, C‘} =a [21, C] +b [é,é]

15
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- Regola di Leibnitz:

[G,AB} - [é, A] B+ A [é, B} (2.3)

- Anticommutativita:
4, B] +[B,4] =0 (2.4)

- Identita di Jacobi:
Al el bl e

dove A, B e C sono operatori. Le ultime due proprieta possono essere dimo-
strate dalle prime due.

In Fisica, due osservabili possono essere rappresentati da due operatori. Co-
me conseguenza del Principio di Indeterminazione di Heisenberg, nella Mec-
canica Quantistica, due osservabili non possono avere dei valori ben definiti
simultaneamente. La misura di questa imprecisione, secondo Gratton |14,
eq.8.40], viene definita dal commutatore dei rispettivi operatori, il quale puo

essere uguagliato ad un terzo operatore immaginario, cioé:

[4.B] = AB— BA=iC (2.6)

Per gli operatori che non commutano si soddisfa la relazione:

1 =
AAAB >= Z|C)| (2.7)

dove AA e AB sono le incertezze degli operatori A e B rispettivamente.
Facile da riconoscere come una generalizzazione della relazione del Principio
di Indeterminazione di Heisenberg, infatti se A=zeB= p.. allora C=h

perché¢ AzAp, >= 1k (Gratton [14, eq.8.52]).
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2.2 Elementi della Teoria dei Gruppi

Seguendo l'elaborato di Bastianelli [6], un gruppo G viene definito come un

insieme di elementi g che soddisfano le seguenti proprieta:

- Esistenza di una legge di composizione:

Presi 91,90 € G alloradgs € G/ g1-92 = g3

- Esistenza dell’elemento identita:

Presoge Galloradee G |/ g-e=e-g=g

- Esistenza dell’elemento inverso:

Preso g € G allora 3g7' € G / g-glt=gtg=c¢

- Associativita:

Presi g1, g2, 93 € G allora (g1 - g2) - 95 = g1 - (g2 - g3)

A continuazione, vengono definiti alcuni gruppi discreti:

U(1): detto Unitario, viene definito come il gruppo dei numeri complessi
unitari ovvero U(1) = {z € C/|z| = 1}; viene anche detto gruppo delle fasi.
Sotto il Modello Standard delle particelle elementari viene considerato come
il gruppo dell’ipercarica. Essa si conserva nel corso dell’interazione debole e
viene definita da Semprini [19, pag.263| come Y,, = 2(¢—t3) dove ¢ rappresenta
la carica elettrica delle particelle subatomiche (quark e leptoni) e t3 il terzo
operatore di isospin debole.

SU(N): detto Speciale Unitario, & il gruppo delle matrici unitarie N x N

con determinante unitario.
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SO(N): detto Speciale Ortogonale, ¢ il gruppo delle matrici reali ortogonali
N x N con determinante unitario. Lascia invariato il prodotto interno tra
tensori.

In particolare SU(2) ¢ utile per definire la carica di isospin debole.

Invece il caso di SU(3) viene usato per definire la carica di colori della
Forza Forte che agisce sui quark. Invece, per quanto riguarda i leptoni, non
interagendo con questa forza vengono considerati scalari sotto questo gruppo.
Questo caso serve anche a descrivere gli adroni composti dai tre sapori dei
quark piu leggeri (up, down, strange) nel modello statico a quark.

Gli elementi di un gruppo possono trasformarsi secondo un parametro reale

0 nel seguente modo:

g(0) = 1" (2.8)

essendo T gli operatori di gruppo ed a = 1, ..., dimG.
Seguendo ’espressione (2.6), L’algebra di Lie del gruppo, ovvero i commu-

tatori dei suoi generatori infinitesimi, ¢ definita come:

[T, T =ifeT* (2.9)
dove fe¢ vengono detti coefficienti di struttura del gruppo, secondo Srednicki
[20, eq.69.7].

Si puo alzare un indice a queste costanti sotto la proprieta:

fabc — Cclzb,ydc (21())

dove v% rappresenta la metrica di Killing, definita positiva solo per gruppi di
Lie compatti, come ad esempio SU(N) e SO(N).

Nei gruppi U(1) il generatore infinitesimo 7" = 1 (matrice identita), ne

consegue che la sua algebra di Lie sia [T,7T] = 0. Ad esempio, nella rappre-



2.2 Elementi della Teoria dei Gruppi 19

sentazione di carica ¢, si ha che il generatore infinitesimo € rappresentato da
T = q, cioé matrici 1 X 1 ovvero degli scalari, da li che la sua algebra di Lie
sia [T,T] = 0 e di conseguenza abeliano.

Invece per i gruppi SO(N) con N > 2, I'algebra di Lie prende dei valori
diversi da zero e fanno si che i gruppi siano non abeliani.

In particolare nel caso SU(2), f®¢ = ¢ ovvero il tensore di Levi Civita
(Srednicki [20, eq.69.8]), e T% = ”—; essendo o le matrici di Pauli ovvero:

01 0 — 1 0
ol = o? = . o’ = (2.11)

Il tensore di Levi-Civita viene definito come:

(

+1se (a,b,c) =(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1) cioé permutazioni pari

abc

€7 =9 —1se(a,bc)=(3,21),(1,3,2),(2,1,3) cioé permutazioni dispari
0 altrimenti
\
(2.12)
OVVero
0 0 O 00 -1 0 10
=100 1[*=lo0 0 | =] -100| (213
0 -1 0 10 0 0 00
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D’altronde nel caso SU(3), T® = 2~ essendo A le matrici di Gell-Mann

OVVero:
01 00 0 — 0 0 1 0 00
. 1 000 2 t 0 00 s 0 —100
0000 0 0 0O 0 0 00
0000 0 0 0O 0 0 00
0001 00 0 —i 00 00
i 0000 A5 000 O 26— 0000
0000 000 O 00 01
1 000 ¢ 00 O 0010
000 O 1 00 O
A\ 000 O N 000 O
000 —i “looo o
00 ¢ O 000 =2
(2.14)
Queste matrici sono normalizzate secondo la convenzione:
arb 1 ab
Tr(TT°) = 5(5 (2.15)

con 6 delta di Kronecker (elementi della matrice identita).
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2.3 Variabili di Grassmann. Algebra di Clifford

Seguendo l'elaborato di Bastianelli [5] e 'articolo di Catto et al. [10] le variabili
di Grassmann anche detti numeri anticommutanti vengono definite come dei

generatori ; tale che:

{6:,6;} = 0,6, + 6,6, =0 (2.16)

ovvero

0,0, = —0,0; (2.17)

Vengono usati per descrivere i fermioni a livello pseudoclassico e modelli
che riproducono i gradi di liberta associato allo spin. Il prefisso “pseudo” ¢
dovuto al fatto che i numeri di Grassmann non possono essere misurati come
una grandezza fisica.

Una conseguenza immediata della definizione (2.16) ¢ che se ¢ = j, allora

si ha che:

0,0, + 0,0, = 0 (2.18)

Quindi

07 =0 (2.19)

(2

Secondo Catto et al. [10] & importante evidenziare il fatto che soddisfino

anche la proprieta associativa:

Un esempio di questi numeri astratti lo si trova realizzato nell’operatore

derivata esterna d usato nelle leggi di Maxwell senza sorgente, ovvero df' = 0,
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come scritte nella notazione delle forme differenziali. La derivata esterna ha la
proprieta che d? = 0, per cui una soluzione di dF = 0 & proprio quella di scrive-
re F' = dA, che difatti introduce i potenziali elettromagnetici A. L’invarianza
di gauge emerge dal fatto che A’ ~ A + dA con A funzione arbitraria.

Infatti se si considera f come tensore di campo elettromagnetico e A come
quadri-potenziale, si ha che f = dA; di conseguenza ddA = 0 e siccome A # 0
allora d* = 0. D’altronde, considerando l'invarianza di gauge, dA’ ~ d(A +
dA) = dA + ddA = dA, per cui ddA =0 e d* = 0.

D’altronde, secondo Bastianelli [5] le variabili di Grassmann possono essere
reali o complesse. In questo caso, nel prodotto di variabili di Grassmann il

complesso coniugato include uno scambio dell’ordine delle variabili:

(010:)" = (—0:0,)" = —030; (2.21)

Le Variabili di Grassmann complesse 1 ed n* possono sempre essere definite

in termini di variabili di Grassmann reali nel seguente modo:

1 :
n= E(Ql + i) (2.22)

o Lop
n = V/Q(Hl 02) (2.23)

essendo # numero reale, di conseguenza 6* = 6.
Essi ricordano gli operatori di annichilazione e creazione, definite secondo
Catto et al. [10, eq.49 e 50| come:

a; =

(zi +ipi) (2.24)

Sl

Sl

&L —

(zi — ip:) (2.25)
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essendo x e p gli operatori posizioni e momento lineare rispettivamente, i quali

soddisfano le seguenti relazioni di commutazione:

21, 5] = 10y (2.27)

dove le parentesi quadre rappresentano il commutatore definito in (2.1) e §%
la delta di Kronecker.

Si puo osservare che l'espressione (2.27) rappresenta la relazione di inde-
terminazione ovvero misura di imprecisione (2.6). D’altronde secondo Bala-
chandran et al. [1, eq.2.13| essa viene espressa con la notazione delle parentesi

graffe che rappresentano le parentesi di Poisson, di conseguenza:

la;, ;] = [af,af] = 0 (2.28)

[a:,a]] = 6i;1 (2.29)

proprieta trovate con questa notazione in [23, eq.8.12.34].
Le proprieta (2.26), (2.27), (2.28) e (2.29) soddisfano l'algebra di Clifford,
definite secondo Catto et. al. [10, eq.8| come gli elementi v che soddisfano le

proprieta anticommutativa ed associativa:

{’Y/M’YV} = 25;w (230)

[7}17,}/1/77)\] =0 (231>
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dove le parentesi graffe rappresentano l'operazione di anticommutativita usata
nella definizione (2.16) e le parentesi quadre rappresentano 1’associativita usata
nella proprieta (2.20).

La soddisfazione dell’algebra di Clifford ¢ necessaria per avere l'esistenza

di una rappresentazione matriciali. Si ha ad esempio in [10, eq.20 e 21]:

1 01

0=—(c'+io*) = (2.32)
2 0 0
00

T = 1(01 —i0?) = (2.33)
2 10

dove ¢ sono le matrici di Pauli (2.11).

Poi si ha che % = 72 = 0, il quale soddisfa (2.19) e {6, 7} = 1 che soddisfa
(2.30).

L’algebra di Clifford risulta consi una struttura che generalizza la nozione

di numero complesso e di quaternione.
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2.4 Definizioni preliminari nella generalizzazio-
ne non abeliana

Si presentano delle definizioni che serviranno di base per la costruzione e
dimostrazione dell’equazione della forza di Lorentz dal principio di Minima

Azione.

2.4.1 Traiettoria

La traiettoria di una particella puo essere descritta dal quadrivettore posizione

" al variare di un parametro 7:

(1) (2.34)

Spesso 7 é il tempo proprio, come definito nel capitolo 1 insieme al suo
differenziale nell’espressione (1.18), ma altre scelte sono possibili. La curva

definita da 2#(7) viene anche detta linea di mondo, come in Parikh [17, eq.4.8].

2.4.2 Velocita ed accelerazione

La velocita e 'accelerazione vengono rappresentate rispettivamente come la

derivata prima e seconda della traiettoria rispetto al tempo proprio:

#(r) = %MT) (2.35)
(1) = fza(7)

Possono essere anche espresse con la notazione indiciale di quadrivettore.
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2.4.3 Vettore carica

I casi particolari commutativi, come la carica elettrica e la carica gravitazionale
ovvero la massa, sono scalari rappresentate sotto il gruppo U(1), il quale ¢
abeliano.

Per addentrarsi nella nozione di una carica generalizzata é necessario defi-
nirla come un vettore. Cosicché la carica di colori ad esempio, corrispondente
al campo di Forza Forte, presenta otto componenti derivate dalle combinazioni
non scalari dei tre tipi di carica fondamentale di SU(3): blu, verde e rosso.
Invece la carica di isospin debole, corrispondente al campo di Forza Debole,
presenta tre componenti derivate dau suoi due tipi di cariche fondamentali
desritte dal gruppo SU(2). Questi gruppi sono entrambi non abeliani.

In generale, per un gruppo non abeliano la carica di colore puo essere vista
come un vettore nello spazio della rappresentazione aggiunta, corrispondente
appunto al fatto che i generatori del gruppo 7 hanno un indice a, che per
SU(N) assume N? — 1 valori.

La carica generalizzata viene dunque associata ad una rappresentazione del
gruppo di simmetria. Nel caso del modello standard delle particelle elementari
si ha il gruppo di simmetria di gauge ovvero SU(3) x SU(2) x U(1); che include
i tre tipi di cariche appena spiegati. I fermioni del modello standard hanno
cariche generalizzate sotto questi gruppi.

Secondo la ricerca di Salvi [18, pag.49| (sicuramente basandosi su Bastia-
nelli [6, pag.14|), la carica & un vettore nello spazio delle rappresentazioni, ana-
logo al momento angolare quantizzato; da questo si intuisce come possa essere
rappresentata da un generatore del gruppo in una opportuna rappresentazione.

Per ottenere le equazioni del moto da un principio d’azione, si puo esprimere
ogni componente del vettore carica come un prodotto hermitiano tra variabili

complesse tramite un generatore del gruppo di gauge. Cosicche aggiungendo
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I'indice a del vettore carica, si ha un’espressione per rappresentare ognuno di

questi prodotti interni nel seguente modo:

p* =z, (T*)57" (2.36)

detta espressione della carica con variabili complesse; essendo (T*)§ generatori
nella rappresentazione definente usato nella sezione (2.2) e z le variabili com-
plesse ausiliari, da considerare come variabili dinamiche associate alla carica
non abeliana della particella.

Secondo Bastianelli et al. |7, eq.5| le variabili dinamiche possono essere
numeri complessi commutanti o no, e quantisticamente possono essere associate
ad operatori di creazione ed annichilazione (2.24) e (2.25).

Poi in |7, pag.2| Bastianelli et al. indicano che le variabili ausiliari potreb-
bero essere usate in qualsiasi altra rappresentazione prescelta e trovano nel
corrispondente spazio di Hilbert tutti i possibili prodotti tensoriali simmetrici
o antisimmetrici della rappresentazione scelta.

Un modo simile di esprimere 1’espressione del vettore carica, & attraverso
I'uso delle variabili di Grassmann spiegate nella sezione (2.3), essa sarebbe

secondo Barducci et al. |3, eq.3.4]:

I = 6°7°0 (2.37)

dove 7% ¢ il generatore infinitesimo che soddisfa I’algebra di Lie (2.9), e 6 le
variabili di Grassmann.
Questa espressione coincide con la definizione riportata da Balasin et al.

|2, eq.2.11] che presenta la seguente notazione:

qa — —%fabcAbAC (238)



2.4 Definizioni preliminari nella generalizzazione non abeliana 28

Essi esprimono 1I’Algebra non abeliana delle cariche attraverso le parentesi

di Poisson:

{¢",¢"} = f*"q¢° (2.39)
D’altronde, Balachandran et al. [1, eq.2.5] la definiscono come variabile di

isospin e la rappresentano come:

I* = 01T 0, (2.40)

Di maniera analoga al ragionamento che porta dall’espressione (2.27) a
(2.29), secondo Balachandran et al.[1, eq.2.13] siccome {6, 0]} = —id, allora
{1~ 1%} = f?‘ﬂ I7 dette parentesi di Dirac per variabili di isospin.

Un’altra espressione della carica si basa nella sua densita. Infatti, conside-
rando la delta di Dirac (1.27), di maniera analoga, aggiungendo la componente

temporale, la densita di carica generalizzata d* potrebbe essere espressa come:

do — / 5z — £(r))dr (2.41)

dove a rappresenta l'indice che elenca ogni carica con la sua rispettiva densita.
Infine, viene evidenziata una proprieta della carica la quale sara fondamen-
tale per ricavare la seconda equazione di Wong nella seguente sezione. Si tratta
della sua conservazione covariante rispetto al tempo proprio, per cui soddisfa

I’espressione:

Yo (2.42)
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2.4.4 Densita di corrente generalizzata

Secondo Yang e Mills [22, eq.13], la densita o divergenza di corrente viene

definita come:

JH = i Ur P (2.43)

dove 4" sono matrici 4 x 4 di traccia nulla dette matrici gamma di Dirac, le

quali vengono definite come:
v = , V= —i (2.44)

dove o' sono le matrici di Pauli, gia definite in (2.11) e 1 & la matrice identita
di 2 x 2. Inoltre, i generatori di spin isotopico sono per il gruppo di gauge
SU(2) identici alle matrici di Pauli, 7 = &. Le matrici gamma soddisfano
'algebra di Clifford spiegate nella sezione (2.3).

D’altronde, la densita di corrente puo essere definita nella forma controva-

riante come il prodotto tra la densita di carica (2.41) e la velocita (2.35):

7 =g [ 8~ (7)ar (245
essendo ¢ la delta di Dirac (1.27) e g la costante di accoppiamento o peso
relativo tra le azioni.

L’espressione (2.45) viene usata da Boozer |9, eq.7| senza la costante di

accoppiamento e con il simbolo solito dei vettori al posto dell’indice a:

Ji = / otz — (1))dr (2.46)
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Questa notazione ¢ presentata con l'intenzione di paragonarla al caso par-
ticolare di campo elettromagnetico che egli esprime con carica ¢, velocita w e
traiettoria o posizione z(7) Boozer [9, eq.3|.

Di maniera analoga, 1’espressione (2.45) viene espressa da Wong [21, eq.16]

ma con I al posto del vettore carica:

Jh=g / [(7)&"%(x — &(1))dr (2.47)
Wong |21, sec.Validity| infatti presenta I come una matrice di elementi;

bisogna evidenziare che egli non usa la notazione indiciale per la carica.

2.4.5 Teoria di Yang-Mills e campo di gauge

Secondo Srednicki [20, pag.410], la teoria di Yang-Mills o Teoria non-abeliana
di gauge ¢ quella in cui f2° dell’espressione (2.9) & non nulla.

Secondo Boozer |9, sec.I|, questa teoria gioca un ruolo centrale nello studio
delle interazioni forte e debole; ed include anche lo studio dell’elettrodinamica
quantistica.

Il campo di gauge viene definito attraverso il suo potenziale A, in SU(N)
detto “potenziale di gauge” o “connessione” che secondo Bastianelli [4] definisce
geometricamente una specie di trasporto parallelo in un certo spazio. A, ¢ una
matrice hermitiana senza traccia che segue, secondo Srednicki [20, eq.69.9], la

trasformazione di gauge:

A, = U@) AU (@) + ~U(2)9,U1 (2) (2.48)
g
essendo U una matrice unitaria speciale, che puo essere scritta in funzione delle

matrici generatrici 7' nel seguente modo:

Ulx) = e 901" (2.49)
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espressione che segue la notazione (2.8).
D’altronde, seguendo proprieta per alzare o abbassare gli indice ad un
tensore (2.10), il potenziale viene sviluppato in termine dei generatori T

dell’algebra di Lie nel seguente modo:

A, = AvTe (2.50)

dove Aj = 2TrA,T*.
Questa espressione coincide con quella di Srednicki [20, eq.69.17] ed anche
con quella di Bastianelli [4, eq.25], quest’ultimo pero con l'aggiunta dell’unita

immaginaria:

A, = —iAMT" (2.51)

Secondo Boozer |9, sec.II], nel caso del campo elettromagnetico (caso abe-

liano), si ha l'invarianza rispetto alla trasformazione

AP = AP 4 1) (2.52)

dove \ é un parametro arbitrario dipendente dalla posizione.

Questa trasformazione di gauge viene detta locale perché A puo essere di-
versa in diversi punto dello spazio-tempo, e viene anche detta abeliana perché
leffetto netto di due trasformazioni é indipendente dal ordine in cui vengono
eseguite.

Invece, nel caso non abeliano A é un vettore e sarebbe definito come X =

—ég con g costante di unita inversa a quella della carica (Boozer |9, sec.IV]).
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2.4.6 Gradiente generalizzato

Secondo Srednicki |20, eq.69.11], il gradiente generalizzato viene definito, nella

forma covariante, come:

D, =0, —1igA, (2.53)

dove A, ¢ il potenziale di campo dell’espressione (2.50) e g la costante di
accoppiamento o peso relativo tra le azioni.

Secondo Bastianelli [4] il gradiente trasforma tensori in tensori, quindi non

distrugge il carattere tensoriale. Inoltre rende locale la simmetria SU(N).

2.4.7 Tensore del campo

Secondo Bastianelli [4], il tensore del campo pud essere interpretato come
curvatura di un determinato oggetto geometrico.
Srednicki |20, eq.69.13] lo definisce attraverso il commutatore di gradienti

nel seguente modo:

F = é [D,,D,] (2.54)

Sostituendo la definizione di gradiente generalizzato (2.53), rimane:

Fop =~ [0, —igA,,d, —igA,)] (2.55)
g
Cosicché, considerando la proprieta di linearieta del commutatore (2.2), si

ha che:
Fw = (100 0 = 194 = i [4,0, — ig Ay (2:56)

F,, = é (00 — igA)) + [A, 0, — igA,] (2.57)
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E,, = 5 (8120, — g0 A) + (A 8] — i [Au AL)) (2.58)

1
Fo ==

=y
Considerando che il primo termine vale zero perché gli operatori derivate

0, 0,] + [0, AL + [A,, 0] —ig [A,, A (2.59)

commutano, sviluppando il secondo ed il terzo termine con la definizione di
commutatore (2.1) e considerando che applicate su una funzione si avrebbe
04, Alf = 0u(Avf) — AOuf = 0, AL f + A0, f — AOuf = 0,A,f, infine si
ha che:

Fuw = 0uA, — 0, A — ig [4,, A, (2.60)
espressione analoga a quella del tensore di campo elettromagnetico (1.32) con
I'aggiunta del termine non abeliano considerando (2.6).

Questa espressione coincide con quella di Balasin et al. [2, pag.7] nello
spazio di Moyal, dove si applica il commutatore con operatori che vengono
definiti nello spazio di Hilbert. Coincide anche con la definizione proposta
da Yang e Mills [22, eq.4] mantenendo l'invarianza sotto la trasformazione
isotopica di gauge.

Poi, moltiplicando entrambi i membri dell’espressione (2.9) per —i, si ha
che —i[A,, A,] = f®T* Dopodiché considerando T* = [A}, A%}, il tensore

rimane:

Fi, = 0,A, — 0,A; + g fee [AZ, A,‘i] (2.61)

detta equazione di campo di Yang-Mills secondo Parikh [23, eq.4.7].
D’altronde Balachandran et al. [1, sec.II| presentano il termine non abe-
liano come —g fagwAﬁAZ, espressione che coincide con Bastianelli [4, eq.38] ma

con segno positivo.
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Secondo Chiese [11, eq.4.94], il tensore F' soddisfa 'identita di Bianchi:

D,F¢, + D,F2, + D,F =0 (2.62)

dove D, ¢ stato definito nell’espressione (2.53). Corrisponde infatti, nel ca-
so del tensore elettromagnetico, all’espressione delle leggi di Maxwell senza
sorgente.

Questa proprieta viene espressa anche da Wong |21, eq.21] usando il simbolo

di nabla come operatore gradiente generalizzato.

2.4.8 Funzionale d’azione

Il funzionale d’azione mantiene la definizione (1.33). La sua generalizzazione

viene applicata sulla lagrangiana generalizzata nella seguente sezione.
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2.5 Dimostrazione. Principio di Minima Azione

Si considera 'azione della particella puntiforme, libera e massiva dell’espres-
sione (1.37) e si aggiunge il termine di interazione tra il vettore carica (2.36)
0 (2.37) ed il campo generalizzato di potenziale (2.51). Il termine di questa
interazione viene costruita imitando lo svolgimento usato nella dimostrazione
del capitolo 1 (1.43) con la definizione di densita di corrente (2.45). L’azione

rimane:

S = /dT(—TTLC\/—ZL‘.MZE'“ + gt p* A%) (2.63)

espressione che coincide con quella di Balasin [2, eq.2.4] ma con segno diverso
nel secondo termine. Questo per il modo come ¢ stato definito il potenziale di
gauge.

Ora, viene applicato il Principio di Minima Azione, per cui si deriva ed
eguaglia a zero ’azione appena definita. Per quanto riguarda il primo termine,
corrispondente alla particella libera, viene applicato lo stesso metodo usato
in (1.45), invece per quanto riguarda il secondo termine ovvero il termine di

interazione, si procede il calcolo della variazione nel seguente modo:

/ drlgp®s(i# A% () (2.64)

Si specifica che il campo A, si esprime in funzione della posizione, in mo-

do di considerare anche la sua derivata interna ovvero seguire la regola della
catena.

Applicando la derivata del prodotto, seguendo la regola di Leibnitz ed

usando il metodo usato in (1.45) per il secondo termine e la semplificazione
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(1.47), si ha che:

/ drlgp® (—62" D, A% + i D, A%Szh)] (2.65)

Poi, raccogliendo il differenziale di posizione e la velocita:

/dT(Sx“[gp“(—D,,AZ + D, A%)3"| (2.66)

Poi applicando la definizione (2.53), si ha che:

/ dréat[gp(—0,A% + igALA® + 9, A% — ig A A%)i"] (2.67)

i

Cosicché, sistemando i termini, si ha:

[ routlop @,z - 0,43 — igl A (2.68)

Poi, applicando lo stesso passaggio usato per trasformare ’espressione (2.60)

in (2.61), si ha che:

[ drsatlopt 0,43 — 0,45+ gL ALY (2.69)

Infine, sostituendo con la definizione (2.61), rimane:

S = /dT(Sx“gp“F/fyab” (2.70)

Quindi, la derivata dell’azione totale rimane:

d mex
drozt | —— | —=£—= | + “FxY
/ [ dr <\/ _“’:Mx”) e

Poi, considerando le definizioni (1.23), si ha:

=0 (2.71)

dp a a .V
/de:z:“ {_d_: + gp"F, @ } =0 (2.72)
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dp,

T + gp“F/‘jV:'c” =0 (2.73)
dp# a ra v
o = 9P i (2.74)
Infine, per (1.25) si ha:
fu = 9o Fe3" (2.75)

la quale sarebbe la forma generalizzata della forza di Lorentz.
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2.6 Altre forme e considerazioni

Wong [21, eq.14], nel suo articolo, descrive la forza di Lorentz nella sua forma

covariante, esprimendo la forza come la massa per ’accelerazione, ovvero:

méu(r) = gff, - 1(1)&, (2.76)

dove I & una matrice di elementi (Wong [21, sec.5]) e  la posizione o traiettoria
definita in (2.34); &, la velocita e €, I'accelerazione, entrambe definite in (2.35).

Cosicché nella notazione del presente elaborato rimarrebbe:

mit (1) = gF""x,q" (2.77)

D’altronde secondo Wong (21, eq.12], il primo membro dell’espressione

dﬂ'i
dr?

(2.74) viene scritto come dove 7; & detto momento meccanico e viene

definito come il momento meccanico classico pitu il termine quantistico:

dove b ¢ il campo di Yang-mills ed / ¢ una matrice di elementi definita come
I = hX con X “set” di generatori tali che [X,, Xs] = €43,X, dove €,3, €
tensore di Levi-Civita (2.12).

Dall’espressione di conservazione %I 2 = ( presente in Wong [21, eq.18] si
deduce che I sia la carica (2.37).

Di maniera analoga Balachandran et al. [1, eq.2.12|, definisce il momento

meccanico con l’espressione:

T = pi + gAC I (2.79)
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L’espressione della forza di Lorentz sarebbe una delle due equazioni dette
“Equazioni di Wong” le quali descrivono le equazioni del moto. La seconda

equazione sarebbe:

D - > aoc C
=gt f A =0 (2.80)

®. Questa equazione puo essere ottenuta dalla conservazione

dove p* = %p :
della carica rispetto al tempo proprio, ovvero (2.42).

Una variazione interessante nella dimostrazione delle equazioni di Wong la
si trova nel modo di definire 'integrando dell’azione ovvero la lagrangiana, il

quale viene definita, secondo Balachandran et al. [1, eq.2.1], come:

L = —m(i"a,)"* 4 0] D0y (2.81)
dove Doyl = 0, + igit ASTS0y.

Sostituendo, si ha che:
L = —m(i"i,)"? + 0] (0, + igi" ASTS0,) (2.82)

Per cui distribuendo:

L = —m(i"a,)"* + 00, — goii" ASTS0, (2.83)
Questo spiega perché alcuni autori come Bastianelli et al. |7, eq.5| presen-
tano, dentro la parte di lagrangiana di particella libera, un termine aggiuntivo

e

con variabili dinamiche iz,2%. Inoltre, usando ¢ come simbolo della carica e
W come simbolo del campo.

Infatti Salvi [18, pag.49 e 50| nel suo elaborato dimostra le equazioni di
Wong variando, dall’azione, la variabile z* e le variabili dinamiche. Con la pri-

ma variazione dimostra ’espressione della forza di Lorentz e con la variazione

delle variabili dinamiche dimostra invece I’espressione (2.80).
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Di maniera analoga, secondo Barducci et al. [3, eq.3.1], dentro la parte di
lagrangiana di particella libera viene aggiunto il termine 3i S (050, — ab?)
dove 0 rappresenta le variabili di Grassmann. Questo stesso termine lo si trova
nella definizione di carica di Balachandran et al. [1, eq.5.6]. E da aspettarsi
visto che Balachandran commenta e si appoggia all’articolo di Barducci.

Un’altra alternativa secondo Barducci et al. [3, eq.3.14], sarebbe quella di
aggiungere 27y | ¢2€% definendo invece I, come 5% con S = —1[¢7, P
¢ sono variabili di Grassmann che rispettano l'algebra di Clifford. La presenza
del simbolo di sommatoria sostituisce l'uso della notazione di Einstein per gli
indici.

Un’altra espressione della forza di Lorentz viene data da Jackiw [15, eq.3.18

e 3.20.c|:

B,0" = 2trJ, F* (2.84)

dove 0" ¢ il tensore energia-momento e tr sta per traccia. In questa espressione
scompaiono la costante di accoppiamento e la carica, perché si trovano incluse
dentro della definizione della densita di carica J, (2.45) . Questa espressio-
ne corrisponde alla definizione di potenziale di campo Af(x) = 21rA,(z)T*
trovato in Srednicki 20, eq.69.18].

Di maniera simile, secondo Balasin et al. 2, eq.2.9| I'espressione detta forza

di Lorentz-Yang-Mills, viene descritta con la traccia:

mi = Tr(qgF* i,) (2.85)

Poi Balasin et al. |2, eq.2.16] la esprime con energia-momento e densita di

carica:

8,T"" = Tr(qF"j,) (2.86)
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identica all’espressione (2.84).

D’altronde secondo Jackiw [15, eq.3.29], I'espressione della forza di Lorentz
si puo esprimere differenziando i potenziale abeliani dai non abeliani, inoltre
separando il campo in due componenti analoghi a quello elettrico e magnetico,

nel seguente modo:

v4v-Vou= force + Q. F* + L Q.B" (2.87)
c

dove force é la pressione di forza proveniente dal potenziale V' e di conseguenza
abeliana, (), € il vettore carica, v rappresenta la velocita, ' e B sono i campi
rispettivamente cromoelettrico e cromomagnetico, espresse rispetto al tensore
di campo come E! = cF% e B! = —%eiijf‘k con €% tensore di Levi-Civita
(2.12).

D’altronde, sempre secondo Jackiw [15, eq.3.26|, la seconda equazione di

Wong rimane:

<

J ALK ] =0 (2.88)
s=1
dove, secondo [15, eq.3.11], jé) ¢ un tensore tale che J* =3>""_ Q5" , A, ¢

il potenziale considerato come matrice di rotazione, e K4 ¢ un tensore tale che
Q) = 9K (5g~". Quest’ultima espressione ¢ equivalente all’espressione (2.36),
dimostrando che Ky sarebbe il generatore associato alla carica e g le variabili
dinamiche. Curiosamente, questo autore usa l'indice covariante con parentesi
tonde.

Balachandran et al. [1, eq.2.3, 2.4 e 2.6] e Barducci et al.[3, eq.3.12 e 3.13]
coincidono, nella forma, con le espressione delle equazioni di Wong (2.74) e
(2.80).

Inoltre, Barducci et al. [3, eq.4.10 e 4.12| presenta dei termini aggiuntivi

dovuto alla considerazione della particella di spin semiclassico senza simmetria
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interna, includendo la differenziazione tra variabili di Grassmann pseudoscalari
e pseudovettoriali.
D’altronde, un altro modo di presentare le equazioni di Wong, detto equa-

zioni di Lorentz-Yang-Mills continuo, secondo Balasin et al. [2, e.A.4] &

V, T = Fok o (2.89)

con D, j* = 0, dove j la densita di corrente e T' ¢ il tensore di densita energia-
momento [ dré*(y — x(7))mit(T)i" (7).

Per quanto riguarda la dimostrazione dell’espressione della forza di Lorentz,
un altro metodo sarebbe partire dall’integrale primo (momento coniugato) delle
equazioni di Eulero-Lagrange come esegue Gasperini |13, pag.98| ovvero partire
dall’Hamiltoniano come esegue Chiese |11, pag.51| e Balachandran et al. [,
sec.II]. Inoltre, Balasin et al. |2, 9] la dimostrano partendo dalla conservazione
del differenziale di densita di carica.

Inoltre, Balasin et al. |2, sec.4] esprimono il tensore di campo dichiarato non
uniforme rispetto ad un tensore uniforme in modo tale che ci sia un parametro
theta che sara colui che avra la parte non uniforme. Alla fine, oltre a questa
variazione, arrivano alla stessa equazione di Lorentz non alterata.

Boozer [9, sec.IV], evidenza il fatto che la forma dell’equazione non subisce
nessuna modifica rispetto all’equazione originale del campo elettromagnetico,
rispettando comunque le conservazione della carica e della densita di corren-
te; questo dovuto al fatto che le modifiche furono fatte nelle definizioni di
potenziale di campo e dell’operatore gradiente.

Boozer [9, eq.38| esprime il prodotto tra il potenziale ed il vettore carica

come un prodotto vettoriale:

= —gu' A, < q (2.90)
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dove w" rappresenta il quadrivettore velocita e ¢ il vettore carica. Questo con
I'obbiettivo di riportare il lettore all’'idea di una rotazione, spiega cosi che il
vettore carica viene ruotato dal vettore potenziale attraverso questa operazio-
ne. La presenza di questo effetto ¢ dovuta all’invaranza sotto la trasformazione
de gauge locale non abeliana, richiesta dettata dalla Teoria di Yang-Mills. Per
quanto riguarda la costante di accopiamento ¢, indica che é proporzionale a
questi effetti. Ne consegue che la Teoria di Yang-Mills non soddisfi il Principio
di Sovrapposizione (Boozer |9, sec.IV]). Questo punto di vista verra sviluppato

nella sezione (3.3.2) del seguente capitolo.



Capitolo 3

Casl particolari nelle forze

fondamentali

In questo capitolo viene applicata la generalizzazione della forza di Lorentz nei
quattro campi fondamentali della Fisica come casi particolari dell’espressione

generalizzata, ricavata nel capitolo 2.

3.1 Costante di accoppiamento

Rappresentato in questo elaborato con la lettera g, ¢ un valore adimensionale
di una costante d’accoppiamento che varia a seconda del campo. Ha un ruolo
fondamentale nelle espressioni delle equazioni di Wong, in particolare quella
della forza di Lorentz, ad esempio secondo Bastianelli [4] il principio di gauge
permette di derivare tutti i vertici di interazione tra campi di spin 1/2 ed 1
dipendenti dalla sola costante d’accoppiamento g.

A continuazione si elencano i valori per ognuno dei campi delle quattro
forze fondamentali, seguendo la descrizione data da Semprini [19, pag.147| con

la notazione a:

44
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Per il campo della Forza Elettromagnetica:

2

e 1
ottr = ———— R —— ~7,3x 107 3.1
Y Blett (4meg)he 137 x (3.1)

dove e sta per carica dell’elettrone il cui valore in SI & circa 1,6 x 10719C, ¢

02
Nm?2?

per costante dielettrica nel vuoto il cui valore in SI & circa 8,85 x 10712
h =2 con h la costante di Planck il cui valore in SI ¢ circa 6,63 x 107345 e
¢ la velocita della luce nel vuoto il cui valore in SI ¢ circa 3 x 108ms—!.

agrerr© anche detta costante di struttura fine e presenta ordine di grandezza
1072,

Nel caso del campo della Forza Forte:

M,L,c

OForte = ~ 2,18 (3.2)

dove M, e L, stanno rispettivamente per massa e diametro del nucleone di
valori in SI 1,67 x 102K g e 10~"m. II valore numerico di apore presenta
ordine di grandezza 10°.

Nel caso del campo della Forza Debole:

GE?
Upey = % ~ 1,04 x 107 (3.3)

dove Gy rappresenta la costante di Fermi di valore approssimato in SI di 1,46 x
107%2Jm3 e E = Myc®. ape, presenta ordine di grandezza 1075.

E nel caso del campo della Forza Gravitazionale:

Gy E?
hed

AGrav = ~ 5,39 x 107% (3.4)

dove Gy rappresenta la costante di gravitazione universale di valore approssi-

mativo in SI di 1,67 x 10*1“}?;22. Presenta ordine di grandezza 1073, note-

volmente inferiore rispetto alle prime tre.
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3.2 Casi abeliani

Si presentano i due casi abeliani ovvero col termine commutativo nullo della

forza di Lorentz, partendo dalla generalizzazione sviluppata nel capitolo 2.

3.2.1 Nel campo elettromagnetico

A differenza della costante di accoppiamento (3.1), viene considerato che g = %
Sostituendola nell’espressione di forza di Lorentz generalizzata (2.75), rimane
I'espressione (1.52). Il vettore carica diventa uno scalare detto “carica elettrica”
e viene rappresentato con la lettera e.

Il resto degli elementi, come l'azione ed il potenziale di campo sono stati

gia sviluppati con dettaglio nel capitolo 1.

3.2.2 Nel campo gravitazionale

Seguendo l’elaborato di de Andrade e Pereira [12] viene chiarito il fatto che
questo campo, interagendo a grande scala, non presenta caratteristiche quan-
tistiche e di conseguenza non ha bisogno della generalizzazione non abeliana.
Nonostante cio si parte dalla Teoria di Gauge per gruppo di traslazione, fa-
cendo analogia con una particella senza spin, imitando la Teoria di Gauge
elettromagnetica in U(1).

La carica sarebbe uno scalare detta massa e la geodetica dello spazio-tempo
in cui si lavora, basandoci sulla Relativita Generale potrebbe essere quello
che presenta torsione ma non curvatura (di Weitzenboch) ovvero quello che
presenta curvatura ma non torsione (di Riemann).

L’equazione della forza di Lorentz descrive la traiettoria di una particel-
la massiva sottomessa al campo gravitazionale in uno spazio-tempo piatto

(Minkowski).



3.2 Casi abeliani 47

Viene considerato un quadricampo (“tetrad field”) dove la quaterna (“te-
trad”) é parallela, da li che si parli di parallelismo assoluto o teleparallelismo.
A continuazione si elencano le grandezze necessarie per definire una forza di
Lorentz di campo gravitazionale seguendo la notazione di Pereira e de Andrade:
L’operatore gradiente, seguendo una struttura simile a (2.53), viene definito

come:

D,=0,+ c2po 0 (3.5)

dove c ¢ la velocita della luce nel vuoto, By rappresenta il potenziale del campo
gravitazionale e procede da B, = B} P, espressione analoga a (2.50), con la
differenza che P, generatore di traslazioni infinitesimali, ¢ commutativo ovvero
soddisfa: [P,, Ps] = 0.

D’altronde il tensore di campo commutativo sarebbe:

Fg, =0.By —0,B; (3.6)
Espressione che imita ’espressione (1.32) del tensore elettromagnetico in

U(1).
La Lagrangiana |12, eq.14] sarebbe

1 1. y
= Tor@ |2t e (3.7)

dove G ¢ la costante di gravitazione universale, e 1 rappresenta la metrica di

Minkowski ovvero la matrice 4 x 4 definita in (1.16).
Dopodicché 'azione dell’interazione tra la carica gravitazionale (massa) ed

il suo rispettivo campo rimane:

S = /clB;‘padx“ = /clBﬁpaﬁc“dT (3.8)
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dove p,, ¢ il quadrivettore momento definito nel in (1.20). di Andrade e Pereira
[12, eq.16] presentano ¢~2 perché definiscono il momento con 'aggiunta di c
come fattore.

Per cui, I'azione totale [12, eq.17| considerando anche I’azione della parti-

cella puntiforme, libera e massiva (1.37) sarebbe:

S = /dT(—mC\/—x'ux'“ + c_lx'a:t“mB“) (3.9)

espressione analoga a (1.43) e (2.63) tranne per la presenza di un altro quadri-
vettore velocita.

Anche in questo caso, la costante di accoppiamento gravitazionale (3.4)
rimane g = %

Cosicche l'espressione della forza di Lorentz [12, eq.18] rimane:

= Feg,i'm (3.10)
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3.3 Casi non abeliani

Si presentano i due casi non abeliani ovvero col termine commutativo non
nullo della forza di Lorentz. Si sviluppa ogni caso per approfondire i concetti

generalizzati di vettore carica e campo di Yang-Mills.

3.3.1 Nel campo debole

Yang e Mills [22] cercavano di studiare il decadimento tra il protone ed il
neutrone dalla loro carica elettrica, basandoci sul fatto che entrambi fossero
due stati della stessa particella. Evidentemente non era stata ancora introdotta
I'idea del quark.

Essi |22, eq.22] definiscono la carica elettrica come:

Q=ce(e'T” + R) (3.11)
dove R ¢ una costante, 7" una matrice di trasformazione detto "momento ango-
lare di spin isotopico", e~! la costante di accoppiamento e z indica la direzione
dello spazio isotopico.

Secondo Wong [21, eq.2|, Bastianelli [4, eq.18] e Yang-Mills [22, eq.11], la
lagrangiana di una particella provvista da spin isotropico in interazione con il
campo di Yang e Mills nel limite classico é:

mc -

1 -
Lopp = ——— " — Yy D, U — - VA (3.12)

4e2 M

dove D,, corrisponde a (2.53).
Bastianelli |4, eq18| considera che il parametro e tiene conto del peso relati-
vo tra i vari termini della lagrangiana che sono separatamente gauge invarianti.

Bastianelli [4, pag.2] evidenza il fatto che la costante e prima introdotta rap-
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presenta la costante d’accoppiamento ed ¢ identificata con la carica elementare
dell’elettrone.
Balachandran et al. [1, eq.4.7| presenta l’espressione della forza di Lorentz

come:

—

mi = gI*(E* + @ x B*) + %Waéa g (3.13)

dove %g rappresenta il momento magnetico e S momento angolare intrinseco.
Poi, secondo Bastianelli et al. |7, eq.40] I’azione del fermione colorato di

spin 1/2 risulta:

S = fol dT[Tle(jC + X PH)? + %‘l’u‘i’“ + ¢*(0; +ia)cs — isa

. (3.14)
—igit A% (T")ocs + £ gUruv Fo 2(T,) B cg)

Stando a Balasin et al. [2, pag.6], le equazioni di Wong appaiono nella
Relativita Generale per una particella di spin nello spazio curvato dalla con-
trazione del tensore di Riemann. Il tensore S gioca un ruolo simile al tensore
di campo F' nella teoria di Yang-Mills.

Secondo Barducci [3, eq.4.29] la seconda equazione di Wong rimane:

. . 2
I c v AbT tg . L - c b ey
]a - gfabx AMIC QmRC\/(xu mC§M€5) apr,yICS 6 (315)

dove, secondo [3, eq.4.9] mpc = \/m2c? — gF¢, [,§1E”

Inoltre &, e & sono rispettivamente le variabili di Grassmann pseudovet-
toriali e pseudoscalari. Balachadran [1] 1i chiama variabili di isospin anticom-
mutanti.

Questa equazione si differenza da quella originale di Wong per il secondo

termine il quale considera la teoria di quantizzata.
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Analogamente, secondo Barducci [3, eq.4.29| l'espressione della forza di

Lorentz ovvero prima equazione di Wong rimane:

19 “
CFpW[afpg* (3.16)

mci, = gF;,a" [, — Ime

3.3.2 Nel campo forte

Basandoci sulla Cromodinamica Quantistica secondo Srednicki |20, pag.410],
si ha il campo di Dirac, corrispondente ai quark, ognuno con 3 colori: verde,
blu e rosso, da li che si basi sul gruppo di gauge SU(3), e 6 sapori: up, down,

strange, charm, top e botton. La lagrangiana corrispondente é:

1 _ _
L= _§TT(F“”FW) — WV — Wy D Wy (3.17)

dove ¥;;(x) rappresenta il campo di Dirac, m la massa, ¢ l'indice di colori e [
I'indice di sapori. D é il gradiente definito in (2.53), aggiungendo, a parere di

Srednicki [20, eq.69.25], I'indice "a" che corrisponde agli 8 gluoni.

D, =0, —igAjTy (3.18)

dove Ty ¢ una matrice hermitiana di dimensione finita (R forma parte del
nome, non ¢ un indice, indica la dimensione della rappresentazione).

Bastianelli [4, eq.47] usa invece la sommatoria per rappresentare i 6 termini
di sapori con l'indice f (“Havors”):

1 o
L=— F"F, — > Uy (" Dy +my) Ty (3.19)
f=1

considerando che —3 F*F),, = 1Tr(F"F,,) secondo Bastianelli [4, eq.33].

Si puo trovare la stessa espressione in Srednicki [20, eq.69.16-69.23].
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Tenendo conto di Semprini |19, pag.137 e 187], il numero di campi gluo-
nici & uguale al numero di generatori della trasformazione di gauge per cui se
N sono le cariche, N sono le componenti del vettore complesso, SU(N) & il
gruppo di trasformazioni ed 2N — 1 ¢ il numero di generatori. Infatti, nel caso
della Cromodinamica N = 3, di conseguenza il numero di gluoni risulta 8, nu-
mero che corrisponde alle 8 combinazioni non scalari dei colori, legati, secondo
Bastianelli [4] agli 8 generatori infinitesimi di SU(3) rappresentati tramite le
matrici di Gell-Mann (2.14).

Stando a Bastianelli et al. [7, eq.10] I’azione, usando le variabili dinamiche,

rimane:

1 .Zt‘2 €m2
S = / dr [— + 5 = igj:”AZEa(T“)g% + ¢*(0r +ia)cs — isa (3.20)
0 e

dove ¢ sono le variabili dinamiche. Si riesce ad identificare il vettore carica
(2.36) nel suo terzo termine.

Per quanto riguardo il vettore carica detta di colori, viene definita in SU(3),
appunto con 3 tipi di carica presenti ed 8 componenti corrispondenti agli 8
gluoni. Secondo Boozer ogni tipo di carica di colore produce un tipo di campo
di colore. Cosicché la forza totale esercitata su una particella ¢ la somma
delle forze esercitate da ciascuno dei tre campi di colore, com’é da aspettarsi
seguendo il principio di sovrapposizione.

Sotto la notazione di Bozzer [9] la carica si denotera come ¢'ed il campo Ak,
Invece stando a Bastianelli [4] questi vengono espresse con notazione tensoriale
aggiungendo un altro indice, cosicché rimangono p* e A*°.

Secondo Boozer |9, sec.III], deve essere ammessa una simmetria addizionale
sulla la carica, il campo, la densita di corrente ed il tensore elettromagnetico;
ed ¢ I'invarianza sotto la trasformazione di rotazione.

Cosi, sotto le due notazioni si ha che:
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qd— Rq ovvero p* — Rip“.

Ji — RJi ovvero JM® — RajJhe

Al — RA® ovvero Ar — RAM.

Fiv — RF oyyero Fre — Ry FHve,

Ne consegue che la teoria dipenda solo dall’orientamento relativo dei vettori
di colore tra di essi e non dal loro orientamento assoluto nello spazio dei colori.
Questa idea risulta analoga al fatto che sotto le trasformazioni di Lorentz,
due particelle dipendono dalle loro velocita relative e non dalle loro velocita
assolute rispetto ad un sistema di riferimento esterno.

Tenendo conto che qualsiasi trasformazione puo essere considerata come
una sequenza di trasformazioni infinitesimi, detta rotazione puo essere espressa:
qd— ¢+ 0 x ¢ con 0 = 0f essendo 7 il versore dell’asse di rotazione, ovvero
p* — p* + R¢p® considerando che un prodotto vettoriale puo anche essere
rappresentato come un prodotto tra una matrice antisimmetrica ed un vettore
com’¢ accaduto nel passaggio (1.3).

Analogamente:

Ji — Ji 40 x Jit ovvero JHa — Jre 4 Ro Jub,

Al — Al 4 x (AF + 9"X) ovvero Ake — Abe 4 R&(AHY + 9 \P), tenendo
conto dellinvarianza analoga (2.52).

Fiv — Fiv 4§ x Fiv oyvero Frve — Five 4 Rofuvh,

Secondo Parikh[17, eq.4.4] la forza di Lorentz viene descritta come:

dp

= 01a(Ea + T x B,) (3.21)

dove I, rappresenta la matrice di operatori e descrive, nel caso SU(3) della
Forza Forte, la dinamica dei colori del sistema. Dentro la parentesi tonda si
trova un’espressione analoga a quella usata per il campo elettromagnetico in

(1.1). Segue una forma analoga a quella descritta nell’espressione (2.87).
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Poi, Parikh [17, eq.4.5] presenta l'equazione di Wong come il nuovo ingre-
diente per descrivere la dinamica dei colori dei quark in questa estensione non

abeliana; la esprime, con una notazione analoga alla precedente, come:

dl,

= —Geanc(A) — T+ AL, (3.22)

dove € ¢ il tensore di Levi-Civita (2.12), A% e Ay sono rispettivamente la parte
scalare e la parte vettoriale del campo.

Parikh [17] cita Wong(1970) [21] dando una trattazione delle sue equazioni
sotto la Teoria dei Fluidi anche detta Teoria Cinetica per studiare 'interazione
tra diversi particelle con carica di colori, dette anche plasma QCD. Lo stesso

studio viene eseguito da Boozer |15, sec.VI e VII| con diversi esempi.



Conclusioni

L’obbiettivo di questo elaborato é stato quello di raccogliere, dallo studio di
diversi autori, la generalizzazione dell’espressione della forza di Lorentz in una
struttura che parte dal caso elettromagnetico con una dimostrazione basata
sul Principio di Minima Azione per poi seguire un processo similare partendo
da definizioni di carica e campi generalizzati.

Per quanto riguarda la dimostrazione, ¢ stata svolta attraverso il metodo del
Principio di Minima Azione, anche se alcuni autori preferiscono partire dalle
equazioni di Eulero-Lagrange o dall’Hamiltoniana al posto della Lagrangiana.

Si presentano le diverse notazioni trovate nei diversi autori con il loro col-
legamento sia nelle definizioni preliminari sia nell’espressione della forza di
Lorentz, la quale riesce a mantenere la stessa forma grazie alla modifica del-
la definizione di operatore gradiente e di conseguenza del tensore del campo,
questo con 'aggiunta del termine non abeliano.

Si presenta il bisogno di aggiungere un indice nell’espressione per riuscire
ad avere la carica come un vettore. Si presentano due modi di definire la
carica, una attraverso le variabili dinamiche ed un’altra attraverso le variabili
di Grassman. Entrambi le definizioni portano alla stessa forma di espressione
nella forma generalizzata.

Gli autori che usano le variabili di Grasmmann si basano, quasi tutti, sul-

I'articolo di Wong [21] dal quale nascono le equazioni che portano il suo nome,
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tra di esse ’espressione su cui si basa questo elaborato.

Questa espressione ci offre 'opportunita di generalizzare I'interazione tra
una carica ed un campo, permettendo una generalizzazione dell’espressione
della legge della dinamica della particella. La generalizzazione resta valida in

ognuna delle diverse applicazioni.
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