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Introduzione

In questo elaborato si propone una presentazione dei gruppi profiniti, con particolare
attenzione al loro rapporto con la teoria di Sylow e di Hall. Formalmente i gruppi
profiniti sono gruppi topologici definiti come limiti inversi di gruppi finiti e non sono
essi stessi finiti, a eccezione di casi banali. Tuttavia moltissime proprieta dei gruppi
profiniti possono essere caratterizzate mediante lo studio dei loro quozienti finiti ed
¢ quindi possibile estendere ad essi numerosi risultati validi nei gruppi finiti, come i

celebri teoremi di Sylow e di Hall.

Il primo capitolo si concentra sulla definizione dei gruppi profiniti e sul loro studio
in quanto gruppi topologici. A tal fine si propone in primo luogo uno studio dei limi-
ti inversi di generici spazi topologici, per poi enunciare e dimostrare alcuni risultati
tecnici utili per la comprensione e lo studio dei gruppi topologici e dei limiti inversi
di questi. Si presentano inoltre due risultati riguardanti i quozienti di limiti inversi
di gruppi topologici, di seguito sfruttati per fornire un’interessante caratterizzazione
dei gruppi profiniti: questi sono tutti e soli i gruppi topologici compatti e totalmente

disconnessi.

Nel secondo capitolo sono presentati i teoremi di Sylow e di Hall per i gruppi
finiti. Ricordando che il teorema di Lagrange afferma che I'ordine di un sottogruppo
divide I'ordine di un gruppo, la teoria di Sylow serve a fornire una risposta, seppure
parziale, alla domanda inversa, ovvero se, dato un divisore dell’ordine di un gruppo

G, esista un sottogruppo di ordine tale divisore. La risposta a questa domanda non



é sempre affermativa, tuttavia lo diventa in alcuni casi speciali. Il primo teorema di
Sylow afferma infatti che se il divisore dell’ordine di G ¢ una potenza di un primo,
allora esiste sempre un sottogruppo con ordine tale divisore. In particolare, dato un
primo p che divide l'ordine di G, un p-sottogruppo di Sylow di G é un sottogruppo
il cui ordine ¢ la piu grande potenza di p che divide 'ordine di G.

Nel caso di gruppi risolubili ¢ possibile generalizzare questi risultati. Hall ha infatti
dimostrato che se G é un gruppo risolubile di ordine mn con m e n coprimi, allora
esiste un sottogruppo di G di ordine m, detto w-sottogruppo di Hall, dove 7 é I'in-

sieme dei primi che dividono m.

Il terzo e ultimo capitolo consiste in una esposizione di come si possono estendere
i risultati sui sottogruppi di gruppi finiti anche ai sottogruppi di gruppi profiniti.
In primo luogo si generalizza il concetto di indice di un sottogruppo sfruttando i
numeri soprannaturali, dopodiché si dimostra un teorema analogo al teorema di
Lagrange per i gruppi profiniti. Successivamente, si estendono ai gruppi profiniti
anche i teoremi di Sylow e di Hall visti nel secondo capitolo. In conclusione viene
presentato il completamento profinito degli interi, si tratta di un importante esempio

di gruppo profinito del quale analizziamo la struttura e i sottogruppi di Sylow.

i



Capitolo 1
Gruppi profiniti

[ gruppi profiniti sono gruppi topologici definiti come limiti inversi di gruppi finiti
(considerati con la topologia discreta). Iniziamo questo capitolo con lo studio ge-
nerale dei limiti inversi di spazi topologici, dopodiché vedremo alcuni risultati sui
gruppi topologici e per finire studieremo i gruppi profiniti, dei quali vedremo una
caratterizzazione di particolare interesse: i gruppi profiniti sono tutti e soli i gruppi

topologici compatti e totalmente disconnessi.

1.1 Limiti inversi

Un insieme diretto ¢ un insieme parzialmente ordinato I tale che per ogni iy,70 € [

esiste un elemento j € I tale che i; < j ey < 7.

Definizione 1.1. Un sistema inverso (X;, ;) di spazi topologici indicizzati da un
insieme diretto I consiste in una famiglia (X; | ¢ € I) di spazi topologici e una
famiglia (y;; : X; = X; | 4,5 € I, i < j) di mappe continue tali che ¢;; ¢ la mappa
identica per ogni i e @;;@;r = ir, per ogni 1 < j < k.

Gli insiemi per cui non specifichiamo la topologia saranno considerati con la to-
pologia discreta. Se ogni X; ¢ un gruppo topologico e ogni ¢;; ¢ un omomorfismo

continuo allora (X;, ¢;;) é un sistema inverso di gruppi topologici.

1
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Dati un sistema inverso di spazi topologici (X;, ¢;;) e uno spazio topologico Y, di-
ciamo che una famiglia (¢; : Y — X, | ¢ € I) di mappe continue & compatibile se
©i;¥; = ; per ogni ¢« < j. Equivalentemente si puo esprimere questa condizione

anche con la richiesta che ciascuno dei seguenti diagrammi sia commutativo.

Y

Y; »;

>Xi

Definizione 1.2. Un limite inverso (X, ¢;) di un sistema inverso (X;, ¢;;) di spazi
topologici (rispettivamente gruppi topologici) é uno spazio topologico (rispettiva-
mente gruppo topologico) X con una famiglia di mappe continue (rispettivamente
omomorfismi continui) compatibili (¢; : X — X;) con la seguente proprieta univer-
sale: se (¢; : Y — X;) ¢ una famiglia compatibile di mappe continue da uno spazio Y’
(rispettivamente omomorfismi continui da un gruppo Y'), allora esiste un’unica map-
pa continua (rispettivamente omomorfismo continuo) ¢ : Y — X tale che ;1) = 1
per ogni 1.

Cioé richiediamo che ci sia un’ unica 1 tale che ciascuno dei seguenti diagrammi sia

commutativo.

Y

X >Xi

Pi

Mostriamo ora l'esistenza e unicita dei limiti inversi.
Teorema 1.3. Sia (X, pi;) un sistema inverso indicizzato da 1.

1. Se (X(l),go(l)) e (X(Z),gpp)) sono limiti inversi di un sistema inverso, allora

esiste un isomorfismo @ : XM — X @ tale che 901(2)@ =V

;| Der ogni t.



3 1.1. Limiti inversi

2. Indichiamo con C = Cr(X; | ¢ € I) il prodotto cartesiano degli X; e con m; le

proiezioni naturali da C a X; per ogni i. Definiamo
X ={ceC | yymij(c) =m(c) per ognii,j € I coni<j}
e ;i = |y per ogni i. Allora (X, ;) & un limite inverso di (X;, ij).

3. Se (Xi, i) & un sistema inverso di gruppi topologici e omomorfismi continui,

allora X ¢ un gruppo topologico e le mappe p; sono omomorfismi continuz.

)

Dimostrazione. 1. Per la proprieta universale di (X (), ;") applicata alla famiglia

di mappe compatibili (<p§2)) esiste una mappa oM : X@ — XU tale che

oMM = ) per ogni i. Analogamente esiste una mappa ¢ : X1 — X

(1)

tale che 9052)@(2) = ¢,/ per ogni ¢. Sempre per la proprieta universale di

(XD oMY esiste solamente una mappa ¢ : XM — X @ tale che oMV = V.

Tuttavia sia @M che la mappa identica hanno questa proprieta, quindi le

2)

due coincidono. Analogamente anche ©My® coincide con la mappa identica.

Ne segue che ¢ ¢ un isomorfismo.

2. Poiché consideriamo C' con la topologia prodotto e X con la topologia di sot-
tospazio, le mappe ¢; sono continue. Inoltre esse sono compatibili perché per
definizione di X si ha ¢;;p; = ¢; per ogni i < j.

Sia (¢; : Y — X;) una famiglia di mappe compatibili. Mostriamo che esiste
un’unica mappa (continua) ¢ : Y — X tale che @10 = 1; per ogni i. Consi-
deriamo la mappa 1) da Y a C che manda un elemento y nel vettore (1;(y)).
Questa & continua perché ;i) = 1); per ogni i. Inoltre 'immagine di 1) &

contenuta in X perché se i < j allora

T = P = Pithy = Qi

Possiamo allora definire la mappa ¢ : Y — X con ¢(y) = ¢(y) per ogni y.
Questa é continua e ;1 = 1; per ogni i. Per dimostrarne ’'unicita supponiamo

che ¥/ : Y — X sia una mappa tale che ¢;7)' = 1; per ogni 7. Abbiamo che
ei(¥'(y)) = vi(y) = @i(¢¥(y)) per ogni y e per ogni i, cioé P = 9.
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3. Se gli X; sono gruppi topologici allora lo ¢ anche C. Inoltre se le ¢;; sono
omomorfismi allora X ¢é un sottogruppo di C' e quindi un gruppo topologico
con la topologia indotta.

]

Con questo teorema abbiamo verificato che, dato un sistema inverso (X, ¢;;),
un (i) suo limite inverso esiste sempre ed ¢ determinato a meno di isomorfismo. Lo
indicheremo con @(Xi, ©;j) 0 pitt semplicemente con l&l X,;. Sara spesso conveniente
lavorare con il particolare limite inverso costruito nella dimostrazione, lo indicheremo
con s 1£1 X;.

Ricordiamo che uno spazio topologico é detto totalmente disconnesso quando ogni

suo sottospazio connesso ha al piu un elemento.

Proposizione 1.4. Sia (X, pi;) un sistema inverso indicizzato da 1. Sia X =

@X@.

b~

. Se X; é uno spazio di Hausdorff per ogni i, allora X € uno spazio di Hausdorff.
2. Se X; ¢ totalmente disconnesso per ogni i, allora X ¢ totalmente disconnesso.

3. Se X, é uno spazio di Hausdorff per ogni i, allora sl'ngi e chiuso in C =
Cr(X; |iel).

4. Se X; & uno spazio di Hausdorff compatto per ogni i, allora X é uno spazio di

Hausdorff compatto.

5. Se X; e uno spazio di Hausdorff compatto non vuoto per ogni i, allora X é non

vuoto.

Dimostrazione. E sufficiente mostrare le tesi per il limite inverso X = slim X;.
primi due punti seguono dal fatto che tali proprieta vengono conservate dal passaggio

a sottospazi e a prodotti di spazi.
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3. Usiamo il seguente fatto: se f,g : X — Y sono mappe continue e Y & uno
spazio di Hausdorff, allora I'insieme {z | f(z) = g(z)} é chiuso in X. Abbiamo

che

slim X, = ({c € C | pyym;(c) = mi(c)}

i<j
dove le mappe m; e ¢;; sono continue. Ne segue che X ¢ un’ intersezione di

chiusi e quindi é chiuso in C.

4. La tesi ¢ conseguenza diretta dei punti 1 e 3 di questa proposizione, utilizzando
il teorema di Tychonoff e il fatto che i sottoinsiemi chiusi di uno spazio compatto

sono compatti.

5. Per ogni coppia 4,j con i < j poniamo D;; = {c € C | pymi(c) = m(c)}.
Notiamo che C' ¢ compatto e D;; ¢ chiuso, quindi se per assurdo s@Xi =
(), allora esistono iy,...,%, € ji,...,Jn in I, con i, < 7., per ogni r tali che
N-_, D;,;, = 0. Poiché I & un insieme diretto, esiste k € I tale che j, < k
per ogni r. Fissiamo un z € X}, poniamo z; = ¢y.(xy) per ogni | < k e z;
arbitrario per ogni altro indice di I. L’elemento (z;) del prodotto cartesiano C'

appartiene a ()'_, D;, j,, contraddicendo quanto detto in precedenza.

Analizziamo ora la topologia dei limiti inversi.

Proposizione 1.5. Sia (X, ;) un limite inverso di un sistema inverso (X;, ;) di

spazi di Hausdorff compatti e non vuoti, indicizzato da I. Allora si ha:

1. 0i(X) = ﬂigj ©i;(X;) per ogni i € I.

2. Gli insiems gp{l(U), con v € I e U aperto in X;, formano una base per la

topologia di X .

3. SeY & un sottoinsieme di X che soddisfa ¢;(Y) = X; per ogni i, allora’Y ¢

denso in X.
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4. Se 0 ¢ una mappa da uno spazio Y a X, allora 6 é continua se e solo se p;0 ¢

continua per ogni i € I.

Dimostrazione. E sufficiente mostrare le tesi per il limite inverso X = s @XZ Siano
C =Cr(X;|i€I)em la proiezioni naturali da C' a X; per ogni i. Allora per

costruzione di s l'&nXi abbiamo ¢; = 7|, per ogni i.

1. Abbiamo che ¢;(X) = ¢;;0i(X) C ¢;;(X;) per ogni ¢ < j, percid ¢;(X) C
Ni<; ¢ij(X;). Mostriamo l'inclusione inversa. Fissiamo a € [,; ¢i;(X;) e
i € I. Per ogni j > ¢ poniamo Y; = {y € X; | ¢;;(y) = a}. Notiamo
che Y; ¢ chiuso in X perché ¢ la retroimmagine di un chiuso, quindi Y; ¢
anche compatto. Se k > j > i ey, € Y} allora ¢;;(¢ju(ve)) = vilye) = a,
percid @ji(yk) € Yi. Dunque {Y; | 7 > i}, con le restrizioni delle mappe ¢;;,
¢ un sistema inverso di spazi di Hausdorff compatti e non vuoti. Sia allora
(b;) € sl’&ning. Notiamo che b; = a e @;i(by) = b; per ogni k > j > i. Se
l € I ei# !l allora prendiamo j € I tale che j > 4,1 e poniamo b, = ¢;;(b;).
Verifichiamo che b; non dipende dalla scelta di j: prendiamo j’ tale che ' > 4,1,

esiste k tale che k£ > 7, 7' e abbiamo

©15(b;) = @i (br) = @ijrojn(br) = @iy (b))

Poiché abbiamo costruito b = (b;) in modo che valga ¢;,(by) = b; per ogni
k > j, abbiamo che b € Sr&le]Y} - sl‘ngi = X. Inoltre b é tale che
©i(b) = m;(b) = a, cioé a € p;(X)

2. Gli aperti di X sono unioni di insiemi del tipo
P=Xnm'U)n..nm ' (Uy)

dove iq,...,7, € [ e U, & aperto in X;_ per ogni . Mostriamo che per ogni a =
(a;) € P esiste un insieme ¢; ' (U) con U aperto in X}, tale che a € ¢, '(U) C P.
Fissiamo k tale che k > iy, ...,%,. Poiché la mappa ¢; € continua, gpi:i(UT)

¢ aperto in Xy, inoltre, per ogni k, gpijg(Ur) contiene a perché @i (ax) = a;.
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vrlk,(UT) é un intorno aperto di ay in Xj e

Ne segue che l'insieme U = ()_; ¢,

dunque che l'insieme ¢, ' (U) é un intorno aperto di a in X.
Rimane da verificare che ¢; ' (U) C P, cioé che se b = (b;) € ¢, (U), allora b €
W;I(Ur) per ogni 7. Sia b € ¢, ' (U), allora by, € U e quindi b;, = ¢; x(by) € U,

per ogni 7, ovvero m;, (b) € U, per ogni r.

3. Per ogni i e per ogni aperto non vuoto U di X; abbiamo ¢;(Y)NU # (), e quindi
Y N; Y(U) # 0. Ne segue, usando il secondo punto di questa proposizione,
che Y é denso in X.

4. Poiché le mappe ; sono continue per ogni i, se 6 é continua allora anche le
composizioni ;6 sono continue per ogni .
Viceversa se le mappe ;0 sono continue per ogni ¢, allora per ogni ¢ e per ogni
aperto U di X; I'insieme 0~ (p; 1 (U)) = (¢:0)~1(U) é aperto. Ne segue, usando

il secondo punto di questa proposizione, che 6 é continua.
O

E possibile dimostrare che ogni spazio di Hausdorff compatto e totalmente discon-
nesso puo essere visto come limite inverso dei suoi spazi quoziente discreti. Vedremo e
dimostreremo un risultato simile per i gruppi topologici, sui quali ora concentreremo

I'attenzione.

1.2 Gruppi topologici

Ricordiamo che un gruppo topologico € un gruppo G dotato di una topologia per la
quale la mappa (z,y) — xy~ ' da G x G (con la topologia prodotto) a G ¢ continua.

Con il seguente lemma vediamo alcuni risultati sui gruppi topologici che ci saran-
no utili in seguito. Se G' é un gruppo, g € un elemento di G e U,V sono sottoinsiemi
di G, allora usiamo le seguenti notazioni: Ug = {ug | u € U}, gU = {gu | u € U},
Ult={u'lueU}eUV ={uw | ueUwv eV} Indichiamo 'elemento neutro di

un gruppo con 1.
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Lemma 1.6. Sia G un gruppo topologico.

1.

La mappa (z,y) — zy da G X G a G ¢ continua e la mappa v +— 7' da G a
G ¢ un omeomorfismo. Per ogni g € G le mappe x — xg e v +— gr da G a G

sono omeomorfismi.

Se H ¢é un sottogruppo aperto (rispettivamente chiuso) di G, allora ogni classe

laterale Hg o gH di H in G ¢ aperta (rispettivamente chiusa).

Ogni sottogruppo aperto di G & chiuso, ogni sottogruppo chiuso di indice finito

¢ aperto. Se G é compatto allora ogni sottogruppo aperto di G ha indice finito.

. Se H ¢ un sottogruppo che contiene un sottoinsieme aperto non vuoto U di G,

allora H ¢ aperto in G.

Se H ¢ un sottogruppo di G e K & un sottogruppo normale di G, allora H é
un gruppo topologico rispetto alla topologia di sottospazio, e G/K é un gruppo
topologico rispetto alla topologia quoziente; inoltre la mappa quoziente q da G

a G/K manda insiemi aperti in insiemi aperti.

Il gruppo G ¢ uno spazio di Hausdorff se e solo se {1} é un sottoinsieme
chiuso di G. Se K ¢ un sottogruppo normale di G, allora G/K ¢é uno spazio di
Hausdorff se e solo se K é chiuso in G. Se G é totalmente disconnesso, allora

G é uno spazio di Hausdorff.

Se G ¢ uno spazio di Hausdorff compatto e C, D sono sottoinsiemi chiusi di G,

allora linsieme C'D é chiuso.

Se G & compatto e (X | A € A) & una famiglia di sottoinsiemi chiusi con la
proprieta che per ogni A, Ao € A esiste un indice p € A per il quale vale X, C
X N Xy, allora, dato un sottoinsieme chiuso Y di G, si ha ((,cp X0)Y =
Miea X0Y.

Dimostrazione. 1. Una mappa da uno spazio X a G x G ¢ continua se e solo

se sono continue le sue composizioni con le mappe di proiezione. Quindi se
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0:G — Geyp:G— G sono continue, anche la mappa =z — (0(x), p(z)) da
G a G x G ¢ continua. Prendendo come 6 la mappa costante z — 1 e come ¢
I'identita di G, otteniamo la mappa x +— (1, x); componendo quest’ultima con

! otteniamo la mappa z — x~! che quindi é

la mappa continua ¢ : (x,y) — zy~
continua e, in particolare, un omeomorfismo perché coincide con la sua inversa.
Ne segue che la mappa (z,y) — (z,y~1) ¢ continua, e quindi lo & anche la sua
composizione con ¢, ovvero la mappa (z,y) — xy.

Prendendo invece come 6 I'identita di G e come ¢ la mappa costante z — g~ 1,
otteniamo la mappa z — (z,9'); componendo quest’ultima con ¢, ottenia-
mo la mappa x — xg che quindi é continua. Lo stesso vale per la mappa
inversa x — xg~'. Analogamente si mostra che anche la mappa x — gz ¢ un

omeomorfismo.
. Segue direttamente dal punto precedente.

. Abbiamo che G\ H = |J(Hg | g ¢ H), e quindi se H ¢é aperto, allora, per il
secondo punto di questo lemma, anche G'\ H ¢ aperto, cioé H ¢é chiuso. Se H
ha indice finito, allora G \ H ¢ unione di un numero finito di classi laterali di
H, percio se H ¢é anche chiuso, allora anche G\ H é chiuso, cioé H é aperto.

Supponiamo che G sia compatto. Se H é aperto, allora gli insiemi Hg sono
aperti e disgiunti e la loro unione é GG, cioé costituiscono un ricoprimento aperto

di G. Quindi per la compattezza di G, H deve avere indice finito.

. Per il primo punto di questo lemma, Uh ¢ aperto per ogni h € H. Inoltre si ha
H=U(Uh | h € H), quindi H é aperto.

. L’affermazione su H ¢ ovvia. Sia V un aperto di G, allora £V ¢é aperto per
ogni k € K, e quindi V; = KV ¢ aperto. Di conseguenza, poiché ¢(V') = ¢(V})
e ¢ 'q(vy) = V4, si ha che ¢(V) ¢ aperto in G/K, cioé ¢ manda aperti in aperti.
Rimane da mostrare che G/K ¢ un gruppo topologico, ovvero che la mappa
m:G/KxG/K — G/K definita da (¢,¢) — £(™! é continua. Sia U un aperto
di G/K e sia (Kwy, Kwy) € m~Y(U). Poiché ¢ e la mappa (z,y) — zy~! da
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G x G a G sono continue, esistono intorni aperti Wy, Wy di wy,wy tali che
WiW, 1t C ¢ Y(U), e quindi ¢(W;) x ¢(W>) é un intorno aperto di (Kwy, Kw,)

contenuto in m~(U).

6. Ricordiamo che i sottoinsiemi di uno spazio di Hausdorff composti da un solo
elemento sono chiusi. Mostriamo che se {1} & chiuso allora G & uno spazio
di Hausdorff. Siano a,b elementi distinti di G, per il primo punto di questo
lemma l'insieme {ab~'} ¢ chiuso. Di conseguenza esiste un insieme aperto U

tale che 1 € U e ab™' ¢ U. La mappa (z,y) — xy~ "

é continua e quindi la
retroimmagine di U é aperta. Ne segue che esistono due insiemi aperti V, W
contenenti 1 e tali che VW™ C U. Inoltre ab™ ¢ VW1, percio aVNOW = 0, e
quindi G é uno spazio di Hausdorff perché al/ e bW sono aperti. L’affermazione
su G/K segue direttamente.

Supponiamo che G sia totalmente disconnesso, mostriamo che {z} ¢ chiuso per
ogni x € G. Sia C' la chiusura di {z}. Se C' ¢ 'unione di due aperti disgiunti A
e B con x € A, allora A é chiuso in C' e quindi é chiuso anche in X. Ne segue
che A = C, e quindi C' é connesso. Percio si ha C' = {z} perché G ¢ totalmente

disconnesso.

7. Poiché C' e D sono chiusi nel compatto G, C' e D sono anche compatti. Quindi
¢ compatta anche 'immagine di C' x D tramite la mappa continua (z,y) — xv,
ovvero C'D. Poiché G é uno spazio di Hausdorff, i suoi sottoinsiemi compatti

sono chiusi; in particolare C'D & chiuso.

8. Abbiamo che ([ X,))Y C X,Y per ogni A € A, e quindi ([ X,)Y C N(X,\Y).
Mostriamo il viceversa. Se g ¢ () X\)Y, allora ¢gY ' N (N X)) = 0, e quindi,
poiché G & compatto e poiché gY ! e gli X sono chiusi, si ha che esistono
AL, ooy A € A tali che gY 1N Xy, N...N X, = 0. Per ipotesi esiste p € A tale
che X, C X,, N..NX,,, e quindi gY 'NX, =0, cioé g ¢ X,Y.

O
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Lemma 1.7. Sia G un gruppo topologico compatto. Se C ¢é un sottoinsieme chiuso
e aperto che contiene 1, allora C' contiene un sottogruppo normale aperto.

1'¢ un intorno aperto di 1 tale

Dimostrazione. Per ogni x € C' l'insieme W, = Cz~
che W,x C (. Poiché la moltiplicazione ¢ una mappa continua da G x G a G,
esistono due aperti L., R, contenenti 1 tali che I'immagine di L, X R,, ovvero L, R,,
é contenuta in W,. Poniamo S, = L,NR,, allora S, ¢ aperto e S, S, C W,. Abbiamo
che C' é compatto perché é chiuso in G che é compatto. Gli insiemi C'N S, sono un
ricoprimento aperto di C', percio esistono w1, ..., z,, tali che C' C | J;, Sy,2;. Poniamo

S =i, Ss, allora S & aperto, contiene 1 e si ha

SC |88,z €| Weai € C, (1.1)
i=1 i=1

e quindi S C C.
Poniamo ora T'= S N S~!. Abbiamo che T & aperto, T = T~ ' e 1 € T. Poniamo
inoltre 7" = T, T™ = TT" ' per ognin > 1 e H = |J,.,T". Notiamo che H ¢é
il gruppo generato da T e, essendo unione di insiemi del tipo Ty, é aperto. Per
induzione e per la formula otteniamo che T" C (' per ogni n > 0, e quindi
H C C. Per il terzo punto del Lemma [I.6], H ha indice finito in G, percid ha un
numero finito di coniugati (si veda la Proposizione . L’intersezione di questi

coniugati & quindi un sottogruppo normale aperto contenuto in C. O

Concludiamo la sezione con un risultato sui gruppi topologici compatti e total-
mente disconnessi. L'importanza di questa classe di gruppi sara chiara al termine di
questo capitolo: mostreremo infatti che un gruppo topologico é profinito se e solo se
& compatto e totalmente disconnesso.

Se G é un gruppo topologico, scriveremo H < G per indicare che H ¢ un sotto-

gruppo chiuso di G e N <p G per indicare che N é un sottogruppo normale aperto
di G.

Proposizione 1.8. Sia G un gruppo topologico compatto e totalmente disconnesso.

1. Ogni insieme aperto in G ¢ unione di classi laterali di sottogruppi normali

aperti.
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2. Un sottoinsieme di G ¢ sia aperto che chiuso se e solo se ¢ unione di un numero

finito di classi laterali di sottogruppi normali aperti.
3. Se X & un sottoinsieme di G e X ¢ la sua chiusura, allora vale

X = ﬂ NX.

N<oG

In particolare, per ogni sottoinsieme chiuso C' vale

c= () NC,

N<oG

e lintersezione dei sottogruppi normali chiust di G ¢ 1.

Dimostrazione. 1. Notiamo che G é uno spazio di Hausdorff per il sesto punto del
Lemma
Sia U un aperto non vuoto di G. Se x € U, allora Uz~! & un aperto che contiene
1. Poiché G ¢ uno spazio di Hausdorff totalmente disconnesso, gli aperti di G
sono unioni di insiemi ciascuno dei quali é sia aperto che chiuso, infatti, sia
V un aperto di G e sia a € V, allora per ogni b € G \ {a} esiste un insieme
Fy, sia aperto che chiuso e che soddisfa a € F, e b ¢ F},, e quindi G é 'unione
dell’aperto V' con gli aperti G \ Fy; per la compattezza di G esistono by, ..., b,
tali che G =V U (G \ Fp,) U...U(G\ Fp,), e quindi l'insieme F;,, N...N Fy, &
sia aperto che chiuso e vale a € F,, N...NF,, CV, cioé V & unione di insiemi
di questo tipo. Da questo segue, usando il Lemma che Uz~! contiene un

sottogruppo normale aperto K,. Si ha dunque U =J__,; K,z

zelU

2. Se P ¢ un insieme sia chiuso che aperto, allora per il primo punto di questa
proposizione ¢ unione di classi laterali di sottogruppi normali aperti. Poiché P
é chiuso in G che é compatto, P é anche compatto, e quindi ¢ unione di una
sottofamiglia finita di queste classi laterali. Viceversa, I'unione di un numero
finito di classi laterali di un sottogruppo normale aperto é chiaramente sia

aperta che chiusa.
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3. Sey ¢ X, allora y ha un intorno aperto disgiunto da X. Per il primo punto di
questa proposizione esiste un sottogruppo normale aperto N tale che NyNnX =

(), e quindi y ¢ NX. Passando ai complementari si ha la tesi.
m

1.3 Caratterizzazione dei gruppi profiniti

Sia G un gruppo topologico, chiameremo base filtro una famiglia [ di sottogruppi
normali di G quando per ogni K, K5 € I esiste un sottogruppo K3 € I contenuto in

K, N K5. Iniziamo con due risultati tecnici.

Proposizione 1.9. Sia (G, ;) un limite inverso di un sistema inverso (G;) di grup-
pi topologici di Hausdorff compatti, sia L <o G. Allora keryp; < L per qualche 1. Di
consequenza G /L & isomorfo (come gruppo topologico) ad un quoziente di un sotto-
gruppo di qualche G;. Inoltre se ognuna delle mappe @; é suriettiva, allora G/L ¢

isomorfo ad un quoziente di qualche G;.

Dimostrazione. Poiché L é aperto e contiene 1, per la Proposizione [I.5 abbiamo che
¢ (U) C L per qualche i e qualche insieme U aperto in G e contenente 1. Ne segue
che keryp; < L per qualche 1.

Per i teoremi fondamentali di isomorfismo abbiamo che G/L = (G/kery;)/(L/kery;)

e anche G /kerp; = imy;. Di conseguenza G/L ¢ isomorfo ad un quoziente di ime;.

In particolare se ¢; & suriettiva, G/L é isomorfo ad un quoziente di G;. m

Proposizione 1.10. Siano G un gruppo topologico e I una base filtro di sottogruppi
normali chiusi. Definiamo wn I la relazione d’ordine < in questo modo: se K, L € I
allora K <X L se e solo se L < K. 8% ha che I con la relazione d’ordine < ¢é un
insieme diretto, inoltre, al variare di K € I, i gruppi G/K con gli omomorfismi
suriettivi g, - G/L — G/K (definiti per K < L) formano un sistema inverso.
Poniamo (G, ¢x) = @G/K. Allora esiste un omomorfismo 0 : G — G il cui
nucleo & ey K e la cui immagine & un sottogruppo denso di G. Inoltre o0 ¢ la

mappa quoziente da G a G/K per ogni K € I. Se G & compatto allora 0 é suriettiva;
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se G ¢ compatto e (e, K =1 allora 0 & un isomorfismo di gruppi topologici (cioe

e un isomorfismo di gruppi e un omeomorfismo).

Dimostrazione. 1l fatto che (G/K, qk1) sia un sistema inverso & una semplice verifica.
Sia C = Cr(G/K | K €1). Sia G = slim G//K ovvero

G={ceC|qumy(c)=my(c) per ogni U,V € I con U <V}

dove le mappe 7y : C — G/U sono le proiezioni naturali. Consideriamo la mappa
6 da G a C definita da 6 : g — (gK). Dal quarto punto della Proposizione
segue che la mappa @ é continua, infatti componendola con le proiezioni naturali si
ottengono le mappe quoziente. Mostriamo che I'immagine di ¢ contenuta in G:
sianog € GeU <X V,sihany((9K)) = gU e quymy((9K)) = quv(gV) = gU, quindi
m((9K)) = quvmv((9K)) ovvero 6(g) = (9K) € G.

Siaf: G — G la mappa indotta da 6, che é continua perché lo é §. Un elemento
g € G appartiene al nucleo di 6 se e solo se Kg = K per ogni K, cioé kerf) = (o, K.
Per ogni K € [ vale ok (0(G)) = G/K, percio dal terzo punto della Proposizione
segue che 'immagine di 6 é densa in G.

Per il sesto punto del Lemma , per ogni K € [ si ha che G/K ¢é un gruppo topolo-
gico di Hausdorff, quindi anche C ¢ un gruppo topologico di Hausdorff. Supponiamo
che G sia compatto. Poiché 6 é continua, anche §(G) ¢ compatto e quindi chiuso in
C. Ma dal momento che 8(G) ¢ denso in G, si ha che 6(G) = G. Infine se Nrer K =1
allora # & una biezione continua e quindi, essendo il dominio compatto e il codominio

di Hausdorff, € un omeomorfismo. O

Per classe di gruppi finiti si intendera una classe di gruppi finiti chiusa rispetto
alle immagini isomorfe, cioé se F} appartiene alla classe e F, é isomorfo a Fj allora
anche F3 appartiene alla classe.

Sia C una classe di gruppi finiti. Un gruppo F' é detto C-gruppo se ' € C, un gruppo
G & detto gruppo pro-C se é un limite inverso di C-gruppi. Notiamo che un C-gruppo
¢ anche un gruppo pro-C, infatti lo si puo vedere, ad esempio, come limite inverso

del sistema inverso composto soltanto dal gruppo stesso e indicizzato dall’insieme
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diretto I = {i}.

Diciamo che C ¢é chiusa per sottogruppi (rispettivamente quozienti) se ogni sottogrup-
po (rispettivamente quoziente) di un C-gruppo é ancora un C-gruppo; diciamo che C
¢ chiusa per prodotti diretti se Fy x Fy € C per ogni Fy, F;, € C. Alcune importanti
classi sono la classe di tutti i gruppi finiti, la classe di tutti i p-gruppi finiti per un
primo p fissato e la classe di tutti i gruppi ciclici finiti. Un limite inverso di gruppi

finiti si chiama gruppo profinito, un limite inverso di p-gruppi si chiama gruppo pro-p.

Vediamo ora l'equivalenza di alcune caratterizzazioni dei gruppi pro-C.

Teorema 1.11. Sia C una classe di gruppi finiti (considerati con la topologia di-
screta) chiusa per sottogruppi e prodotti diretti. Sia G un gruppo topologico. Sono

equivalenti:
1. G é un gruppo pro-C;

2. G éisomorfo (come gruppo topologico) ad un sottogruppo chiuso di un prodotto

cartestano di C-gruppi;
3. G ¢ compatto e (N | N<o G, G/N €C) =1;

4. G & compatto e totalmente disconnesso, inoltre per ogni L <o G esiste un
sottogruppo N <o G tale che N < L e G/N € C.

Infine se C e chiusa per quozienti, allora il quarto punto si puod sostituire con:
4. G é compatto e totalmente disconnesso, inoltre G/L € C per ogni L <o G.
Dimostrazione.1 = 2. Segue dal terzo punto della Proposizione |1.4

2 = 3. Supponiamo che G sia isomorfo ad un sottogruppo chiuso GdiC= Cr(G,),
dove G; € un C-gruppo per ogni ¢. Sia K; il nucleo della proiezione naturale da
C a G; per ogni i. Notiamo che, per ogni 7, G; € un gruppo finito, percio ciascun
G; é compatto e quindi per il teorema di Tychonoff anche C' é compatto. Ne

segue che @, essendo chiuso nel compatto C, é compatto. Poniamo N; = Kiﬁ@
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3=1.

1=4.

4 = 1.

per ogni 7. Poiché K; <o C, si ha N; <o CA;, inoltre, poiché (| K; = 1, si ha anche
M N; = 1. Per concludere mostriamo che (\(N | N <o G, G/N € C) < (N,

ovvero mostriamo che G /N; € C per ogni i:

G/N; ~ GK;/K; < C/K; = G,.

Sia I = {N <o G | G/N € C} e siano Ny, N, € I. Consideriamo la mappa 7
da G al C-gruppo G/N; x G /N, definita da g — (Ny1g, Nag). Si verifica facil-
mente che 1 & un omomorfismo continuo, inoltre il suo nucleo ¢ N; N Ny < G.
Ma, poiché C é chiusa per prodotti cartesiani e sottogruppi, si ha che 'imma-
gine di n appartiene a C, quindi N; N Ny € I. Osserviamo che i sottogruppi
appartenenti ad I sono aperti e quindi anche chiusi percio, essendo I una ba-

se filtro di sottogruppi chiusi, applichiamo la Proposizione [1.10| e otteniamo
G = 1‘£1Nel G/N'

Per la Proposizione il gruppo G é compatto e totalmente disconnesso. Il
resto della tesi segue dalla Proposizione infatti per ogni L <lp G’ abbiamo
che L contiene il nucleo N di un omomorfismo continuo ¢ da G a un C-gruppo

H del sistema inverso di cui G é limite inverso, e quindi G/N = imp < H € C.

Segue dalla Proposizione [1.8

Infine supponiamo che C sia chiusa per quozienti. Per ogni L <lp G possiamo

trovare, nel modo descritto precedentemente in questa dimostrazione, un sottogruppo
N <o G tale che N < L e G/N € C. Poiché¢ G/L = (G/N)/(L/N), concludiamo che
G/L e C. O

Se consideriamo come classe C la classe di tutti i gruppi finiti, che ovviamente é

chiusa per quozienti, otteniamo la seguente importante caratterizzazione dei gruppi

profiniti.

Corollario 1.12. Sia G un gruppo topologico. Sono equivalenti:

1.

G é un gruppo profinito;
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2. G e isomorfo (come gruppo topologico) ad un sottogruppo chiuso di un prodotto

cartestano di gruppi finiti,
3. G & compatto e (N | N <o G) =1;
4. G é compatto e totalmente disconnesso.

Il prossimo risultato descrive come un gruppo profinito, i suoi sottogruppi e i suoi

quozienti possano essere rappresentati come limiti inversi.

Teorema 1.13. Sia G un gruppo profinito. Se I ¢ una base filtro di sottogruppi
normali chiusi tale che (\(N | N € I) =1 allora

G 2 1im G/N.

Nel

Inoltre per ogni sottogruppo chiuso H si ha

H= l&n H/(HNN)
Nel
e per ogni sottogruppo normale chiuso K si ha
G/K = @G/(KN).

Nel

Dimostrazione. Le prime due affermazioni seguono dalla Proposizione [1.10
La famiglia J = (KN | N € I) ¢ una base filtro di sottogruppi normali aperti di G.
Per il Lemma [I.6] abbiamo

(YM=K(\N=K

MeJ Nel

e quindi anche la terza affermazione segue dalla Proposizione [1.10 O

Infine vediamo sotto quali condizioni si conserva la proprieta di essere un gruppo

pro-C.
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Proposizione 1.14. Se C ¢ una classe di gruppt finiti chiusa per sottogruppi e pro-
dotti diretti, allora sottogruppi chiusi, prodotti cartesiani e limiti inversi di gruppi
pro-C sono ancora gruppi pro-C.

Se inoltre C & chiusa per quozienti, allora quozienti di gruppi pro-C rispetto a sotto-

gruppt normali chiusi sono ancora gruppi pro-C.

Dimostrazione. Le affermazioni su sottogruppi chiusi e quozienti sono conseguenza
diretta del Teorema [L.13]

L’affermazione sui prodotti cartesiani si dimostra sfruttando la prima equivalenza del
Teorema [1.11} osservando che sottogruppi chiusi di sottogruppi chiusi sono ancora
chiusi e prodotti cartesiani di prodotti cartesiani sono ancora prodotti cartesiani.
Infine, supponiamo che C sia chiusa per quozienti. Per la Proposizione i gruppi
pro-C sono gruppi topologici di Hausdorff in quanto limiti inversi di gruppi con la
topologia discreta, e quindi, per la stessa proposizione, un limite inverso di gruppi
pro-C ¢ isomorfo ad un sottogruppo chiuso del prodotto cartesiano di gruppi pro-C,

quindi é a sua volta un gruppo pro-C. O



Capitolo 2

Teoria di Sylow e generalizzazioni nei

gruppi finiti

Sappiamo che, per il teorema di Lagrange, I’ordine di un sottogruppo divide 'ordine
del gruppo. Ci chiediamo ora se sia vero anche il viceversa, ovvero se, dato un
intero m che divide l'ordine di un gruppo, esista un sottogruppo di ordine m. Si
puo dimostrare che la risposta ¢ affermativa nel caso dei gruppi abeliani ma non in
generale. Ricordiamo che il teorema di Cauchy afferma che se m é primo allora esiste
un sottogruppo di ordine m; in questo capitolo vedremo dei risultati che generalizzano

il teorema di Cauchy.

2.1 Teoremi di Sylow

Ricordiamo che un gruppo in cui ciascun elemento ha ordine una potenza (> 0) di
un primo p fissato é detto p-gruppo. Se H é un sottogruppo di un gruppo G e H ¢ un
p-gruppo, allora H ¢ detto p-sottogruppo di G. In particolare il sottogruppo banale
¢ un p-sottogruppo di G per ogni primo p perché ha ordine 1 = p°.

Usando il teorema di Lagrange e il teorema di Cauchy si pud dimostrare facilmente
che un gruppo finito & un p-gruppo se e solo se il suo ordine ¢ una potenza di p.

Iniziamo con una breve presentazione delle azioni di gruppo.

19
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Definizione 2.1. Un’azione di un gruppo G su un insieme S ¢ una funzione G x S —
S, (g,x) — gz tale che per ogni x € S e per ogni ¢g;,92 € G valgano lx = z e
(9192)7 = g1(g2).

Quando si ha un’azione di G su S diciamo che G agisce su S. Vediamo ora due

esempi che ci torneranno utili in seguito.

Esempi:

1. Siano G un gruppo e H un suo sottogruppo. Un’azione del gruppo H sull’insie-
me G ¢ data da (h, ) — hz, dove hz é il prodotto in G. Questa azione é detta
traslazione sinistra. Se K é un altro sottogruppo di G e S é l'insieme delle
classi laterali sinistre di K in G, allora H agisce su S per traslazione sinistra:
(h,zK) — hzK.

2. Siano G un gruppo e H un suo sottogruppo. Un’azione del gruppo H sull’in-
sieme G ¢ data da (h,z) — h™'zh. Questa azione ¢ detta coniugio per h e
diciamo che I’elemento hah~! ¢ coniugato a . Se K & un sottogruppo qualun-
que di G e h € H, allora h~'Kh ¢ un sottogruppo di G isomorfo a K, e quindi
H agisce sull’insieme S dei sottogruppi di G per coniugio: (h, K) — h™'Kh.
Diciamo che il gruppo h=*Kh ¢é coniugato a K.

Proposizione 2.2. Sia G un gruppo che agisce su un insieme S. Dato v € S,

poniamo T = {gzr | g€ G} e G, ={g € G | gv = x}. Allora |7| =[G : G,].
Dimostrazione. Siano h,g € GG, abbiamo che
gr = ht <= g 'hx = v < g 'h € G, < hG, = ¢G,.
Ne segue che la mappa definita da gG, — gz é biettiva, percio |z| = [G: G,]. O
Gli insiemi z e GG, sono detti rispettivamente orbita di x e stabilizzatore di x.

Lemma 2.3. Siano p un primo e S un insieme finito. Sia H un gruppo di ordine p™
che agisce su S. Poniamo Sy = {x € S | hx = z per ogni h € H}, allora |S| = |So|
(mod p).
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Dimostrazione. Un’orbita T contiene esattamente un elemento se e solo se x € S,. Ne
segue che S si puo vedere come la seguente unione disgiunta: S = SoUxUZoU...UZ,,
con |Z;| > 1 per ogni i. Percio |S| = |So|+ |Z1] + |Z2| + ... + |Z,|. Notiamo che p | |7,
per ogni i perché |Z;| > 1 e |z;| = [H : H,,] divide |H| = p". Quindi si ha |S| = |So|
(mod p). O

Il lemma precedente e la notazione Sy verranno usate di frequente.
Ricordiamo che il normalizzante di un sottogruppo H in un gruppo G ¢ definito come
Ng(H)={z € G |zHz™' = H}

Lemma 2.4. Se H ¢ un p-sottogruppo di un gruppo finito G, allora [Ng(H) : H] =
|G : H] (mod p).

Dimostrazione. Sia S 'insieme delle classi laterali sinistre di H in G. Abbiamo che

|S| =[G : H]. Consideriamo come azione di H su S la traslazione sinistra, allora

xH € Sy <= hxH = xH perogni he H
<= o 'haH =H perogni h€ H <= 2 'ha € H perogni he H

<=2 'Hr = H <= 1 € Ng(H).

Quindi |Sp| & il numero di classi laterali *H con x € Ng(H), ovvero |Sy| =
[Ng(H) : H]. Per il Lemma [2.3si ha [Ng(H) : H] = |So| = |S| = [G : H] (mod
p)- O

Corollario 2.5. Se H ¢ un p-sottogruppo di un gruppo finito G e p divide |G : H|,
allora Ng(H) # H.

Dimostrazione. Abbiamo che 0 = [G : H] = [Ng(H) : H| (mod p), percid [Ng(H) :
H] > 1. Ne segue che Ng(H) # H. O

Vediamo ora il primo teorema di Sylow.
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Teorema 2.6. Sia G un gruppo di ordine p™m, con n > 1, p primo, e (p,m) = 1.
Allora G contiene un sottogruppo di ordine p' per ogni 1 < i < n, inoltre ogni
sottogruppo di G di ordine p', con i < n, é normale in qualche sottogruppo di G di
ordine pt1.

Dimostrazione. Per il teorema di Cauchy, poiché p | |G|, abbiamo che G contiene un
elemento a di ordine p. Di conseguenza il sottogruppo generato da a ha ordine p.
Procediamo per induzione. Supponiamo che H sia un sottogruppo di G di ordine p’,
con 1 <i<mn,allorap|[G: H]. Per il Lemma[2.4 e il Corollario 2.5 abbiamo che H
¢ normale in Ng(H), H # Ng(H) e 1 < |[Ng(H)/H| =|Ng(H) : H =[G : H =0
(mod p). Percio p | [Ng(H)/H| e quindi per il teorema di Cauchy Ng(H)/H contiene
un sottogruppo di ordine p. Questo sottogruppo é della forma H,/H dove H; ¢ un
sottogruppo di Ng(H) contenente H. Poiché H é normale in Ng(H) si ha che H ¢
normale anche in H;. Si ha dunque |H,| = |H||H,/H| = p'p = p"*. O

Un sottogruppo P di un gruppo G ¢é detto p-sottogruppo di Sylow quando é
un p-sottogruppo massimale di G, cioé se H é un p-gruppo e P < H < @ allora
necessariamente P = H. Osserviamo che i p-sottogruppi di Sylow esistono sempre,
tuttavia potrebbero essere il sottogruppo banale. Ogni p-sottogruppo é contenuto
in un p-sottogruppo di Sylow. Per il teorema precedente i gruppi finiti hanno p-
sottogruppi di Sylow non banali per ogni primo p che divide 'ordine del gruppo.

Abbiamo inoltre il seguente risultato.

Corollario 2.7. Sia G un gruppo di ordine p"m, conn > 1, p primo, e (p,m) = 1.

Sia H un p-sottogruppo di G.
1. H ¢é un p-sottogruppo di Sylow di G se e solo se |H| = p".

2. 1 sottogruppi contugati a p-sottogruppi di Sylow sono ancora p-sottogruppi di
Sylow.

3. Se c¢’é solo un p-sottogruppo di Sylow P, allora P é normale in G.
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Dimostrazione. 1. Abbiamo che H ¢é un p-sottogruppo se e solo se il suo ordine &
una potenza di p. Per il Teorema [2.6| esiste un sottogruppo di G di ordine p",

percid H ¢ massimale se e solo se ha ordine p"

2. Segue dal punto precedente e dal fatto che due sottogruppi coniugati hanno lo

stesso ordine.

3. Segue direttamente dal punto precedente.

Vediamo infine il secondo teorema di Sylow.

Teorema 2.8. Se H é un p-sottogruppo di G e P & un p-sottogruppo di Sylow di G,
allora esiste x € G tale che H < x~'Px. In particolare due p-sottogruppi di Sylow

di G sono coniugati.

Dimostrazione. Sia S l'insieme delle classi laterali sinistre di P in G. Abbiamo
che |S| = [G : P]. Consideriamo come azione di H su S la traslazione sinistra.
Per il Lemma si ha |Sy| = |S| (mod p). Poiché p non divide [G : P] allora

necessariamente |Sy| # 0, quindi esiste una classe laterale xP € ;.

xP € Sy <= hxP =xP perogni he H

<=z 'haP =P per ogni h € H <~ r'He < P<= H < zPx '

In particolare se H & un p-sottogruppo di Sylow, allora si ha |H| = |P| = |[x~! Px|
e quindi H = 27! Puz. O

2.2 Sottogruppi di Hall

In questa sezione presentiamo un teorema per i gruppi risolubili finiti che generalizza
i teoremi di Sylow. Iniziamo con le definizioni di sottogruppo commutatore e gruppo

risolubile.
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Definizione 2.9. Sia G un gruppo. Il sottogruppo di G generato dall’insieme
{a"'v"tab | a,b € G} ¢ detto sottogruppo commutatore di G e viene indicato con
G'.

Gli elementi del tipo a='b~tab con a,b € G sono detti commutatori. T commu-

tatori generano solamente G’, quindi G’ potrebbe contenere elementi che non sono
commutatori. Notiamo che G ¢ abeliano se e solo se G’ = 1. In un certo senso, G’
fornisce una misura di quanto G differisca da un gruppo abeliano.
Dato un gruppo G, poniamo GV = ' e GO = (GU=VY per i > 1. Tl sottogruppo
G ¢ detto i-esimo sottogruppo derivato di G. Abbiamo una sequenza di sottogruppi
di G: G>GM >G® > ... Sipuo verificare che G® & un sottogruppo normale di
G (e quindi in particolare di GU~) per ogni i > 1.

Definizione 2.10. Un gruppo G é detto risolubile se G = 1 per qualche n.
Proposizione 2.11. Valgono le sequenti affermazions.

1. I sottogruppt e le immagini tramite omomorfismi di gruppi risolubili sono an-

cora risolubili.

2. Se N ¢é un sottogruppo normale di un gruppo G tale che N e G/N siano

risolubili, allora G ¢é risolubile.

Dimostrazione. 1. Sia f : G — H un omomorfismo. Si puo verificare che f(G®) <
H®, Supponiamo che f sia suriettiva e G risolubile, allora si ha che f(G®) =
H® e che, per qualche n, 1 = f(1) = f(G™) = H™, cioé H ¢ risolubile.
Per i sottogruppi é sufficiente notare che se H é un sottogruppo di G, allora
HOY < G0 =1,

2. Sia f : G — G/N la mappa quoziente. Poiché G/N ¢ risolubile, per qualche n
si ha che f(G™) = (G/N)™ = 1. Percio abbiamo G < Kerf = N. Quindi,
per il punto precedente di questa proposizione, G™ & risolubile. Ne segue che,
per qualche k, Gtk = (GM)Y*) = 1, cioé G & risolubile.

[
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Per la dimostrazione della generalizzazione dei teoremi di Sylow per i gruppi ri-
solubili finiti abbiamo bisogno delle seguenti definizioni e dei seguenti lemmi.
Un sottogruppo H di un gruppo G é detto caratteristico (rispettivamente pienamen-
te invariante) se f(H) < H per ogni automorfismo (rispettivamente endomorfismo)
f : G — G. Notiamo che i sottogruppi pienamente invarianti sono anche caratte-
ristici e che i sottogruppi caratteristici sono anche normali, perché il coniugio é un
automorfismo.
Un sottogruppo normale minimale di un gruppo G é un sottogruppo normale non

banale che non contiene alcun sottogruppo proprio normale in G.

Lemma 2.12. Sia N un sottogruppo normale di un gruppo finito G' e sia H un

sottogruppo di G.
1. Se H ¢é un sottogruppo caratteristico di N, allora H é normale in G.
2. Ogni p-sottogruppo di Sylow normale di G & pienamente invariante.

3. Se G e risolubile e N é un sottogruppo normale minimale, allora N & un p-

gruppo abeliano per qualche primo p.

Dimostrazione. 1. Poiché a 'Na = N per ogni a € G, il coniugio per a ¢ un
automorfismo di N. Ne segue che a 'Ha < H per ogni a € G perché H &
caratteristico in N. Mostriamo che vale anche ’inclusione inversa e quindi che
H ¢énormale in G. Per a! € G vale aHa™! < H, percio, dato x € N, abbiamo

che x = a Y(axa™)a € a™'Na, e quindi N < a~!Na.

2. Sia P un p-sottogruppo di Sylow normale di G e sia f un endomorfismo di G.
Per il secondo teorema di Sylow, se ci fosse un altro p-sottogruppo di Sylow
di G, questo sarebbe coniugato a P, e quindi coincidente con P perché P é
normale. Sia x € P, allora 27" = 1 per qualche numero naturale n. Ne segue
che f(z)P" = f(aP") = 1, cioé l'ordine di f(z) divide p", e quindi il sottogruppo
generato da f(z) ¢ un p-sottogruppo. Dal secondo teorema di Sylow segue che
f(x) € P, e quindi f(P) < P.
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3. Si puo verificare che N’ é pienamente invariante in N e quindi, per il primo
punto di questa proposizione, N’ & normale in G. Poiché N ¢ un sottogruppo
normale minimale, o N’ = 1 oppure N’ = N. Tuttavia N é risolubile per
la. Proposizione quindi N’ # N. Ne segue che N’ = 1, cioé N & un
sottogruppo abeliano non banale. Sia P un p-sottogruppo di Sylow non banale
di N per qualche primo p. Poiché N ¢é abeliano, P é normale in N, quindi, per
il secondo punto di questa proposizione, P é pienamente invariante in N. Di
conseguenza P é normale in G. Poiché N é minimale e P é non banale, allora
necessariamente P = N.

m

Lemma 2.13. Sia G un gruppo e siano H, K, N sottogruppi di G.
1. Se K ¢é normale allora HK = {hk | h € H,k € K} é un sottogruppo di G.
2. F valida la sequente formula: |HK| = |H||K|/|H N K]|.
3. Se N ¢ normale e K < H allora st ha [ NH : NK|=[H : (NN H)K].

Dimostrazione. 1. Siano hiky, hoky € HK. Si ha hikihoky = hihohy 'kihoks.
Poiché K é normale, abbiamo che h;lklhg = k' € H, percido hikihoks =
hihok'ke € HK.

2. Sian = |H N K|. Mostriamo che per ogni coppia (h,k) € H x K esistono
esattamente n coppie (a,b) € H x K tali che hk = ab, da cui segue n|HK| =
|H||K|. Per ogni t € HN K si ha hk = (ht)(t"'k), percid si hanno almeno n
coppie. Viceversa per ogni coppia (a, b), se hk = ab allora abbiamo un elemento

t=a"'h=>bk"' € HN K, e quindi si hanno al pitt n coppie.

3. Costruiamo una biezione tra i due insiemi di classi laterali {( NNH)Kh | h € H}
e {NKh |he H} = {NKx | x € NH}. Osserviamo che se y € (NN H)K
allora si ha NKyr = NKuz perché (NN H)K C NK. Possiamo dunque
definire la mappa suriettiva (N N H)Kh — NKh. Mostriamo che ¢ anche
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iniettiva: se NKh; = NKhy allora hih,! € NKNH = (NN H)K, cioé
(NNH)Kh; = (NN H)Kh,.
O

Teorema 2.14. Sia G un gruppo finito risolubile di ordine mn, con (m,n) = 1.
Allora si ha:

1. G contiene un sottogruppo di ordine m.
2. Due sottogruppi di G di ordine m sono sempre coniugati.

3. Se k| m allora ogni sottogruppo di G di ordine k & contenuto in un sottogruppo

di G di ordine m.

Dimostrazione. La dimostrazione procede per induzione su |G|. Ci sono due casi.

Caso 1: Esiste un sottogruppo normale proprio H di G il cui ordine non ¢ divisibile

per n.

1. Sia myn; Vordine di H, dove my | m, ny | n e ny < n. Abbiamo che G/H ¢ un

gruppo risolubile di ordine (m/m4)(n/ny), con (m/my,n/ny) = 1. Quindi per
ipotesi induttiva G/H contiene un sottogruppo A/H di ordine (m/m4), con A
sottogruppo di G. Abbiamo che |A| = |H|[A : H| = (miny)(m/my) = mn; <
mn, inoltre per il Teorema A é risolubile, percio per ipotesi induttiva A

contiene un sottogruppo di ordine m.

. Supponiamo che B e C' siano sottogruppi di G di ordine m. Poiché H é normale

in G, HB ¢é un sottogruppo di G. Sia k l'ordine di HB, allora k | mn per il
teorema di Lagrange. Si ha che |HB| = |H||B|/|H N B|, ovvero che k =
minym/|H N B|, percido abbiamo k|H N B| = minym, quindi k | minim.
Poiché (my,n) = 1, esistono due interi x,y tali che mix + ny = 1, quindi
mniymix + mniny = mny. Ne segue che k | mn;. Per il teorema di Lagrange
si ha che m = |B| e myn; = |H| dividono k, e quindi, poiché (m,n) = 1,

abbiamo che mn; | k. Di conseguenza k = |HB| = mn; e, analogamente,
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|HC| = mny. Quindi HB/H e HC/H sono sottogruppi di G/H di ordine
m/myq, e percid per ipotesi induttiva sono coniugati, ovvero esiste £ € G/H
tale che ™! (HB/H)Z. Ne segue, prendendo le retroimmagini tramite la mappa
quoziente, che v 'HBx = HC, percidé abbiamo che z7!Bx ¢ un sottogruppo
di HC. Poiché 27'Bxz e C sono sottogruppi di HC di ordine m, per ipotesi

induttiva sono coniugati in HC, e quindi B e C sono coniugati in G.

3. Sia K un sottogruppo di G di ordine k, con k | m. Per il secondo teorema
di isomorfismo si ha che HK/H = K/H N K, e quindi 'ordine di HK/H
divide k. Poiché HK/H ¢ un sottogruppo di G/H, il suo ordine divide anche
|G/H| = (m/mq)(n/ny). Abbiamo che (k,n) = 1 perché k | m, e quindi 'ordine
di HK/H divide m/m;. Per ipotesi induttiva esiste un sottogruppo A/H di
G/H di ordine m/m; che contiene HK/H. Si ha che K ¢ un sottogruppo di
A. Poiché |A| = |H||A/H| = mini(m/my) = mny < mn, per ipotesi induttiva

K & contenuto in un sottogruppo di A (e quindi di G) di ordine m.

Caso 2: Ogni sottogruppo normale proprio di G ha ordine divisibile per n. Sia H
un sottogruppo normale minimale (ne esiste almeno uno perché G ¢ finito), allora
per il Lemma |H| = p" per qualche primo p. Poiché (m,n) = 1 e n | |H|,
abbiamo che n = p", e quindi H & un p-sottogruppo di Sylow di G. Inoltre H &
I'unico p-sottogruppo di Sylow di G perché é normale. Osserviamo che H ¢é I'unico
sottogruppo normale minimale di G, infatti se cosi non fosse avremmo n = p" e
n = ¢° con p, q primi distinti. Ne segue che ogni sottogruppo normale non banale di

G contiene necessariamente H.

1. Sia K un sottogruppo normale di G tale che K/H sia un sottogruppo normale
minimale di G/H. Per il Lemma |K/H| = ¢° per qualche primo ¢ diverso
da p, e quindi |K| = p"¢®. Sia S un g-sottogruppo di Sylow di K e sia M il
normalizzante di S in G. Mostriamo che |M| = m. Abbiamo che HS ¢ un
sottogruppo di K perché H é normale in K, inoltre H NS = 1. Ne segue che
|HS| = |H||S|/|HN S| =p"¢° =|K]|, e quindi K = HS.
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Poiché K é normale in G e S < K, ogni sottogruppo coniugato a S in G ¢
contenuto in K. Inoltre questi sono coniugati a S anche in K perché S ¢ un
sottogruppo di Sylow di K. Sia N = Ng(S), il numero ¢ di sottogruppi coniu-
gatia Sin G ¢ [G : M| = [K : N] per la Proposizione 2.2] Poiché S < N < K,
abbiamo K > HN > HS = K, e quindi K = HNec =[G : M] = [K :
N]=[HN : N]=[H : HN NJ. Se mostriamo che H N N = 1, allora abbiamo
c=|H|=p" equindi |[M| =|G|/|G : M] = mp" = m. Per far c¢io mostriamo
prima che H NN = Z(K) e poi che Z(K) =1, dove Z(K) ¢ il centro di K.
Sianox € HNN e k € K. Poiché¢ K = HS, abbiamo k = hs per qualche h € H
e s € S. Per il Lemma H ¢ abeliano, quindi, dato che z € H, é sufficiente
mostrare che xs = sz per avere che xk = kz ovvero x € Z(K). Abbiamo che
(rsz™1)s™! € S perché x € N = Ng(S). Abbiamo inoltre che z(sz~1s7!) € H
perché x € H e H ¢ normale in G. Quindi zsz7's™' € HNS = 1, ovvero
rs = ST.

Si puo verificare che Z(K) ¢ un sottogruppo caratteristico di K. Poiché K
é normale in G, per il Lemma Z(K) é normale in G. Supponiamo per
assurdo che Z(K) # 1. Allora Z(K) contiene necessariamente H. Di conse-
guenza, poiché¢ K = HS, S ¢ normale in K. Per il Lemma[2.12] S é pienamente
invariante in K e quindi normale in G, essendo K normale in G. Ne segue che

H < S e questo porta a una contraddizione. Si ha allora Z(K) = 1.

. Sia M come sopra e sia B un sottogruppo di G di ordine m. Abbiamo che

|BK| ¢ divisibile per |B| = m e per |K| = p"¢°. Poiché (m,p) = 1, |BK|
¢ divisibile anche per p"m = nm = |G|, e quindi BK = G. Di conseguenza
G/K = BK/K = B/BNK, percio |[BN K| = |B|/|G/K| = ¢°. Per il secondo
teorema di Sylow B N K é coniugato a S in K. Inoltre BN K ¢ normale in
B perché K ¢é normale in G, e quindi B é contenuto in Ng(B N K). Si puod
verificare che sottogruppi coniugati hanno normalizzanti coniugati. Ne segue
che Ng(B N K) e Ng(S) = M sono coniugati in G, e quindi |[Ng(B N K)| =
|M| = m. Poiché |B| = m e B < Ng(B N K), abbiamo che B = Ng(B N K),

percio B e M sono coniugati.
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3.8l D < Gceon |D| =k ek | m. Siano M e H come sopra. Si ha che
DNH=1e|DH|=|D||H|/|DNH| = kp". Abbiamo inoltre che |G| = mp",
MNH=1e MH = G perché¢ |MH| = |M||H|/|M N H| =mp" = |G|. Percio
M(DH) =G e quindi | M NDH| = |M||DH|/|MDH| = m(kp")/mp" = k. Di
conseguenza, posto M* = M N DH e applicando il secondo punto di questo
teorema al gruppo DH, si ha che M* e D sono coniugati, ovvero esiste a € G
tale che aMa~' = D. Poiché M* < M, D é contenuto in a~*Ma, ovvero in un

sottogruppo di ordine m.

Nelle notazioni del teorema, un sottogruppo di G di ordine m é detto m-sottogruppo
di Hall, dove 7 ¢ I'insieme dei primi che dividono m. Nel caso di gruppi non riso-
lubili, i sottogruppi di Hall potrebbero non esistere. Ad esempio mostriamo che in
As non esiste un {2, 5}-sottogruppo di Hall. Supponiamo per assurdo che H sia un
{2, 5}-sottogruppo di Hall di As, poiché |As| = 60, H deve avere ordine 20, e quindi
[As : H|] = 3. Considerando come azione di Aj sull'insieme delle classi laterali di
H la traslazione sinistra, otteniamo un omomorfismo p : As — Sz il cui nucleo é
incluso in H. Si ha percio kerp # Aj e, ovviamente, kerp # 1, ovvero kerp é un sot-
togruppo proprio normale e non banale di As, che é assurdo perché A5 é un gruppo

semplice. n



Capitolo 3

Estensione della teoria di Sylow ai

gruppi profiniti

Riprendiamo ora con lo studio dei gruppi profiniti per mostrare come i risultati visti
nel capitolo precedente possano essere estesi anche a questa classe di gruppi. Per
prima cosa vediamo le estensioni del concetto di indice di un sottogruppo e del teo-
rema di Lagrange. In questo capitolo sara sottinteso che i sottogruppi di cui si parla

siano chiusi.

3.1 Sottogruppi di Sylow e di Hall

Un numero soprannaturale (o numero di Steinitz) ¢ un prodotto formale infinito
Hp”(p), su tutti i primi p, nel quale ciascun esponente n(p) & un numero naturale
oppure inﬁnito

Siano [] p"® e ] p™® numeri soprannaturali, diciamo che [T p™® divide [] p"®
se m(p) < n(p) per ogni p. Possiamo quindi definire il minimo comune multiplo: sia
(a; | i € I) una famiglia di numeri soprannaturali, con a; = [[p"®? per ogni i,

definiamo
mem(a; | i € 1) Hp con s(p) = sup(n(p,i) | i € I).

31
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Analogamente definiamo

[Tei=1]p", contlp)=> npi).

iel iel
Adottiamo le convenzioni standard riguardo oo: ad esempio, s(p) = oo se solo se
n(p,i) = oo per qualche i oppure gli n(p,i) sono finiti ma non limitati. Osserviamo

che se (a; |1 €1)e (b; | j € J)sono due famiglie di numeri soprannaturali, allora
(mem(a; | 7€ I))(mem(b; | 7 € J)) =mem(a;b; |i€l,j€J).

Definizione 3.1. Sia G un gruppo profinito. L’indice [G : H| di un sottogruppo
(chiuso) H di G ¢ il minimo comune multiplo degli indici dei sottogruppi aperti di
G che contengono H. L’ordine |G| di G & [G : 1], e l'ordine di un elemento z di
G é lordine del sottogruppo generato topologicamente da z, ovvero la chiusura del

gruppo astratto generato da .

Osservazione 3.2. L’indice di un sottogruppo H di G puo essere equivalentemente
definito come mem([G : NH| | N <o G). Infatti mem(|G : U] | U aperto, H < U) >
mem([G : NH] | N <o G) perché gli N H sono particolari aperti contenenti H (NH ¢
aperto in quanto unione di aperti del tipo Nh), viceversa poiché ciascun sottogruppo
aperto U con H < U contiene un sottogruppo normale aperto N (segue dal Lemma
[1.7), si ha che |NH| divide |U]| per il teorema di Lagrange per indici finiti, e quindi
|G : U] divide [G : NH].

Come conseguenza della Proposizione [I.9] un gruppo profinito G ¢ un gruppo
pro-p se e solo se G/N ha ordine una potenza di p per ogni N <o G. Ne segue che i

gruppi pro-p sono esattamente i gruppi profiniti di ordine p™ con n < co.

Vediamo ora il Teorema di Lagrange per i gruppi profiniti.

Teorema 3.3. Siano H, K sottogruppi di G tali che K < H < G. Allora [G : K] =
|G : H|[H : K].
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Dimostrazione. Usiamo alcuni risultati riguardanti gli indici finiti. Sia N <o G,
allora NK ¢ un sottogruppo aperto di GG e quindi ha indice finito. Per il teorema di
Lagrange nel caso finito si ha dunque |G : NK| =[G : NH|[NH : NK]|. Inoltre per
il Lemma abbiamo che [NH : NK] = [H : (N N H)K]. Di conseguenza si ha

[G: NK] =[G : NH|[H : (NN H)K]. (3.1)

Inoltre N N H ¢ un aperto normale nella topologia indotta in H, e quindi mem([H :
(NNH)K] | N<oG) <mem([H : MK] | M <o H) = [H : K]. Quindi, facendo
variare N <o G nella formula e usando I’Osservazione [3.2] si ottiene che [G : K]
divide [G : H|[H : K].

Viceversa, siano N1 <lpG e No<lp H, allora N5 ¢ 'intersezione con H di un insieme
aperto in GG, percio esiste M <o G tale che M N H < Ny. Poniamo N = M N Nj.
Abbiamo che [G : NiH|[H : NyK] divide |G : NH|[H : (N N H)K] che, per la
formula (3.1)), ¢ uguale a [G : NK]. Quindi, facendo variare Ny <o G e Ny <o H
e considerando il minimo comune multiplo, si ottiene che |G : H|[H : K] divide
G : K]. O

Lemma 3.4. Sia (H; | i € I) una famiglia di sottogruppi tale che per ogni i,j € I
esiste un indice k € I con H, < H; N Hj, allora vale

(G [\ Hi] = mem([G : Hy] | i € I).

Dimostrazione. Per il Teorema abbiamo [G : (H;| = [G : Hj|[H; : () H;] per
ogni 4, quindi mem([G : H;] | i € I) divide [G : [ H;]. Mostriamo che vale anche
il viceversa ovvero che [G : (H;] = mem(|G : U] | U aperto, (H; < U) divide
mem([G : H] | @ € I). Se U ¢ un sottogruppo aperto contenente (| H;, allora
N(H; N (G\U)) = 0. Gli insiemi H; N (G \ U) sono chiusi per ogni i, quindi per la

compattezza si ha
.,

((Hi, N (G\ D))

A=1
per qualche insieme finito {i;,...,3,}. Percio (y_, Hi, < U. Prendiamo k € I tale
che H, < H;, per A =1,...,r. Di conseguenza si ha H, < U e quindi [G : U] divide

0
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Vediamo ora il teorema di Sylow per i gruppi profiniti.

Definizione 3.5. Sia G un gruppo profinito e sia p un primo. Un sottogruppo p-
Sylow di G ¢ un sottogruppo P tale che |P| ¢ una potenza (anche infinita) di p e

|G : P] é coprimo con p.

Notiamo che i sottogruppi p-Sylow sono sottogruppi pro-p massimali e, nel caso

finito, coincidono con i p-sottogruppi di Sylow.
Teorema 3.6. Sia G un gruppo profinito e sia p un primo.
1. G ha un sottogruppo p-Sylow.

2. Se P ¢ un sottogruppo p-Sylow di G e T é un sottogruppo pro-p, allora si ha
g 'Tg < P per qualche g € G.

3. Ogni sottogruppo pro-p di G & contenuto in un sottogruppo p-Sylow.
4. Se Py, Py sono sottogruppi p-Sylow di G, allora g *P,g = P per qualche g € G.

Dimostrazione. 1. Sia [ l'insieme dei sottogruppi chiusi di G di indice coprimo
con p. Abbiamo che I é non vuoto perché G € [, inoltre [ ¢ parzialmente
ordinato rispetto alla relazione d’ordine =< cosi definita: A < B se e solo se
B < A. Sia J una catena in I (cioé per ogni Hy, Hy € J si ha H; < Hj oppure
Hy, < Hy), allora per il Lemma [3.4|si ha (\(H | H € J) € I. Di conseguenza,
per il lemma di Zorn, I contiene un elemento minimale P. Si ha che [G : P| &
coprimo con p, mostriamo che P é un gruppo pro-p. Supponiamo per assurdo
che P non sia un gruppo pro-p, allora per il Teorema [1.11] esiste M <o P tale
che |P/M]| non é una potenza di p. Di conseguenza, per il teorema di Sylow
sui gruppi finiti, P/M ha un sottogruppo p-Sylow Q/M < P/M. Poiché M &
aperto in P e () € una unione finita di classi laterali di M, anche @) é aperto in
P. Ne segue che () é chiuso in P e quindi anche in G. Inoltre per il Teorema
si ha [G: Q] =[G : P][P : Q], percid [G : Q] é coprimo con p. Questo

contraddice la minimalita di P.
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2. Sia N <o G, allora NN P <o Pe NP/N = P/(N N P), percio NP/N ¢ un
p-gruppo. Inoltre [G : NP] divide [G : P], e quindi NP/P ¢ un sottogruppo
p-Sylow di G/N. Analogamente NT /N é un p-sottogruppo di G/N. Poniamo

R(N)={g|g '(NT)g C NP}.

Questo insieme é non vuoto per il secondo teorema di Sylow sui gruppi fini-
ti. Inoltre la condizione g~ '(NT)g C NP implica che per ogni x € N vale
7 lg7!NTgx C x7*NPx = NP, cioé se g € R(N) allora gN C R(N). Si ha
dunque che R(N) ¢ un’unione di classi laterali di N, e quindi é chiuso. Usando
il terzo teorema di isomorfismo si puo verificare che se M, N sono sottogrup-
pi normali aperti e M < N, allora R(M) C R(N); percio se Ny,..., N, sono

sottogruppi normali aperti, si ha
R(N)N..NR(N,) D R(N;N...NN,) #0.

Dunque ogni famiglia finita di insiemi del tipo R(/N) ha intersezione non vuota,
e quindi per la compattezza esiste un elemento g € (((R(N) | N <o G). Per
ogni N si ha ¢g7'Tg < NP, e quindi usando il Lemma (1.8 si ha

g ' Tg<((NP|N<G) =P

Gli ultimi due punti seguono dai primi due osservando che un sottogruppo coniu-

gato a un sottogruppo p-Sylow € ancora un sottogruppo p-Sylow. O

Concludiamo la sezione con la discussione sui sottogruppi di Hall nel caso profi-
nito. Sia 7 un insieme di primi. Un gruppo finito F' ¢ detto m-gruppo se ogni primo
che divide |F'| appartiene a 7; un gruppo profinito & detto gruppo pro-m se soddisfa
la stessa condizione o, equivalentemente, se ¢ limite inverso di m-gruppi.

Un sottogruppo di Hall di un gruppo profinito G' & un sottogruppo H tale che |H|
e [G : H] sono coprimi. Piu precisamente, se 7 € un insieme di primi, un sottogruppo
H di G ¢é detto sottogruppo m-Hall se |H| ¢ divisibile solo per primi appartenenti a

7 e [G : H] ¢é divisibile solo per primi non appartenenti a 7.
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Osserviamo che i sottogruppi m-Hall di un gruppo profinito sono sottogruppi pro-
7 massimali, ma i sottogruppi pro-m massimali non sono necessariamente sottogruppi
m-Hall, anche nel caso finito. Inoltre se p é primo, un sottogruppo {p}-Hall di un

gruppo profinito & semplicemente un sottogruppo p-Sylow.
Teorema 3.7. Sia G un gruppo pro-risolubile e sia ™ un insieme di primi.
1. G ha un sottogruppo w-Hall.

2. Se P ¢é un sottogruppo w-Hall e T & un sottogruppo pro-m, allora ¢~*Tqg € P
per qualche g € G.

3. Ogni sottogruppo pro-m di G & contenuto in un sottogruppo mw-Hall.
4. Se Py, Py sono sottogruppi m-Hall di G, allora g~ P,g = P, per qualche g € G.

Poiché questi risultati valgono per i gruppi finiti, la dimostrazione nel caso pro-

finito ¢ analoga a quella del Teorema [3.6]

3.2 Un esempio

Consideriamo N* = N\ {0} con la relazione d’ordine r < s <= r|s. Notiamo che
(N, <) ¢ un insieme diretto perché dati due numeri naturali positivi esiste sempre il
massimo comune divisore. Consideriamo ora la famiglia di gruppi topologici Z/nZ
dotati della topologia discreta, e, per ogni 4,j € N con i < j, sia y;; : Z/jZ — Z/iZ
la mappa definita da [a]; — [a];; poiché vale ;;0;, = @i, abbiamo che (Z/nZ, p;;) é
un sistema inverso indicizzato da N*. Indichiamo con Z il limite inverso degli Z/nZ,

ovvero

Z = 1&11 (Z/TLZ) - {(In)nEN* Tn € Z/HZ, Ty = Spnm(xn> per Ogni n,m e N*}

neN*

7 & detto completamento profinito di Z, ed é un gruppo prociclico.
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Analogamente, fissando un primo p e considerando la famiglia dei soli Z/p"Z,
indichiamo

Z, = lim (Z/p"Z) < Cr(Z/p'Z | n € N")

neN*

Mostriamo che Z = Crpep(Z,), dove P ¢ I'insieme dei numeri primi.
Costruiamo un isomorfismo ¢ : 7 — Crpep(Z,). Osserviamo che gli elementi
di Z sono successioni di classi resto modulo n con n € N*, ovvero sono del tipo
([an]n)nen = ([a1]1, [az]2, -..); invece gli elementi di Z, sono successioni di classi resto

modulo p" con n € N*. Risulta quindi naturale definire la mappa

Pp - Z— va ([CLH}H)RGN* = ([apk]p’“)keN* = ([ap]pv [GPQ]Z)27 )

Poniamo allora

0L Crpep(Z,), = ([an))nere = (2p(@))pep-

Mostriamo che ¢ ¢ iniettiva.
Siano a,b € Z tali che w(a) = @(b), cioe p,(a) = p,(b) per ogni p € P. Questo
significa che i termini delle successioni a e b in posizioni corrispondenti a potenze di
primi coincidono. Fissiamo j € N* e consideriamo la componente j-esima [a;]; di a;
siano py,...,pr € P e ky,...., k. € N tali che j = p’fl...pfr. Per la compatibilita delle
mappe ;; abbiamo

[a ] = @ m(lag];) = la] m

[a k] e = @ ([aj]5) = [ag] e

r

Per il teorema cinese del resto esiste un’unica classe resto modulo j, diciamo [¢;];, che
soddisfa il sistema, cioé [¢;|; = [a;];. Analogamente si mostra che [b;]; = [¢;]; = [a;];-
Mostriamo ora che ¢ é suriettiva.

Per fare questo, troviamo una funzione v : Crpep(Z,) — Z che sia un’inversa destra
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di ¢, cioé tale che o =idc,, p(z,)-

Sia (([apn]pn )nen+)per = (([a2]2, [a4]4, -..), ([as]s, [aglo, ...), ...) un elemento di Cryep(Z,),
definiamone I'immagine tramite . L’immagine deve essere del tipo ([bu]n)nen+ € Z.
Notiamo subito che, affinché ¢ sia inversa destra di ¢, dobbiamo porre [byi]x =
[a,r],x per ogni p € P e per ogni k € N*. Dobbiamo pero anche definire I'immagine
in modo che questa sia effettivamente contenuta in Z, ovvero che soddisfi le condizio-
ni di compatibilita. Sia j = p§'...pf» € N*, definiamo [b;]; come I'unica classe resto

modulo j che risolve il sistema

[bil e = las] .
[Bilptr = lagie ]

la cui esistenza ¢ garantita dal teorema cinese del resto. Cosi facendo si ha che se

[ =p"...p7 divide k, allora ¢ verificato anche il seguente sistema

{bj]p;m = [ap;nl ]p;nl

[bj]pl"r = [%7” }pl-'”

cioé il sistema ¢ risolto dalla classe resto [b;];, ma per come abbiamo definito [b;];,

anche questa risolve tale sistema, e quindi per unicita della soluzione si ha [b;]; = [b;];.

Per concludere mostriamo che un sottogruppo p-Sylow di 7 & isomorfo a L.
Osserviamo prima che @ = ([ap]n)nens € Z ha ordine divisibile per un primo ¢ se e
solo se ¢,(a) # 0. Infatti se p4(a) # 0 allora esiste k € N* tale che [a,t], # [0]

percio [agx]+ ha ordine divisibile per ¢ in Z/¢*Z, e quindi anche @ ha ordine divisibile

q*>

per q. Viceversa se a ha ordine divisibile per ¢, allora esiste un intero positivo j tale
che [a;]; ha ordine divisibile per ¢ in Z/jZ. Sia j = ¢'l, cont > 0 ¢ (¢,1) = 1. Poiché
Vordine di [a;]; ¢ j/(a;,j), abbiamo che ¢' non divide a;, e quindi [a;]; # [0]4. Per

la condizione di compatibilitad di ¢, , si ha [ag]e = [a]¢ # [0]4, percio ¢, [a) # 0.
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Ne segue che linsieme {G € Z | ¢q(@) = 0 per ogni primo ¢ # p} = Z, contiene
tutti e soli gli elementi di ordine una potenza (anche infinita) di p, e quindi é un
sottogruppo pro-p massimale, cioé un sottogruppo p-Sylow di 2; inoltre, poiché 7 &

abeliano, per il Teorema non esistono altri sottogruppi p-Sylow di Z.
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