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Sommario

Con energia gravitazionale si intende l’energia potenziale posseduta da un corpo
massivo che si trova all’interno di un campo gravitazionale. Si introdurra la gravita
partendo dalle leggi del moto che racchiudono la prima definizione Newtoniana di
forza, base fisica per la comprensione dell’argomento.

Si definira poi il potenziale gravitazionale prestando particolare attenzione al caso dei
sistemi sferici, essendo un’approssimazione molto utile in astrofisica. Si otterranno
la velocita di fuga ed il raggio di Schwarzschild.

Nel capitolo 2 si ricavera il teorema del viriale per lo studio dell’energia di un
sistema all’equilibrio. Si arrivera a esplicitare il teorema in forma scalare per sistemi
autogravitanti.

Considerando la vastita di applicazioni astrofisiche riguardanti tale argomento si
analizzeranno solo alcune di queste. In particolare, nel capitolo 3, si trattera
I'instabilita gravitazionale di Jeans e si confronteranno forza gravitazionale e forza
di radiazione per ottenere la luminosita di Eddington.

Infine si utilizzeranno i teoremi di Newton per il potenziale gravitazionale di un
guscio sferico per produrre la curva di rotazione di una galassia a spirale.

Data I'impossibilita di una trattazione approfondita e esaustiva di ogni argomento
le varie questioni affrontate saranno una breve e generale descrizione dei problemi.
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Capitolo 1

Introduzione alla gravita

Le leggi del moto di Newton rappresentano la base per una comprensione fisica della
forza dalla quale poi trarremo il potenziale gravitazionale. Le tre leggi riportate cosi
come le scrisse Newton nei Principia® sono:

e (Chascun corpo persevera nel suo stato di quiete o di moto rettilineo uniforme,
salvo che sia costretto a mutare quello stato da forze applicate ad esso;

e [l cambiamento di moto e proporzionale alla forza motrice risultante applicata,
ed avviene lungo la linea retta secondo la quale la forza stessa e stata esercitata;

o L’azione e sempre uguale e opposta alla reazione: le azioni dei due corpi sono
vicendevolmente in direzioni uguali e opposte.

Ci si limitera ad una descrizione non relativistica della gravita, si partira quindi
dalle leggi di Newton che descrivono perfettamente la realta entro i limiti classici,
fornendoci una prima definizione di forza dalla quale iniziera la trattazione.

1.1 Energia potenziale gravitazionale

La forza Newtoniana agente lungo ’asse x su una massa m in una posizione z é:

= dpd(f) = mdvd(:) = ma(x) (1.1)
Se si considera un sistema di riferimento tridimensionale e ’accelerazione gravita-
zionale g(%) prodotta dall’interazione tra una distribuzione di massa p(z') in 2’ e
una massa m in & si ottiene una forza;

F() = mg(F) = mG / (72— g (12)
EREE

dove G rappresenta la costante di gravitazione universale?. Si definisce ora il poten-
ziale gravitazionale come:

&() = —G/%cf’f’ (1.3)

'Philosophize Naturalis Principia Mathematica, Newton, prima pubblicazione in latino 1687.
2G =6.67300- 10" M I'm3Kg 152
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Essendo il campo gravitazionale il gradiente del potenziale, ¢ un campo conserva-
tivo. Il lavoro compiuto per assemblare una distribuzione di massa ,0(5’ ) contro le
forze gravitazionali non dipende dal cammino ma soltanto dagli estremi. Questa va-
riazione di lavoro rappresenta l’energia potenziale gravitazionale della distribuzione
di massa.

In generale si puo quindi esprimere ’energia come:

W = /F(f)-d% (1.6)

Si considera ora il lavoro compiuto per portare una quantita infinitesima di massa
0m da una posizione infinita ad una posizione Z considerando il campo gravitazionale
prodotto da una distribuzione di massa p(Z). Si ottiene una variazione di energia;

SW = — / 3p(Z)p(Z)d3T (1.7)

Si introduce ora [l’equazione di Poisson dimostrabile a partire dalle equazioni prece-
denti:
— V?¢(¥) = V - g(&) = —4nGp(7) (1.8)

Tale equazione ¢ molto utile perché lega il potenziale e quindi il campo gravitazio-
nale direttamente alla distribuzione di densita moltiplicata per una costante.

Dopo alcuni passaggi algebrici, applicando 'equazione di Poisson alla (1.7) e uti-
lizzando il corollario del teorema della divergenza® per il prodotto tra una funzione
scalare ed un campo vettoriale, si puo ottenere 1’ espressione per ’energia potenziale
gravitazionale totale;

W:%/mma@ﬁf (1.9)

311 flusso di un campo vettoriale attraverso una superficie chiusa coincide con l'integrale della
divergenza del campo svolto nel volume di cui la superficie & frontiera.



1.2 Sistemi sferici

Si pone l'attenzione ora sul campo gravitazionale prodotto da una sfera, essendo
un’ottima approssimazione per molti casi astrofisici. Anche questa trattazione e
stata affrontata brillantemente da Newton e riassunta nei teoremi che seguono;

e La forza gravitazionale esercitata da un guscio sferico avente densita uniforme
su una particella posta al suo interno é nulla

Se si considera una sfera di raggio R e massa M con r < R si avra quindi
F(r)=mg(r)=0<«g(r) =0 (1.10)
Dall’equazione (1.8) si ottiene;

GM(r)
R

Vo(r) =0« ¢(r) = cost = — (1.11)

e Un guscio sferico di massa M, avente densita uniforme, esercita su una parti-
cella esterna una forza gravitazionale pari a quella di una particella puntiforme
di massa M posta nel suo centro

Considerando il campo gravitazionale non nullo generato dalla sfera ad un raggio r

GM(r) .
g(r) = — TQ( )¢ (1.12)
dove la massa ¢ "
M(r) = 47?/ p(r)ridr (1.13)
0

si avra che per r > R tutta la massa M generera un campo come se fosse concentrata
nell’origine della sfera. Se si considera la densita costante si puo riscrivere la massa
come

4
M = §7rR3p (1.14)



1.3 Velocita di fuga e raggio di Schwarzschild

.....

punto in un campo gravitazionale, a distanza r dal centro del campo, fino all’infinito.
Per ottenere questa grandezza si uguaglia I’energia cinetica di una particella di massa
m con l'energia potenziale gravitazionale del sistema che agisce su di essa;

%myi =me(r) <> vy = /2¢(r) (1.15)

Se consideriamo il potenziale prodotto da un corpo a simmetria sferica di massa M

e raggio R si ottiene;
2GM
=/ == 1.16
vr=\l"p (1.16)

Quando la velocita di fuga ¢ maggiore della velocita della luce quest’ultima ¢ in-
trappolata dalla gravita e si ha un Buco Nero*. Ponendo la velocita di fuga uguale
alla velocita della luce € possibile ottenere grazie alla (1.6) il raggio sotto al quale
la luce non puo sfuggire dall’attrazione gravitazionale®. Questo raggio & chiamato
raggio di Schwarzschild;

2GM

c2

Rg

(1.17)

dove ¢ ¢ la velocita della luce®.
Tale trattazione classica considera la luce di natura corpuscolare e non utilizza la
relativita generale, risulta quindi un modello molto semplificato.

4Definizione di Buco Nero di Laplace.
5Tn relativita generale rappresenta l’orizzonte degli eventi.
6c=3-10%3ms!



Capitolo 2

Teorema del viriale

1l teorema del viriale é una relazione fra energia cinetica e potenziale totali di un
sistema che, se soddisfatta, implica che questo sia in equilibrio. Dire che un sistema
e virializzato equivale a dire che e all’equilibrio. In questa trattazione si descrivera
concettualmente il teorema fino alla formulazione in forma tensoriale, per poi rica-
vare quella scalare. Una esposizione rigorosa di tale teorema richiederebbe molte
piu pagine di quelle a disposizione.

Essendo i principali sistemi di interesse astrofisico, come le galassie, considerabili
sistemi dinamici autogravitanti costituiti da N particelle, si vuole risolvere il pro-
blema degli N corpi. Vista la sua non integrabilita si ricercano informazioni dalle
equazioni senza una risoluzione diretta.

Si deve innanzitutto ridurre lo spazio delle fasi 6N-dimensionale a R®. Si considera
il moto di una sola particella la quale sentira un potenziale gravitazionale continuo
ottenuto sostituendo la distribuzione discreta con una distribuzione di densita con-
tinua.

Condizione necessaria affinché il campo possa considerarsi continuo ¢ che il sistema
sia non collisionale. Questo implica tempi di rilassamento a due corpi molto alti
che infatti, ad esempio per galassie elittiche, sono ~ 10%anni. Lo strumento per
analizzare un sistema non collisionale ¢ la funzione di distribuzione;

fzf(f,ﬁ,t);/fd?’ﬁd?”:M @2.1)
Y

dove fd3Zd3T esprime la probabilita che, al tempo t, una generica stella si trovi in
un intorno d*Zd3v del punto (7, v) dello spazio delle fasi 7. L’integrale su tutto lo
spazio delle fasi ci restituisce la massa del sistema.

L’evoluzione della funzione di dstribuzione nello spazio delle fasi ¢ data dalla CBE!.
Tale equazione richiede che la derivata convettiva della funzione di distribuzione sia

nulla;
Df Of L of 0ot Of
“)_ Y I N G R N 2.2

Di at+<”’af oz "o5) " (22)
dove ¢y € dato dalla somma di ¢yt + ¢o, quando ¢.,; =0 il sistema ¢ autogravitante.

La CBE descrive come varia localmente la densita di probabilita se vista da un
osservatore comovente con la stella.

! Collisionless Boltzmann Equation.



Attraverso il metodo dei momenti? & possibile ottenere le equazioni di Jeans che al
secondo ordine sono:

Dp ovi
DV, 06w _10p0} 0
Dt ox;  p Oz

Vi = 1,2,3. Dove D/Dt ¢ una derivata convettiva, V & la velocita media, p ¢ la
densita, ¢y ¢ il potenziale, o, ; ¢ il tensore di dispersione di velocita che esprime gli
gli scarti quadratici medi delle velocita delle stelle attorno al loro valore medio.

Si Osserva che la (2.3) e la (2.4) rappresentano rispettivamente le equazioni di con-
tinuita e dell'impulso della idrodinamica. Per un sistema non collisionale pero tem-
peratura e pressione sono tensori anisotropi e non essendo ancora un sistema termo-
dinamico non esiste un’equazione di stato che lo renda chiuso e risolvibile.

Si moltiplica ora 'equazione di Jeans (2.4) per Z e la si integra su tutte le po-
sizioni. Cosi facendo si arriva ad un’unica equazione tensoriale semplice. Infine
tramite alcuni passaggi® si ottiene dall’equazione tensoriale semplice il teorema del
viriale in forma tensoriale:

1d21y;
2 di?

— 2T}, + Yi; + Wi (2.5)

Dove I; ¢ il momento di inerzia polare

ij:/ pr;d°T (2.6)
R3

Ty; ¢ il tensore energia cinetica ordinata

1 .
Ty =5 /R 3 pViV;d* % (2.7)

Y); ¢ il tensore energia cinetica di dispersione di velocita

Yy = / pazjdgf (2.8)
R3
Wi; ¢ il tensore energia di interazione

agbto —
W~:—/ PTp— e d® T 2.9
& R3 F ij ( )

Inoltre si introduce il tensore energia cinetica totale

1
Kyj =Ty + 5 ki (2.10)

2Questo metodo consente di ottenere dalla CBE una gerarchia infinita di equazioni differenziali
ovvero le equazioni di Jeans
3La dimostrazione matematica rigorosa esula dallo scopo di questa trattazione.



che puo essere definito come:

1
Kij = —/ pViV;d*7 (2.11)
2 R3
sostituendo la (2.10) nella (2.5) e considerando un sistema in uno stato staziona-
27,
rio? (¢ dg” ) si ottiene:

2Ky + Wi =0 (2.12)

Facendo la traccia della (2.12) si ricava il teorema in forma scalare:

2K +W =0 (2.13)

2.1 Sistemi autogravitanti

Si considera un sistema autogravitante cioe un sistema nel quale le particelle si
muovono sotto 1’azione del potenziale gravitazionale da esse stesse generato. Tale
sistema € costituito da un’ unica distribuzione di densita ed ¢ tenuto legato dalle
interazioni gravitazionali delle varie particelle.

Vale il teorema di conservazione dell’energia cioe si puo scrivere;

E=K+U (2.14)

Dove E e I'energia totale data dalla somma di quella cinetica K e quella potenziale
U. Si consideri il sistema all’equilibrio allora e virializzato quindi vale ’equazione
(2.13) che riscriviamo;

2K+U =0 (2.15)

Si utilizza ora 'equazione (1.9) per ottenere il potenziale di autogravita;

1
W= / o(F) (D) T (2.16)
Poiché il potenziale che agisce sul sistema ¢ generato dalla stessa distribuzione di
densita ottengo che dalla (1.3) ho;

W= % / o(3) ( e / %d%ﬂ) 7 (2.17)

Si osserva quindi che mentre 1’energia cinetica ¢ sempre positiva quella potenziale e
sempre negativa. Si puo scrivere quindi;

E:K—QK:—K:g:—MSO (2.18)
2 2
Graficando 'energia potenziale sull’asse x e quella cinetica sull’asse y si puo rappre-
sentare con una retta di pendenza 1/2 il teorema del viriale in forma scalare e con
un fascio di rette la conservazione dell’energia a diversi valori di E.
La prima osservazione che si puo fare dal grafico in figura 2.1 ¢ che la retta 2K=|U]|

4Non c¢’e moto d’insieme, c’e equilibrio tra pressione e gravita.



interseca il fascio di rette solo per E < 0. Questo significa che un sistema autogra-
vitante con E>0 non puo mai essere all’equilibrio, infatti implicherebbe una energia
cinetica negativa ed una energia potenziale gravitazionale positiva. L’equilibrio si
ha quindi solo per valori di E negativi o nel caso limite E=0 cioe nell’origine del
grafico quando K=|U|=0.

Un sistema all’equilibrio puo guadagnare energia uscendo dalla retta viriale (tratto
b — d nel grafico in figura 2.1), per ripristinare tale equilibrio deve diminuire 1’e-
nergia cinetica e il modulo dell’energia potenziale, quindi il sistema si ritrova in uno
stato piu energetio ma piu freddo e pin rarefatto (tratto d — a nel grafico in figura
2.1). Se invece il sistema autogravitante dovesse perdere energia (tratto b — ¢ nel
grafico in figura 2.1) tornerebbe all’equilibrio in uno stato meno energetico ma piu
contratto e piu caldo (tratto ¢ — e nel grafico in figura 2.1).

Questo processo descritto descrive perfettamente il fenomeno di evaporazione gravi-
tazionale dove un sistema autogravitante si sposta a stati di equilibrio diversi. Tale
meccanismo avviene negli amassi stellari galattici e negli amassi stellari globulari.

Figura 2.1: Grafico bidimensionale retta viriale



Capitolo 3

Applicazioni astrofisiche

Come gia accennato nel sommario si analizzeranno solo alcune delle possibile ap-
plicazioni astrofisiche riguardanti ’energia gravitazionale. In primis si analizzera
[instabilita di Jeans quindi un’applicazione dell’energia gravitazionale riguardante
la formazione stellare. In seguito si ricavera la luminosita di Eddington partendo dal
potenziale gravitazionale prodotto dalla massa di un buco nero. Infine si sfrutteran-
no i teoremi di Newton sul campo gravitazionale di un guscio sferico per ottenere
la curva di rotazione di una galassia a spirale. Si vuole sottolineare quindi come
I’energia gravitazionale sia argomento imprescindibile in molti campi astrofisici.

3.1 Instabilita di Jeans

Si considera una regione di formazione stellare cioe una nube molecolare fredda ap-
prossimabile ad una sfera autogravitante con una distribuzione di densita uniforme
e costante. Tramite questa approssimazione e trascurando possibili perturbazioni
rotazionali o magnetiche si puo considerare la nube all’equilibrio. Questo significa
che deve valere il teorema del viriale. L’equilibrio viriale e racchiuso nel bilancia-
mento tra la pressione interna della nube e I'energia gravitazionale.
Infatti e possibile collegare la pressione alla temperatura tramite I’equazione dei gas
perfetti;

P =nK,T (3.1)

dove P ¢ la pressione, T la temeperatura, n la densita numerica e K, la la costante
di Boltzmann?.

Inoltre la temperatura T ¢ legata all’energia cinetica K della nube tramite ’'equa-
zione;

=2 " KT (3.2)

Dove u ¢ il peso molecolare medio e my? & la massa dell’idrogeno essendo queste

regioni di formazione stellare prevalentemente composte da idrogeno neutro.
Si scrive infine il potenziale di energia gravitazionale per la nube di raggio R e massa
M;

3GM

Un~_"217 3.3
F R (3:3)

1K, = 1.38 - 107 %erg/Kelvin
’mpg =1.67-107%Kg
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Dal teorema del viriale si ricava la condizione affinché ci sia collasso gravitazionale;

2K < |U| (3.4)
Sostituendo la (3.2) e la (3.3) nella (3.4) si ottiene
M 3GM
3 KT < ———+ 3.5
umy 5 R (3:5)

Questa disuguaglianza rappresenta il criterio di Jeans per I'insorgenza di instabilita
gravitazionale.
Si puo facilmente trovare la massa critica detta massa di Jeans dalla (3.5);

5K, T \?/ 3 \2
M, = )
J (GumH) (47rp) (3.6)

Con densita tipiche di 10 — 10%cm ™2 si ha M; ~ 10%g.

Sopra la massa di Jeans si verifica un collasso gravitazionale, la nube si contrae au-
mentando la temperatura e ionizzando la materia presente. In questa fase aumenta
I'opacita e parte della radiazione non riesce ad uscire. Questo provoca un aumen-
to della pressione che genera uno stato di equilibrio intermedio. Successivamente
per il primo principio della termodinamica, essendo la nube piu calda del mezzo
circostante, inizia ad emettere energia per irraggiamento. Se infine si raggiungono
le temperature di combustione del nucleo si accendono le reazioni termonucleari e
la stella entra nella sequenza principale. L’energia gravitazionale ora ¢ bilanciata
dall’energia termonucleare che rallenta la contrazione stellare.

3.2 Luminosita di Eddington

La luminosita di Eddington rappresenta la luminosita massima che puo raggiungere
un buco nero prima che la forza di radiazione superi la forza gravitazionale e cessi
I’accrescimento. Questo significa che sopra una certa massa ’accrescimento inizia a
rallentare a causa della forza di radiazione che si oppone a quella gravitazionale. E’
necessario sottolineare che circa un decimo della massa 3 catturata da un buco nero
e trasformata in energia. Tramite questa luminosita si puo anche ottenere un limite
massimo per la massa della stella, oltre alla quale la stella evaporerebbe.

Per ricavare la Luminosita di Eddington si deve quindi considerare il caso limite in
cui forza di radiazione e forza gravitazionale siano uguali.

La forza gravitazionale per un sistema sferico e stazionario che agisce su una di-
stribuzione di densita si ottiene utilizzano il campo espresso nell’equazione (1.12)
moltiplicato per la distribuzione di densita;

_ GMgpup(r)

Fo= L

(3.7)

r

La densita tiene conto solo della massa protonica essendo circa 2000 volte quella
degli elettroni;

p(r) = ny(r)m, (3.8)

31 ’efficienza di questa produzione di energia & maggiore anche delle reazioni stellari pili efficienti.

11



con n, densita numerica dei protoni e m, massa dei protoni.

Si cerca ora la forza di radiazione ipotizzando che il gas in caduta sia otticamente
sottile e composto di idrogeno ionizzato.
Si suppone di conoscere la luminosita bolometrica;

L= / T L) (3.9)

Si considera il flusso S(v) cioe 'energia per unita di frequenza e di tempo che
attraversa un elemento di superficie a distanza r dal centro;

S(V)—M

42

(3.10)

Considerando che I'energia trasportata da ogni fotone ¢ /= hv, dividendo il flusso
per 'energia di un fotone si puo ottenere il numero di fotoni per unita di tempo e
frequenza che attraversano la superficie a distanza r.

1L

— A1
hv 4mr? (3.11)

L’impulso totale sara dato dall’impulso di un singolo fotone? per il numero di fotoni;

1 L(v) hv L(v
Prot = LIy 3— -y 2) (3.12)
hv 4nr? ¢ 4mric
Si tiene conto del fatto che avendo un gas di idrogeno ionizzato n. >~ n,.
Essendoci interazioni tra frotoni e elettroni si definisce la sezione d’urto Thomson

per gli elettroni®;

87 ( @\ _ 665 10-%em? (3.13)
or = — = 6.65 - cm .
T3 MeC?
Se 'urto fotone-elettrone avviene ad alte energie si deve introdurre la sezione d’urto
di Klein-Nishina;
v
oxn(V)=o0r-g (—) (3.14)
b

mec?

dove vp = ¢

Aggiungendo una correzzione Cxy ~ 107! per I'urto Klein-Nishina si arriva a scri-
vere la forza di radiazione opposta a quella gravitazionale per unita di volume ad
un raggio r;

Ln.(r)o

%CKN (3.15)
Si impone infine come detto in precedenza che la forza totale del nostro sistema sia
nulla cioe che le due forze siano uguali;

GMppn,(r)m Ln.(r)o,
(Fg = Fraa) = (— - L= - Ckn

Frad =

(3.16)

r

4P _ hv
(&
5Si tarscura la sezione d’urto dei protoni poiche dipende da m ™2 e la massa dei protoni & circa
2000 volte quella degli elettroni.
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e esplicitando la luminosita si ottiene;

AmcGMpumy o (MBH> [67“9]

— | |— 3.17
UTCKN M@ S ( )

Lgga =

Come gia accennato la luminosita di Eddington puo anche sancire una massa limite
per le stelle oltre alla quale ci sarebbe evaporazione. Si calcola la Lggg che risulta
~ M, si ricerca poi la massa limite utilizzando la relazione L ~ M3 imponendo
L = Lggq.

Il risultato che si ottiene ¢ una massa Mo oOltre la quale la stella si disgregherebbe

Migmite == (70 = 100) My (3.18)

dove My, = 2-10%°Kg.

3.3 Curva di rotazione galassie a spirale

La curva di rotazione di una galassia rappresenta I’andamento delle velocita in fun-
zione della distanza dal centro. Questa curva e data dall’azione del potenziale gra-
vitazionale. Sappiamo dalla sezione Sistemi sferici che in una configurazione a
simmetria sferica possiamo semplificare il calcolo della forza di gravita consideran-
do solo le regioni interne al corpo preso in considerazione. Per ottenere la velocita
circolare v, con la quale tale corpo orbita intorno al centro della galassia si pone 1’ac-
celerazione centripeta di una massa di prova uguale alla forza gravitazionale ricavata
tramite il campo di gravita dell’equazione (1.12);

v? GM(r)
- _|F = 3.19
= R = 2 (3.19)
dove si ricorda dalla (1.13) che la massa ¢;
R
M(r) = 47r/ p(r)ridr (3.20)
0

Si otterra che al variare dei profili di densita la velocita circolare e quindi la curva
di rotazione cambiera.

In una galassia a spirale come la Via Lattea® si possono distinguere tre principali
regimi di densita;

e Bulge”, modello sferico con densitad omogenea p(r) = p

4
M= §7TR3,0 (3.21)

allora si ha dalla (3.19);

ve(r) = /TGM(r)r ~r (3.22)

611 nome deriva dal fatto che dalla terra la si vede come come una striscia nel cielo pilt luminosa
e non come un spirale poiché il nostro sistema solare, e quindi noi ne facciamo parte.
"Nucleo centrale di una galassia a spirale.
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e Disco sottile galattico, si ha una densita superficiale o(r), in questa regione

non ¢ piu possibile considerare la simmetria a guscio sferico.

dimostrare che la rotazione risulta essere differenziale cioe;

V. ~ cost

Si puo pero’

(3.23)

e Infine a grandi distanze dalla galassia® la massa puo essere considerata punti-

forme e si ha quindi un regime Kepleriano;

ve(r) ~ G—MNL

R

(3.24)

Si confrontano ora queste predizioni teoriche che seguono dalla fisica Newtoniana
con le osservazioni sperimentali. In Figura 3.1 sono graficate in rosso la curva di
rotazione predetta e in verde quella osservata. La prima parte della galassia rispetta
la trattazione teorica pero dopo un breve tratto dove coerentemente la v, & costante
non si ha una caduta kepleriana ma un andamento che continua ad essere costante.
Per spiegare questa discrepanza si ¢ pensato alla presenza di dark matter (materia
oscura), ovvero una materia che non si riesce ad osservare ma ¢ in grado di interagire

gravitazionalmente.

Se si considera sempre un sistema a simmetria sferica e si ricerca una distribuzione
di densita di questa materia che restituisca un andamento costante, si ha che poiché;

R
M(r) = 47?/0 p(r)ridr

se p(r) ~ & si ottiene il risultato richiesto ovvero;

v \/M \/E cost
‘ R R

L

a}

= "

5.8 e T T AR A 1L

= & ) : .

i F f ,

L1 H - H\.\. s

1 i e r——

D ol o Hepkerian

= sl “~.._ Predictior

A .:.L ] GRS, SN N PO [CH | RN s s
y 10 ] 30 a0 S0

Radius from the Center (kpc)

Figura 3.1: Curva di rotazione galassia a spirale

8Osservate grazie alla transizione proibita a 21cm dell’idrogeno neutro
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