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Introduzione

Il concetto di "Riarrangiamento", e le successive disuguaglianze che questo
comporta, hanno applicazioni e si riscontrano in molti ambiti della matema-
tica. Quando si parla di riarrangiare un oggetto, come ad esempio un insieme
o una funzione, in sostanza si parla di "simmetrizzare" questo oggetto. In
questo caso, simmetrizzare un oggetto significa sostituirlo con un altro che
abbia certe proprieta di simmetria, ma che mantenga certe caratteristiche
quantitative dell’oggetto iniziale. L’utilita di questo procedimento é trasver-
sale in molte discipline della matematica. In molti contesti infatti, quando si
cerca di risolvere un problema, non sempre ¢ possibile trovare una soluzione,
e quindi puo essere utile manipolare i dati in modo da trovare soluzioni con
proprieta particolari, come ad esempio certe proprieta di simmetria.

Una volta trovate, queste soluzioni in molti casi sono delle buone approssima-
zioni di soluzioni del problema generale, proprio per il fatto che si mantengono
certe caratteristiche quantitative. Puo anche succedere che la soluzione "par-
ticolare" trovata sia proprio la soluzione del problema generale. Per esempio,
un’interessante situazione, che in certi casi si realizza, avviene quando si cer-
ca di risolvere un problema di minimo o massimo di un certo funzionale in
una classe ben delimitata. Si scopre che la soluzione del problema generale
é proprio quella con la massima simmetria.

Puo accadere quindi che la conoscenza precisa di cid che avviene in situazioni
di massima simmetria ci dia delle informazioni sulla situazione generica che
stiamo esaminando. Da qui viene 'importanza di trovare delle Disuguaglian-
ze di Riarrangiamento, cioé l'insieme di tutte quelle disuguaglianze che si
dimostrano essere vere e che coinvolgono certi oggetti e i relativi riarrangia-
menti. In seguito, la trattazione dell’argomento si divide in due capitoli.
Nel Capitolo 1 ci occuperemo di mostrare la validita di certe disuguaglianze
di riarrangiamento nel caso di insiemi finiti di elementi reali non negativi. Ci
accorgeremo che in questo caso il concetto di "riarrangiamento" é essenzial-
mente legato alla relazione d’ordine che ¢ presente su R.

Nel Capitolo 2 estenderemo alcuni risultati visti nel primo capitolo alle fun-
zioni reali non negative su R”. In questo ambito tratteremo due tipologie
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fondamentali di riarrangiamenti: i Riarrangiamenti simmetricamente decre-
scenti e le Polarizzazioni. In particolare enunceremo i teoremi di Hardy-
Littlewood e di Riesz "semplificato" per le due tipologie, mostrando che ogni
riarrangiamento simmetricamente decrescente pud essere approssimato da
una serie di polarizzazioni.
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Capitolo 1

Riarrangiamenti di insiemi finiti

In questo capitolo ci occuperemo di definire il concetto di riarrangiamento
nel caso di insiemi finiti. Vedremo inoltre alcune importanti disuguaglianze
ottimali che nei capitoli successivi estenderemo alle funzioni. In seguito, per
tutto il resto del capitolo, lavoreremo con insiemi finiti di elementi reali non
negativi.

1.1 Notazioni e Concetti Preliminari

Fissiamo le notazioni e diamo alcune definizioni che sfrutteremo durante
la trattazione. Gli elementi degli insiemi di cui ci occuperemo saranno
indicizzati in uno dei seguenti modi:

a1, ;-G biy o, by
A gy ey AQy ey Oy
Invece denoteremo gli insiemi in questione con (a),(b),. ...

Definizione 1.1.1. Sia (a) = {a1, a9, ..., a,} un insieme finito indicizzato.
Diciamo che (@) é un riarrangiamento di (a) se esiste una permutazione

¢:{1,...,n} = {1,...,n}

tale che
aq>(j):a;- ijl,...n.

Osservazione 1.1.2. Definizioni simili possono essere date nel caso in cui
I'insieme (a) sia indicizzato diversamente.
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Tra tutti i riarrangiamenti possibili di un insieme (a) ce ne sono alcuni
molto particolari che hanno proprieta decisamente interessanti. Denotiamo

questi insiemi con
(), (@), (a"),(Ta), (a")

e ci apprestiamo a definirli.
Supponiamo che (a) sia indicizzato (a) = {a1, as, ..., a,}.
Allora con (a) indichiamo il riarrangiamento di (a) tale che

a; < ap

VAN

. <a,

e con (@) indichiamo il riarrangiamento di (a) tale che

v
v
v

ai; > Qo Q.
Supponiamo ora che (a) sia indicizzato come (a) = {a_p,...,a0,..., a0}
Allora con (a™) indichiamo il riarrangiamento di (a) tale che

ag > af >aty >af >a’y >

e con (Ta) indichiamo il riarrangiamento di (a) tale che

Tag>Ta1>Tar > Tas > Tay > ..
Nel caso particolare in cui ogni valore di (a), tranne il piu grande, sia presente
un numero pari di volte in (a) e il valore pin grande sia presente un numero
dispari di volte in (a), diremo che (a) & simmetrico. In questo caso (a™) e
(Ta) sono equivalenti, e scriviamo

definendo (a*) essere il riarrangiamento di (a) tale che

* * %k * ok
Ay =2 A = A1 2 Gy = A g 2> ...

Osservazione 1.1.3. In generale, i riarrangiamenti (a), (a), (ta), (a™1), (a*)
di (@) non sono univocamente determinati, cioé esistono diverse permuta-
zioni che li definiscono. Non é difficile dimostrare che i primi quattro sono
univocamente determinati nel caso in cui (a) abbia tutti elementi distinti a

due a due.

Osservazione 1.1.4. Fissato (a) vale che

— _ o~ . +_+ . .
a; = apn—; € a; = "a_; Vj.
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Definizione 1.1.5. Un insieme (a) indicizzato si dice
e monotono crescente, se (a) = (a), cioé a; = a; Vj;
e monotono decrescente, se (a) = (a), cioé a; = a; Vj;
e simmetricamente decrescente, se (a) = (a*), cioé a; = a} Vj.

Definizione 1.1.6. Due insiemi (a) e (b) si dicono similmente ordinati se
quando a; < a; < ay si ha che

by < b; < by
Vi, 7, k indici (in un opportuno range di valori).

Osservazione 1.1.7. L’essere similmente ordinati € una relazione d’equiva-
lenza.

Nelle sezioni successive supporremo che, se non specificato, il range degli
indici sia sempre adeguato al riarrangiamento considerato.

1.2 Riarrangiamenti di due inisiemi finiti

Per cominciare consideriamo due insiemi indicizzati

(a) ={ay,aq9,...a,}, (b) = {b1,b2,...,b,}

finiti e con la stessa cardinalita.

Vediamo subito il risultato pit importante nel caso di due insiemi. L’idea
sara quella di dimostrare il teorema che segue in due modi: il primo modo
é il pit semplice e sarebbe sufficiente per la dimostrazione del teorema; il
secondo ¢ pill complesso, ma ¢ un procedimento che useremo in seguito per
la dimostrazione di un teorema simile nel caso di 3 insiemi finiti.

Teorema 1.2.1. Siano dati (a) e (b) insiemi finiti indicizzati. Allora
n _© n 1) n ~
Zdjbj S Zajbj S Zdjbj (11)
j=1 j=1 j=1

cioe la sommatoria € maggiore se (a) e (b) sono monotoni nello stesso senso,
ed € minore se sono monotoni in senso opposto.
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Dimostrazione. Non é restrittivo supporre che (a) sia monotono crescente,
cioé (a) = (a). Dimostriamo la disuguaglianza (1).

Se (b) ¢ monotono crescente vale banalmente I'uguaglianza.

Supponiamo che (b) non sia monotono crescente. Allora 3j,k € N, j < k,
tali che a; < ay e b; > by.

Dunque

ajbk + akbj — (ajbj + akbk) = (ak — aj) (bj — bk) > 0
——— ——
>0 >0
e quindi ) ab viene maggiorata se scambiamo b; con b;. Siccome (b) é un

insieme finito, possiamo iterare questo procedimento un numero finito di volte
e maggioriamo la sommatoria, ottenendo che (b) diventa monotono crescente.

Dunque
n n
Z Cljbj S Z C_ljbj.
j=1 j=1

L’altra disuguaglianza si dimostra con un procedimento simile e facendo di-

ventare (b) monotono decrescente.
]

Osservazione 1.2.2. Le disuguaglianze del Teorema 1.2.1 valgono anche
sostituendo (a), (b), (b) rispettivamente con (a), (b), (b). Mostriamolo per la
disuguaglianza (1). Infatti per I’'Osservazione 1.1.4 vale che

1
djbj = Zdn_jbn_j = Z dzbz = dj j -

J=1 j=1 i=n—j+1 1=n j=1

3
3

Lo stesso si pud dimostrare per la disuguaglianza (2).

Usando un’argomentazione simile a quella utilizzata della dimostrazione
del teorema precedente, non ¢ difficile dare prova della validita del seguente
risultato.

Corollario 1.2.3. Sia (a) un insieme indicizzato. Se vale che
per ogni (V') riarrangiamento di (b), allora (a) e (b) sono similmente ordinati.

Vediamo ora una seconda dimostrazione del Teorema 1.2.1 che, seppur
pit complicata, ci fornisce un metodo dimostrativo che applicheremo succes-
sivamente.
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Seconda Dimostrazione Teorema 1.2.1. La dimostrazione si divide in
tre parti:

e PRIMA PARTE. Consideriamo («),(f) essere insiemi di elementi che
possono assumere soltanto valore 0 o 1. Inoltre supponiamo che tali
insiemi abbiano la stessa cardinalita di (a) e (b). In particolare quindi

si ha che
aj = ()’ Bi=(8)" Vj
e inoltre
> <> Y B <Y B
J J J J
per cui

Safy <min{ 3oy >4} =Y ad,
J J J J
Dunque I’enunciato vale per questa particolare tipologia di insiemi.

e SECONDA PARTE. Siano

insiemi di 0 e 1 definiti come nella prima parte. Dunque ogni insieme
(a) di elementi non negativi si pud scrivere come combinazioni lineare
di questi insiemi, e quindi esistono Aj, Ag, ..., Ay € R tali che

aj = )\106;- +)\206]2~ + - +)\k04§

e in particolare
aj = MAS + M@ + -+ + Al

a; = )\164; + )\25&? +- )\kdf.
Per esempio basta scrivere
ap=ay*x 1+ (ay—ay) 0+ (ag —ap) «0+ ...

g =a1* 1+ (ag —ay)x 1+ (ag—ay) *0+ ...

e TERZA PARTE. Decomponendo (a) e (b) come nella seconda parte si
ha che

=Y hel G =N b =Y e b= Y0
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e dunque

; i S
—ngs;ag ;
S;;)\vﬂs;@; ;
=Y - nanQpB)

L’altra disuguaglianza si dimostra in modo simile.
O

Il Teorema 1.2.1 pud essere enunciato in un’altra forma che ci risultera
pitt comoda in seguito. Introduciamo la seguente definizione.

Definizione 1.2.4. Siano (a) insieme indicizzato con indice che varia in
{-n,...,=1,0,1,...,n}. Consideriamo la funzione polinomiale f : R — R

tale che

flx) = Z a;z’.

j=—n

Allora definiamo il coefficiente centrale di f come
¢ (f(x)) := ao.

Osservazione 1.2.5. E immediato dimostrare che

C(f(x) =C(fa™).
Osservazione 1.2.6. Siano (a), (b) due insiemi e consideriamo

flz) = Z a;r? g(x) = Z bz’

j=n j=—n

Allora valgono le seguenti proprieta:

a) C(f+9)=C(f) +%(9);
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b) €(fg) = s aibj = 3, a;b_;, infatti:
f(x)g(x) = (Z aﬂ")(z bjz’)
= Z > aibja]:i”
Y et

e il coefficiente centrale si ottiene ponendo 7 + j = 0;

c) €¢(fg) < (max;b;) Y . a;.

Dunque ponendo
fra) =) afa’,  Fgla) =) b,
i J
per la proprietd b) dell’Osservazione 1.2.6 e applicando il Teorema 1.2.1 si

ottiene che:
C(fg)=> aibi <Y afthi=C(f*g).

Allora il Teorema 1.2.1 si puo riformulare nel seguente modo

Teorema 1.2.7 (Riformulazione Teorema 1.2.1). Per ogni coppia di funzioni
polinomiali f,g: R — R come sopra si ha che

C(fg) <E(fg)

1.3 Riarrangiamenti di tre o pit inisiemi finiti

Consideriamo ora tre insiemi finiti (a), (b), (¢). Il nostro scopo sara far vedere
che vale un risultato simile a quello del Teorema 1.2.1.

Teorema 1.3.1. Siano (a), (), (c) tre insiemi e supponiamo che (c) sia
simmetrico. Allora

o Y +a.bter
E abjc, < E a; "bjc, = E a;b; cy. (1.3)
i+j+k=0 i+j+k=0 i+j+k=0

Dimostrazione. L’idea ¢ quella di utilizzare il metodo visto nella Seconda
Dimostrazione del Teorema 1.2.1. La difficolta della prova sta nella PRI-
MA PARTE del metodo dove dobbiamo dimostrare che ’enunciato vale per
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(), (B), (7y) insiemi di 0 e 1; fatto cio non ¢ difficile concludere passando per
la SECONDA e la TERZA PARTE.

Infatti possiamo decomporre (a), (b), (¢) in somme di insiemi (a”), (3°), (7)
in modo tale che

a; = ZNO@, bj = ZPSﬁja Cp = Znt%i

s t

+ T+ + _ + s * tx
a; = § :)‘Tai ) bj = E Ps Py, Cp = E TtV
T S

t

sottintendendo che gli insiemi (%) siano simmetrici (cioé con un numero
dispari di 1 e un numero pari di 0).

Se riusciamo a dimostrare che il teorema vale per gli insiemi (a”), (5%), (7)
allora

> abae= > O MDD mk)

i+j+k=0 i+jth=0 r 5
= D Mo Y alB
r,8,t i+7+k=0
< > Npan Y altBY
7,8t i+j+k=0
= > O MO et B8O )
i+j+k=0 r s t
= Z af Tbick
i+j+k=0

e concludiamo.
Siano (a), (B), (y) insiemi di 0 e 1. In accordo con le notazioni della
Definizione 1.2.4 e dell’Osservazione 1.2.6 consideriamo

f@) =Y aa’,  gl@)=3Ba%,  hx)=Y ', (14)

e dimostriamo I’enunciato nella forma equivalente del Teorema 1.2.7.

Dal momento che possiamo aggiungere un numero qualsiasi di 0 in («), (8), (7)
e le sommatorie in (1.4) non cambiano, supponiamo che l'intervallo di som-
matoria sia lo stesso per f,g,h, da —n a n.
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In particolare 4R, R, S,S’, T, T’ € N tali che

Zoﬁxrzx 4ot I af (1.5)
1’):Z*Bsxszx‘s'+~--+1+---+:c5 (1.6)
Z’Ytﬂv—x R RERE (1.7)

con
R<R <R+1 (1.8)
S<S<S+1 (1.9)
T=T (1.10)

per le proprieta degli insiemi (a™), (*53), (v*).
Vediamo alcuni casi particolari:

e CAsO 1: sia R’ = 0. In questo caso per (1.8) si ha che R = 0. Allora
fT =1 e siconclude applicando il Teorema 1.2.7;

e CASO 2: sia S = 0. In questo caso per (1.9) si ha che S = 0. Allora
Tg =1 e si conclude applicando il Teorema 1.2.7;

e CASO 3: supponiamo R+ S <TeR +5<T.
Allora per la proprieta ¢) dell’Osservazione 1.2.6 vale che

Cg(fgh) = Z O‘rﬂs’)/t CS) Z arﬁs

r+s+t=0 r+s+t=0
=D abe= o) b,
=(R+14+R)(S"+1+59)
D’altra parte, tenendo conto di (1.5),(1.6),(1.7) e delle ipotesi, vale che
=1 Vt taleche t=-r—s per re[-R R se[-5,9]

e il coefliciente centrale € (f**gh*) si scrive come somma di tutti i
coefficienti di f**¢g. Dunque

f++gh* Z arﬁs’}/t Z arﬁs

r4+s+t=0

=(R+1 +R’)(S’+71+S)
per cui €(fgh) < € (fTTgh*).
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Ora consideriamo il caso generale.
Supponiamo di non rientrare in nessuno dei casi precedenti, e dunque pren-
diamo come ipotesi le seguenti:

R' >0, S>>0, max{R+ S R +S}=n>T. (1.11)

Procediamo con una dimostrazione per induzione sul mazx.
Il passo base ¢ banale.
Passo induttivo: supponiamo che

max {R+ SR + S} <n (1.12)

e mostriamo che vale la tesi per max {R + S, R’ + S} = n.
Definiamo

b .= f — 2,

Q= fr— 2,

S
I
<
|
8
9

=l

Jr .
)

|

&I

«

dove x” é la potenza piu grande di f e x7 é la potenza piu piccola di g.
Dal momento che R' > 0 e S” > 0, queste funzioni non sono identicamente
nulle. Dunque si ha che

fgh = (& + 2°)(x” + V)h = dPUh + xh

dove
X = 27D + 277 + 2P,
Siccome
270 =a2°(f —af) =2 f — 2P,
2PV =2 (g — 27) = 2Pg — 217,
per costruzione tutte le potenze di z°® sono strettamente minori di 27,
e tutte le potenze di 2V sono strettamente maggiori di 2°77. Allora y ¢é
un polinomio con coefficienti tutti 1. Inoltre la somma dei coefficienti di h
vale 2T + 1, per cui sfruttando le proprieta a) e c¢) dell’Osservazione 1.2.6
possiamo scrivere
€ (xh) <2T +1, (1.13)
€ (fgh) < €(PVh) + 2T + 1. (1.14)

D’altra parte

frgh* = (@ + ™) (2™ + U)h* = QUL + h*
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dove
X = 278D 4 Y 4 My

_p_a /_Ql_ /_Ql /_Ql /
=g B RS RS RS RS

Come prima valutiamo € (xh*).
I coefficienti di ¥ sono tutti 1 per ogni indice da —R — S" a R’ + S.
Per I'ipotesi (1.11), 0 R+ S">T o R +S>T. Se R+ 5 > T, allora

R+S>R+S5—-1>T

e dunque h* definita come in (1.7) puo essere vista come una sotto-sequenza
di potenze di . Stessa cosa vale se R’ + S > T. Allora:

N=o 5 4T T S

e dunque tenendo conto della proprieta a) dell’Osservazione 1.2.6 vale che

¢ (xh*) = %(( '_RZ_:S/ v+ ZT: v+ Ris ) ( XT: xﬂ))

i=—T-1 i==T i=T+1 j=-T
T —R-8' T R'+S
:%(( Z x’ Z x)%—Zx“”—F(Z z’ Z ))
j=—T i=—T-1 j=—T  i=T+1
T —R-8' T R'+S
:%”< Z z’ Z x>+<€<2x’+]> +‘5< Z 2’ Z x)
_J=-T i=—T-1 j=-T i=T+1 =
-0 =0
- ( 3 1) — 9T 11
i+5=0
Quindi
C(xh")=2T+1 (1.15)
C(ftTgh*) = € (PYR*) + 2T + 1. (1.16)

Ora definiamo due nuove funzioni:

O (z) =2V 4 p 2 = D2,
() =+ 25 =0

per le quali si ha che

max{R' =14+ S, R+ 5" — 1} =max{R'+ S,R+ S5} —1=n—-1.
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Dunque per ipotesi induttiva (1.12) si ha che
G(DUh) < €(D+HTh) (1.17)

C(OTTUh) = C{P(z™"
=C¢{P(x7?

Allora considerando anche (1.14),(1.16),(1.17) vale che
C(fgh) <C(f" gh")

e concludiamo la dimostrazione.

]

La domanda che ora sorge spontanea € se questo risultato si possa estende-
re 0 meno a un qualunque numero k di insiemi finiti di elementi non negativi.
La risposta é affermativa anche se si richiedono particolari condizioni su tali
insiemi: infatti mentre due di essi possono essere presi arbitrariamente, gli
altri £ — 2 insiemi devono essere necessariamente simmetrici.
Fortunatamente la dimostrazione di questo risultato ¢ meno complessa e si
ottiene direttamente applicando il Teorema 1.3.1.

Innanzitutto enunciamo il seguente lemma che ci facilitera la dimostrazione:

Lemma 1.3.2. Siano (c*), (d*), (e*), ... un numero finito di insiemi simme-
tricamente decrescenti. Allora Uinsieme (Q) definito

k Pk
Qn = E cdy ...
t+u+-=n

e simmelricamente decrescente.

Dimostrazione. Basta dimostrare ’enunciato per due insiemi, perché il ca-
so generale si dimostra iterando 1'argomento. Dunque siano (c¢*), (d*) due
insiemi simmetricamente decrescenti e poniamo

Xk
Q, = E cidy.
t+u=n

Definendo T := max{t} e U := max{u} notiamo che l'indicizzazione di (Q)
vada =T —U a T + U, e possiamo supporre che

Qu=0 VYn¢[-T—UT+U]NN.
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Per simmetria non é difficile dimostrare che Q,, = Q_,,.
Per ogni insieme (z) si ha che

ZInQn - an Z C:dz = Z Z ZI}nC:d:;

t+u=n n t+u=n

e applicando il Teorema 1.3.1,

Z Z xncfdzgz Z x:cIdZ:Zx:{Qn.

n t+u=n n t+u=n

Allora

> 2,Qn <) xfQ

per ogni insieme (z), e quindi applicando il Corollario 1.2.3 si ha che (z7) e
(®) sono similmente ordinati.

Inoltre (Q) = {Q,} ¢ una funzione pari in n, e quindi (Q) ¢ simmetricamente
decrescente.

O
Dunque enunciamo il seguente Teorema
Teorema 1.3.3. Siano (a), (), (c),(d),... un numero finito di insiemi, e
supponiamo che (¢), (d),... siano insiemi simmetrici. Allora
E absed, ... < E atftb,cidl ...
r+s+t+ut---=0 r+s+t+ut---=0

Dimostrazione. La prova si svolge per induzione sul numero di insiemi.

Sia k il numero di questi insiemi.

Il Passo base é banale e nei caso k = 2 o k = 3 concludiamo sfruttando
rispettivamente il Teorema 1.2.1 o il Teorema 1.3.1.

Dunque sia k > 4. Supponiamo vero I'’enunciato per k—1 insiemi e mostriamo
che vale per k insiemi. Poniamo

_ * 7%
Qn = E cd, ...
t+u+---=n

che per il Lemma 1.3.2 sappiamo essere un insieme simmetricamente decre-
scente. Inoltre definiamo l'insieme (P) tale che

P, = Z a,bs.

r+s=m
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Allora applicando 'ipotesi induttiva
Y abad,...= Y Puod,...
r+s+t+u+t---=0 m~+t+u+---=0
< > Plgd..
m4t+u+---=0
e dunque
Z aybscid, ... < Z P;L_Qm = Z Pqu)(m)
rtstttut=0 m m
dove ®(m) ¢ una permutazione tale che P, = Pj .
Quindi per il Teorema 1.3.1 si ha che
Z av'bsctdu o< Z av'bsQ¢(m)
r+s+ttut--=0 r+s+m=0
< > a b,
r+s+m=0
- Z aj_—i_bst
r+s+m=0
= Z atftb,cidl ...
r+s+tt+ut--=0
]
L’ipotesi sulla simmetricita degli insiemi (c), (d), ... é necessaria, perché

altrimenti non sarebbe possibile specificare il riarrangiamento massimale in
termini di (a™) e (*tb). Tuttavia trascurando questa ipotesi é comunque
possibile enunciare un risultato che, seppur meno preciso, si ritrova spesso

nelle applicazioni.

Teorema 1.3.4. Siano (a), (b),(c),... k insiemi finiti. Allora 3C(k) € R,

C(k) > 0 costante che dipende da k, tale che

Z arbscy ... < C(k) Z atblel ...

r+s+t+--=0 r+s+t+---=0



Capitolo 2

Riarrangiamenti di funzioni reali

In questo capitolo generalizziamo la teoria dei riarrangiamenti estendendola
alle funzioni su R”. In parallelismo con quanto visto nel capitolo precedente,
lavoreremo con funzioni non negative misurabili a valori reali.

Il concetto di riarrangiamento di una funzione si puod intendere come una
manipolazione della forma della funzione stessa, con la proprieta che questa
mantenga certe caratteristiche quantitative. In seguito tratteremo due tipo-
logie di riarrangiamento: il riarrangiamento simmetricamente decrescente e
la polarizzazione.

2.1 Notazioni e Concetti preliminari

Introduciamo alcuni concetti fondamentali che ¢i serviranno nel corso della
trattazione.
Richiamiamo alcune definizioni di teoria della misura.

Definizione 2.1.1. Un insieme A C R" si dice Lebesgue-misurabile se é
possibile assegnare a questo una misura di Lebesgue.
In particolare tale misura si indica con Z"(A).

Definizione 2.1.2. Una funzione f : R” — R si dice Lebesgue-misurabile se
VA C R misurabile, la controimmagine f~(A) ¢ Lebesgue-misurabile.

Definizione 2.1.3. Sia A C R". Chiamiamo Funzione Caratteristica la

funzione definita come
1 sex €A,
xa(r) =

0 altrimenti.

Si dimostra che questa funzione é Lebesgue-misurabile se A lo é.

16
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Osservazione 2.1.4.

XAXB = XAnB

In seguito quando si parla di misurabilita ci si riferisce alla misura di
Lebesgue.

Nella sezione 2.3 inoltre si utilizzano alcuni teoremi che conviene richia-
mare.

Teorema 2.1.5 (di Ascoli-Arzela). Sia (E,d) uno spazio metrico compatto
e sia F C C(E,R). Allora F ¢é compatto per successioni in (C(E,R),dw)
se e solo se

1. F ¢é chiuso;
2. F e puntualmente limitato;
3. F & equicontinuo.

Teorema 2.1.6 (della Convergenza Monotona). Siano {fx} una successione
di funzioni misurabili non negative, fi : R" — [0,4+00), e supponiamo che la
successione sia crescente Vo € R". Allora posto f(z) = limy— 100 fu(2), si ha

che
f(z)dz = lim fe(x)dz.
Rn

k—+o00 R™

2.2 Riarrangiamento simmetricamente
decrescente

La prima tipologia importante di riarrangiamento che analizziamo ¢ il Riar-
rangiamento simmetricamente decrescente. Tale riarrangiamento, agendo su
una funzione, genera una funzione simmetrica definita su una palla centrata
nell’origine, ma con la proprieta che gli insiemi di sopra-livello mantengano
la stessa misura.

Definizione 2.2.1. Sia A C R" un insieme misurabile di misura finita. Chia-
miamo Riarrangiamento decrescente di A la palla aperta centrata nell’origine
avente la stessa misura di A. La indicheremo con

A" = {z e R"wy,|z|" < ZL"(A)}

dove w, = Z"(B(0,1)).
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Counsideriamo una funzione

fR"—= R

non negativa e tale che f(z) =% 0.

Per una funzione di questo tipo si dimostra che gli insiem: di sopralivello,
definiti V¢ > 0 come

{z e R"| f(x) >t}

hanno tutti misura finita.

Definizione 2.2.2. Sia f come sopra. Chiamiamo Riarrangiamento simme-
tricamente decrescente di f la funzione f* definita come

0

Osservazione 2.2.3. La Definizione 2.2.2 é ben posta dal momento che
la misura delle palle {z € R"|f(z) > t}* ¢ finita V¢ > 0 e la funzione
caratteristica y é misurabile.

Si dimostra che f* é inferiormente semicontinua e per definizione f e f*
sono equimisurabili, cioé V¢ > 0 si ha che

L"({x € R[f*(x) > t}) = Z"({z € R"[f(x) > 1}).

Osservazione 2.2.4. Ogni funzione f non negativa misurabile si puo scrivere
in termini dei suoi insiemi di sopra-livello, sfruttando quella che si chiama
Rappresentazione della torta a strati, cioé

f(z) =/ X{f()>t)dt.
0

Da questa scrittura si capisce che f* é una variante speciale di questa rap-
presentazione.

Quest’ultima osservazione ci permette di dedurre proprieta di f e f*
analizzando gli insiemi di sopra-livello di f. Vediamone alcune.

Lemma 2.2.5. Per ogni funzione non negativa f € LP(R™), con 1 < p < oo,
st ha che

A1l = (171l
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Dimostrazione. Consideriamo la rappresentazione di f tramite i suoi insiemi
di sopra-livello. Applicando il Teorema di Fubini si ottiene che

/ (@) Pde = / / Xigr(@oydids
n n 0
= / / X{fo(@)>tydadt
0 R™

= [ 2
=t /OOO L({f > s})psds

e siccome per definizione Z"({f(z) > s}) = Z"({f(x) > s}*), procedendo
a ritroso rispetto ai passaggi precedenti ho la prova dell’enunciato.
O

In particolare, prese due funzioni f,g come sopra, si ha che il riarrangia-
mento simmetricamente decrescente minora l’errore in norma L, tra le due
funzioni.

Lemma 2.2.6. Siano f,g € L,, con 1 < p < oo, funzioni non negative.
Allora

1f = glly 2 117" = 9"l

Lemma 2.2.7. Il riarrangiamento simmelricamente decrescente preserva
l’ordine, cioe

f(z) <g(z) VzeR" = f*(z) <g*(z) VreR"
Dimostrazione. La dimostrazione é immediata considerando che
{z e R"[f(z) > t}* C{z € R"[g(x) > t}"

e che dunque

/ X{f(x)>t}*dt§/ X{g(x)>t}*dt Vo € R".
0 0

]

Lemma 2.2.8 (Disuguaglianza di Hardy-Littlewood per riarrangiamenti
simmetricamente decrescenti). Siano f,g funzioni non negative misurabili
che si annullano all’infinito. Allora

[ @@ < [ p@g @i
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Dimostrazione. Supponiamo temporaneamente che f = x4 e g = xp siano
le funzioni caratteristiche degli insiemi A e B, misurabili e di misura finita.
Allora A* e B* sono palle centrate nell’origine e A*N B* ¢ la palla pi piccola
tra le due. Dunque

LA BY) = min {£"(A), £"(B)} > £"(ANB)

e in questo caso otteniamo la disuguaglianza.
Vediamo il caso generale. Considerando I’Osservazione 2.2.4 e applicando il
Teorema di Fubini si ha che

f(x)g(x)dx:// / X{f(z)>s} X{g(z)>tydsdtdx
Rn n Jo 0

:/Om/ooogn({p SYN{g > t})dsdt

e per cio visto nella prima parte si ha che

. f(@)g(x)de < / / LMf > s} N {g > t})dsdt

/ / / X{f(2)>s}* X{g(w)>t}- dsdtd

= [ (z)g" (z)dz.

]

Nel capitolo successivo verra anche enunciato (e dimostrato) il Teorema
di Riesz "semplificato" per questo tipo di riarrangiamento.

2.3 La Polarizzazione

Ora analizzeremo una tipologia piti semplice di riarrangiamento: la Polariz-
zazione. In particolare mostreremo che € possibile approssimare un riarran-
giamento simmetricamente decrescente tramite una serie di polarizzazioni.
Sia Hy un iperpiano in R™ che non contiene l'origine. Questo divide R" in
due parti, e definiamo

e HT la parte di spazio che contiene 'origine;
e H~ la parte di spazio complementare a H™, escluso Hy.

Sia o la riflessione che porta uno spazio nell’altro.
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Definizione 2.3.1. Sia f una funzione. Chiameremo riarrangiamento a due
punti o polarizzazione di f rispetto a Hy la funzione f7 cosi definita:

max{f(z), fox)} =€ H',
f7(@) == min{f(z), floa)} @€ H.
f(x) x € Hy.
Definizione 2.3.2. Sia A C R" un insieme. Chiamiamo Riarrangiamento a
due punti o Polarizzazione di A rispetto a Hy l'insieme A° tale che
A"NHY=(AUcA)NHT,
A"NH =(ANncA)NHT,
AN Hy=ANH,.
Lemma 2.3.3. Supponiamo che f : R" = R sia una funzione uniformemen-
te continua. Allora per ogni riflessione o la polarizzazione f7 di f & unifor-

memente continua. In particolare hanno lo stesso modulo di continuita, cioé
quando Ye > 0,36, > 0 per cui

(lr —yl < b = |f(x) = fly)| <e) Va,yeR"

st ha anche che
1f7(x) = f7(y)| <e.

Dimostrazione. Sia ¢ > 0 fissato e siano x,y € R” tali che |z — y| < d..
Se x,y € Hy la tesi ¢ immediata. Se x,y € HT, allora:

[f7(x) = f7(y)| = [max{f(z), f(ox)} — max{f(y), f(oy)}|
< max{[f(z) = f(y)],[f(ox) = floy)[}

<e€

perché o ¢ una riflessione e dunque |ox — oy| = |z — y| < €. La stessa cosa
si puod dimostrare se x,y € H~ scambiando il max con il min.
Se x,y non stanno entrambi nello stesso spazio H™, H~ o Hy, allora:

[f7(x) = [7 ()] < max{|f(z) = fW)|, |f(ox) = FW)l, [f(x) = floy)l, [f(ox) = floy)[}

<€
dal momento che essendo o una riflessione

oz —y| = |o(ox —y)| = o’z —oy| = |z —oy| < |z —y| <e.
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Teorema 2.3.4 (di Riesz "semplificato" per polarizzazioni). Sia J : R — R
una funzione non crescente su Rsq e tale che J(t) — 0 per t — +o00. Allora
per ogni coppia di funzioni non negative f,g: R™ — R si ha che

/n . f(@)g(y)J(|x — y|)drdy < / f7(x)g° (y) I (|x — y|)dzdy.

n Rn

Inoltre se J ¢é strettamente decrescente, vale ['uguaglianza se e solo se
f=f"eg=4g°, oppure f = fo0 e g=g° oo, quasi ovunque.

Dimostrazione. Abbiamo che R" = HTUHyUH ~ e sfruttando il fatto che H,
¢ un iperpiano (e quindi ha misura n-dimensionale nulla) e che H- = ocH™,

allora
Je 9= i i ©
- /H+UH /1;]+UH (*)
oo S

Dunque con un opportuno cambio di coordinate si ottiene che

109)= [ [ 1@ = sy
~ [ [ @ + renlgen) s — )
+ [f(x)g(oy) + f(ox)g(y)]J(|lx — oyl) }dzdy.
Siano x,y € H' fissati. Ragioniamo per casi:

e se f(z) > flox) e g(y) > g(oy), la polarizzazione non ha effetto sulle
funzioni nei punti z,y, oz, oy. Infatti:

max{f(z), f(cz)} = f(x), max{g(y), 9(oy)} = g9(y),

e in questo caso ho 'equivalenza nell’enunciato;

o se f(z) < f(ox) e g(y) < g(oy), la polarizzazione scambia i valori di
e y rispettivamente con quelli di ox e oy e anche in questo caso si ha
I'uguaglianza;
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e se f(x) > f(ox) ma g(y) < g(oy), si ha che la funzione integranda di
I(f?,9°) — I(f,g) é data da
[f7(x)g” (y) + [ (ox)g” (oy) — f(

+[f7(@)g” (oy) + f7 ()9 (y) — S(

= [f(x)g(oy) + f(ox)g(y) = f(2)9(y) = flox)g(oy)l (|2 —y])

+ [/ (@)g(y) + flox)g(oy) — f(x)g(oy) — flox)g(y)]J (| = ay])

= (f(2) = flox)(g(oy) — 9(y))(J(lz — yl) = I (lz — oy])).

In particolare, per ipotesi su J sia ha che

(f(z) = flox))(g(oy) — 9(y))(J(|x —yl) = J(|lz —oyl])) = 0
e dunque I1(f?,9°) — I(f,g) > 0, da cui segue la tesi.

x)g(y) — flox)g(oy)]J

Non ¢ difficile dimostrare 'uguaglianza nei casi f = f7 e ¢ = ¢, oppure
f=f%00eg= g oo, quasi ovunque.
O

Teorema 2.3.5 (di Hardy-Littlewood per polarizzazioni). Siano f,g due
funzioni misurabili non negative su R™. Allora

. f(x)g(x)de < . fo(x)g” (x)dx

e vale luguaglianza se e solo se (f(x) — f(ox))(g(x) — g(ox)) > 0 quasi
ovunque in R™.

Dimostrazione. Procedendo in modo simile alla dimostrazione del Teorema
2.3.4, posso scrivere

1076 = 1.9) = | (@ (@) = f@lala))da

- [ @@+ rloa oo
— f(x)g(x) — fox)g(ox))dx.
Fissiamo x € H'. Se si ha che (f(x) — f(ox))(g9(x) — g(ox)) > 0, allora

f(x) > f(ox) f(z) < flox)
{ > oppure { (2)

g(z) < g(ox)

e dunque la polarizzazione o non agisce o agisce su entrambe le funzioni. In
entrambi i casi € banale mostrare che si ha 1'uguaglianza. Il viceversa ¢ il

VARVAN
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ragionamento a ritroso.
Supponiamo che f(z) > f(ox) e g(z) < g(ox). Allora

e quindi

10°,67) = 1(19) = [ (F)glow) + fo)gla)

Lemma 2.3.6. Sia f una funzione non negativa su R™ che si annulla all’in-
finito. Allora
f=f < f=/[f7 Yo riflessione, (2.1)

e inoltre

37 traslazione tale che f = ffor <= f=f7 o f = fo0 Vo riflessione.
(2.2)

Dimostrazione. L'implicazione = in (2.1) e (2.2) ¢ immediata ed & conse-
guenza della simmetria del dominio di f* e dal fatto che f* é pari.

Vediamo il viceversa nel caso (2.1).

Supponiamo per assurdo che f non sia simmetricamente decrescente, e siano
fissati x1,x9 € R” tali che |x1| < |22] e f(x1) < f(xq). Sia o la riflessione
che porta x; in x4, e sia Hy I'iperpiano invariante. Dunque f7(x;) = f(x2) e
f7(x9) = f(x1), e quindi f7 # f contraddicendo le ipotesi.

Vediamo il viceversa nel caso (2.2).

Mostriamo la prova assumendo che f sia limitata e integrabile (ed ¢ lecito
perché altrimenti possiamo considerare delle funzioni approssimanti del tipo
fe = min{e™ ! |f —¢|;}). Con un’adeguata traslazione 7 posso portare il
centro di massa di f sull’origine. Allora, posto

g9(r(x)) := f(z) Vo e suppf
si ha che ¢ ha il suo centro di massa in H", e dunque g = ¢° Vo riflessione.
Per (2.1) dunque g = ¢g*, e quindi f = f*o 7.
O
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2.3.1 Approssimazione tramite polarizzazioni

Sfruttiamo i risultati appena dimostrati per far vedere che si puo approssima-
re il riarrangiamento simmetricamente decrescente di una funzione tramite
una serie di polarizzazioni consecutive della medesima.

Definizione 2.3.7. Fissiamo una funzione f non negativa e che tende a 0
all’infinito. Definiamo

Poly = {f7%|Vk > 0,01,..., 0y riflessioni}

essere 'insieme delle funzioni ottenute da f applicando un numero finito di
polarizzazioni.

Teorema 2.3.8 (di Approssimazione di f* tramite polarizzazioni). Sia f
una funzione continua non negativa con supporto compatto in R™. Allora
esiste una successione {gn }n>1 in Poly tale che

n—-+00 .
gn — [T uniformemente.

Dimostrazione. Prendiamo una funzione
H . R+ — R

strettamente decrescente, limitata e tale che H(t) — 0 per t — +o00. Defi-
niamo il funzionale

1) = | f()H (el

che é ben definito per il Teorema di Weierstrass. Per il Lemma 2.3.3 e il Teo-
rema di Arzela-Ascoli I'insieme Pol; é relativamente compatto in C.(R").

Il funzionale I(f) assume il suo massimo per una certa funzione g nella chiu-
sura di Poly. Mostreremo che g = f*. Sia {g,}n>1 una successione in Pols
che converge uniformemente a g. Si ha che Vo riflessione, le polarizzazioni

g° di g stanno nella chiusura di Poly: infatti g; mare ¢° uniformemente, e

dunque I(g) > I(g”) per massimalita di g. D’altra parte, I(g) < I(g”) dal
Lemma 2.3.5. Allora I(g) = I(g?). Sempre per il Lemma 2.3.5 otteniamo

che
(9(x) — g(ow))(H(|a]) — H(loa])) > 0

e questo implica che g(z) = ¢°(x), Vo € R". Siccome o ¢ arbitrario, per
il Lemma 2.3.6 si ha che g = g*. Inoltre essendo g equimisurabile con f
(essendo il limite uniforme di funzioni equimisurabili con f), si ha proprio
che g = f*, e concludiamo.

O]



26 CAPITOLO 2. RIARRANGIAMENTTI DI FUNZIONI REALI

Teorema 2.3.9 (di Riesz "semplificato" per riarrangiamenti simmetrica-
mente decrescenti). Sia J : Ry — R una funzione non crescente e tale che
J(t) = 0 per t — o0o. Allora per ogni coppia f,qg di funzioni misurabili non
negative su R™ che si annullano all’infinito st ha che

/n Rnf(m)g(y)J(lm—y!)dwdyS/n Rnf*(x)g*(y)J(\w—y\)dxdy-

Inoltre se J ¢ strettamente decrescente, vale l'uguaglianza (con il valore del-
Uintegrale finito e diverso da 0) se e solo se At traslazione tale che f = f*or
e g=g"oT quasi ovunque.

Dimostrazione. Denotiamo il Funzionale "semplice" di Riesz con

109 = [ [ @)= ydzy

Supponiamo per il momento che f e ¢ siano funzioni continue a supporto
compatto in R™ e che J sia limitata. Per il Teorema 2.3.8 esiste { f,, },>1 in
Pol; e esiste {g,}n>1 in Pol, tali che

n—+00 .
fo —> f" uniformemente,

n—-+0o00 .
gn — ¢" uniformemente.

Dunque per il Lemma 2.3.4 e per continuita del funzionale I si ha che

I(f,9) < I(fo,gn) =55 1(f*, %)

e si prova il risultato per funzioni continue a supporto compatto. Siccome
queste funzioni sono dense in L con 1 < p < oo e I é continuo su que-
sto spazio, 'enunciato continua a valere. Nel caso piu generale invece basta
approssimare f e g con funzioni limitate del tipo viste in 2.3.8, e la disugua-
glianza segue mandando € — 0 e per il Teorema della convergenza Monotona.
Vediamo l'uguaglianza. Sia J strettamente decrescente, e supponiamo che
I(f,g9) = I(f*,g*), valore finito e non nullo. Dunque Vo polarizzazione si
ha che I(f,g) = I(f?,9°). Per 'enunciato di uguaglianza del Lemma 2.3.4,
o f7=fo f7= foo, e similmente per g. Siccome questo vale Vo, dal
Lemma 2.3.6 si ha che f = f* o7 per qualche 7 traslazione, e similmente per
g. Queste due traslazioni devono per forza coincidere.

O

Partendo da questo risultato ¢ possibile dimostrare il Teorema di Riesz
nel caso generale. Il teorema fu prima provato da Riesz in una dimensione,
e successivamente esteso da Sobolev su R"™. Diamone I’enunciato.
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Teorema 2.3.10 (di Riesz). Siano f, g, h funzioni non negative su R™ che
st annullano all’infinito. Allora

| [ t@swite=deiy < [ [ @ n e sy

Osservazione 2.3.11. Si puo dimostrare che questo risultato non vale nel
caso di riarrangiamenti tramite polarizzazioni.
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