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Sommario

In questa tesi viene innanzitutto analizzato il legame tra la simmetria rotazionale e il
momento angolare di un sistema quantistico. Vengono poi studiate le proprieta generali
degli operatori covarianti per rotazione, in particolare gli operatori scalari, vettoriali e
diadici. Viene quindi esposta la teoria generale degli operatori tensoriali irriducibili che
permette una trattazione unificata delle varie tipologie di operatori covarianti. Vengono
in particolare studiati due teoremi fondamentali: il teorema di Wigner-Eckart e della

proiezione. Sono illustrate infine alcune applicazioni.
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Capitolo 1

Introduzione

In meccanica classica il momento angolare di un sistema isolato si conserva. Questa
legge fisica ¢ una conseguenza della simmetria rotazionale dell’hamiltoniana del siste-
ma. Cioé il valore dell’energia non subisce variazioni e ’hamiltoniana rimane la stessa
funzione delle variabili canoniche quando il sistema & soggetto ad una rotazione rigida
attorno ad un asse. Questa importante proprietd € conseguenza dell’isotropia dello spa-

zi0 in assenza di campi esterni: tutte le direzioni dello spazio sono fisicamente equivalenti.

Anche in meccanica quantistica, in un sistema isolato, le componenti cartesiane del
momento angolare sono costanti del moto. In questo caso, tuttavia, le singole compo-
nenti non sono osservabili quantistiche compatibili, cioé non possono essere misurate
simultaneamente senza interferenza. Matematicamente questo si manifesta come la non
commutativita delle componenti vettoriali dell’operatore momento angolare, il quale, a
sua volta, riflette la non commutativitd delle rotazioni. Un’altra importante differenza
dal caso classico é l'esistenza, accanto al momento angolare orbitale, di un’altra forma
di momento angolare, lo spin, che & un grado di liberta interno privo di corrispondente

classico.

La relazione tra rotazioni e momento angolare consiste nel fatto che il momento an-
golare ¢ il generatore infinitesimale delle rotazioni. Le proprietd del momento angolare
quantistico e la sua relazione alla simmetria rotazionale sono richiamate brevemente nel
capitolo 3. Gli osservabili quantistici vengono classificati in base alle loro proprieta di co-
varianza sotto rotazioni. Le principali tipologie di osservabili rotazionalmente covarianti

sono quelli scalari, vettoriali, diadici, analizzati in dettaglio nel capitolo 3.



La teoria degli operatori tensoriali irriducibili, esposta nel capitolo 4, fornisce una
trattazione unificata degli operatori rotazionalmente covarianti. Operatori scalari, vet-

toriali, diadici, sono infatti casi speciali particolarmente rilevanti di operatori tensoriali.

I risultati principali della teoria degli operatori tensoriali irriducibili sono i teoremi
di Wigner-Eckart e della proiezione, che vengono formulati e dimostrati nel capitolo 5.
Questi hanno importanti e molteplici applicazioni in fisica nucleare, atomica e molecolare.

Alcune di queste verranno illustrate.



Capitolo 2

Richiami sul momento angolare e
coefficient1 di1 Clebsch-Gordan

In questo capitolo verranno richiamate le formule fondamentali rigunardanti momento
angolare e coefficienti di Clebsch-Gordan. Poiché I'obiettivo di questo elaborato non &

Iaffronto di questi due argomenti, ci limiteremo a farne un sommario.

Iniziamo con l'introdurre una base sferica orientata.
Come ¢é noto, una base ortonormale orientata & un insieme di tre vettori reali e;, ¢ =

1,2,3, e; = e;, che soddisfano le seguenti relazioni:

€ -e; = 5i,j (2.0.1)
3

e, Xe; = Zeijkek. (2.0.2)
i=1

Ogni vettore a si pud esprimere come:
3
a = E a;€e;, a; = a- e;. (2.0.3)
i=1

Per due vettori a e b si ha che:

3
a-b=> ab (2.0.4)
i=1
3
axb= Z eijkaibjek. (2.0.5)
ij,k=1



Similmente, una base sferica orientata € un insieme di tre vettori complessi ey, @ =

—1,0,+1 tale che e}, = e_,, che soddisfano le seguenti relazioni:

eq-ep =215, (2.0.6)
e, X eg = —idq,0P€s + idg pae, — i(S,a,g(Oz — B)eo. (2.0.7)

Ogni vettore a si pud esprimere come:
a= Z 2-llg_ e, o = a- €. (2.0.8)

Per due vettori a e b si ha che:

+1
a-b= Y 271a_.b, (2.0.9)
a=-—1
i
axb= —5 _Zl « [(aobfa - boa,a)ea + afabozeO] . (2010)

Una base sferica orientata e una base ortonormale orientata sono in corrispondenza

1 a 1. T vettori della base sferica, associati a quelli della base ortonormale sono dati da:
ey = €3, €11 =€ + i62. (2.0.11)

I vettori della base ortonormale, associati a quelli della base sferica sono dati da:

1 1
e = §(e+1 + e_1), ey = %(eﬂ — e_1), e3 = eo. (2.0.12)
Analogamente, le componenti di un vettore a espresse in una base sferica associata ad

una base ortonormale sono date da:
ap — as, at] — ajl + iag, (2.0.13)

mentre le componenti di a espresse tramite una base ortonormale associata ad una base

sferica sono date da:

1 1
a; = §(a+1 + a,l), as = Z(aJrl - a—l)a asz = ap- (2014)



2.1 Richiami sul momento angolare

Chiamiamo [ e 3 gli operatori di momento angolare orbitale e di spin, rispettivamente.

E noto che:
i, 1) = ih > eijuln (2.1.1)
k
[8i,85) = iR €ijudi (2.1.2)
k
Definiamo la somma di [ ¢ § come momento angolare totale con:
j=10+s (2.1.3)

Poiché i due momenti angolari [ e & sono indipendenti, il loro commutatore € nullo:
(2.1.4)

Da questo segue che anche le componenti di j commutano esattamente come quelle di [
(2.1.5)

e 8
i 35 = ih Z €ijkJk-
k
Supponiamo ora di avere un sistema composto da due o piu parti indicizzate dall’in-

dice a. Allora, i momenti angolari orbitale e di spin totali sono dati da:
(2.1.6)

L=Y"1I,
S’:Zéa.

Poiché i momenti angolari I, e 3, di sistemi diversi sono indipendenti, i commutatori tra

(2.1.7)

di essi sono nulli:
[la, 03] =0 (2.1.8a)
[84,85] =0 (2.1.8b)
(2.1.8¢)

per a # b.



Il momento angolare totale del sistema sara dato allora da:
J=L+S5. (2.1.9)

Dalle relazioni (2.1.8) segue che le relazioni di commutazione delle componenti di L, § e

J sono le stesse relazioni che valgono per le componenti di I, § e 3:

k

[Si,Sj] = iR > €Sk (2.1.11)
k

[ji,jj] :ihzeijkjk' (2.1.12)
k

Da ora in poi parleremo di 7 inteso come momento angolare generico. Allora, per j

valgono le relazioni di commutazione:
s j] = ih Y €ijidis (2.1.13)
k

che sono scritte esattamente come la (2.1.5), con la differenza perd che ora 7 non &
necessariamente somma di l e 8.

Definiamo il modulo quadro di 5 come:
P=32=>"7 (2.1.14)
i

L’operatore 72 commuta con le componenti di 5
72, 7:] = 0. (2.1.15)

Poiché sia j; che j2 rappresentano degli osservabili, allora, per un principio della mecca-

nica quantistica, tali operatori sono autoaggiunti:

it =i (2.1.16)
72 =52 (2.1.17)

E conveniente esprimere le componenti di j tramite una base sferica orientata e, asso-



ciata ad una base ortonormale orientata e;, tramite le relazioni (2.0.11) e (2.0.12):

Jo = Jas Je1 =51 £ g2 (2.1.18)

1~

j= 5( 1+ 7o), J2 = 5:(J+1 = J-1), J3 = Jo- (2.1.19)

Le componenti sferiche obbediscono allora alle seguenti regole di commutazione:

o, 1] = £hjar (2.1.20)
1, j1] =0 (2.1.21)
1, 1] = £2hjo. (2.1.22)

Inoltre, valgono le seguenti regole di aggiunzione:

Jo = Jo (2.1.23)
jrit = j:pl. (2.1.24)

L'operatore j2 ¢ dato da
3% = jr1js1 + 35 F hjo, (2.1.25)

e naturalmente commuta con jg e j+1, dato che questi sono combinazioni lineari di ji,

jQ € 53:

7%, Jx1] =0 (2.1.26)
5, Jol. (2.1.27)

Poiché le componenti j; non commutano tra di loro, non esiste una base ortonormale di
autoket comuni ai j;, pero si pud costruire un insieme massimale di operatori autoaggiunti
commutanti utilizzando jg e 7. Gli autoket comuni di jo e 72 si organizzano in multipletti
caratterizzati dal numero quantico semi intero non negativo j, ogni multipletto |j,m)
contiene 2j 4+ 1 elementi, indicizzati dal numero quantico m che prende valori nel range
—5,—Jj+1,...,5—1,7.

Si ha poi che:

3 13, m) =14, m) B?j (5 + 1) (2.1.28)
Jo g, m) = |j,m) hm (2.1.29)
~ 1

Jx1li,m)y=1imE DRGG +1) —m(m+1))z. (2.1.30)



Infine, assumendo che i ket |j, m) siano normalizzabili:

(g,m'|3,m) = s m- (2.1.31)

Le proprieta (2.1.28) e (2.1.29) sono le relazioni agli autovalori degli operatori j2 e jo,
mentre, per la proprieta (2.1.30), 'operatore J+1 si dice anche operatore di scala perché
applicato ad un proprio autoket con un certo valore del numero quantico m, ne alza o
abbassa il valore di una unita.

Consideriamo un sistema descritto da due momenti angolare J; e Jo, allora, per quanto

detto poco fa, grazie all’equazione (2.1.5):

[1is 5] zhz €ijk 1k (2.1.32)

[ai Joj] = lhz €ijkJ2k: (2.1.33)
e, per le (2.1.16), (2.1.17)

JL = Jui, §12T =Jji (2.1.34)

4 = 2 =73 (2.1.35)

Inoltre, se i due momenti angolari sono compatibili, allora sono anche commutanti:
[j1is Jai] = 0. (2.1.36)

Allora gli operatori j%, 710, j% , joo formano un insieme massimale di operatori autoag-
giunti commutanti a partire da 31 e 32. Analogamente al caso precedente, gli autoket
comuni di j% . 710, 522, Ja0 si organizzano in multipletti di autoket |ji,m1, jo, mo) caratte-
rizzato dai numeri quantici semi interi non negativi j; e ja, contenente (251 +1)(2j2+ 1)
elementi indicizzati da m; e mo, rispettivamente nei range —j1,—j1 +1,...,51 — 1,51 ¢
—Jj2,—Jj2+1,...,02 — 1, 70.

Si ha quindi che:

2.1.37
2.1.38
2.1.39
2.1.40

10 |71, M1, J2, ma) = |j1, M1, ja, ma) hmy

720 |41, M1, g2, ma) = |j1,m1, j2, ma) hma

=

51i1 ‘jl7mlaj27m2> = |j17m1 + 17j27m2> h(]l(]l + 1) - ml(ml + 1))

,_\A,_\,_\
e N N

N

Jo1 |31, M1, Ja, ma) = |j1, M1, jo, ma £ 1) h(ja(j2 + 1) — ma(ma £ 1))



33 |71, ma, j2, ma) = |j1,m1, j2, m2) h%51(j1 + 1) (2.1.41)
33 |51, m1, j2, ma) = |j1,m1, j2, ma) h2ja(ja + 1). (2.1.42)

Infine, assumendo che i ket |j1, m1, j2, m2) siano normalizzabili:
<j1, mll,jg, mé}jl, ml,jg, m2> = 5m/17m1(5m/27m2. (2.1.43)
Indichiamo la somma di 31 e 32 con
J =j1+J.
Allora J obbedisce alle relazioni di commutazione (2.1.5):
[ji, jj] = ih Z Eijkj]g,
k
con le regole di autoaggiunzione:
= .
Inoltre valgono le seguenti:
/i, =0
[Ji,33] = 0.

L’operatore modulo quadro di J, J? & anch’esso autoaggiunto e commuta con ji; e jo; €

quindi anche con 1 rispettivi moduli quadri j% e jg :

2 — g2
(/2,51 =0
(/2,53 =0

Gli operatori 5%, j%, J? e Jy formano allora un insieme massimale di operatori autoag-
giunti commutanti a partire da 71 e 7. Chiamo ora E(j1,j2) il sottospazio generato dai
ket |j1,m1, j2, mo). Tale sottospazio ha dimensione (251 41)(2j2+41) ed ¢ invariante sotto
gli operatori 512, 710, }%, J20. Allora, poiché gli operatori ﬁ%, 522, J? e Jy sono costruiti a
partire da 71 e Jo, E(J1,72) € invariante anche per 5%, 522, J? e Jy. Grazie a questo fatto,
esiste una base di autoket di jf, }%, J? e Jy data da |71, J2, J, M), dove J varia nel range

l71 — gols [1 — J2l + 1, g1 + g2 — 1, 41 + Jo-

10



Si ha quindi che:

33 131, da, J, M) = |jv, jo, J, M) B2 j1 (jr + 1) (2.1.44)
33 i1, g2, J, M) = |jv, ja, J, M) B2 ja(ja + 1) (2.1.45)
T g1, 2. J, M) = |jv, g2, J, M) B2 J(J + 1) (2.1.46)
Joldis jo, Jy M) = |ju, ja, J, M) hM (2.1.47)
Jat |t gas J. M) = |t go, J. M £ 1) R(I(J + 1) = M(M 1)) (2.1.48)

Infine, assumendo che i ket |j1, j2, J, M) siano normalizzabili:
<j17j27J7M/{j17j27=]7M> :5M’,M (2149)

Si noti che la disuguaglianza quantistica |j1 — ja| < J < j1 + j2 € la controparte di quella
classica vettoriale ||71| — |72|| < || < |71] + |72

Le due basi |j1,m1, j2, m2) € |71, J2, J, M) sono legate dalle relazioni:

J1 J2
’j17j27 J, M> = Z Z ’j17m17j27m2> <j17m17j27m2’j17j27 J, M> (2150)
mi=—j1 ma=—j2
J1+j2 J
’jlvmhj?vm?) - Z Z ‘j17j27J7M> <j17.j27‘]7M’j17m17j2am2>' (2151)
J=lj1—jo| M=—J

Nelle equazioni (2.1.50) e (2.1.51), i coefficienti del cambio di base (j1,m1, j2, ma|j1, j2, J, M)
e (J1, jo, J, M|j1, m1, jo, ma) si scrivono in forma piu compatta come (j1, jo, mq, mo|J, M)

e (J, M|j1,j2, m1,m2) e si dicono coefficienti di Clebsch-Gordan.

11



2.2 Richiami sui coefficienti di Clebsch-Gordan

Abbiamo visto che i coefficienti di Clebsch-Gordan (j1, jo, m1, ma|J, M) sono i coefficienti
del cambio di base tra gli autoket comuni degli operatori 512, 10, 5%, J20 € j%, 5%, j2, Jo
che vivono in £(j1,j2). Tali coefficienti hanno valori tutti tabulati, e rispettano alcune
condizioni chiamate regole di selezione.

Un primo insieme di tali regole é:

|71 — j2l < J < |j1 + jol (2.2.1a)
| = g2 < g1 < [T+ o (2.2.1b)
] =1l < g2 <|J + 5l (2.2.1c)

Cioé i numeri quantici j1, jo e J devono rispettare la disuguaglianza triangolare; queste
tre regole sono equivalenti, cio¢, data una delle tre, si ricavano le altre due.

Il secondo insieme di regole ¢ dato da:

—j1<mi <y (2.2.2a)

—jg S meo S jQ, (2.2.2b)
dalle quali deriva che:

—J <M< J (2.2.3)

I coefficienti di Clebsch-Gordan soddisfano le seguenti relazioni:

M (j1, 2, m1,mao|J, M) = (m1 + ma) (j1, 2, m1, ma|J, M) (2.2.4)
(J(J +1) = M(M £1))2 (j1, jo, ma, mal J, M % 1)

=

= (j1, jo,m1 F 1,malJ, M) (j1(j1 + 1) — mi(mq F 1))
o o 1
+ (j1, jo, m1, mo F 1|J, M) (j2(j2 + 1) — ma(me F1))2.  (2.2.5)

Dalla (2.2.4) deriva la seguente regola di selezione:
M = mq + mao. (226)

Dalla (2.2.5), invece, si pud notare che tutti i coefficienti di Clebsch-Gordan con J fis-
sato (j1,j2, m1, ma|J, M) possono essere ottentuti a partire da (j1, jo, m1, me|J, J) e da
(J1, j2, m1, ma|J, —J) utilizzando rispettivamente il segno inferiore o superiore dell’equa-

zione.

12



E possibile scegliere la fase dei coefficienti di Clebsch-Gordan (ji, jo, m1, ma|J, M) in

modo tale che essi siano tutti reali, cioé che valga la seguente proprieta:
(J, M|j1, j2, m1, ma) = (j1, jo, m1, ma|J, M)" = (j1, j2, m1, ma|J, M) . (2.2.7)
Vale la seguente regola di scambio:
(G2, g1, ma, mu|J, M) = (=1)F277 (1, o, iy malJ, M) . (2.2.8)

Sono soddisfatte inoltre le seguenti relazioni di ortonormalita:

J1 J2

Z Z <J/7M/|j17j27m17m2> <j17j27m17m2"]7M> :5J’,J5M’,M (229&)
mi1=—j1 ma=—j2

Ji+j2 J

Z Z (g1, g2, M7, My

J=|j1—j2| M=—J

J, M> <J, M\jl,jg,ml,m2> = (5m'1,m15m'2,m2' (2.2.9b)

Esistono tante altre proprieta di questi coefficienti che non staremo a citare, ma alcune

di esse verranno richiamate nel seguito, nel momento del bisogno.
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Capitolo 3

Rotazioni, momento angolare e

operatori rotazionalmente covarianti

3.1 Legame tra rotazioni e momento angolare

In questa sezione verranno trattate le rotazioni e il loro legame col momento angolare.

Diamo la definizione di gruppo.

Definizione 1 (di gruppo). Un gruppo & un insieme G dotato di operazione binaria o

chiusa rispetto a tale insieme, che soddisfa le seguenti proprieta:

e Associativita:
Va,b,c€ G (aob)oc=ao(boc)

e Esistenza dell’elemento neutro:

dlee G : aoce=coa=a Vacd

e Esistenza dell’elemento inverso:

Vae G Fa ! : aoat=aloa=e

Definizione 2 (di rotazione). Si dice rotazione, in cinematica, una mappa lineare sullo
spazio delle configurazioni che preserva le distanze tra i punti.

Una rotazione € data da una diade R agente su un vettore x nel seguente modo:
x’=R-x, con |x|=]x]|. (3.1.1)

14



Le rotazioni formano un gruppo. Infatti:
e Se R e S sono due rotazioni, anche R-S é una rotazione. In generale R-S # S R.

e La rotazione nulla si indica con 1 e agisce su un vettore x lasciandolo invariato:

X =1x
e Per ogni rotazione R esiste la sua inversa R™': R-R™'!=R'-R=1

Una rotazione € caratterizzata da un angolo di rotazione ¢ e da un asse di rotazione
dato da un vettore unitario u. Allora scriveremo R = A(p,u). Le proprieta di gruppo

si scrivono nel modo seguente:

e Se R=A(a,a) e S =A(3,b), allora R-S = A(6(a, 5,a,b),u(a, 5,a,b)) dove 0

e n sono generalmente funzioni complicate di o, 8, a e b
e La rotazione nulla & 1 = A(0,u), dove u ¢ indeterminato
e Se R = A(p,u), allora R™* = A(—p,u), oppure R~! = A(p, —u)

Il vettore posizione x ruotato di un angolo infinitesimo d¢p attorno ad un asse u é dato
da:

x' = A(Jp,u) - x = x + dpu x x 4 0(6¢?). (3.1.2)

Allora vale:
A(Sp,u) =1 — 5p x u+ o(6p?), (3.1.3)

dove xu ¢ una diade antisimmetrica definita come segue.

Sia v un vettore. La diade antisimmetrica *v & una matrice 3 x 3 data da:

0 v3 —V2
= |—-v3 0 v (3.1.4)
(%] —U1 0

Una rotazione finita pud essere espressa come composizione di infinite rotazioni infinite-
sime:
1 ' N 1 N _ —p*u
A(p,u) = lim A U = lim (1 —dp*u)’ =e . (3.1.5)

N—o00 N—o00
Le rotazioni agiscono sugli stati. Se s & uno stato preparato da un dispositivo D e R &
una rotazione, allora lo stato ruotato s ¢ definito come lo stato preparato dal dispositivo
RD ottenuto ruotando D in accordo con R. Poiché (si assume che) lo spazio & isotropo,

esso ha le stesse proprietd in tutte le direzioni, e per questo, se s € sovrapposizione di
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s’ e 5" con due pesi, allora s & sovrapposizione di s’ e fs” con gli stessi pesi. Infatti,
questi pesi sono legati alle probabilita di misurazione, ma poiché lo spazio ¢é isotropo, tali
misure non sono affette dalle rotazioni.

Ogni stato s & rappresentato da un ket |¢)) definito a meno di un fattore di fase moltipli-
cativo. Allora lo stato ruotato %s & rappresentato dal ket ‘R¢>. Questa mappatura non
¢ unica a causa dell’arbitrarieta del fattore di fase. Come detto poco fa, uno stato puod
essere sovrapposizione di due o piu stati e questo si riflette nella linearitd dello spazio
in cui vivono i ket: ) = a|y’) + b[y"). Scegliendo in modo furbo il fattore di fase si
puo rendere la mappa [¢) — |R1/1> lineare. Allora deve esistere un operatore lineare che

agisce in questo modo sui ket:

1) = U(R) |) . (3.1.6)

L’invarianza dei pesi degli stati implica che il modulo quadrato del prodotto scalare di

due ket rimanga invariato dopo una rotazione di tali ket:
(W [0)]” = (o)l (3.1.7)
ma per questa condizione & sufficiente che
W'y = (Fy'| ). (3.1.8)
Allora U(R) deve essere anche unitario.

Dimostrazione. Basta combinare la (3.1.6) con la (3.1.8)
(W) = ('[v) = (")) = (| OR)) (O(R) [0)) = O(R)T(R) = 1.
Poiché questo vale per ket [1)) e [¢/') arbitrari, allora U(R)" = U(R)™! O

Operare due rotazioni R e S su uno stato s & equivalente ad operare la rotazione
R-S:
S<RS) _ SR

e i ket si trasformano nel seguente modo:

1°(F)) = 2(S, R, [9)) | Fp)
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dove z(S, R, |¢)) & la fase, che in generale & una funzione non banale di R, S e [¢).

Allora, per la definizione (3.1.6) si ha che:
U(S,R)|¢) = =(S, R, [¥))U(S)U(R) |¢) . (3.1.9)

Poiché a sinistra dell'uguaglianza, 1’espressione ¢ lineare in |¢), lo deve essere anche a

destra e dunque z ¢ indipendente da |1)):
2(S,R,|¥)) = 2(S, R).
Il ket |¢) ¢ arbitrario, quindi dalla (3.1.9)
U(S,R) = z(S,R)U(S)U(R). (3.1.10)

Per ogni rotazione R siamo liberi di ridefinire I'operatore rotazione U(R) in ((R)U(R),
dove ((R) ¢ il fattore di fase, che dipende solo dalla rotazione. Questa ridefinizione non
cambia il valore fisico di U(R) Infatti, per ogni ket |¢) rappresentante lo stato s, il ket
’Rw> sard alterato solo di una fase, senza cambiare lo stato %s, che continua ad essere
rappresentato da ’R¢>
Sfruttando questa proprietd, possiamo scegliere la fase dell’operatore rotazione in modo
tale che per la rotazione inversa U~' di U valga che U(R™') = U(R)~', mentre per la
rotazione nulla valga che U(l) =1

Per una rotazione infinitesima di angolo d¢ vale la seguente relazione:
U(A(6p,u)) =1 —ih 'opu -7 + 0(64?) (3.1.11)

per qualche operatore 5 1l fattore —ih~! & stato introdotto per convenienza. Se scriviamo
U come nella (3.1.11), allora abbiamo che 'operatore j ¢ autoaggiunto e soddisfa la

seguente relazione:

[a-j,b-j]=ihaxb-j (3.1.12)
per a e b vettori arbitrari

Dimostrazione. Dalla definizione (3.1.11):

-l

(A(6p,u))t =1+ i Lopu- 51 + 0(6p?) (3.1.13)
(A(6p,u)) "t =14 in 0pu- 771 + 0(6p?). (3.1.14)

-
=
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Poiché Ut = U1 allora 3T = 3_1, cioé 5 ¢ autoaggiunto. Considerando due rotazioni
infinitesime A(da, k) e A(05,n):

A(6o, k)1 A(6B,n) "1 - A(Ja, k) - A(05,n)
= (146axk) - (1+66*n)-(1—daxk) (1—358*n)+o(6a? 55?)
=1+ 6adf(xk - *xn — #n - xk) + o(da?, §5%). (3.1.15)

Poiché (xk-*n—#n-xk) - x =k x (nxx)—nx (kxx) = —xx (kxn) = —* (k xn) - x,

allora xk - #n — xn - xkk = — * (k x n) e la (3.1.15) diventa:
A(da, k)L A(0B,n) " - A(da, k) - A(68,n) = 1 —dadB* (k xn) +o(6a?,66°). (3.1.16)
Utilizzando la (3.1.11) nella (3.1.16) si ha che:

UAGo, k)™ A8, n) " - Ao, k) - A(6B,n)) =1 — ik '6adBk x n - J + o(da?,652).
(3.1.17)
D’altra parte, per la (3.1.9)

U(A(Sa, k)L - A(68,n)"L - A(da, k) - A(653,n))
1+ ihdak-3)(1+ihéfn-7)(1 — ikdak - 3)(1 — ihdpn - 7) + o(6a?, 552)

= (
=1 —h20adBk-3,n- 3]+ o(6a?,552). (3.1.18)

Uguagliando la (3.1.17) con la (3.1.18), con k e n al posto di a e b si ottiene la (3.1.12) O

Siano j; le componenti di j rispetto ad una base ortonormale orientata e;.

Allora, nella (3.1.12), ponendo a = e; e b = e, si ha che:
i, 4] = ihzez‘jkjk- (3.1.19)

Si riconosce in 5 I’operatore momento angolare, infatti quest’ultima relazione & ugua-
le alle (2.1.5). Inoltre l'equazione (3.1.11) identifica j come generatore infinitesimo

dell’operatore rotazione. Per una rotazione finita si ha poi che:

U(A(p, 1)) = exp(—ih_lwu . 5) (3.1.20)
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Dimostrazione. Utilizzando la (3.1.5)

U(A(Sp,u)) = U < lim A (;f[,u>N> = lim U (A (%,u))N

N—oo N—oo
= lim (i —intfy. 3)N = exp(—ih_légpu . 5) (3.1.21)
N—00 N ' o

O

Prendiamo ora in considerazione gli autobra (x| dell’operatore g, cio¢ (x|§ = x (x].

L’ipotesi di lavoro é la seguente:
x|U(R)" = (R -x]|. (3.1.22)
Se R = A(dp,u), allora si ha che:

x| U(R)" = (x| U(A(6p,u))l = (A(Sp,u) ™t x| = (x4 dpu x x + 0(5g02)}
= (x| + dpu - x x V (x| + 0(dp?) = (x| + ihdpu - (—ih~')x x V (x| + 0o(d¢p?)
= (x| 4+ ih " Y0pu - (x|1 + 0(69?) = (x| (1 +ih " 6pu - 1) + o(6p?).

E si conclude che
U(A(5p,u)) =14 i opu - T+ o(60?). (3.1.23)

Dall’equazione (3.1.23) si vede che 'operatore rotazione infinitesima ¢ legato all’'operatore
momento angolare orbitale.

Si puo generalizzare questo risultato anche al caso di sistemi dotati di spin. In questo
caso l'operatore ¢ non é pit un insieme completo di operatori autoaggiunti commutanti,
quindi aggiungiamo ’operatore §. Applicando una rotazione R ad un autobra di § che
chiameremo (x,mg|, esso sard ancora autobra di ¢, ma non ¢ piu autobra di §. La

corretta generalizzazione dell’equazione (3.1.22) é:

x,ms|UR) = Y DY (R)(R x,m (3.1.24)
dove ijLzm, ¢ una matrice (2s + 1) x (2s 4+ 1) dipendente da R e dallo spin s. Per una
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rotazione infinitesima si ha allora:

S

(x, ms| U(A(6p,u))t = Z (5m57m’5+i590u'§7(rfzmg+0(5902)) (x+dpu x x + 0(6¢?%), ms| :

J—
mi=—s

(3.1.25)
Analogamente a quanto fatto poco fa:

(x,ms| U(A(6p, )T = (x,m,| + dpu x x - V (x, m,| + Z idpu x x + o(6p?)

I=_
mi=—s

= (x,my| +ih pu - | —ihx x V (x,m,| + Z hg‘r(ss)m, (x,ms|| + 0(6¢%)

mi=—s
= (x, mg] (i +ih topu - (I + §)) + 0(6p?%) (3.1.26)
dove (x,ms| 8= ", _ hcfrfzm, (x, ms|, cioeé § ¢ Voperatore momento angolare di spin.

Dunque dall’equazione (3.1.11) si ha che 7 = [+ 8 ¢ l'operatore momento angolare totale.

20



3.2 Operatori rotazionalmente covarianti

Operatori scalari

Un osservabile A si dice scalare rispetto ad un momento angolare 5 se per ogni stato s e
rotazione R se le probabilita dei risultati di misurazione di A negli stati ruotato e non
ruotato, s e s rispettivamente, sono uguali, cioé i valori medi sono uguali: (4), = (A)r,.
In termini matematici:

(T A[fy) = (Y] A1) (3.2.1)

e utilizzando 'equazione (3.1.6) si ha che

W|U(R)TAU(R)p) = (p|Aly) = U(R)TAU(R) = A (3.2.2)
Per una rotazione infinitesima si ha che
a-7,A] =0. (3.2.3)
Dimostrazione.
A=U(R)'AU(R) = U(A(6¢,u))' AU(A(5¢,u))
(1+in topu-7)A(1 —ih opu - 3) + o(6p?)
= A+in 'opu-JA —ih ' 6pAu - 3 + o(6p?)

Ne consegue che

~ ~

A=A+ih pu-3,A = [u-3,A] =0. (3.2.4)
O

Dunque, se e; & una base ortonormale orientata e j; sono le componenti di j rispetto
a tale base, allora
i, A] = 0. (3.2.5)
Per vederlo basta scegliere a come e;
In generale si dice che un operatore é scalare rispetto ad un momento angolare 5 se
rispetta la (3.2.3) o la (3.2.5). Anche j2 & un operatore scalare, infatti [j2, j;] = 0

Se A e B sono operatori scalari, anche AB lo ¢

Dimostrazione.

[a-j,AB]=|a-7,A|B+ Ala-7,B] =0. (3.2.6)
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Operatori vettoriali

Un’osservabile V si dice vettoriale rispetto ad un momento angolare se per ogni stato s
e rotazione R, la probabilita di misurazione di R -V nello stato non ruotato s & uguale

alla probabilita di misurazione di V nello stato s ruotato, cioé¢ (R-V) = (V)z,. In

termini matematici:

(Fp|V|Ry) = R ([V]e) (3.2.7)

e utilizzando 'equazione (3.1.6) si ha che

"VUR)=R-V. (3.2.8)
Per una rotazione infinitesima si ha che

[a-7,b-V]=ihaxb-V. (3.2.9)
Dimostrazione.

b-A(0p,u)-V=b-(1—-dpxu)-V+0(6p*) =b-V+dpb-uxV+o(p?)
=b-V—dpuxb-V+o(5p?). (3.2.10)

D’altra parte

+ih ' 0pu-7)b- V(I — ik dpu - 7) + 0(64?)

U(A(8¢,u))'b - VU(A(5p,u)) = (1
b-V +ih ' pu-7,b- V] + o(64%). (3.2.11)

Per I'equazione (3.2.8), uguagliando la (3.2.10) alla (3.2.11) si ritrova
u-7,b-V]=ihuxb-V (3.2.12)

che ¢ equivalente alla (3.2.9). O

Se j; e V; sono le componenti di 5 eV rispetto ad una base ortonormale orientata e;

si ha che:
i, Vil = iR > € Vi (3.2.13)
k
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Dimostrazione. Basta porre a = e; e b = e; nell’equazione (3.2.9) ed esprimere il

prodotto vettoriale tramite la sommatoria e il tensore completamente antisimmetrico. [J

In generale di dice che un operatore V @ vettoriale rispetto ad un momento angolare
7 se vale 'equazione (3.2.9) o la (3.2.13).
Se A e X sono due operatori scalare e vettoriale, rispettivamente, allora gli operatori AX

e XA sono entrambi operatori vettoriali.

Dimostrazione.
u-7,b-AX]=[u-7,Ab- X+ Alu-7,b-X] = ihAduxb-X = ihu x b- AX. (3.2.14)

Quindi AX soddisfa la (3.2.9). Similmente si dimostra lo stesso per X A. O
Se X e Y sono operatori vettoriali, allora X xY eY x X sono operatori vettoriali.
Dimostrazione.
[a-7,b-XxY]=-[a-7,X-bx¥]=—[a-7,X] - bxY—-X-[a-7,bx Y]
= —[a-7,X]-bxY+bxX-[a-7,Y]=ih(axY -bxX—-axX-bxY)

—il(a-bX-Y—b-Xa-Y—b-aX-Y+a-Xb-Y)
—ihaxb-XxY (3.2.15)

dove @ stato usato che [a - 5,5(] =ihaxX e [a - 3,?] = iha x Y. Queste si possono
verificare esplicitando le componenti di XeY rispetto ad una base ortonormale orientata
e; e sfruttando quanto trovato in equazione (3.2.13).

L’equazione(3.2.15) appena trovata mostra che X x Y ¢ un operatore vettoriale. Simil-

mente si dimostra lo stesso per Y x X. O

Operatori diadici simmetrici a traccia nulla

Una diade simmetrica a traccia nulla é una matrice 3 x 3 con le seguenti proprieta:

Q=q! (3.2.16)
tr(Q) = 0. (3.2.17)

Un’osservabile diadico & simmetrico e a traccia nulla se per ogni stato s e rotazione R

la probabilita dei risultati di misurazione di R- @ - R nello stato s non ruotato & uguale
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alla probabilita di misurazione di @ nello stato ruotato #s, cioe R - (Q), - R' = (Q)r,.

In termini matematici:

(Re|Q|"w) = R+ (¢[Qv) - R'. (3.2.18)

Il fatto che la diade sia simmetrica e a traccia nulla si traduce, per I'operatore C,A) nelle
richieste:

Q=q (3.2.19)

(Q) = 0. (3.2.20)

Utilizzando 'equazione (3.1.6) nella (3.2.18) si ha che:

UR'QURR)=R-Q R (3.2.21)
Per una rotazione infinitesima si ha che:
[a-j',b-@-c]:ih<axb-@-c+b~@-axc>. (3.2.22)
Dimostrazione.

b-A(&p,u)'Q-A(&p,u)t-c:b'(l—dgo*u)-@-(1+6<p*u)-c+0((5<p2)
:b-Q-c—l—égpb-ux@-c—&pb-@-uxc+o(5g@2)
=b-Q-c—dpuxb-Q-c—dpb-Q-uxc+o(dp?). (3.2.23)

D’altra parte

U(A(5p,u))b-Q - cU(A(5p,u)) = (1 + i 6pu-j)b-Q - c(i — i opu - j)
=b-Q -c+ih Sp(u-7b-Q-c—b-Q-cu-j)+ o(5p?)
=b-Q-c+ih bpu-7,b-Q-cl. (3.2.24)

Per 'equazione (3.2.21), uguagliando la (3.2.23) e la (3.2.24) si ritrova
[u-ﬁ',bQ-c}:z‘h<uxb-c§-c+b-é-uxc), (3.2.25)

che & equivalente alla (3.2.22). O
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Siano J; e @ij le componenti di 5 e @ rispetto ad una base ortonormale orientata e;.

Le condizioni di simmetria e annullamento della traccia si traducono in:

Qi = Qs (3.2.26)
Z Qi = 0. (3.2.27)

Allora vale la seguente relazione:
i, @jk] =1h Z(Eijl@lk + Gikl@jl)- (3.2.28)
l
Dimostrazione. E sufficiente porre a = e;, b = e;j e ¢ = e, nella (3.2.22) ed esprimere i

prodotti vettoriali tramite la sommatoria e il tensore completamente antisimmetrico. [

In generale si dice che un operatore diadico @ che soddisfa le equazioni (3.2.19) e
(3.2.20) & operatore diadico simmetrico a traccia nulla rispetto ad un momento angolare
7 se soddisfa la (3.2.22) o la (3.2.28).

Siano X e Y due operatori vettoriali. Il loro prodotto diadico simmetrico a traccia nulla

é definito dalla seguente formula:
XoV == (XY + (XY)t) ~ XYL (3.2.29)

Dimostrazione. Verifichiamo che la diade X oY sia effettivamente simmetrica e a traccia

nulla.
o N Lo o 1oy e\ lo <
(XY +(XY) ) - XY =g ((XY) +XY> —5X- Y1 (3.2.30)
1 1. « e o 1o w
5 (tr(XY) +tr((XY) )) X Yir(1) = 52X - Y - 23X Y = 0. (3.2.31)

La (3.2.30) prova la simmetria, mentre la (3.2.31) prova I"annullamento della traccia di
XoY.
Ora bisogna provare che X oY soddisfi Pequazione (3.2.22)

[a.g,b. (me (XY)) - 1X- ?1> }

1o -
[ (b-Xe Y+c: Xb- Y)—SX'Yb-c}
1 1 L
7§[a 7,b-X]c- Y + b X[a-j,¢ Y]+ 2[a-g,c-X]b~Y
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1 & - N 1 a" s oo
+§C~X[a-j,b~Y]—g[a-j,X~Y]b-c
zh

= 0] (axb Xc - Y—|—b Xaxc- Y+a><c Xb - Y+c Xaxb- Y)

—ili(axb- B(X? +(XY)") -

1. -
-X - Y1}~c
3

1 -« oo 1A

L’ultimo termine nel terzo passaggio si annulla in virtu della (3.2.3) perché X - Y & un
operatore scalare. L’ultimo passaggio mostra che X oY & una diade simmetrica a traccia
nulla. O

Se R e S sono operatori diadici simmetrici a traccia nulla, allora il loro prodotto

scalare R - -S ¢ un operatore scalare.

Dimostrazione. Si noti che la relazione (3.2.22) si puo scrivere nella forma
[a-7,A--Q)=ih(ax A—Axa)--Q, (3.2.32)

dove A ¢ una diade numerica data da bc, con b e ¢ vettori numerici. Se A é simmetrica,

allora [a - J A @] =2iha x A - C/} e grazie a questa si ha che:

w

]S+
xR--8

bd>

~

[5ﬁ§u3 ft[i
ih(a x +

fm

) =0, (3.2.33)

dove abbiamo usato il fatto che D xe--E = D --e x F, con D e F diadi numeriche e e

vettore numerico. O

Se R ¢ un operatore diadico simmetrico a traccia nulla ¢ X un operatore vettoriale,

allora R-X e X - R sono operatori vettoriali.

Dimostrazione.
[a-7,b-R-X]=[a-7,b-R]- X+b-fz.[a.35q
—ilaxb-R-X+b-R-axX)+ihax (b-R)-X
—il(axb-R-X).

Con questa abbiamo dimostrato che R-Xéum operatore vettoriale. Similmente si
dimostra per X-R. O
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Capitolo 4

Operatori tensoriali e legame con

operatori rotazionalmente covarianti

4.1 Operatori tensoriali

Siaj’ un momento angolare. Un operatore tensoriale irriducibile di rango k, rispetto a
7, & una collezione di 2k + 1 operatori T\(k,q), con k intero positivo e ¢ = —k,—k +
1,...,k— 1,k tale che:

0, T(k, q)] = haT (k,q) (4.1.1)
a1, Tk, @)] = A (k(k +1) — q(g + 1))2 T(k, g + 1). (4.12)

Per ogni operatore tensoriale di rango k definiamo il suo aggiunto T\*(k:, q) nel seguente

modo:

T*(k,q) = (—1)*9T(k, —)' (4.1.3)

dove il simbolo T indica ’aggiunzione ordinaria.

Verifichiamo che f*(k, q) é veramente un operatore tensoriale.

Dimostrazione. Bisogna verificare che T*(k,q) soddisfi le equazioni (4.1.1) e (4.1.2).

Utilizzando la definizione di operatore tensoriale aggiunto (4.1.3) insieme alle (4.1.1):

[0, T*(k, )] = (=1)" [0, T(k, —q)'] = (=1)*UT(k, —q), Jo]" = —(~=1)¥~[jo, T (k, —q)]'
= — (=D T(k, —q)'(—q)h = (~1) " hgT (k, —q)'
- th*(ka q)'
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Questa soddisfa la (4.1.1). Utilizzando nuovamente la (4.1.3), insieme alla (4.1.2):

~ A~ ~

G T (k)] = [0, Tk, —@)) (= 1) = [Tk, —q), ja ]t (—1)F 0

Tk, —q)"hik(k +1) + q(—¢ F 1))z (~1)F¢

(~1)* 9Tk, —q) R (k(k + 1) — q(g £ 1))7
T*(k,q)h (k(k +1) — q(g £ 1))2 . (4.1.4)

N

Questa invece soddisfa la (4.1.2).

O
Si ha poi che
T (k,q) =T(k,q). (4.1.5)
nfattis 7% (k, @) = (~1)* 9 (k, —q)] = (~1)26-0T(k, )1 = Tk, ).
Un operatore tensoriale T'(k, q) si dice autoaggiunto se:
T*(k,q) = T(k,q). (4.1.6)
Cioé ’f(k, q) € autoaggiunto se:
T(k,q)t = (=1)F 9T (k, —q). (4.1.7)

Siano T\l(kl,ql) e Tg(kg,qg) due operatori tensoriali di rango ki e ko, rispettivamente,
siano poi |k; —ka| < k < ki +kyeq=—k,—k+1,...,k —1,k. Definiamo operatore
prodotto diretto di ﬁ € fg, per ogni k, 'operatore dato da

k1 ko
Ty @Th(k,q)= > > (k1 ko q1,q0lk, ) Ti (k1. 1) Ta(ka, g2), (4.1.8)

q1=—k1 q2=—k2

dove (k1, k2, q1, q2|k, q) sono coefficienti di Clebsch-Gordan.

Verifichiamo che ﬁ ® fg(k, q) € un operatore tensoriale di rango k.

Dimostrazione. Come prima, bisogna verificare che T, ® fg(k;,q) soddisfi le equazioni
(4.1.1) e (4.1.2). Utilizzando la definizione di prodotto diretto (4.1.8) e la relazione
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(4.1.1):

k1 ko

Go. Th @ Tk, )l = > > (k1 kooqr a2lk, q) Do, Ti (b1, 1) Ta(ka, g2)]

q1=—k1 q2=—k2
k1 ko

= > Y (ki ke, a1, q2lkq) [[507T\1(k1aQI)]f2(k2aQ2)+T\l(kla%)[jOvT;(k%QZ)]}

q1=—k1 q2=—ko
k1 ko

= > > (ki k2, q1,qelkq) [hmﬁ(k/‘l,(ﬂ)@(lﬂm%)+hQ2f1(k1,Q1)f2(k2,Q2)]

q1=—k1 q2=—k2

= > Y (ki ka,qrg2lk ) Bl + g2)Th (kv 1) Ta(ka, g2)

q1=—k1 q2=—k2
k1 ko

= > Y (ki k2. g 2lk. ) haTi (k1) Ta k2, g2)
q1=—k1 q2=—k2

= hqfl & fg.
Questa soddisfa la (4.1.1). Utilizzando ancora la definizione (4.1.8) e la relazione (4.1.2):

[3:&17?1 ®T2(k7Q)]
ki ko R R
= > Y (kke,qu2lk, q) [, Ta (b, g1) To(ka, go)]

q1=—k1 Q2:—k2

k1
- Z Z (k1, k2,91, q2|k, q)

q1=—k1 q2=—k2

X [h(ki(k1+1) —qi(qr £ 1))2 T (kr, q1 £ 1)To(ka, g2)
+h (k2(k2 4+ 1) — q2(q2 £ 1))% Ty (k1, q1)Ta(ka, g2 £ 1)]

k1
1
=n Z Z kl k1+1 _ql(ql:F ))§ <k17k27q1:|:1 QQ|]€ q>
q1=—k1 q2=—k2

+ (ko(k2 +1) — q2(q2 ¥ 1))

NI

(k1, ko, q1, g2 F 1)k, )11 (1, 1) Ta(ka, g2)

k1
1 ~ ~
=h Y Z k(k+1) —qlg £1))2 (k1, k2, q1, @2l k, @) T1 (K1, 1) T2 (K2, g2)
q=—k1 q2=—k2

~

= (k(k+1) — (g £ 1))2 Ty @ Ta(k, q).

Nel terzultimo passaggio sono stati sostituiti gli indici di somma ¢; e ¢o, rispettivamente,
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con ¢ F1 e g2 F 1, ma questo non cambia in alcun modo il risultato, perché si tratta di
un semplice shifting del range di somma. Nel penultimo passaggio invece si é fatto uso
della proprieta dei coefficienti di Clebsch-Gordan (2.2.5) .

Dunque questa soddisfa la (4.1.2). O

Vale la seguente proprieta:
(Ty @ To)* (k. q) = T3 & T (k, ). (4.1.9)
Dimostrazione.

(11 @ To)*(k,q) = (=) 9T ® Ti (k, —q)'

k1 ko N R t
= (_1)’?*(1 Z Z <k317k27Q17Q2|k37 _Q> Tl(klvql)TQ(k%QZ)

q1=—k1 q2=—k2
k1 ko

= (D" 3" N ke, —q1, —qolk, —q) Ta(ka, —q2) Ti(kr, —q1)'

q1=—k1 q2=—k2

= (=D > Y (—pktkeh (kv k2, q1, qolk, @) Ta(ka, —q2) T (k. —qn)

Nel terzultimo passaggio é stata usata la seguente proprieta di simmetria dei coefficienti
di Clebsch-Gordan:

<k17 k27 q1, Q2‘k7 Q> - (_]—)lierik <k17 k?) —(q1, _(12|k7 _Q>

O

Siano fl(k,q) e fg(k,q) due operatori tensoriali dello stesso rango k. Definiamo il

prodotto scalare tra T4 (k, q) e To(k, q) nel seguente modo:

Ty o Tp = T ® T5(0,0). (4.1.10)
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Esplicitamente si ha che
o~ ~ 1 R N
Tie Ty = i 2. Tk )Tak, o) 4111
L (2k+1)1/2q:2 1(k, ) Ta(k, q) ( )

Dimostrazione.

ko k
Ty ® T5(0,0) = Z Z (k, k,q1,q200,0) Ty (k, 1) (—1)* =2 Ty (k, —qo)

k—Q1A

k k
— Og1-+4.0( _1\k—@m PR
= Z Z 2]<;+11/2 Ti(k, q1)(=1)"" ®Ta(k, —q2)
1=~k g2=—k

1
T (2k+ 1)t/2

Z Z Sgrap.0T1 (R, @) (—1)F 72Ty (k, —go)

m—*k%—*k

1 e A~
=7 Ti(k, q)Ta(k, —q)".
1/2 Z 1
(2k + 1)1/ =

Nel secondo passaggio é stata usata una proprieta dei coefficienti di Clebsch-Gordan:

(k, k,q1,62|0,0) = 64y 1g0.0(—=1)F 79 /(2k + 1).

O
Si noti che:
(Ty o To) =Ty o T (4.1.12)
Dimostrazione.
T
k
PN 1 N R
(Mo Do)t = | Y Th(k,)To(k, —q)'
(2k + )12 | =,
1 P .
= Ty(k,q) Ty (k, —q)'
1/2 Z 2(R,q)1L1\R,
(2k+1) / =
:iEOj}
O
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4.2 Legame tra operatori tensoriali e operatori rotazional-

mente covarianti

Gli operatori rotazionalmente covarianti sono correlati agli operatori tensoriali. Dalla
definizione di operatore tensoriale irriducibile si ha che ogni operatore di rango k é una
collezione di 2k+1 operatori; si pensi ad un operatore scalare, esso & un singolo operatore
e dunque pud essere accomunato ad un operatore tensoriale di rango 0; si pensi ora ad
un operatore vettoriale o diadico simmetrico a traccia nulla, essi sono collezioni, rispet-
tivamente, di 3 e 5 operatori, proprio come un operatore tensoriale di rango 1 e di rango
2. Vediamo ora di trovare dei legami, da un punto di vista matematico pil rigoroso tra

operatori rotazionalmente covarianti e tensoriali.

Operatori scalari

Iniziamo cercando relazioni tra operatori scalari e tensoriali di rango 0.

Se A ¢ un operatore scalare abbiamo visto che valgono le relazioni di commutazione

[7is A] = 0. In componenti sferiche si ha allora:

Dunque, se vedo A come A(0,0), le relazioni (4.1.1) e (4.1.2) danno che:

o, A(0,0)] = 0 x 1A(0,0) = 0
(21, A(0,0)] = A(0(0 + 1) — 0(0 + 1))2 A(0,0) = 0.

Inoltre, per quanto riguarda l’aggiunzione, si ha che se Ae autoggiunto, lo & anche

A(0,0):
A*(0,0) = (—1)°7°4(0,0)" = 4(0,0).

Cioeé E(O, 0) é autoaggiunto:
A*(0,0) = A(0,0). (4.2.3)

Allora diremo che un A é un operatore scalare se e solo se I’operatore tensoriale

~ A~

A0,0)= A (4.2.4)
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é un operatore tensoriale di rango 0. Inoltre Ae autoaggiunto se e solo e ﬁ(O, 0) lo e.

Operatori vettoriali

Vediamo ora le relazioni tra operatori vettoriali e operatori tensoriali di rango 1. Le

relazioni di commutazione gia viste, che riportiamo [j;, Vj| = ih >, €;x Vi, si possono

esprimere in coordinate sferiche tramite le relazioni

%= 1s oo
Vil =Vi£iVh Ja1 =1 £

che danno le seguenti:

Dimostrazione. Basta esprimere le precedenti relazioni tramite le (4.2.5) e

utilizzare le regole di commutazione (3.2.13).

L’operatore vettoriale V & autoaggiunto se, in coordinate sferiche:

Dimostrazione. Infatti, Ve autoaggiunto se Vj =Ve quindi

-
Vst = (Vi i08)1 = (71 5 i75) = V.

(4.2.7a)
(4.2.7b)
(4.2.7¢)
(4.2.7d)
(4.2.7e)

(4.2.6) e
U

(4.2.8a)
(4.2.8)

O

Allora si pud pensare a V come ad un operatore tensoriale di rango 1, ‘A/(l, q), con

g=-1,0,1.
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~

Dunque, dalle equazioni (4.1.1) e (4.1.2), V(1, q) & operatore tensoriale di rango 1 se:

[Go, V(1,0)] =0 (4.2.9a)
[Go, V(1,41)] = RV (1,41) (4.2.9b)
[j21, V(1,0)] = 225V (1, +1) (4.2.9¢)
[ji, V(1,£1)] = (4.2.94)
[+1, V(1,51)] = 2/2hV (1,0) (4.2.9¢)
Inoltre, 17(1, q) € un operatore tensoriale autoaggiunto se:
V(1,0 =-V(1,0) (4.2.10a)
V(£ =V, F1). (4.2.10b)

Dimostrazione. Infatti V(1,q)* = (=1)19V (1, —¢)!. Sostituendo a ¢ i valori —1,0,1 si
arriva subito alle (4.2.10a) e (4.2.10b). O

Per quanto detto V & un operatore vettoriale se e solo gli operatori

V(1,0) =iV (4.2.11a)
~ Fi -

costituiscono un operatore tensoriale di rango 1. In tal caso V & autoaggiunto se e solo

se ‘7(1, q) é operatore tensoriale autoggiunto.

Dimostrazione. Supponiamo che V sia un operatore vettoriale per cui valgano le regole
di commutazione (4.2.7) e V(1,q) un operatore tensoriale definito tramite le (4.2.11).

Allora l'operatore tensoriale ‘7(1, q) soddisfa le seguenti

[0, V(1,0)] = [Jo,iVo] = 0
o ih

A F1 A
[.]07 V1, ilil)] = W[]Ov Vﬁ:l] = —m

[Ga1, V(1,0)] = [Ju1, Vo] = FAV (1, £1) = 2Y2RV (1, £1)

Viq = £RV(1,£1)

A S Fi oA ~

[j+1, V(1,£1)] = m[ﬂil, Vil =0

R, +i - ¥ 1/2:% Y/ 1/2% 17

[J:tl; V(l,IFl)] = W[jil, Vj:l] =2%hVy =2 fLV(l,O).
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Con queste 17(1,q) soddisfa le (4.2.9) e costituisce un operatore tensoriale di rango 1.
Analogamente si dimostra il viceversa. Cioé partendo da un operatore tensoriale per il
quale valgono le (4.2.9) e scegliendo un \7, le cui componenti sferiche sono in accordo con
le (4.2.11), queste obbediscono alle (4.2.7). Cosi si ¢ dimostrata la relazione tra operatori
tensoriali di rango 1 e operatori vettoriali.

Supponendo ora che 'operatore vettoriale V sia autoaggiunto, cioé che valgano le (4.2.8),

le componenti dell’operatore tensoriale ‘7(1, q) soddisfano

V*(1,0) = —V(1,0)f = —(iVp)T = iVp = V(1,0)
- N +io \' Fi. s
Vi1, +1) =V, 7)) = (21/2V¢1) = mvﬂ = V(1,+1).
Con queste V(l,q) soddisfa le (4.2.10). Analogamente si dimostra il viceversa. Ciog,
partendo da un operatore tensoriale autoaggiunto, per il quale valgono le (4.2.10), le
componenti sferiche di 'V obbediscono alle relazioni (4.2.8).
O

Operatori diadici simmetrici a traccia nulla

Vediamo ora le relazioni tra operatori diadici simmetrici e traccia nulla e operatori ten-
soriali di rango 2. Le relazioni di commutazione gia viste che riportiamo [j;, Qjx] =

ih Y (€1Quk + €iri@j1), scritte in base sferica generano le seguenti relazioni:

Qoo = Q3 (4.2.12a)
Q10 = Q13 £ Qo (4.2.12b)
Qi141 = Qu1 — Qo2 £ 2iQ12. (4.2.12¢)

Le alte componenti si ricavano dalle condizioni di simmetria e annullamento della traccia:
Qo+1 = Q31 £iQ32 = Q13 L iQ23 = Q+10 € Q+171 = Q11 — Q22 = — Q33 = —Qoo. In
termini di queste le relazioni di commutazioni prendono la forma:

[0, Qoo] = 0 (4.2.13a)
[0, Qx10] = £h Q110 (4.2.13b)
o, Q11] = £2h Q141 (4.2.13c)
[G£1, Qo] = F2hQ+10 (4.2.13d)
1, Q<10 = FhQ11 (4.2.13¢)
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1, Q510 = F3hQx151 (4.2.13f)
71, Qu141] = 0 (4.2.13g)

~

[J+1, @:qu:ﬂ = i4h@:p10. (4.2.13h)

Dimostrazione. Sia e, una base sferica orientata. Utilizzando le regole di commutazione

(3.2.22) con a=e,, b =eg e ¢ = e, e sapendo che:

[5(17@67] = [ea'.;aeﬁ'é'e'y] = ih(eq Xeﬂ‘é'e'y+eﬁ‘é'ea Xe’y)
= h[(SQOBeﬁ - 550aea + 5—aﬁ(a - /8)90) : é T €y

~

—+ eﬁ . Q . (5a0'ye7 — (S,YOCYGQ - 67047(05 - ’Y)eo)]?

scrivendo quest’ultimo passaggio per tutte le «, 5,7 = —1,0, +1 si ottengono le (4.2.13).

O
Le relazioni di autoaggiunzione si hanno per:
Qoo = Qoo (4.2.14a)
Q10" = Q510 (4.2.14b)
@ililT = @;1;1- (4.2.14c¢)

Dimostrazione. L’operatore @ é autoaggiunto se Qj»j = @, quindi in coordinate sferiche:

Qoo' = Q33" = Q33 = Quo
Q10" = (@13 + @23)T = Qi3 F Qs = @;10
Q141! = (@11 — Qo+ Z@u)T = Qi — QuTiQ1a = @;1;1-

O
Allora definisco @(Z,q), con ¢ = —2,—1,0,1,2. Esso & un operatore tensoriale se
soddisfa le equazioni (4.1.1) e (4.1.2), cioé¢ se:

[jo, Q(2,0)] = 0 (4.2.152)

[0, Q(2, £1)] = £hQ(2, £1) (4.2.15b)

[o, Q(2,£2)] = £21Q(2, £2) (4.2.15¢)

(71, Q(2,0)] = 6'/°hQ(2, £1) (4.2.15d)

(721, Q(2, £1)] = 2hQ(2, £2) (4.2.15¢)
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1, Q(2,F1)] = 6"/21Q(2,0)
41, Q(2,£2)] =0
1, Q(2,F2)] = 20Q(2, F1).

Dall’equazione (4.1.7) l'operatore @(Z,q) é autoaggiunto se:

Q2
Q2
Q

(2,

(

~

) = Q(27 O)

)l = Q. 71)

+1
£2)F = Q2,72

(4.2.15¢f)
(4.2.15g)
(4.2.15h)

(4.2.16a)
(4.2.16b)
(4.2.16¢)

Per quanto detto, Q & un operatore diadico simmetrico a traccia nulla se e solo se gli

operatori

Q)

31/2

(2,0) = 212 ——Quo
Q(2,%1) =

~ 1~
Q(27 i2) = _iQilil

+Q110

(4.2.17a)
(4.2.17b)

(4.2.17¢)

costituiscono un operatore tensoriale di rango 2. In tal caso Q & autoaggiunto se e solo

se Q(2,q) ¢ autoaggiunto.

Dimostrazione. Supponiamo che @ sia un operatore diadico simmetrico a traccia nulla,

allora le sue componenti soddisfano le relazioni (4.2.13), supponiamo inoltre che @(2, q)

sia espresso tramite le relazioni (4.2.17), allora valgono le seguenti:

[0, @(2,0)] = [jo, ~512 Qool =

o, Q(2,£1)] =

[50; @\(27 i2)]

)

1, Q(2,72)] =

[j:l:h@ 270)] = [j:l:h _WQOO

= [Ji1, £Q+10) =

2,42)] =

31/2

[507 iQﬂ:lO} = h@j;m = ﬁ@(2, +1)

ot 1~
= [Jo, —§Qili1] =

31/2 .

+hQ4141 =

+(Fh)Qs141

31/2

= [jila :F@zmo] = :F[§i1, @110] =
- 1~
[J+1, —*Qiliﬂ =0
~ 1 ~
(41, — quﬂ

+21Q (2, +2)

= 6'2hQ(2, £1)

= —Qi111 = 20Q(2, £2)
:F(:F37L)CA2¢1¢1

2 () Q0 = 250(2, F1).
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Cosi, @(2, q) soddisfa le (4.2.15). In modo analogo si dimostra il viceversa, cioé, se sup-
poniamo che @(2, q) & un operatore tensoriale di rango 2, allora soddisfera le relazioni
(4.2.15), se poi Q ¢ un operatore per il quale valgono le (4.2.17), allora si arriva a provare
che @ soddisfa anche le equazioni (4.2.13). Cosi si & dimostrata la relazione tra operatori
diadici simmetrici a traccia nulla e operatori tensoriali di rango 2.

Supponendo ora che operatore diadico simmetrico a traccia nulla Q sia autoaggiun-

to, cioé che valgano le (4.2.14), allora le componenti dell’operatore tensoriale @(Q,q)

soddisfano
~ 31/2 31/2 ~
Q2.0)" = ~775Q% = ~ 577500 = Q(2,0)
Q2,£1) = £(Qx10)' = £Q10 = —Q(2,F1)
~ 1 ~ 1 ~ ~
Q(2,+2)f = _i(Q:tlj:l)T = —5@rF1 = Q(2,F2).
In modo analogo si dimostra il viceversa. O

Siano A un operatore scalare e V un operatore vettoriale, siano poi A(0,0) e V(1,q)

i corrispondenti operatori tensoriali. Allora valgono le seguenti:

A~

)(1,q) = (AV)(1,q) (4.2.18a)

)(1,q) = (VA)(L,q). (4.2.18b)

<0

(
(

)

b2y
029

<0 )

dove AV e V A sono operatori tensoriali di ragno 1 associati agli operatori AV e VA

Dimostrazione. Come dimostrato il precedenza AV e VA sono operatori vettoriali. Le

loro componenti sferiche sono date da:

Quindi, come visto in precedenza, le componenti sferiche dell’operatore tensoriale EYA/(I, q)

sono date da:

AV (1,0) = iAV,

N P
AV(1, +1) = ;%Avﬂ.
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Consideriamo ora l'operatore tensoriale prodotto degli operatori ﬁ(O, 0)e ‘7(1, q):

1

(A®V)(Lq) =Y (0,1,0,q/1,¢) A(0,0)V(1,q).
qg=—1

In particolare, le singole componenti risultano essere:

(A® V)(1,0) = (0,1,0,0[1,0) A(0,0)V(1,0) = iAV,
Fi

(A V)(1,£1) = (0,1,0,£1|1,£1) A(0,0)V(1,41) = WAVﬂ.

Quanto visto dimostra la (4.2.18a), per dimostrare la (4.2.18b) il procedimento ¢ analogo.
O

Siano X e Y operatori vettoriali e siano )A((l, q) e ?(1, q) i corrispondenti operatori

tensoriali di rango 1. Allora valgono le seguenti:

PN 1 o~ o~
X @¥(0,0)= 575 (X ¥)(0,0) (4.2.19a)
~ o~ 1 ~ ~

X0 V(g =57 x¥)(1q) (4.2.19b)
X®Y (2,9 =(XoY)(20q), (4.2.19¢)

dove a destra delle uguaglianze appaiono operatori tensoriali che sono i corrispondenti di

XY scalare, X x Y vettoriale e X o Y diadico simmetrico a traccia nulla.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima delle (4.2.19). 1l prodotto scalare di X e Y & un
operatore scalare, come visto in precedenza. Esprimendo tale prodotto scalare tramite

le componenti sferiche di X e Y si ha che:
A A 1 - ~ ~ ~ A
XY= 5(X71Y+1 + X Y1) + XoYo.

Dunque 'operatore tensoriale associato ad un operatore scalare ¢ un operatore tensoriale
di rango 0:

~ o~

1 . . L L
(X -¥)(0,0) = S (X-1¥i1 + X1 Yo1) + XoYo. (4.2.20)

~

Consideriamo ora l'operatore tensoriale prodotto degli operatori tensoriali X(1,q) e

39



Y(1,q), dalla (4.1.8)

~

X@Y(0,0) Z Z (1,1,q1,42/0,0) X(1,1)Y (1, g2)

g1=—1¢qa=-1
=(1,1,1,-1]0,0) X (1, )Y (1,—1) + (1,1,—1,1/0,0) X (1, -1)Y (1, 1)
+(1,1,0,0[0,0) X (1,0)Y (1,0)
X (

1 ~ ~
= (Rava -+

L-)Y(1,1) = X(1,07(1,0)) .
Esprimendo )A((l, q) e 17(1, q) in termini di Xo, X41, Yo, Y1, tramite le relazioni (4.2.11)

si trova:
1

2.31/2
Comparando la (4.2.20) con la (4.2.21) si trova la (4.2.19a).

Dimostriamo ora la (4.2.19b). Se esprimiamo il prodotto vettoriale X x Y in coordinate

(X+1Y/,1 + X,1Y+1 + QXO}A/O) (4221)

sferiche, abbiamo che:

XX?_ (XOY1 }A/OXfl)eJrl_ (X,1}>+1 Y1X+1)60—|- (XOYJrl }A/OXJrl)e,l

i
91/2 91 /2
In particolare

(XxY)o=(XxY) e = —W(Xflfm — Y1 X) (4.2.22a)
(X xY)s; = (X xY)-ex; = +i(XoVe — YoX11). (4.2.22b)

Da queste ultime derivano quindi le seguenti:

1

(X x Y)(1,0) = 5()2,11@1 —Y_1X41) (4.2.23a)
(X x¥)(1,41) = 7 (XoVi1 — YoXi1). (4.2.23b)

Consideriamo ora I'operatore tensoriale prodotto di X(1,¢) e Y (1, q):

11
XoY(Lg= > > (LLa,qlleX1a)Y (1 qw).

g1=—1g2=-1
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Da questa si ricavano le seguenti
+(1,1,1,—1]1,0) X (1, )Y (1, —1) + (1,1,—1,1|1,0) X (1, —1)Y (1,1)

= s (RO )P0 -1 - X, 0¥, 1)
X +

X ®@VY(1,41) = (1,1,41,0[1,+1) X (1, +1)Y (1,0)

X ®Y(1,0) = (1,1,0,0[1,0) X(1,0)Y(1,0)
1)Y
) =

(1,1,0,£1|1, +£1) X (1,0)Y (1, £1)
- i21—1/2 ()?(1,11)}7(1,0) . )?(1,0)17(1,11)) .

Esprimendo )?(l,q) e 17(1, q) in termini di Xo, X1, Yo, Yiq, tramite le (4.2.11), si trova:

~ ~ 1 1 ~ ~ N N

X® Y(l,O) = _im(X_1Y+l — X+1X_1) (4224&)
~ ~ 1 ~ - ~ A

X@Y(1,+1) = S(Xo¥ar — YoXu). (4.2.24b)

Comparando le equazioni (4.2.23) con le (4.2.24) si trova la (4.2.19b).

Dimostriamo ora la (4.2.19¢). Se esprimiamo il prodotto diadico simmetrico a traccia
nulla X o Y in coordinate sferiche abbiamo che:

1 . 1. .
XoY—§<XY (XY)t)—gx.w

[y

~ 1
X Y 1€+1€41 +

4()2_1% + Xo?_l)(e+160 + 60€+1)

T4

cm\»—‘

N A A PN 1 1
(X 1V + XV —4XY0) x <4e+1e1 + 61841 — eoeo>

1 . - PN 1. -
+ Z(XJrlYO + XoYy1)(e_1e0 +epe_1) + 1X+1Y+1ef1ef1-

Dunque le componenti sferiche di X oY saranno date da:

(X @) Y)OO =e€q- XoY- ey = —E(X_ly_t'_l -+ X+1y_1 - 4X0}/b)
(XoY)rip=es1-XoY e = i(X:tlYO + XoY411)

(XoY)iie1 =es;-XoY- e = X Vi,

Ricordando ora che gli operatori diadici simmetrici a traccia nulla possono essere scritti
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anche come operatori tensoriali di rango 2, grazie alle (4.2.17) ho che:

312 . 1
21/2 (XOY) 61/22

~ o~ A 1 .~ - A
(X o Y)(Q, ﬂ:l) = i(X o Y):I:IO = iE(X:H}/O + X()Yil)

(X o ?)(2, 0) (X_1Y+1 + X+1}A/_1 - 4X0%)

N 1. .
(XoY)(2,£2) = _iXiIszl-

Consideriamo ora il prodotto diretto tra i tensori X(1,q) e Y (1,¢):

11
X®Y(24q) Z Z (1,1,q1,0202,¢) X(1,q1)Y (1, q2).

Da questa si ricavano le seguenti

~

+(1,1,-1,1|2,0) X (1 —1) (1,-1)

=7 (X(l, DY (1, -1) + X (1, -1)X(1,1) + 2X(1, o)Y(l,o))
X ®@VY(2,4£1) = (1,1,0,41]2,+1) X (1,0)Y (1, £1) + (1,1,41,0[2, £1) X (1, +1
1

=5 (
X @V (2,+2) = (1,1,£1, +1|2,£2) X (1, +1)Y (1, £1)
= X(1,+1)Y (1, +1).

Esprimendoli in termini di Xo, X411, Yo, Yi1,tramite le (4.2.11), si trova:

(X + Y + X 1Yy —4XoY))

><>
h<>

0 =576n

=D

N 1 o
X® (2, :|:1) = ii(X:Hl/O + X()Yil)

<)
~

1. -
(2,+2) = —§Xi1Yj:1-

Comparando le equazioni (4.2.25) con le (4.2.26) si trova la terza delle (4.2.19).

X ®Y(2,0)=(1,1,0,0[2,0) X(1,0)Y(1,0) + (1,1,1,—1[2,0) X (1, 1)V (1, 1)

)Y (1,0)

(4.2.26a)
(4.2.26b)

(4.2.26¢)

O]

Siano /1, B operatori scalari, X, Y operatori vettoriali, fi S operatori diadici simme-
trici a traccia nulla e siano A(0,0), B(0,0), X(1,q), Y(1,q), R(2,q), S(2,¢) gli operatori
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tensoriali ad essi associati. Allora valgono le seguenti relazioni:

AeB=AB! (4.2.27a)
~ o~ 1 - ~t
XeV =X Y (4.2.27b)
~ - 1 ~ -~
ReS=_5R- ST, (4.2.27¢)

Dimostrazione. Dalla definzione (4.1.10):

AeB=A®B*0,0)=(-1)""(0,0,0,0[0,0) A(0,0)B(0,0)! = A(0,0)B(0,0)! = ABT.

Questa dimostra la (4.2.27a). Dimostriamo la (4.2.27b):

1
-~ 1 ~ -
X‘Y:@E X(1,9Y (1,9
g=-1

- ﬁ (XY )T+ X1,07(1,0)"+ X1, -1y (1, -1)f)

1 A~ N A~ N N
= m(XHYHT +2XoYo! + X1V ).
Bisogna ora prestare attenzione che, se V éun operatore vettoriale espresso in coordinate

sferiche, in generale si ha che Vi, #* Voﬁ, infatti:

Tl = Wt = Vg = V',
Vial = (V4 4 i08) = V37 4 (5)7 = V41 5 V4l = V7 5 VTy = Vi,

eV L %t Lot g P 1o ¢t
XeY = m(X.’.lYil + 2X0Y0 + X_1Y+1) == @X ‘Y.

Allora

Questo dimostra la (4.2.27b).

Dimostriamo ora la (4.2.27c):

2
oo~ ~ .
R’SZWE R(2,9)5(2,9)
q=—2

1~ ~ N N
— W(R(Z -2)8(2,-2)" + R(2,-1)5(2, 1)1
+R(2,0)5(2,0)' + R(2,1)5(2, ) + R(2,2)5(2,2) )
1 ~ . A o~ - A . .
(Ry141S4141" +4R 11051107 + 6RoSo! +4R_10S_10" + R_1-15_1.17).

T 4512
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Prestando attenzione, come nel caso precedente, che in componenti sferiche in generale

@Lﬁ #* @aBT, e utilizzando le seguenti relazioni

Qoo' = Q33" = Q;r),a = ng
Q+10' = Qus" TiQust = Qig F ZQ;;; = @;10
Qiix1f = Qul — Q' F2iQ1" = @1, - @, ¥ 2iQ], = Q;l;p

si trova che:

1
~4.51/2

~

w)

(E+1+1§T_1_1 + 4§+10§T_10 + 6§00§$0 + 4}/%—1051\3_10 + ﬁ—l—lgj_l_;,_l)
(4.2.28)
Per calcolare R - -S & necessario utilizzare una generalizzazione della (2.0.9), tramite la

quale:
+1 41

A-.-B= Z Z 27|a‘7|B|AaﬁBfa75,
a=—18=-1

dove A e B sono diadi numeriche. Allora il prodotto R - -S sara dato da:

-~

. 1 ~ N N N N . .
R 'SJr = Z(R+1+1ST7171 + 4R+105i10 + 6R005$O +4R*103110 + R,l,lsilﬂ) (4.2.29)

Dunque confrontando la (4.2.29) con la (4.2.28) si dimostra la (4.2.27c). O
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Capitolo 5

Teorema di Wigner-Eckart e

applicazioni

5.1 Teorema di Wigner-Eckart

Sia T\(k,q) un operatore tensoriale di rango k rispetto ad un momento angolare 3 e sia
|la, j,m) un multipletto di autoket di ;2 e jo distinto dal numero quantico a. Allora vale

la seguente relazione:

(', 5T (K)lla, ) ('

/Y G
<a 7] 7m ‘T(k7q) (2], + 1)1/2

a7j7m> = j7k7m7q> (511)
dove (j',m'|j,k,m,q) & un coefliciente di Clebsch-Gordan e (d/,j'||T(k)||a,j) & detto
elemento di matrice ridotto di f(kz, q) dipendente solo da a, d’, j, 7', k.

Il significato di questo teorema ¢ che la dipendenza di (a’,j’,m’\f(k,q)\a,j,m) da m,
m' e ¢ & completamente determinata dalla simmetria rotazionale del sistema e data da

un opportuno coefficiente di Clebsch-Gordan.

Dimostrazione. Utilizzando la relazione di commutazione tra operatori tensoriali irridu-
cibili e jo (4.1.1), insieme alla (2.1.29):

hq(d', 7', m!|T(k,q) a,j,my = {d',j',m'|[jo, T(k,q)]|a, j,m)
jﬂf(k;7 Q)

= hm' <a',j/,m”f(k:, q)

a,j,m) = (d,j',m'|hgT (k,q)

a7j7m> - <a/7j/7m/‘j;(kaq>50 a7j7m>

a7j7m> - <a/7j/7m/‘f(k7Q)

= <a/7 j/7 m/

a,j,m> Am.

45



Da cui si trova che:

m+q=m (5.1.2)

Utilizzando ora la relazione di commutazione tra operatori tensoriali irriducibili e opera-
tori di scala ji (4.1.2), insieme alle (2.1.30):

h(k(k+1) — qlq £ 1)7 (', j',m'|T(k,q + 1)

a7j7m>
3! [ ek + 1) = g(g £ 1))2 Tk, g + 1)|a, j,m) = (d',§,m/|[jer, T(k, 0)]]a, 5, m)

a
/
a

a, j, m> - <a'/7.j/7m/‘f(k7Q)5:|:1‘a7j7m>
G+ 1) —m!(m T 1))2 (d,j',m F 1!f(k‘, Q)|a, j,m)
Tk, q)|a, jom £ 1) h((j +1) — m(m £ 1))3.

g m! i T (k, q)

-
-
=h

_ <a’,j’,m'

Da cui si trova che:

GG +1) —m'(m ¥ 1))% <a',j’, m' F 1|f(k, q) a,j,m>
= <a',j’,m"f(k‘, q)}a,j, m =+ 1> (JG+1) —m(m= 1))%
+ (k(k+1) —q(g+1))% (', §/,m!|T(k, g+ 1)

a,j,m). (5.1.3)

Le equazioni (5.1.2) e (5.1.3) mostrano che gli elementi di matrice (d’, 5/, m/|T(k, q)|a, j, m)
soddisfano le stesse regole di selezione dei coefficienti di Clebsch-Gordan (5, m/|j, k, m, ¢).
Cioe gli elementi (a, ', m/|T(k, q)|a, j, m) sono proporzionali a (a', j, §'|T(k, ' — j)|a, j, 5)
con proporzionalita calcolabile, proprio come i coefficienti (', m/|j, k, m, q) sono propor-

zionali a (j',7'|7,k, 4,5 — j) con (la stessa) proporzionalita calcolabile. Esplicitamente:

(@, g\ m'IT(k,g)la,gm) _ (@35 Tk @lasid) _ (s FITWad) o g
(g'sm![j, k,m, q) (9"3'3, k:3,3" = J) (2 +1)1/2

O]

In virtu delle regole di selezione (2.2.1) e (2.2.6) per i coefficienti di Clebsch-Gordan,

gli elementi di matrice sono nulli se non vengono rispettate le relazioni

li—J' | <k<j+j (5.1.5)
q=m'—m. (5.1.6)
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Inoltre valgono le seguenti relazioni:

(a, §'|T* (k)| |a, 5) = (=1) 7% (d', || T (k)||a, j)" (5.1.7)
(d,j',m!|Ty o To|a, j,m) = <a,’j(|’2?+. 1T)2Ja’j> 0.3 Orm,m! (5.1.7b)
(@ 3|17 0 Telles ) = 1)1/21(2j )2
x % (@ 3|11 (R)[a”,5") {a, j[| Ta(R)l|a",5")" . (5.1.Tc)
o jr=|k—jl

Dimostrazione. Dimostriamo la (5.1.7a). Dal teorema di Wigner-Eckart si ha che:

(', j'|IT*(F)lla, j
(25" +1)1/2

<a’/7j/7m/‘f*(kaq) > <j/,m/|j,k,m,q>. (518)

a? j7 m> =
D’altra parte, per la definizione di operatore tensoriale aggiunto (4.1.3):
(d, 5, m/|T*(k, q)|a, j,m) = (=1)¥~4(d, 5/, m| T (k, —q)

= (_l)k_q <a>j7 m}f(ka _q)‘alajla m/>*

_ kg (@ dlIT(R)]|a’, )"
_( l)k (2j+1)1/2

a7j7m>

<j7m‘j/7 kv m/7 _q>

. 1IN o, : 1/2
= (_1)k7q <a’i!fiki|)|?/;j > (_1)jij e ((22;/111))1/2 <jlvm/ j,k7m7Q>
o T (k)| 5")
= (—1)/7J 4k (@ JIT(R)la's 57) < i m'|j, k,m,q>. (5.1.9)

(25" + 1)1/2

Nel penultimo passaggio é stata utilizzata una regola dei coefficienti di Clebsch-Gordan

per la quale:

(27 + 1)1/

JaM ' 5 j ; ’ = (-1 Si=Jrma
< ’]1 J2,m1 m2> ( ) (2]1+1)1/2

<j1’m1‘J;j27M7 _m2>
Confrontando la (5.1.8) con la (5.1.9), si trova la (5.1.7a).

Dimostriamo la (5.1.7b). Per la relazione sul prodotto scalare di operatori tensoriali
(4.1.10):

(d,j, m"ﬁ . fg|a,j, m) = (d,j, m"ﬂ ® T5(0,0)
_ <a',j’||T? ® T3(0)||a, j) ('l
(24" + 1)1/

a’?j? m>
(@, J'ITr © T5(0)[|a, 5)
(24" + 1)1/

3,0,m,0) =

03" Orm,
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L'ultimo passaggio e conseguenza delle regole di selezione dei coefficienti di Clebsch-

Gordan (5.1.5) e (5.1.6). Con questo abbiamo dimostrato la (5.1.7b).

Dimostriamo la (5.1.7c). Per le condizioni di realtd (2.2.7) e ortogonalita (2.2.9a) dei

coefficienti di Clebsch-Gordan, utilizzando la relazione (4.1.11), e il teorema di Wigner-

Eckart si ha che:
<a',j, mﬁ] ° fg

m)

m) = 2k:+1 1/22 (', j,m|T1(k, ) To(k, q)!

(2k:+1 (2k +1)1/2 ZZZ Z (a, Jvm’le’q’a 3", m") (a, Jvm}T2kQ}a”’j m>

=—k o j" //_7‘]
k+j

(', 5l Ty (K)l]a”, 5")
2]4: + 1 (9 1 1)1/2 Z Z Z Z (2]1_|_ 1)1/2

a’ = |k; ]‘q——k‘m”—f]

x@mWKhm%®<

- T k, /AN
a?]” 2( )||a ) > <j,m’j",k:,m",q>

(27 +1)1/2
k+j
(%+1U2%+ Y. D (ddlm®la”. ") (e ][ Tak)l]a",5")" . (5.1.10)
// // ‘k .]l
Confrontando la (5.1.10) con la (5.1.7b) si trova la (5.1.7¢c). O

Sia j un momento angolare. Nella famiglia degli operatori tensoriali di 7 esiste una

sottofamiglia di operatori tensoriali di rango k autoaggiunti definiti nel seguente modo:

So(0,0) =1 (5.1.11a)
~ 1 ~
Sk, q) = 5 7 ® Se1+ Sp-1 ® 7). (5.1.11b)

Dove 'operatore tensoriale 3(1, q) ¢ la generalizzazione dell’operatore vettoriale 3, cioé:

7(1,0) = ijo

F,41) =

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che §k(k:, q) ¢ autoaggiunto, per farlo utilizzeremo il
principio di induzione. Per k = 0 si definisce §0(0, 0) = 1, che & autoaggiunto.

Supponendo che §k_1 sia autoaggiunto, vediamo che anche §k lo é:

~ 1
Si=

> (G ® Siea(k, )" + (Simr @5k,

N |

i ® §k_1(k, q) + Sk_1 ®3(k7 Q)} =
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e poiché sia j che Sp_; sono autoaggiunti, allora 7(1,q) = 5(1,q) e §;_1(kz —1,9)
Salk—1,0), ¢ & Sp1)*(k, @) = Si_y © J*(k,q), dunque si ha che:

O 1 O Tk Tk O Lrs - R

Si(k,q) = 5 [Sk:—l ®j (k) +J° @ Sk—l(kaQ)} =5 [Sk:—l ®jk,q) +j® Sk—l(k‘aQ)}
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5.2 Teorema della proiezione

Siano 7' (k,q) un operatore tensoriale di rango k rispetto ad un momento angolare j ,
§k(k, q) un operatore tensoriale definito tramite le (5.1.11) e sia |a, j, m) base ortonormale
di autoket comuni di 3'2 e j’o. Allora vale il seguente risultato:

{a,j||T o Sk||a, j)

(a,j,m!|T(k, q)|a, j,m) = (o 115 Bulla.d) (a,5,m/|Sk(k, q)]a, jm).  (5.2.1)

Dimostrazione. Come abbiamo visto, gli operatori tensoriali §k(/<:, q) sono tutti ottenuti
a partire da Jo e j41 e questi ultimi agiscono sui ket |a,j,m), che sono combinazioni

lineari di |a, j,m’), quindi si puo scrivere che:

k

§k(ka Q) ’aaja m> = Z

m/=—k

av.jv m/> Cm’,m(j,k7Q)7 (522)

dove ¢py m (], k, q) sono coeflicienti complessi indipendenti da a. Dunque

J
<a',j',m’|5k(k‘,q)|a,j,m> = Z <a/>j/7m/‘a7j7m//>Cm”,m(jvkaQ) =

m''=—j

J
= Z 5a’,a5j’,j5m’,m”cm”,m(jyka)

m'’=—j

= ba’,a0j,jCm m (J; K, ). (5.2.3)

D’altra parte, per il teorema di Wigner-Eckart (5.1.1) si ha che:

(@, j"l|Sk(K)la, j) , .
(2 + 1)1/2 ' m!

<a,a.j/7m,‘§k(k7Q)’aa.ja m> = j,k‘,m,q>. (524)

Confrontando la (5.2.3) con la (5.2.4), e ricordando che i coefficienti di Clebsch-Gordan

sono non nulli per 7/ # j, si trova che:

(a, '] |Sk(k)]

a,5) = 0ar b j (. j1| Sk (k)] 5) - (5.2.5)

Utilizzando il teorema di Wigner-Eckart si ha che:

a jIITK)la.g) ,.
(2j + 1)1/2 (g m

<aaja m/|f(k7Q) a7j7m> = < j, k?ﬂn,q> (526)
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. a . SilSk(R)|la, 7). .
<a,j,m/|5k(k,q)}a,j,m> = <a {2|‘|7 j(l))lug ]> <]aml|]akam7q> . (527)
Dalle ultime due segue che:
~ LI (R)||a, j . ~ )
(a, g | Tk @)a, o m) = ~LTEWNCT) (5018, g)a,jm).  (5.28)

<a7]HSk(k)Ha7]>

Utilizzando ora la (5.1.7c) e la (5.2.5):

(a,j[IT o Sklla, j)
1 k—+j

— (2k+1)1/2(2j+1)1/2 ;jﬁ;;j <a,j
1 k—+j

= Gy Y 2 (@illTWI ) dad @ SkRa, )

@ j=lh=j

T (k)[|a",5") (a. j]ISk(k)l|a”, 5")"

1

= TR T @Ml i) {a 3lS ) le.5) (529)

Con un calcolo analogo in cui sostituiamo Sy (k,q) a T'(k, q) si trova che

1
(2k + 1)1/2(25 + 1)

(@, j[|Sk @ Sklla, j) = 77| (a, jl[Sw(k)l|a, ). (5.2.10)

Dividendo la (5.2.9) per la (5.2.10) si trova:

(a,4IT(K)lla,5)  (a,jl|T ® Sklla, )

Da cui, inserendo la (5.2.11) nella (5.2.8) si dimostra il teorema della proiezione (5.2.1).
O

Il teorema della proiezione permette di calcolare in modo semplice gli elementi di
matrice degli operatori rotazionalmente covarianti, rispetto ad una base ortonormale di

autoket comuni per gli operatori 7% e 7.
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5.3 Applicazioni

Siano A, V e Q operatori scalare, vettoriale e diadico simmetrico a traccia nulla. Le

seguenti relazioni sono applicazioni del teorema della proiezione.

<a,j, m'}fl a,j,m> = <a,j,m0]fl]a,j, mo) O ! (5.3.1a)
. /< . <a7j7m0|v'5|a’j’m0> . s .
a,j,m|Vla,jm)= — a,j,mjla,j,m (5.3.1b)
. AN . 3 a>j>m @35@,],771
{a,j,m'|Q a,j7m>:§ 4<, : ol = | ) (5.3.1c)
PG +1) (G0 +1) —3/4)

. 1 /a4 A4 1~
X <a,y,m"2 (JJ - (JJ)t> - gfl

a,j,m> , (5.3.1d)

dove mg €& un qualsiasi valore, tra quelli ammessi di m.
Bisogna fare attenzione che la (5.3.1b) non puo essere utilizzata per il valore di j =0 e

la (5.3.1c) non pud essere utilizzata per i valori di j =0e j = 1.

Dimostrazione. Per la definizione (5.1.11) dell’operatore Sy, si ha che Sp (0,0) = 1, inoltre
scrivo 'operatore scalare A come operatore tensoriale di rango 0, //1\(0, 0). per la relazione
(5.1.7b) e la (4.2.27a):

. . . 1 . Ao . 1 . Y
<a7]||A. S(]||(1,]> = (2] + 1)2 <aa]7m0|A’ Havjam(]) = (2] =+ 1)2 <a7]am0‘A|a7]7m0>a
. . . 1 . S . 1
<a7j‘|S0 .SOHQ7J> = (2] + 1)2 <a7]7m0’1|a7j7m0> = (2j + 1)2
Utilizzando ora il teorema della proiezione si ha che:

(a,j||A e Solla, j)
<a7j‘|50 L SOHCL,]'>

= <Cb,j7 m0|fl\a,j, m0> 5m,m’-

{a,j,m|Ala, j,m) = {a, j,m’|So

a7j7m>

Con questa si dimostra la (5.3.1a).

L’operatore §k con k=1 ¢ dato da

o~

1/~ 5 S oo -
Si(1,9) = 3 (J ® So(1,q) + So ®J(1,q)) =j(1,9).

Per le relazioni (5.1.7b) e (4.2.27b), insieme alla relazione agli autovalori di j2 (2.1.28):

. . . 1 . S oS 1 . 1 . S
<a‘7]||v.51‘|a7]>:(2]+1)2<a7]7m0|v.sl‘a7]7m0>:7(2‘7—’_1)2<a7]7mO|V'J|aa]am0>a

31/2
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i 1 -~ -~ . 1 1 . 4 oa .
(a,]||51051\|a,]> (2]+1)2< 7m0|Sl.Sl‘a7]7m0> 31/2(2]+1)2<avjam0|]'.7|aa]am0>

(2j + 1)2 (a, 5, molj%|a, j, mo) = —= (25 + 1)2h2(j(j + 1)).

31/2 31/2
Utilizzando il teorema della proiezione si ha che:
XL (a,j|VeSilla,j) , . &y
a, g, m Vav]vm = - N \@, ], T Sl yJ, T
< )= T 185w Ballasgy (Bl dm)

_ <a,j,m0\v-3\a,j,m0> . e .

= G0+ 1) {a,j,m'|3|a,j,m).
Dove S rappresenta 'operatore vettoriale corrispondente a §1. Con questa si dimostra,
la (5.3.1b).

L’operatore §k con k=2 ¢ dato da
5 1/~ - S o n S S~
Sa2.0) =3 ((eiea+iei20) =20 =7j20.
Per le relazioni (5.1.7b) e (4.2.27c¢):

(a,11Q ® Salla, j) = (2j + 1)/ (a, j,mo|Q e S2la, j, mo)
1 12 (5.3.2)
51/2(2.7+1) <CL j7m0’Q ( OJ)‘G ]7m0>
<a7j”5’2 L4 S2||aa]> = (2] + 1)1/2 <(1,j, m0|§2 L4 §2|aaja m0>
(5.3.3)

-~ -~

= o122+ D)2 (a,g,mol (5 0 5) (5 0 )l 5, mo)

Definendo come [j,j] come la matrice 3 x 3 data dagli elementi [j;, j;], allora si ha che:

~

5,91=33 — (33)" =ihx3. (5.3.4)

Allora il prodotto diadico simmetrico a traccia nulla di 5 con sé stesso é:

~ A 1(';':+(A.’:)t>+ A 1ax 1- 1
303=5(39+07 399 =533 =33 j
an 1. 4 1.
=33 = 5ihxj— 3571 (5.3.5)
~ 1 ~ 1~
=(33)" + i3 - 5;'21. (5.3.6)

A seconda della convenienza si pud usare una della due relazioni (5.3.5) o (5.3.6). Per
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quanto appena calcolato:

A S AN 3] 1. ~ 1. A
Q- (Joyg)= Q"<JJ — iy - 3121) =Q--37, (5.3.7)

dove il primo termine tra parentesi é I'unico che si salva, in quanto la diade xj & anti-
simmetrica e contratta con @ che & simmetrica, si annulla, e poiché Q & a traccia nulla,
contratta con la matrice unita si annulla.

Inserendo quest’ultima equazione nella (5.3.2) si ottiene che:

. . 1 . . oy o33 .
<a7JHQ hd S2||(I,j> = W(QJ + 1)1/2 <CL,],TTLO|Q : 'J]|Cl,j,m[)> . (538)

Inoltre, sfruttando entrambe le (5.3.5) e (5.3.6):

A a A A ~s 1 ~ 1, A 1. ~ 1,
(Jog) -(Fog)= (JJ —gih g - 3121> "((JJ)t+ 5ih g - 3321>

2A2 ~9 ~ - 2A A9 h2 2N2% S
=377 +*J +j3xg= 3JJ+2 32+ (ih)%5 - ]
2A2 ~2 h 2 2A-2 ~2 3 2

_Zr2na Ny 2 — Z1K21). 5.3.9
S0 = 50t = 33707 - ) (5.3.9)

Inserendo quest’ultima nella (5.3.3) e utilizzando ancora la relazione agli autovalori di ;2
(2.1.28), si ottiene:

(a, 71192 ® Salla, j) = 11/2(2‘7+1)1/2 R+ 1) <j(j+1)—z>. (5.3.10)

Per il teorema della proiezione, utilizzando la (5.3.8) e la (5.3.10) si ha che:

: (a,7|Q o Ssla, j) / ,
a, 7, a,j,m S ,7,Mm
(@ m) = <aJ!5'2-SzlaJ>< gim|S: )
§ <a7.77m0‘Q' Jj‘ah]?m)
2% +1) (j(G +1) —3/4)
1 /a4 A 1.
. / - 13 s\t - 292 .
X<a,1,m‘2<33+(93)> 37 1a,J,m>-
Con questa si & dimostrata la (5.3.1c). O

L’equazione (5.3.1b) porta ad una interpretazione fisica intuitiva.
Supponiamo un sistema isolato dotato di momento angolare totale 3, poiché il sistema

¢ isolato tale momento angolare si conserva. Supponiamo poi che V sia una grandezza

o4



vettoriale che precede attorno a j, per esempio il momento angolare orbitale o di spin,
in presenza di accoppiamento spin-orbita. Allora, naturalmente, ¥V non ha un valore
costante, perd il suo modulo |V| ¢ costante. Se la precessione & molto rapida si ha che
la media della componente normale a j, cioé V |, & praticamente nulla. La componente
parallela invece non lo €, ma ¢ data da

iV

32

V= ;

Confrontandola con la (5.3.1b) ¢ evidente I’analogia strutturale.

Un esempio dell’equazione (5.3.1b) si ha quando si cerca di calcolare effetto per-
turbativo dato dall'immersione di un atomo in un campo magnetico non troppo forte.
Quando un atomo viene immerso in un campo magnetico uniforme infatti, i suoi livel-
li energetici subiscono modifiche date dall’accoppiamento con il campo. In particolare,
i livelli energetici degeneri subiscono uno splitting separandosi in piu livelli vicini con
energia di separazione determinata dall’intensitd del campo magnetico. Se il campo
magnetico € debole, allora si parla di effetto Zeeman. Il campo & debole nel senso ap-
propriato, se ’energia di perturbazione che esso genera é molto minore dell’energia data

dall’accoppiamento spin-orbita. L’energia di perturbazione W ¢ data da:

—

W=-"3(L+28) = ugh "1 (Lo + 25), (5.3.11)

2me

dove uyp € il magnetone di Bohr.

La direzione dell’asse di quantizzazione é stata scelta parallela alla direzione del cam-
po magnetico. Gli autoket dell’hamiltoniana imperturbata sono |n, L, S, J, M;), dove n
indica un insieme di numeri quantici associati ad osservabili che commutano con 'ope-
ratore Hamiltoniano, cioé formano una rappresentazione di Heisenberg; gli altri quattro
numeri quantici indicano rispettivamente numero quantico orbitale totale, di spin totale,
di momento angolare totale e componente quantizzata del momento angolare totale. La
degenerazione degli autovalori dell’energia ¢ data dal numero (2M; + 1), in quanto l'o-
peratore Hamiltoniano & scalare rispetto a J. E noto che per calcolare la correzione al

primo ordine perturbativo dell’autovalore dell’energia é necessario diagonalizzare

J J
S>> LS, MY (n, LS, J, My|W|n, L, S, J,My) (n, L, S, J,M,|.
M'=—J My=—J
(5.3.12)
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Per la (5.3.11), gli elementi di matrice di W diventano alloras

(n,L,S,J, My|W|n, L,S,J,My)
= pph ™ H (n, L, S, J, M| Lo + 25,

n,L,S,J,My), (5.3.13)

che si calcolano con il teorema della proiezione, nella forma dell’equazione (5.3.1b). Rife-
rendoci a tale equazione abbiamo V=L+25e applicheremo il teorema della proiezione
alla componente 0 di V, cioe a Vy = Lo+29). Dunque il calcolo degli elementi di matrice

segue:

(n,L,S,J, My|W

n, L, S,J, My)
(n,L,S,J,M"|(L +28)-Jn, L, S, J, My)
h2J(J + 1)
x (n,L,S,J,M}|Jo|n, L, S, J, M)
(n,L,S,J, M}|(L +28) - J|n, L, S, J, M)

= /LBTL_LH

= uph™'H Sar ag AM
HB R2J(J + 1) My M T
(n,L,S,J,M}|L? +28%+ 3L - S|n, L, S, J, M)
= nsh R2J(J + 1) Oary.0, Mg
<n,L, S, JM|37? — 112+ 182|n, L, S, J, MJ>
= /"[’BH 2 5M/ 7]\4]1\41]
R2J(J + 1) ,
3 S(S+1)—L(L+1)
pr — 5 ! M
e SRy (Y My M=
:,UBHQ(L,S, J)(SM&,]V[JMJ' (5314)

Nel terzultimo passaggio é stato utilizzato il fatto che
J?=(L+8?=L*+8+2L-8§,

da cul:

~ o~

L-S= (ﬁ—i2—§2)

N | —

Inoltre, é stato introdotto il numero

3 S(S+1)—L(L+1)
9(L,5,J) = 5 + 2J(J + 1) ’
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che & detto fattore di Landé. Cosi, inserendo la (5.3.14) nella (5.3.12), si ottiene:

J J
ST N LS, MY (n, L, S, J, M)W

M"]:—J My=—J

naL757J7MJ> <n7L7S7 JvMJ|

J J
= Z Z }n7L75>J7M3>MBH9(L757J>5M3,MJMJ <7’L,L,S,J,MJ|
MYy=—J Myj=—J

J
=g(L,S, J)upH > |n,L,S,J, Mj) My (n,L,S,J M|, (5.3.15)
My=—J

che ¢ in forma diagonale.
Si é visto quindi che tramite 1'utilizzo del teorema della proiezione si semplifica notevol-

mente il calcolo degli elementi di matrice dati dall’energia di perturbazione.
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