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Mai appena poco tempo fa avrei immaginato di giungere qui senza te.
Ricordo di quando con orgoglio e presunzione mi mostravi le tue grandi mani scure e
callose.

Anche io avrei voluto mostrarti un giorno le mie.

A mio padre.
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Introduzione

Il mio interesse nello studio dei gruppi profiniti e nato durante la preparazione della mia
tesi di laurea triennale quando si € esteso il simbolo di Legendre dagli interi agli interi
p-adici. Un modo diverso da quello usato nella mia precedente tesi per definire 'insieme
degli interi p-adici ¢ quello di vedere i suoi elementi come particolari somme formali
infinite e far derivare la sua struttura di gruppo topologico, tramite una biezione, dalla
struttura di gruppo topologico di un limite inverso di un particolare sistema inverso di
gruppi finiti.

Nei primi due capitoli di questa tesi sono stati trattati alcuni risultati riguardanti
gli spazi topologici ed i gruppi topologici, neccessari per poter in seguito derivare alcune
proprieta dei sistemi inversi. Nel terzo capitolo vengono definiti i sistemi inversi ed i
limiti inversi di sitemi inversi e ne vengono analizzate alcune loro importanti proprieta
topologiche. Nel quarto capitolo vengono definiti i gruppi pro-C, ovvero i limiti inversi
di sistemi inversi di C-gruppi, dove C & una classe di gruppi finiti chiusa per immagini
isomorfe. In particolare vengono studiati i gruppi profiniti, cioe gruppi pro-€ dove C e la
classe di tutti i gruppi finiti. Una delle proprieta pit interessanti di un gruppo profinito
deriva dalla sua struttura di gruppo topologico, risulta infatti che i gruppi profiniti sono
tutti e soli i gruppi topologici quasi compatti e totalmente disconnessi.

Nel quinto capitolo vengono studiati i completamenti di un gruppo rispetto ad una
base filtro non vuota di sottogruppi normali del gruppo di indice finito. In particolare si
osserva che il completamento pro-p dell’insieme degli interi, cioe il completamento rispet-
to alla famiglia di tutti i sottogruppi di indice una potenza di un primo p, ¢ costituito
dall’insieme degli interi p-adici con la mappa di inclusione dagli interi agli interi p-adici.
In questo capitolo alcune proprieta gia dimostrate nella tesi di laurea triennale vengono
dimostrate nuovamente tramite le proprieta dei limiti inversi.

L’interesse della comunita matematica verso lo studio dei gruppi profiniti nacque
inizialmente dalla studio dei gruppi di Galois di estensioni di campi di Galois di grado
infinito. Non a caso in un un primo momento i gruppi profiniti vennero chiamati ‘gruppi
di tipo Galois’. Il sesto capitolo tratta appunto delle estensioni di Galois di grado infinito
in relazione con i gruppi profiniti. Viene esteso il Teorema di Corrispondenza di Galois
nel caso di estensioni di Galois di grado infinito. Viene inoltre dimostrato che ogni gruppo
di Galois € un gruppo profinito e che ogni gruppo profinito e isomorfo ad un gruppo di
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Galois. Nell’appendice ¢ presente un esempio di corrispondenza fra un gruppo di Galois
ed un gruppo profinito a me ormai caro.



Notazioni

Data una famiglia di spazi topologici (X;, 7;)ies, il prodotto cartesiano delle X; verra

indicato con HXZ- oppure con HX“ con P si indichera la topologia prodotto nel pro-
i iel

dotto cartesiano delle X;. )

Dato uno spazio topologico (X, 7), se Y & un sottoinsieme di X la topologia indotta su

Y verra indicata con J oppure con Jx.

Dato uno spazio topologico (X, 7) e ~ una relazione di equivalenza su X, la topologia

quoziente su X/ ~ verra indicata con Q.

Se f : X — Y ¢ una applicazione fra insiemi biunivoca verra indicata con f~! 'appli-

cazione inversa avente dominio Y e codominio X. Se f : X — Y e una applicazione

fra insiemi e B & un sottoinsieme di Y verrd indicato con f~!(B) I'insieme delle z € X

tali che f(z) € B.

Uno spazio topologico (X, 7) verra chiamato quasi compatto se da ogni ricoprimento di

aperti di X e possibile estrarre un sottoricoprimento di aperti finito, ovvero se vale la

seguente proprieta: se X = UAZ' con A; aperti di X e I una famiglia di indici, allora

iel
esistonon e Ne A;,,..., A;, Etali che X =4, U...UA, .

Se G & un gruppo, g un elemento di G e H un sottoinsieme di G allora l'insieme
{r € @ tale che esite h € H per cui x = gh} verra denotato con gH; analogamente
con Hg si intenderd U'insieme {x € G tale che esite h € H per cui x = hg}. Con H™!
si denotera invece {h™! con h € H}. Se K & un altro sottoinsieme di G per HK si
intendera l'insieme {hk tali che h € H e k € K}.

Se GG & un gruppo topologico e H, N sono sottoinsiemi di GG, con H < G si intendera che
H & un sottogruppo chiuso di GG, mentre con N<pG si intendera che N ¢ un sottogruppo
normale aperto di G.

Se X ¢ un insieme si indichera con tdx 'applicazione identica di X in se stesso.
L’insieme vuoto verra indicato con ().

Se X & uno spazio topologico e A & un sottoinsieme di X la chiusura di A verra indicata
con A.

Con N verra indicato I'insieme dei numeri interi maggiori di 0.

Se i ed n sono due numeri interi positivi il massimo comun divisore fra ¢ ed n verra
indicato con (i,n).
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Capitolo 1
Spazi topologici

Definizione 1.1. Uno spazio topologico (X, 7) & detto totalmente disconnesso se i suoi
unici sottospazi connessi diversi dall’insieme vuoto sono i singoli elementi di X, ovvero
se vale la seguente proprieta: se Z ¢ un sottoinsieme di X non vuoto tale che (Z,J) ¢
connesso, allora esiste z € X tale che Z = {z}.

Si noti che {x} ¢ sempre connesso per ogni z € X.

Osservazione 1.1. Sia (X, 7) uno spazio topologico totalmente disconnesso, se'Y € un
sottoinsieme di X, allora (Y,3J) é totalmente disconnesso.

Dimostrazione. Sia Y; un sottoinsieme non vuoto di Y tale che (Y;,Jy) € connesso, allora
non esistono due aperti di Jy diversi dall’insieme vuoto e da Y7, della forma Y1 N (ANY')
eYiN(BNY)con A, B aperti di X tali che

Yin(AnY)uin(BNnY)) =Y

Yin(AnY)n(Yin(BNY))=0.

Vogliamo dimostrare che Y; € uguale ad un solo elemento di Y.
Quanto affermato sopra e equivalente a dire che non esistono A NY;, B N Y; diversi
dall’insieme vuoto e da Y; con A e B aperti di X tali che

YinAuYinB)=Y,

(YinA)n(YinB)=0.

Allora (Y1,Jx) € connesso, dunque esiste z € X tale che Y7 = {z}, ma necessariamente
re€Y datocheY; CY.
O
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Osservazione 1.2. Se (X;,7;) sono spazi topologici totalmente disconnessi per ogni

1 € I, allora lo spazio topologico (H X;,P) & totalmente disconnesso.
icl

Dimostrazione. Sia Z C HX“ con Z connesso rispetto la topologia indotta. Per

1
definizione di topologia prodotto la proiezione

pi (][ X — (X57)
el
(Iz’)z’el — Z;

¢ continua per ogni j € [, allora anche la restrizione Pz (Z,Inx.) — (X;,15) ¢
continua per ogni j.

Poiché I'immagine di uno sapzio connesso tramite una applicazione continua ¢ connessa
pj‘Z(Z) ¢ connesso per Jy;, allora ijZ(Z) ¢ un punto per ogni j, quindi Z contiene al

pitl un punto e cosi si ha che (H X, P) & totalmente disconnesso.
i€l
]

Osservazione 1.3. Se f : X — Y ¢é un omeomorfismo fra spazi topologici e X é
totalmente disconnesso, allora Y é totalmente disconnesso.

Dimostrazione. Sia Y un sottoinsieme di Y tale che (Y7,Jy) sia connesso. La funzione
'Y — X ¢ continua dunque (f~*(Y;),Jx) ¢ connesso, allora f~!(Y;) ¢ al piu
un punto e quindi, essendo la f biunivoca, anche Y; e al piu un punto. Dunque Y e
totalmente disconnesso.

m
Lemma 1.4. Sia X uno spazio topologico quasi compatto e di Hausdorff,

1. se C, D sono due chiusi di X disgiunti, allora esistono U, V aperti di X tali che
U contiene C, V contiene D e U, V sono ancora disgiunti.

2. Se x e un elemento di X e se si pone
A= ﬂ{S tale che S aperto e chiuso di X e x € S},

st ha che A é connesso.

3. Se X ¢ anche totalmente disconnesso allora per ogni U aperto di X esistono B;
aperti e chiusi di X tali che U = U B;, in altre parole, esiste una base di aperti e
iel
chiusi per la topologia di X .
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Dimostrazione. 1. Dimostriamo prima che per ogni ¢ € C esistono U, intorno aperto
di ¢cin X e V, aperto di X contenente D, con U, e V. disgiunti.
Sia ¢ € C fissato, allora per ogni d € D esistono Oy intorno aperto di ¢ in X, P,
intorno aperto di d in X con Oy e P, disgiunti, poiché ¢,d € X che ¢ di Haudorff.
Si ha che X = (X \ D) U P,) allora, poiché D ¢ un chiuso di X, poiché P, ¢

deD
aperto per ogni d e poiché X e quasi compatto, esistono m € Ne dy,...,d,, € D

tali che X = (X \ D)U Py, U...U P, (sinoti che se non ¢ presente (X \ D) nella
sottofamiglia finita estratta si pud sempre aggiungere).

Sia%::Pdlu...UPdm eUC Z:Odlﬂ...ﬂOdm.

Chiaramente U, e V, sono aperti. Si ha che U. NV, = 0: se € V. allora esiste
i €{1,...,m} tale che x € P;,, ma P;, N Oy, = 0 allora x non appartiene a Oy, e
quindi x non appartiene a Oy N...N Oy, = U..

Si ha che ¢ € U, poiché ¢ € Oy, per ogni ¢. Inoltre D C V., poiché D C X e
X=(X\D)uV.

Dimostriamo ora la tesi del lemma.

Si ha che X = (X \ O) U U.). Allora, poiché C' & un chiuso di X, poiché

ceC
gli U, sono aperti per ogni ¢ e poiché X e quasi compatto, esistono n € N e

Cly...y0p € Ctaliche X = (X\C)UU, U...UU,,. SianoU :=U., U...UU,, e
V=V,n...NnV,,.

Chiaramente U e V sono aperti. Si ha che UNV = (: se x € U allora esiste
i € {1,...,n} tale che tale che x € U,,, quindi x non appartiene a V,,, dato che
U, N'V,, € uguale all'insieme vuoto, allora  non appartienea V., N... NV, =V.
Inoltre U contiene C' poiché C C X = (X \ C)UU.

Si ha anche che V' contiene D poiché V., contiene D per ogni i.

2. Supponiamo che per assurdo esistano C', D, diversi da A e dall’insieme vuoto,
aperti in A per la topologia indotta da X, con C' e D disgiunti tali che CUD = A.
Gli insiemi C' e D sono anche chiusi in A poiché A\ C = D ¢ aperto di A e allo
stesso modo A\ D = C'. Si ha che A ¢ chiuso in X poiché ¢ intersezione di chiusi
allora (', essendo un chiuso per la topologia indotta da X, € anche un chiuso di X
(esiste C” chiuso di X tale che C' ¢ uguale ad AN C”’). Allo stesso modo D ¢ un
chiuso di X. Si ha quindi che C' e D sono due chiusi di X disgiunti, allora per il
precedente punto di questo lemma esistono un aperto U di X contenente C' ed un
aperto V di X contenente D, con U e V disgiunti.

Sia B:= X \ (UUV). Siha che B & un chiuso di X poiché U e V sono aperti di

X. Siha che BN (ﬂ {S t.c. S aperto e chiuso di X}) ¢ uguale allinsieme vuoto

zE€S
poiché A = CUD C UUV. Poiché X e quasi compatto esistonon € Ne S;,,...,5;

in

tali che BN S;, N...NS;, ¢ uguale all’insieme vuoto (si noti che se B non fa parte
della sottofamiglia finita estratta vi si puo sempre inserire).
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Sia [ :=5,N...NS;,,sihache ] CUUV: sex € 5, per ogni r allora x non
puo appartenere a B, ma B = X \ (UUV) e quindi = appartiene a U UV, dunque
n

(s, cUuv.
r=1
Allora I=INUUV)=(INU)U(INV)eINU)NINV) =0 poiché U e

V' sono insiemi disgiunti. I N U & aperto in I per la topologia indotta da X e lo
stesso vale per I N'V. Si ha anche che I NU ¢ chiuso in [ per la topologia indotta
da X, poiché I\ (INU) =1NV ¢un aperto di . Allo stesso modo I NV & chiuso
in I per la topologia indotta da X.

Dunque, poiché I ¢ aperto e chiuso in X si ha che INU e INV sono aperti e chiusi
in X.

Siax € I, poiché [ =(INU)U(INV)elINnU edisgiuntoda INV,ozelnNU
oppure x € I NV.

Possiamo supporre che x € I NU. Allora, essendo I N U un aperto e chiuso
di X contenente z, si ha che A C I NU. Poiché D C Ae D C V, si ha che
DCANV C(INU)NV = dunque l'insieme D sarebbe uguale al vuoto che ¢
assurdo.

. Sia U un aperto di X, fissiamo un elemento x di U.

Dimostriamo che per ogni y € X con y diverso da z, esiste F}, aperto e chiuso di
X tale che v € F, may ¢ F,. Fissato un y € X, y diverso da x, supponiamo
per assurdo che per ogni F, contenente x con F), aperto e chiuso di X, anche

ye€ F,. Alloray e ﬂ {S t.c. S aperto e chiuso di X} che per il precedente punto

z€eS
€ un connesso, quindi, essendo X totalmente disconnesso, avremmo y = x che e

assurdo.
Tenendo ancora fissato © € U, si ha che X = U U ( U (X \ F,)) dunque,

yeX\{x
essendo X quasi compatto, esistono un intero positivo n e\{yl}. .. Yp € X tali che
X=UU(X\F,)U...UX\F,).
L’insieme F,, N ... N F,, ¢ contenuto in U poiché se z € F,, N...N F, allora
z ¢ X \ F,, per ogni ¢ quindi z € U. Definiamo l'insieme C, := F,, N... N F,,.
Abbiamo che z € C, e C,, € un aperto e chiuso di X. Inoltre si ha che U = U C,.

zeU

]

Lemma 1.5. Sia X uno spazio topologico totalmente disconnesso, allora {x} é un chiuso
di X per ogni x € X.

Dimostrazione. Definiamo C' := {z}, chiaramente C' ¢ un chiuso di X'. Basta dimostrare
che C' ¢ connesso perché in tal caso si avrebbe che C' = {z} = {2z} e quindi {z} ¢ un
chiuso di X. Se per assurdo C' non e conneso allora esistono A e B aperti di C' per la
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topologia indotta da X, con A e B disgiunti, diversi dall’insieme vuoto e da C tali che
C' = AU B. Possiamo supporre che x € A e quindi = ¢ B. Si ha che A ¢ anche chiuso in
C per la topologia indotta da X poiché C'\ A = B aperto di C, allora A ¢ chiuso anche
in X essendo C' chiuso in X. Perd {z} C A quindi C = {z} CA=AC C allora A =C
che ¢ assurdo.

]
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Capitolo 2
Gruppi topologici

Definizione 2.1. Sia (G, -, 7) un gruppo per l'operazione - ed uno spazio topologico per
la topologia 7. GG € gruppo topologico se 'applicazione

X - (GXGuj)) - (G7T>
(91,92) — g1y

con P la topologia prodotto, & continua.
Osservazione 2.1. Sia (G,-,7) un gruppo ed uno spazio topologico.

1. Se
v:G — G x:GxGE — G

g — g7 (9,9) — 09
sono continue allora G € un gruppo topologico.

2. Se H ¢ un sottogruppo di G ed H ¢ munito della topologia indotta, allora H ¢ un
gruppo topologico.

3. Siano (Gy, -, ;) dei gruppi topologici, allora lo spazio topologico (H Gi, -, P), dove

i
- ¢ l'operazione definita componente per componente, e P é la topologia prodotto, é
un gruppo topologico.

Dimostrazione. Le dimostrazioni di questi tre punti sono simili ed elementari, dimostria-
mo ad esempio il punto 3.
Basta dimostrare che la mappa

HXZ X ]‘_[AXVz — Xj
(@)ier, Wiier — xj-y; "

17
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¢ continua per ogni j (poiché una mappa f che va da uno spazio topologico ad un
prodotto cartesiano munito della topologia prodotto ¢ continua se e solo se lo sono tutte
le mappe ottenute componendo f con le proiezioni).

Definiamo la seguente composizione di mappe

QJHXZXHXZ — 1_‘[)(Z — Xj
(i)ier, Wi)ier  +— (Ti)ier —— ;5

che e continua per ogni j per definizione di topologia prodotto.
Definiamo la seguente composizione di mappe

SO]HXZXHXZ — Xj — Xj
(z3)ier, (Yi)ier — Y; = yj_l

che ¢ continua per ogni j per definizione di topologia prodotto e poiché X; ¢ un gruppo
topologico per ogni j.
Allora

HXiXHXi — X; x X;
(in)ielv(yz)iel — ej((xi)ieb(yi)iel)730j((xi)ie]7(yi)iel)

¢ continua per ogni j e quindi poiché X; ¢ un gruppo topologico per ogni j la seguente
composizione di mappe € continua

:l_‘[)(ZX]‘_[‘XVZ — XjXXj — Xj

(z3)ier, Wi)ier +—— xjay;1 = Zj- yfl-

Osservazione 2.2. Sia (G,-,7) un gruppo topologico.

a) 1. La mappa
GxG — G
T,y > Ty
e continua.
La mappa
G — G

xr — T

e un omeomorfismo.
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2. Se g ¢ un elemento di G allora la mappa

Yy G — G

r — gz

e la mappa
vy, G — G

sono omemorfismi.
b) 1. Se H ¢é un insieme aperto di G e g é un elemento di G allora Hg e gH sono
aperti di G;
2. se H e un sottogruppo chiuso di G e g ¢ un elemento di G allora Hg e gH
sono chiusi di G.
c) 1. Ogni sottogruppo aperto di G ¢ chiuso.
2. Ogni sottogruppo chiuso di G di indice finito é aperto.
3. Se G ¢é quasi compatto allora ogni sottogruppo aperto di G ha indice finito.

d) Se H ¢é un sottogruppo di G e H contiene U, dove U ¢é un aperto di G diverso
dall’insieme vuoto, allora anche H é un aperto di G.

e) Se K ¢é un sottogruppo normale di G allora

1. la mappa quoziente q : G — G /K é una mappa fra spazi topologici aperta,

2. G/K ¢é un gruppo topologico per la topologia quoziente.

f) 1. G é di Hausdorff se e solo se {1¢} € un chiuso di G,

2. se K ¢ un sottogruppo normale di G allora G/K ¢ di Hausdorff se e solo se
K é chiuso in G,

3. se G e totalmente disconnesso allora G ¢ di Hausdorff.

Il seguente punto ci tornera molto utile poiché se C' ¢ un aperto allora C'S ¢ un
aperto per ogni sottoinsieme S di GG, mentre se C' ¢ un chiuso e S € un sottoinsieme
di G non e detto che C'S sia un chiuso.

g) Se G & quasi compatto e di Hausdorff, C'; D sono due chiusi di G allora C'D ¢ un
chiuso di G.

h) Se G' ¢ quasi compatto, ¥ ¢ un chiuso di G e (X)),., ¢ una famiglia di chiusi
di G tali che per ogni A\;, Ay € A esiste € A tale che X, C X, N X,,, allora

(XY = [(xY).

AEA AEA
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Dimostrazione.  a) La dimostrazione ¢ simile a quella dell’Osservazione 2.1. Per il
punto 1 e sufficiente considerare le mappe continue
G — G e G — G
r — lg r — .
Per il punto 2 invece si possono considerare ad esempio le mappe continue

G — G e G — G

r — r — x %

b) Per il punto a) per ogni elemento g di G la mappa 9, € un omeomorfismo quindi

1), € aperta per ogni g. Dunque se H € un aperto di G I'insieme v,(H) € un aperto

di G per ogni g, ma ,(H) = {1,(h) tale che h € H} = gH. Analogamente per
ogni g si dimostra che Hg ¢ aperto e che gH, Hg sono chiusi se H ¢ chiuso.

c¢) Sia H un sottogruppo di G. Si verifica facilmente che G\ H = U Hy.
geG\H

1. Se H & aperto allora Hg € aperto per ogni g € G\ H, quindi G\ H ¢ aperto.
Dunque H e chiuso.

2. Se H ha indice finito allora esistono n € N e ¢g1,...,9, € G\ H tali che
G\H =Hg U...UHg,. Se H & chiuso anche G\ H ¢ chiuso, poiché unione
finita di chiusi, dunque H ¢ aperto.

3. Se G ¢ quasi compatto e H ¢ aperto, allora per ogni g € G\ H si ha che Hg
¢ aperto, quindi esistono un intero positivo n e ¢1,...,9, € G\ H tali che
G\ H=Hg, U...UHg,. Siha dunque che H ha indice finito.

d) Per il punto b) di questa osservazione Uh ¢ un aperto di G, ma H = U Uh poiché

heH
Uh C H per ogni h € H e se h ¢ un elemento di H e u un elemento di U allora

u'h € H e h = u(u™'h). Dunque anche H & un aperto di G.

e) 1. Sia V un aperto di G allora KV = U kEV & un aperto di G. Per definizione
keK
q(V') & un aperto per la topologia quoziente se e solo se ¢~ !(g(V)) & un aperto

di G, ma ¢ '(q(V)) = KV.

2. Poiché K & normale gia sappiamo che G/K ¢ un gruppo. Si ha che G/K ¢
un gruppo topologico se la mappa

m: G/KxG/K — G/K
(1K, 92K) — g1-9,'K

e continua.
Sia (g1 K, goK) un generico elemento di G/K x G/K e sia V un aperto di
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G/K con m(g1 K, g2 K) € V, vogliamo trovare un aperto A di G/K x G/K

con (1 K, g2 K) € A tale che m(A) C V.

Poiché G ¢ un gruppo topologico la mappa ¢ che ad ogni (¢1,92) € G X G

associa g1g; ' € G & continua e poiché ¢ & continua la mappa g o) & continua.

Esiste quindi un aperto B di G X G con (g1, g2) € B tale che goy)(B) C V. Per

definizione della topologia prodotto B = U Wi x Wy con Wi e Wi aperti di G
iel

per ogni i € I. Sia k tale che (g1, g2) € WF x W¥. L’insieme g o v(WF x W)

e contenuto in V.

Prendiamo A = q(WF) x q(W¥). Poiché g & aperta si ha che A & un aperto

di G/K x G/K contenente (g, K, g K). Proviamo che m(q(WF) x q(Wk)) &

contenuto in V. Se z € m(q(WF) x q(WF)) esistono wy,wy € W x WF tali

che z = m(w K, w, K), ma m(w, K, wo K) = wywy ' K = qo(wy,wy) € V.

. Se G ¢ di Hausdorff G\ {1¢} ¢ un aperto dato che per ogni y € G \ {lg}

esiste un intorno di y contenuto in G'\ {z}.

Viceversa supponiamo che {15} sia un chiuso di G. Siano a e b due elementi
di G distinti. Troviamo due aperti di G' disgiunti tali che uno contenga a e
I’altro contenga b.

Si ha che ¥,-1(1g) = @™, quindi ! & un chiuso essendo 1),-1 un omeomorfi-
smo per il punto 1 di questa proposizione. Per lo stesso motivo ¢(a™t) = a1
¢ un chiuso e quindi U := G'\ {a~'b} & un aperto in G contenente 1, ma non
contenente a~'b (poiché a='b = 14 se e solo se a = b).

Essendo G un gruppo topologico la mappa y che ad ogni (¢1,92) € G X G
associa g1, € G ¢ continua, esiste allora un aperto A di G’ x G contenente
(1g, 1) tale che x(A) C U.

Per un ragionamento analogo a quello fatto nel precedente punto di questa
dimostrazione possiamo supporre che A =V x W con V e W aperti di G
contenenti entrambi 15. Proviamo che aV e bW sono due aperti disgiunti,
con aV contenente a e bV contenente b, concludendo cosi la dimostrazione.
Si ha che x(A) = VW~! C U e quindi a~'b non appartiene a VW~ Allora
aV NbW = () infatti se esistessero v € V e w € W tali che av = bw si avrebbe
che vw™! = a~'b e quindi a~'b sarebbe contenuto in VW1, che ¢ assurdo.
Poiché 14 appartiene sia a V' che a W si ha che a € aV e b € bW e dato che
V e W sono aperti anche aV' e bW sono aperti.

. Per il precedente punto G/K ¢ di Hausdorff se e solo se 15/ € un chiuso di

G/K se e solo se, per definizione di topologia quoziente, 7~ (1g/x) = K & un
chiuso di GG, dove 7 & la mappa quoziente.

. Se G ¢ totalmente disconnesso allora per il Lemma 1.5 {15} € un chiuso di G

quindi per il punto f) di questa osservazione G ¢ di Hausdorff.
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2)

Sia x la mappa che ad ogni (g1, ¢2) € G x G associa g1 - g, * € G. La mappa y &
continua per definizione di gruppo topologico.

Si ha che C' e D sono quasi compatti per la topologia indotta da G poiché C' e
D sono chiusi e poiché G ¢ quasi compatto. Allora (C' x D,P) & quasi compatto
per il teorema di Tychoff. Ma (C' x D, P) = (C x D,Jgxg)", dunque anche con la
topologia indotta da G' x G lo spazio C' x D ¢ quasi compatto. La mappa X|cxp
¢ continua, dunque x|cxp(C x D) ¢ quasi compatto in G. Pero G ¢ di Hausdorff
allora x|cxp(C x D) = CD ¢ chiuso.

Proviamo la doppia inclusione.
Chiaramente ([] X))Y C [ |(X,\Y).
AEA AEA
Dimostriamo ora che (m X\)Y DO ﬂ (X\Y).
AEA A€A

Facciamo vedere che se ¢ € G non appartiene a (ﬂ X,\)Y allora esiste p € A
AEA
tale che g non appartiene a X,Y. Si ha che g¥Y ' N (ﬂ X)) € uguale all’insieme
AeA
vuoto infatti se esistesse y € Y tale che gy~! € ﬂ X, allora g apparterrebbe a
AEA
(ﬂ X,)Y. Sihache Y~! &un chiuso di G poiché Y & un chiuso per ipotesi e poiché

AEA
I’applicazione che manda un elemento di g nel suo inverso ¢ un omeomorfismo e

quindi e chiusa. Ma anche gli X, sono chiusi allora essendo G quasi compatto
esistonon € Ne X,,,...,X,, tali che g¥ 7' N Xy, N...NX,, = 0. Per ipotesi
esiste © € A tale che X, C X, N...N X,,, poiché abbiamo un numero finito
di X,. Allora gY ' N X, = 0 e quindi g non appartiene a X,Y’, come volevamo
inizialmente dimostrare.

]

Esempio 1. Esistono dei sottogruppi di un gruppo topologico che non sono né chiusi né
aperti.

Dimostrazione. Sia (R, -, €) I'insieme dei numeri reali munito del prodotto e della topo-
logia euclidea. Chiaramente (R, -, £) & un gruppo topologico e Q & un suo sottogruppo.
Se per assurdo Q fosse chiuso in R, allora R\ Q sarebbe un aperto di R. Quindi per ogni
z € R\ Q esisterebbe un intervallo aperto |a, b[ contenente z tale che Ja,b[C R\ Q che ¢
assurdo.

]

Occupiamoci ora dei tre teoremi di isomorfismo nel caso di gruppi topologici.

1Se si vuole dimostrare questo fatto si provi che le due topologie hanno una stessa base.
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Definizione 2.2. Siano G e G’ due gruppi topologici, una mappa da G a G’ ¢ detta
isomorfismo di gruppi topologici se € un isomorfismo di gruppi, € continua e la sua inversa
¢ continua.

Due gruppi topologici si dicono isomorfi come gruppi topologici se esiste un isomorfismo
di gruppi topologici fra i due.

Teorema 2.3 (Primo teorema di isomorfismo per gruppi topologici). Siano G
e Y due gruppi topologici. Sia f : G — Y un omomorfismo di gruppi continuo e
7w : G — G/ker f la mappa quoziente, allora esiste ed é unico un omomorfismo di grup-
pi continuo F : G — Y tale che f = F om, ovvero tale che il sequente diagramma sia
commutativo.

G Y

G /ker/f
Se inoltre abbiamo che f e suriettiva e che vale una fra le sequenti due ipotesi
a) f & aperta,
b) G é quasi compatto e Y e di Hausdorff
allora F' é un isomorfismo di gruppi topologici.

Dimostrazione. Definiamo

F: G/kerf — Y
gker f — f(g).

La mappa F' e I'unico omomorfismo di gruppi tale che f = F o7 ed e chiaramente
iniettiva, inoltre F' e continua poiché f e continua.
Se f & suriettiva allora Y = f(G) e quindi F' & suriettiva.

a) Dimostriamo che F~! & continua cio¢ che per ogni B aperto per la topologia quo-
ziente di G/ker f si ha che F/(B) ¢ un aperto di Y. Sia A := 7 !(B), che per
definizione di topologia quoziente ¢ aperto. Essendo 7 suriettiva, abbiamo che
B = w(7m7!(B)) che ¢ uguale a w(A). Si ha allora che F'(B) = F ow(A) = f(A),
ma f(A) e un aperto di Y poiché f & aperta.

b) Se G ¢ quasi compatto anche G/ ker f ¢ quasi compatto essendo 7 continua e su-
riettiva. Poiché F' ¢ una mappa continua e biunivoca da uno spazio quasi compatto
ad uno spazio di Hausdorff allora F' ¢ anche un omeomorfismo.
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]

Esempio 2. Mostriamo che con le sole ipotesi che la mappa [ sia un omomorfismo di
gruppi continuo suriettivo la seconda parte del teorema non é verificata.

Dimostrazione. Sia (R, -, D) 'insieme dei numeri reali munito del prodotto e della topolo-
gia discreta. Sia (R, -, €) I'insieme dei numeri reali munito del prodotto e della topologia
euclidea. Chiaramente (R,-, D) e (R,-, &) sono due gruppi topologici. Consideriamo la
mappa f che va da (R,-,D) a (R,-, &) e che ad ogni x associa 2. La mappa f ¢ chia-
ramente un omomorfismo di gruppi continuo. Inoltre ker f = {—1,1}. Consideriamo il
seguente diagramma commutativo.

(R,-,D) ! (f(R),-,9)

RA-1,1}, ry-113,9)

Si noti che (R/{—-1,1},9Q) = (R/{—1,1},D). Chiaramente (R/{—1,1},Q) ¢ totalmente
disconnesso. Se per assurdo F' fosse un isomorfismo di gruppi topologici per ’Osserva-
zione 1.3 si avrebbe che anche f(R) sarebbe totalmente disconnesso. Questo ¢ assurdo
poiché ad esempio 'intervallo |3, 5] & un insieme connesso di f(R).

[]

Teorema 2.4 (Secondo teorema di isomorfismo per gruppi topologici). Siano

H un sottogruppo di G ed N un sottogruppo normale di GG, allora NN H ¢ un sottogruppo
normale di H. Se H ¢ quasi compatto e NH/N ¢ di Hausdorff allora H/(N N H) é
isomorfo come gruppo topologico a NH/N.

Dimostrazione. La mappa
a: H — NH/N
h +~—  hN

¢ un omomorfismo di gruppi tale che keraw = H NN (quindi si ha immediatamente che
N N H & un sottogruppo normale di H) e f(G) = NH/N.

Se proviamo che « € continua, per il primo teorema di isomorfismo per gruppi topologici
abbiamo dimostrato il teorema. La mappa

0: (H,jg) — (NH,jg)
h — lg-h

¢ continua in quanto idg € continua. Se 7 ¢ la mappa quoziente da NH in NH/N si ha
che 7o ¢ e continua.
Vale che il seguente diagramma ¢ commutativo.
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H « NH/N

Dunque essendo o« = 7 o ¢ si ha che « e continua.
[

Teorema 2.5 (Terzo teorema di isomorfismo per gruppi topologici). Sia G un

gruppo topologico, stano M ed N due sottogruppi normali di G con N sottogruppo di
M

Allora M/N é un sottogruppo normale di G/N e (G/N)/(M/N) é isomorfo a G/M come
gruppo topologico.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa

a: G/IN — G/M
gN +— gM

della quale e noto che e ben definita, che € un omomorfismo di gruppi, che e suriettiva e
che keraw = M/N. Se dimostriamo che « ¢ aperta, per il Teorema 2.3 la dimostrazione
¢ conclusa.

Si ha chiaramente che 7 = v o Ty

G ™™ G/M

G/N

Se B & un aperto di G/N allora, essendo 7y suriettiva, si ha che B = my(7y'(B)) e
A= 713 (B) & un aperto di G. Dunque a(B) = aony(A) = 7y (A) & un aperto di G/M
poiché 7y, & aperta per 1’Osservazione 2.2 punto e).

O

Lemma 2.6. Siano G e G’ due gruppi topologici e sia f : G — G' un isomorfismo
di gruppi topologici. Sia C' un sottogruppo normale di G. Allora f(C) é un sottogruppo
normale di G' e G/C ¢ isomorfo come gruppo topologico a G'/f(C).
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Dimostrazione. Poiché f e un isomorfismo di gruppi e C' € un sottogruppo normale di G
si ha che f(C) € un sottogruppo normale di G'.
Consiederiamo la mappa
v G/IC — G/f(C)
9C  — [f(9)f(C)

che risulta chiaramente essere un isomorfismo di gruppi poiché f e un isomorfismo di

gruppi.
Si ha inoltre che ¢ o mc = 7y o f, ovvero che il seguente diagramma ¢ commutativo.

G ! e

TC Tf(C)

e 5 G'/1(C)

Di conseguenza vale che m¢ o f~1 =7 o mpcy.

Proviamo ora che 9 & continua. Sia V' un aperto di G'/f(C') vogliamo dimostrare che
Y~ H(V) & un aperto di G/C cio¢ che, per definizione di topologia quoziente, 7o~ (¢~1(V))
e un aperto di G. Ma

me (N (V) = (Wome) (V) = (mrcy o /) (V) = £ (miey (V)

che ¢ aperto poiché f e 7y sono continue.
Proviamo ora che 1~! ¢ continua. Sia U un aperto di G/C vogliamo dimostrare che

Y(U) & un aperto di G/ f(C) cioe che ms ey~ (¢(U)) ¢ un aperto di G'. Si ha che

Trey (W(U)) = (W o)) (U) = (meo f7)H(U) = f(me™ ' (U))

che & aperto poiché f~! e m¢ sono continue.
m

Lemma 2.7. Sia G un gruppo topologico quasi compatto, sia C' un sottoinsieme di G
chiuso e aperto con 1 € C, allora C' contiene un sottogruppo normale aperto di G.

Dimostrazione. Per ogni x € C definiamo W, := Cz~!. Si ha che W, ¢ un aperto di
G contenente 1g. Chiaramente W,x C C' per ogni x. Poiché la mappa 1) che ad ogni
(g91,92) € G x G associa g1go € G & continua esiste un aperto A di G x G contenente
(1g,1¢) tale che ¥(A) C W,. Possiamo supporre che A = L, x R, dove L, e R, sono
aperti di G entrambi contenenti 1¢. Dunque L, R, = ¢(A) C W,.

Sia S, := L, N R,. Si ha che 5,5, € W, dato che S,S, C L,R, C W,. Inoltre S, ¢ un
aperto di GG, poiché intersezione di due aperti. Si ha anche che 15 € S, per ogni x € C.
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Vale che C' & quasi compatto per la topologia indotta da G poiché C' e chiuso in G che

per ipotesi € quasi compatto. Inoltre C' = U (C' N S,z) poiché se ¢ € C allora ¢ € S.c

zeC
dato che 14 appartiene a S, per ogni x. Poiché S,x & un aperto di G per ogni x € C

allora C'N S,z € un aperto di C' per la topologia indotta da G, quindi esistono n € N e
x1,...,2, € Ctaliche C = (CNSyz)U...U(CNS,, x,). Dunque C C U Sy ;.

i=1
Definiamo ora S := ﬂ Sy,; si ha che S € un aperto di G e che S contiene 1. Poiché

i=1
per ogni ¢ si ha S C S, e poiché abbiamo gia visto che 5,5, C W, per ogni x si ha che
SS,, € 8,5, C W,, per ogni i. Dunque

SC C | JSSum: C|JWezi C C
i=1 i=1

allora SC' C C' quindi, dato che 1 € C, si ha che S C C.
Sia T := SN S~L Vale che T ¢ un aperto di G e che T contiene 15. Vale anche che
T = T~ infatti se = € T allora esistono s,p € S tali che z = s = p~! quindip € S e
poiché p = s7! si ha anche p € S7!, dunque p € T. Allora z = p~* € T~!. Analogamente
si dimostra che che 771 C T.
Definiamo T :=T; T? :=TT' =TT;... T" :==TT" ' =T ....-T (n volte). Poiché T
¢ aperto, T™ ¢ aperto per ogni n.

Sia H := U T"™. Si ha che H e un aperto di G. Proviamo che H e un sottogruppo di
i=1
G. Dato che 1 € S allora 1o € SNS™t =T C H. Se hy, hy € H allora esistono
mi,me € N tali che hy € T™, hy € T™ quindi hihy € T™ %™ C H. Se h € H allora
esiste m € N tale che h € T™ dunque esistono tq,...,t,, € T tali che h =t;-...-t,,
quindi A=t =¢;1- ... .71 € T™, dato che T~' = T. Poiché T™ C H si ha che h™ € H.
Dimostriamo ora per induzione che T™ C C' per ogni n € N. Dato che S C C si ha che
T =8NS~ CC. Supponiamo per ipotesi induttiva che 7"~! C C allora poiché T C S

si ha che T" = TT" ' C SC C C. Possiamo quindi affermare che H = U ™ C C.

Per ipotesi G ¢ quasi compatto e H ¢ un sottogruppo aperto di G allora pgr i’Osservazione
2.2 punto c¢) H ha indice finito in G. Esistono quindi n € N e gy,...,g, € G tali che
G =g HU...Ug,H. Possiamo supporre che per ogni 7 diverso da j la classe g;H sia
disgiunta dalla classe g;H. Sia h € H allora esiste g; tale che h € ¢g;H quindi g;H = H.
Possiamo dunque assumere che ¢; € H.

n
Consideriamo il sottogruppo C,, (H) := g;Hg; * di G per ogni i. Proviamo che ﬂ Cy(H)
i=1
e un sottogruppo normale aperto di G contenuto in C' terminando cosi la dimostrazione.
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Si ha che m C,,(H) & un sottogruppo di G poiché ¢ intersezione di sottogruppi di G.
i=1

n
Inoltre ﬂ C,,(H) & aperto poiché C,, (H) ¢ aperto per ogni i dato che H ¢ aperto. Poiché
i=1

Cy,(H) = g1Hg;' = H si ha che ﬂCgi(H) CH.
i=1
Per concludere la dimostazione proviamo prima due affermazioni.
La prima affermazione & che dato ¢ € {1,...,n} e g € G, se k € {1,...,n} & tale che

99; € g H allora g( ﬂ ng(H))g_1 C C,,(H) per ogni g € G.

j=1

Sia c € ﬂ Cy,(H) e sia h € H tale che gg; = gph. Siha che g;'g~' = h7'g; ", ma esiste
j=1
h; € H tale che c = gihigi_l quindi

1

gcg™t = ggihig; tg™! = guhhih gy,

che appartiene a Cy(H) poiché hh;h ™' € H.

La seconda affermazione ¢ che dato i € {1,...,n} e g € G,se k € {1,...,n} & tale che
99; € gpH allora gg; ¢ gxH per ogni j € {1,...,n}\ {i}.

Infatti per ipotesi esiste h € H tale che gg; = gih, se per assurdo esiste h € H tale
che gg; = gih allora (gkhgj_l)gi = gg; = gxh quindi hgj_l = ﬁgi_l allora g;h~" = g:h L.
Dunque g;H N g;H ¢ diverso dall’insieme vuoto che ¢ assurdo.

Possiamo ora concludere la dimostrazione.

Sia g € G, esiste k; € {1,...,n} tale che gg; € gy, H allora g( ﬂ ng(H))g’1 CC, (H)
j=1

= Yoi,

per la prima affermazione.
Per la seconda affermazione per ogni r € {2,...,n} l'elemento gg, non appartiene a
gk, H per ogni m < r, allora esiste k. € {1,...,n} \ {ki,...,k._1} tale che gg, € gy, H

e quindi g( ﬂ Cy,(H))g™' C Cy, (H). Risulta dunque dimostrato che per ogni g € G si
7j=1
ha che g( ﬂ Cy,(H))g™' C m Cy,(H).

j=1 j=1

]

Proposizione 2.8. Sia G un gruppo topologico quasi compatto e totalmente disconnesso
allora

a) se U & un aperto di G non vuoto allora U ¢é unione di laterali destri di sottogruppi
normali aperti di G.
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b) Un insieme P ¢ aperto e chiuso in G se e solo se P ¢ unione finita di laterali destri
di sottogruppt normali aperti di G.

c) Sia X un sottoinsieme di G allora

1. X ={NX con N<oG}.
2. Per ogni C' chiuso di G si ha che C' = {NC con N<pcG}.
3. ﬂ{N con N<10G} = 1¢.

Dimostrazione.  a) Sia U un aperto di G non vuoto. Se x € U allora Uz~! & un aperto
di G contenente 14. Poiché per ipotesi G e totalmente disconnesso per il lemma 1.4
punto 3 si ha che Uz~! & unione di insiemi che sono contemporaneamente aperti e
chiusi. Fra questi insiemi ne esiste uno, C,, contenente 1. Per il lemma 2.7 poiché
C, € un aperto e chiuso di G contenente 15 e poiché G € quasi compatto si ha
che C, contiene H, sottogruppo normale aperto di G. Quindi Uz~! D C, D H,.
Dunque per ogni = € U si ha che H,x C U ed essendo H, un sottogruppo di G, si
ha che 14 € H, per ogni x. Quindi U = U H,x.

zeU

b) Sia P & un insieme aperto e chiuso di G. Per il precedente punto di questa dimostra-
zione poiché P e aperto in G si ha che P e unione di laterali destri di sottogruppi
normali aperti di G. Essendo P anche chiuso in G e G quasi comapatto, si ha
che P ¢ quasi compatto. Quindi P e unione finita di laterali destri di sottogruppi
normali aperti di G.

n
Viceversa sia P = U H;x; con H; sottogruppi normali aperti di G. Allora, poiché
i=1
H,x; per ogni i e aperto, P & aperto. Per I’Osservazione 2.2 punto c), essendo H;
un sottogruppo aperto di G per ogni 7, si ha che H; e anche chiuso in G per ogni
. Allora H;z; & chiuso per ogni ¢ e dunque P & anche chiuso.

¢) Proviamo prima che (\{NX con N<xG} C X. Siay € NX per ogni N<oG. Se per
assurdo y non appartenesse a X allora y apparterrebbe all'insieme aperto G\ X.
Esisterebbe allora U, aperto di G contenente y tale che U, C G\ X C G \ X.
Si avrebbe inoltre che U,y ' sarebbe un aperto di G contenente 1g. Utilizzando
argomentazioni analoghe a quelle della dimostrazione a) di questa proposizione si
avrebbe che G\ X D U, DO Hy dove H & un sottogruppo normale e aperto di G.
Allora Hy N X = ) e quindi y non apparterrebbe ad HX che ¢ assurdo.
Proviamo che (J{NX con N<pG} 2 X. Se y € X allora per ogni U, intorno di y
in G si ha che U, N X # 0. Per ogni N<pG si ha che Ny ¢ un intorno di y dunque
NynX # 0. Quindi per ogni N<pG esistono ny € N e xy € X tali che nyy = zn
allora y € Nxy C NX per ogni N<pG.
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Il punto 2 deriva immediatamente dal punto 1.

Il punto 3 si dimostra osservando che poiché G per ipotesi ¢ totalmente discon-
nesso allora G ¢ anche di Hausdorff per 1'Osservazione 2.2 punto f). Sempre per
I'Osservazione 2.2 punto f) si ha che 15 € un chiuso di G, dunque per il punto 2 di
questa osservazione si e concluso.

]



Capitolo 3

Sistemi inversi

Definizione 3.1. Sia (I, <) un insieme parzialmente ordinato. (I, <) ¢ detto insieme
diretto se per ogni i, j € [ esiste k € I tale che 7,7 < k.

Definizione 3.2. Un sistema inverso (X;,;;) di spazi topologici indicizzati da un

insieme diretto I consiste in una famiglia (X;);e; di spazi topologici e una famiglia

(pij : Xj — X,)ijer di mappe continue con g;; = idy, per ogni i e tali che @0 pr = @j;
JE.

1]
per ogni 7,7,k € [ tali che i < k < j, cioe tali che il seguente diagramma, quando e
definito, sia commutativo.

X; i X,

Pk Pik
Xk

Se ogni X; ¢ un gruppo topologico ed ogni ¢;; ¢ un omomorfismo di gruppi continuo si
ha un sistema inverso di gruppi topologici. Analogamente si definisce un sistema inverso
di anelli.

Esempio 3. Sia I = N con la relazione di ordine parziale usuale. Per ogni i € N
siano X; degli insiemi finiti, p; ;41 @ Xiz1 — X; delle mappe arbitrarie, ¢; = idx, e
©ij = Qiit1 0 ...0@pj_1; per ogni j > 1. Si ha che (X, p;;) € un sistema inverso di
instemi finiti.

Dimostrazione. Ad esempio si ha che la mappa 36 € cosi costituita
. P56 P45 P34 N .

P36 © Xo Xs X4 X3, ClO€ Q36 = P34 © Pu5 © Psg.

Dimostriamo che (X;, ¢;;) ¢ un sistema inverso di insiemi finiti.

31
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Chiaramente I ¢ un insieme diretto. Per ogni j > 1 esiste s € N tale che j =i + s.
Se 1 < k <i+ s allora esiste r € N tale che k =i+ 17 con 0 <r < s, quindi

Pij = Plit+s—1)—(s—1),i+s—(s=1) O« + - O P(i+5—1)—(s—1)i+s—(s—r) O P(i+s—1)—(s—r—1),i+s—(s—r—1) O - - -

<o s O QP(145—1)—1,(i+s)—1 © Pits—1,i+s;
Pki = Pitrits = P(i+s—1)—(s—r—1)i+s—(s—r—1) O+ + - O Pifs—1i+s)
Pik = Piitr = P(i+s—(s—r+1))—=(r—1),(i+s—(s—r))—=(r=1) © - -+ © P(its—-1)—(s—7),i+s—(s—7)"
Quindi il seguente diagramma ¢ commutativo.

Pkj

Xj Xk Pik Xi

]

Esempio 4. Sia (S,<g) un insieme parzialmente ordinato. Sia I un insieme di sot-
toinsiemi di S tali che I € un insieme diretto rispetto alla relazione di ordine parziale di
inclusione C, cioé (I,C) ¢é tale che per ogni i,j € I esiste k € I tale che i,j C k.

Sia X € I (quindi X é un sottoinsieme di S), definiamo

Ry :={0: X — Q iniettiva, t.c. per ogni x1,x9 € X se x1 <g x3 allora O(z1) <g 0(x2)}
Sia'Y € I tale cheY O X, definiamo

QDXYZRY — Rx
0 [ — 0|X

Si ha che (Rx,pxy) € un sistema inverso indicizzato da I.

Dimostrazione. Si noti che 0|x ¢ ancora iniettiva e conserva ancora l’ordine.
Sia X C Z C Y, consideriamo il seguente diagramma.

Ry rx R
Rz
Dobbiamo mostrare che per ogni € Ry si ha che pxy(0) = vxz(vzy(0)). Per ogni 6§ si

ha pxy(0) = O)x e oxz(pzv(0)) = vxz(0)z) = (07)|x. L'uguaglianza segue osservando
che per ogni 6, per ogni x € X si ha 0|x(z) = (02)x ().

]
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Esempio 5. Siano I = N, p un primo, G; := Z/p'Z per ogni i € N. Per ogni j > i
definiamo

[n]pj — [n]pi
Si ha che (G, pi;) € un sistema inverso di anelli finiti.

Dimostrazione. Notiamo subito che Z/p’Z ¢ un anello e che le p;; sono omomorfismi di
anelli.
Siano ¢ < k < j, si ha che il seguente diagramma e commutativo.

7/p'7Z. - Z/p'7

Pkj Pik

7/p*7

Il seguente esempio ci sara molto utile durante I'intera tesi.

Esempio 6. Siano G un gruppo e I una famiglia di sottogruppi normali di G tale che per
ogni Uy, Uy € I esiste V € I tale che V' ¢ un sottogruppo di UyNUs, (di sequito chiameremo
un insieme con questa proprieta una base filtro). Definiamo in I la relazione <" in questo
modo: U <"V se e solo se V' & un sottogruppo di U. Per U <"V definiamo

qufG/V e G/U
gV — gU

Sia ha che (G/U,quy) é un sistema inverso di gruppi.

Dimostrazione. Notiamo subito che I & un insieme diretto per <’ poiché si verifica fa-
cilmente che I ¢ una relazione d’ordine e che per ogni Uy, Uy € [ esiste V € [ tale
che Uy, Uy <"V (dato che per ipotesi esiste V' sottogruppo di Uy N Us e quindi V' & un
sottogruppo sia di U; che di Us).

Si verifica facilmente per U <’ V' che gy € ben definita ed € un omomorfismo di gruppi.
Verifichiamo che per U <’ W <’ V il seguente diagramma ¢ commutativo.

G|V v G/U

G/W
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Se U <" W <"V per ogni g € G si ha che quw(g) © qwv(9) = quv(g) se e solo se
gU = quw (gW) che & chiaramente vero.
Si noti che le mappe quy sono anche suriettive.

O

Definizione 3.3. Sia (Xj, ¢;;) un sistema inverso di spazi topologici e sia Y uno spazio
topologico. Le mappe continue della famiglia (¢; : Y — X;);c; sono dette compatibili se
@ij 0 = 1P; per ogni ¢ < j cioe se il seguente diagramma ¢ commutativo:

v Vs X,

wj Pij

X
Definizione 3.4. Un limite inverso (X, ;) di un sistema inverso di spazi topologi-
ci (rispettivamente gruppi, anelli) ¢ uno spazio topologico (rispettivamente gruppo,
anello) X con una famiglia di mappe continue (rispettivamente omomorfismi continui)
(p; : X — X;) compatibili con la seguente proprieta universale:

quando v; : Y — X, e una famiglia compatibile di mappe continue da uno spazio to-
pologico Y (rispettivamente omomorfismi continui da un gruppo o da un anello) esiste
un’unica mappa continua (rispettivamente omomorfismo continuo) ¢ : Y — X tale che
i 01 = 1; per ogni i, cioe esiste ed & unica 1 continua (rispettivamente omomorfismo
continuo) tale che il seguente diagramma sia commutativo per ogni 7.

v Yq Xz‘

P i

Teorema 3.1. Sia (X;, pij) un sistema inverso indicizzato da 1.

1. se (X(l),%('l)) e (X®, SDEQ)) sono limiti inversi del sistema inverso (X, p;;) allora
esiste un’unico isomorfismo @ : XM — X tale che cp,gQ) op= (p,gl) per ogni i (¢

& un omeomorfismo se le X; sono spazi topologici).

2. Siano
pj:HXi — Xj
i€l
(-Ti)iel — Iy,
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X = {o € [[ X tali che @y 0 p;(x) = pi(a) per ogni i, con j > i},
el

Yi = Pi|x-
Allora (X, ;) € un limite inverso di (X;, @i;).

3. Se (X;, pij) € un sistema inverso di gruppi topologici e omomorfismi continui allora
X & un gruppo topologico e le p; sono omomorfismi continua.

Dimostrazione. 1. Poiché X® & un limite inverso e (;(");c; sono una famiglia di

mappe continue compatibili con (X;, ¢;;), esiste ed € unica ¢ continua tale che

o1 0 o = " per ognii.

Dimostriamo che ¢ € un omeomorfismo.
Analogamente X & un limite inverso e (3052)),-61 sono una famiglia di mappe

continue compatibili con (X;, ¢;;) e quindi esiste ¢ continua tale che %(1) oY = 901(2)

per ogni .
2)
x® ‘o X;
\
\
N\
AN e
\ 1

)
x@

Abbiamo dunque che (pf” o1)op = [ o (ogp) = ") per ogniie (¢ 0ip)0rp =
= 801(2) o(porh) = 9052) per ogni .

A

oy gpgl)
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Ma anche idxqa) e tale che 9051) otdxm = 9051) per ogni ¢ e quindi, essendo le ¢

compatibili, per la proprieta universale di X si ha che ¢ o ¢ = idyq).
Analogamente idy ) ¢ tale che 9052) o idxe = cpl(?) per ogni i e per la proprieta
universale di X abbiamo che ¢ 0 ¢ = idy).

Quindi ¢ e continua, biunivoca e con inversa continua.

(1)

i

. Poiché consideriamo H X, con la topologia prodotto e X con la topologia indotta

icl
si ha che le ¢; sono co;tinue. Le ¢; sono compatibili se e solo se per ogni x € X si
ha che ¢;; 0 p;(x) = @;(x) per ogni j > i, che risulta essere vero per definizione di
X.

Sia (¢; : Y — X,)ie; una famiglia di mappe continue compatibili, vogliamo
dimostrare che esiste ed e unica v continua tale che y; oY) = 1); per ogni 1.

zp\ Pi

Dimostriamo l’esistenza, consideriamo la seguente mappa.

vy — [ X
el
y o (Yi(y))ier

La mappa 1 & continua poiché p; o ¢ = 1); & continua per ogni 7.

Dimostriamo ora che per ogni y € Y si ha ¢(y) € X. Per ogni y € Y dimostrare
che ¥(y) € X vuol dire verificare che per ogni y € Y, per ogni j > i si ha
che p;; o p;(¢¥(y)) = pi(¢(y)) che risulta essere vero poiché per ipotesi le 1; sono
compatibili quindi per ogni y € Y, per ogni j > i si ha che ¢;; 0 ¢;(y) = ¥;(y). Se
restringiamo il codominio della mappa 1 abbiamo dimostrato ’esistenza.
Dimostriamo ora 'unicita. Sia ¢’ : Y — X continua tale che @; o 9’ = 1); per ogni
i allora per ogni y € Y si ha che p; x(¢'(y)) = ¥i(y) = pijx(¥(y)) per ogni i quindi
Y =1

. Poiché le X; sono gruppi topologici allora [[ X; ¢ un gruppo topologico (Osserva-

zione 2.1 punto 3). Si puo verificare facilmente che X & un sottogruppo di [ X;
poiche le ¢;; sono omomorfismi di gruppi, e quindi per I’Osservazione 2.1 punto 2
X e un gruppo topologico con la topologia indotta.

m
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Poiché un limite inverso di un sistema inverso (X;, ¢;;) € univocamente determinato

a meno di isomorfismi spesso si dice ‘i’ limite inverso di un sistema inverso. Tale li-

mite verra indicato con lim (X;, ¢;;) oppure con lim X;. II limite inverso costruito nella
— —

dimostrazione precedente e denotato con slim X;.
pun

Osservazione 3.2. Sia (X;, p;j) un sistema inverso di spazi topologici e sia (X, ¢;) un
suo limite inverso. Siano Xy uno spazio topologico e v : Xg — X un omemorfismo.
Allora (Xo, ) € un limite inverso di (X;, ¢i;), con @) = p; o p.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che le ¢? sono compatibili ovvero che per ogni i < j
si ha che ¢;; o @? = Y, che risulta essere vero poiché le ¢; sono compatibili e per come
sono definite le ©?. Dimostriamo ora che la proprieta universale del limite inverso vale
per (Xo,¢?). Siano v¢; : Y — X, compatibili allora esiste ed ¢ unica ¢ : ¥ — X
continua tale che ; 0 ¥ = 1; per ogni 7.

¥

Chiaramente per 6 = ¢ ! o1 si ha ¢ o § = 1; per ogni 7. Se inoltre § ¢ un altra
applicazione tale che p? o § = 1; per ogni i allora ¢; o (p 0 d) = 1; = @; 0 ¥ per ogni i,
dunque per I'unicita della ¢ si ha che p o § =, allora § = ¢! 0 1.

O

Proposizione 3.3. Sia (X;, @i;)icr un sistema inverso di spazi topologici indicizzato da
I, poniamo X = lim X;.

1. Se X; € uno spazio topologico di Hausdorff per ogni i allora X e di Hausdorff.

2. Se X; € uno spazio topologico totalmente disconnesso per ogni i allora X é total-
mente disconnesso.

3. Se X; e uno spazio topologico di Hausdorff per ogni i allora slim X; é chiuso in

el

4. Se X; ¢ uno spazio topologico quasi compatto e di Hausdorff per ogni i allora X é
quasi compatto e di Haudorff.
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5. Se X; € uno spazio topologico diverso dall’insieme vuoto, di Haudorff, quasi com-
patto per ogni i allora X ¢ diverso dall’insieme vuoto.

Dimostrazione. 1. Proviamo che slim X; e di Hausdorff, se cio vale anche tutti gli

altri limiti inversi sono di Hausdorff poiché omeomorfi a slim X;.
—

Si ha che slim X; ¢ un sottoinsieme di H X,; munito della topologia indotta. Poiché
X; ¢ di Hausdorff allora (H X;, P) & di Hausdorff, quindi slim X; & di Hausdorff.

2. Proviamo che slim X; e totalmente disconnesso, se cio vale la dimostrazione e con-
p—

clusa per I’Osservazione 1.3. Dato che gli X; sono totalmente disconnessi per ogni
1 per I’Osservazione 1.2 si ha che H X; e totalmente disconnesso, ma slim X; e un

sottospazio topologico di H X;, allora per I’Osservazione 1.1 slim X; e totalmente

disconnesso.

3. Si usa il seguente noto fatto: se f,g: X — Y sono applicazioni continue e Y e di
Hausdorff allora 'insieme

{z € X tali che f(x) =g(z)}
€ un chiuso in X.

slimX; ={x € HXi tale che ¢;; o pj(x) = p;i(x) per ogni i,j con j > i} =

i€l
= m{ﬂf S HXi tale che ¢;; 0 p;(z) = pi(z)}.
>0 iel

Poiché le mappe p; sono continue per ogni 7 e le mappe ¢;; sono continue per ogni
j > i si ha che {z € HXZ' tale che ¢;; o p;(z) = pi(x)} € un chiuso di HXi'

(]
Quindi slim X; e intersezione di chiusi di HXZ' dunque e un chiuso di H X;.

4. Per il primo punto di questa proposizione sappiamo gia che lim X; e di Hausdorff.
Se dimostriamo che slim X; e quasi compatto allora ogni altro limite inverso e

quasi compatto poiché la quasi compattezza si conserva per continuita. Poiché le
X, sono quasi compatte per ogni ¢ allora per il teoreama di Tychonoff H X, € quasi

compatto!. Per il punto 3 di questa proposizione si ha che slim X; ¢ un chiuso di

HXi quindi anche slim X; & quasi compatto.

'Per una dimostrazione del teorema di Tychonoff si veda ad esempio il libro Profinite Groups di J.S.
Wilson [8].
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5. Per ogni j >iconi,je IsiaD;j:={z¢€ HXi tale che ¢;; opj(x) = pi(z)}. Dyj

e chiuso in H X, per ogni j > i poiché ¢;;op; e le p;(x) sono continue e gli spazi X;

i
sono di Hausdorff per ogni ¢ come nel punto 3 della dimostrazione. Essendo gli X;
quasi compatti, per il teorema di Tychonoff lo spazio (H X;,P) & quasi compatto.

Se per assurdo slimX; = ) allora (D;;);>; costituisce una famiglia di chiusi di

H X, la cui intersezione ¢ l'insieme vuoto e dunque per la quasi compattezza di

(2

n
HXi esistono (4;,71), - -, (in, jn) con j. > i, tali che ﬂ D, j, = 0. Poiché I ¢ un
% r=1
insieme diretto esiste k € I tale che k > j, perognir =1,...,n. Siaz, € X, # 0
e sia x; := pp(zg) per ogni [ con [ < k. Costruiamo un elemento che appartiene
n

a ﬂ D;, ;. ottenendo cosi l'assurdo. Definiamo & = (x;)e; € HXi dove z; €
ar{)itlrario per ogni [ > k. '

Proviamo che ; ;. o pj, ((z)ier) = pi, ((21)i1er) per ogni 7 = 1,...,n. Si ha che
Pivgr © D (Thier) = pi, ((21)ier) se e solo se @i, (x),) = w;,. Siccome i, < jp < k
per ogni r allora x;, = @; x(x) € z;. = ;. k(Tk). Poiché ¢; ; o p; k(xr) = vik(Tr)
per ogni r dato che (X;, ¢;;) € un sistema inverso si ha allora ¢, j, (x;.) = x;, per
ogni r e cosl si ha cio che volevamo provare.

n
Si e ottenuto dunque che (x;),e; € ﬂ D;, ;. = slim X;, che ¢ assurdo.

r=1
Ogni altro limite inverso deve essere diverso dall’insieme vuoto poiché e isomorfo
a slim X;.
P
O

Proposizione 3.4. Sia (X, ;) un limite inverso di un sistema inverso (X;, ;) indi-
cizzato da I, dove gli X; sono spazi topologici diversi dall’insieme vuoto, quasi compatti
e di Hausdorff.

Allora

1. pi(X) = ﬂsoij(Xj) per ogni i € 1.
Jj=i
2. Gli insiemi @; '(U) coni € I e U aperto di X; formano una base per la topologia

dv X.

3. Se'Y ¢é un sottoinsieme di X tale che p;(Y) = X; per ogni i € I allora'Y ¢ denso
in X.
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4. Una mappa 60 : Y — X ¢ continua se e solo se p; o6 € continua per ogni i € I.

Dimostrazione. 1. Dimostriamo prima che se la tesi vale per X = slim X; allora vale

anche per ogni altro limite inverso Supponiamo quindi che
pz"(sth sth ﬂgom ) per ogni i e sia (X(Q) gol(. ))

j>t
verso. Sappiamo per il Teorema 3.1 che esiste ¢ : slim X, — X@ tale che

2)  _
g0@( ) o P =@; = pi|(slimX) Poiché p’|(sth sth ﬂgpm ) per ogni i

]>z
allora gpl ( sth ﬂ ©ij(X;) per ogn ¢ e dunque gpl ﬂ @i (X
j>i Jj>t
per ogni 7, da cui segue quanto voluto.
Per facilita di notazione poniamo X := S@Xi € Pi "= Diyslim X;): dimostriamo

un altro limite in-

dunque che ¢;(X ﬂ ©i;(X;) per ogni i € I.

j>i

Dimostriamo prima che ¢;(X) C ﬂ ©i;(X;) per ogni i € 1.

j>i
Sia ¢ € I, poiché le ¢; sono compatibili per ogni j > ¢ si ha che <p2 ©ij © P;, allora
©i(X) = pi; 0 pj(X) C ¢;;(X;) per ogni j > i e quindi ¢;(X ﬂgpm ) per
j>t

ognii € I.

Dimostriamo ora che ;(X) D ﬂ ©i;(X;) per ogni i € I.

j>i
Fissiamo 7. Se ﬂ ©;;(X;) € uguale all'insieme vuoto abbiamo finito. In caso con-

j>i
trario sia a € ﬂ ©;;(X;) € X; vogliamo dimostrare che a € ¢;(X) cioe che esiste
j>i
b € X tale che ¢;(b) = a. Vogliamo costruire tale b = (b;),;. Per j > i sia

Y}' — {y c Xj tale che gol-j(y) = CL} = (p;jl(a)

con la topologia indotta dagli spazi X;. Per ogni j > i, poiché a € ¢;;(X;), gli
spazi Y; sono non vuoti. Poiche gli spazi X; sono di Hausdorff ogni loro punto ¢
un chiuso di X;. Quindi poiché le mappe ;; sono continue gli spazi Y} sono chiusi.
Dal fatto che gli spazi Y; sono chiusi e dal fatto che gli spazi X; sono quasi compatti
e di Haudorff segue che gli Y; sono quasi compatti e di Hausdorff. Notiamo ora che

(Y;, Prily, : Y, — Y,,)ZJ;TZ ¢ ancora un sistema inverso.
L’insieme {j > i tale che i € I'} & chiaramente ancora un insieme diretto. Notiamo
che Prily, (Y;) €Y, per j > r. Dobbiamo mostrare che per j > r, per ogni y; € Y;
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si ha che ¢,;(y;) € Y;, che equivale a dimostrare che per j > r, per ogni y; € Y;
si ha che ¢;.(¢rj(y;)) = a. Poiché y; € Y; si ha che ¢;;(y;) = a, inoltre poiché le
mappe ¢;; fanno parte di un sistema inverso per ogni j > r si ha che p;,0¢,; = ;.
Quindi risulta verificato che Prily, (Y;) C Y, perj >r.

Le rj|y, SONO ancora continue e per ogni j > s > 7 si ha che Prily, = Prs|y, © Psjly,
poiché cio vale per le ¢;;.

Possiamo dunque concludere che poiché gli spazi Y; sono non vuoti e sono compatti

allora slim Y; € non vuoto. Sia (b;);>; € slim Yj. Per definizione di slim Y;
g2t gz gz

si ha che ¢,;(bj) = b, per ogni j >r >ie ©ir(by) = by, allora b; = a.

Vogliamo ora completare (b;);>; a (b;)er-

Sia [ € I con | < 1 allora poiché I e diretto esiste j € I tale che j > 4,l. Sia
by := ¢j(b;) per ogni | < i. La definizione di b; per I < i ¢ indipendente dalla
J scelta, sia infatti j* > 4,1 dimostriamo che b, := ¢;;(b;) = ¢y;7(b;j). Poiché I &
diretto esiste k € I tale che k > j,j’. Poiché k > j > i si ha che b; = p;i(b;) €
poiché k > j' > i siha che by = @;(by), dunque ¢ (b;) = @i (@ik(br)) = pu(b) =
= i 0 Pyilb) = @iy (bjr).

Xk Plik Xl
Pij
g’
Riassumiamo, per [ < ¢ si ha b, := ¢;;(b;) con j > [ > i indipendente dalla scelta
di g, per I > ¢ si ha by = pi((b,)r>i) con (by),>; € slim Y .

j>i
Per ogni [ € I per ogni k > [ si ha by = p;(bg): se | < i & vero per definizione, se
I > i poiché by = pi((b,),) = ur(pe((br)r)) = Cir(br).
Poiché

slim Y, ={y e HY tale che ¢;; o pj(y) = pi(y) per ogni ¢,j con j > i}

el
ic el

allora (b)ie; € slim Y. Ma slim Y C slimX; = X e vale oi((b)) =

—ael 1

= pi|sthi((bl) ) = b; = a allora esaste b eX tale che ¢;(b) = a.

. Se dimostriamo che I'affermazione vale per slim X; allora vale per ogni altro limite

(1))

inverso. Sia infatti (X, @, ’) un altro limite inverso, vorremmo che la famiglia

(") "Y(U) con i € I, U aperto di X; formasse una base per XM. Per il Teorema
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3.1 esiste un omeomorfismo @ : X" — slim X tale che, posto ¢; := Piys lim X;)°

siha ¢! = ;0. Si ha dunque che (p{”) 1 (U) = (p;09) " (U) = ¢ o (p;) " (U)

che formano una base per X al variare di i e di U poiché gli insiemi (¢;)~*(U)
formano una base per slim X; e poiché ¢~ & un omeomorfismo.

Per facilita di notazione poniamo X := S@Xi € i = Pi(slim X,):
Sappiamo che una base per H X, con la topologia prodotto ¢

B={B= HAi, con A; € 1;, A; = X; eccetto che per un numero finito di ¢}.

Se B € B esistono n € N, 4; € 7;, tali che B = p;.'(A;,) N...Np; " (A;,) e quindi

B={B=p; (4,)N...Np; (4;,) conn €N,A; € perognir=1...n}.

Un aperto di X e dunque dato dall'unione di insiemi del tipo P := X N B con
B e B.
Fissiamo

P=Xn0p(Ay) N np; (AL,

dimostriamo che per ogni a € P esistono k € [ dipendente da a, U aperto di Xy
dipendente da a, tale che a € ¢, '(U) e tale che ;' (U) C P. Se cio vale I'unione
al variare di a di tutti gli insiemi ¢, '(U) & uguale a P. Di conseguenza qualsiasi
aperto di X essendo unione di aperti della forma di P sara unione di aperti del
tipo ¢, ' (U).

Sia a = (a;)ier € P. Costruiamo un aperto U di X}, tale che a € ¢; '(U) C P, con
k opportuno.

Poiché I & un insieme diretto esiste k € [ tale che k > iy,...,7,. Chiaramente
go;k(A,-r) ¢ aperto in Xy per ogni r = 1,...,n essendo ; ; continua per ogni 7.
Mostriamo che a; € ¢; (A;) per ogni 7. Per ogni r si ha che ¢; (ar) =
= @i k(Pr((a;)icr) = pi,((a;)icr) = a, dato che a € X. Inoltre a € pl-_rl(AiT)
per ogni r allora a;, € A;, per ogni r. Quindi ¢; x(ax) € A;,. per ogni 7.

Sia U := ﬂ ¢; w(A;,). Siha che U & un aperto di Xj poiché intersezione di aperti
r=1

eay € U. Allora ¢, '(U) & un aperto di X e a € o, *(U) (poiché ¢(a) = prix(a) =

= ak).

Se dimostriamo che ¢, '(U) C P la dimostrazione ¢ conclusa. Vogliamo dimostrare

che se b= (b)icr € o3, (U) C X, allora b € p; '(A;,) per ogni r = 1,...,n cioe che

b;. € A;, per ogni r.

Se b= (b;)ier € ;' (U) allora pi(b) = by € U, quindi ;1 (by) € A, per ogni 7.

Poiché b € X e k > 4, per ogni r = 1,...,n, si ha che ¢; x(br) = b;. per ogni r

allora b;, € A; x per ogni r.
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3. Dimostriamo che ogni punto € X ¢ aderente a Y, cioe che per ogni intorno
U, di z, si ha che U, NY ¢ diverso dall’insieme vuoto. Basta dimostrare che per
ogni aperto A di X, 'insieme ANY € non vuoto, che vale anche se lo si dimostra
solo per gli elementi di una base per la topologia di X. Per il precedente punto
della dimostrazione sappiamo come e fatta una base per la topologia di X e quindi
dobbiamo solo dimostrare che per ogni i € I per ogni U’ aperto di X;, I'insieme
e 1 (U") NY & diverso dal vuoto.

Per ogni i € I e per ogni U aperto di X; si ha che I'insieme ¢;(Y)NU* & non vuoto
poiché per ipotesi ¢;(Y) = X;. Esistono quindi y € Y e u’ € U’ tali che ¢;(y) = u’,
allora y € ;' (U") NY, che dimostra quanto voluto.

4. Se 0 ¢ continua allora ; o # ¢ continua per ogni ¢ poiché le ¢; sono continue per
ogni 4.
Dimostriamo che 6 ¢ continua nel caso che ¢; 06 sia continua per ogni 7. La mappa
6 & continua se e solo se per ogni B aperto di X si ha che §7!(B) ¢ un aperto di Y.
Per il punto 2 di questa proposizione esiste J sottoinsieme di I, esistono U7 aperti
di X; per ogni j € J tali che B = U ©; '(U7) allora 67(B) = U 0~ (o 1(U7)) =
jeJ jeJ
= U(goj 0 0)~*(U7) che & un aperto di Y poiché ¢; o § sono continue per ogni j.
jeJ

]

Proposizione 3.5. Sia X uno spazio topologico quasi compatto, di Hausdorff e total-
mente disconnesso. Allora X é il limite inverso dei suoi spazi quoziente discreti.

Dimostrazione. Sia I I'insieme di tutte le partizioni di X in un numero finito di insiemi
aperti e chiusi. I ¢ chiaramente diverso dall'insieme vuoto, ad esempio {X, 0} € I.

Per ogni i € I, i = {A},..., Al } definiamo la relazione di equivalenza ~; in questo
modo: sia z € X allora esiste ed e & unico A; tale che x € A;, per ogni y € X diciamo
che y ~; x se e solo se y € A;. Definiamo lo spazio topologico X; := X/~; con la
topologia quoziente. Lo spazio X; e finito poiché i suoi elementi sono gli aperti e chiusi
che formano la partizione.

Definiamo per ogni ¢ € I le mappe continue ¢; cosi:

G: X — X
X; con la topologia quoziente e discreto, infatti ogni elemento di X; € un aperto per Q
poiché ¢; ! ([z]~,) = A% & aperto in X. Quindi ogni X; & uno spazio quoziente discreto.
Viceversa se (X /~, Q) ¢ un altro spazio quoziente di X discreto allora X /~ ¢ finito ed esiste
i € I tale che X/~= X/~;. Infatti 7(X) = X/~, dove 7 & la mappa quoziente. Allora,
essendo X quasi compatto, X/~ ¢ quasi compatto dunque esistono [x1]., ..., [z,]~ € X/~
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tali che
Xp= 2] = [m1)e U . U [2)-
zeX
e quindi X/~ ¢ un insieme finito. Possiamo supporre gli elementi [x1]., ..., [z,]. distinti.
Inoltre

X=1mYX,) =7 [z] ) U... U Y [z,]~)

da cui facilmente deriva che iy := {77 '([z1]~),..., 7 }([z,]~)} & una partizione di X
costituita da insiemi sia aperti che chiusi di X. Si puo inoltre facilmente verificare che
la relazione ~ coincide con la relazione ~,.

Siano 7,7 € [ definiamo la relazione < fra elementi di [ in questo modo: i < j se e
solo se esiste una mappa continua ¢;; : X; — X tale che ¢; = ¢;; 0 ¢;. La mappa g;; ¢
univocamente determinata poiché se qgj : X; — X, ¢ un’altra mappa continua con la
stessa proprieta allora q;;(q;(7)) = q;;(¢;(x)) per ogni € X e quindi ¢;; = ¢;; essendo
q; suriettiva.

Dimostriamo che I con la relazione < risulta un insieme parzialmente ordinato. Per
ogni ¢ € I si ha che ¢ < i, poiché basta considerare ¢; = idx,. Se i < j e j < k allora
1 < k, poiché basta considerare la composizione delle mappe. Rimane da dimostrare che
se i < jej <iallorai = j, intendendo I'uguaglianza fra insiemi. Si ha che esistono
¢ij, ¢;; mappe continue tali che ¢; = ¢;; 0¢q; e ¢; = ¢j; 0 ¢q; allora ¢; = ¢;;0¢q0¢; e
q; = @i © i © q; quindi essendo g; e g; suriettive g;; o q;; = idy; € q;; © qi; = idx, dunque
¢i; ¢ un omeomorfismo fra X; e X; ed in particolare una applicazione biunivoca.

Gli spazi X; e X; hanno cosi lo stesso numero di elementi e quindi le partizioni i e j
hanno lo stesso numero di elementi.
Inoltre sia i = {Uy,...,Un} e j = {V1,...,V,}. Se yo € U; allora esiste r tale che
Yo € Vr. Se y ¢ un altro elemento di U allora ¢;i(¢;(y)) = ¢;i([y]~,) = ¢;(y) = [y]~,,
ma, poiché [y]., = [yo]~, si ha che [y]., = [yo]~, e quindi anche y € V,. dunque U; C V.
Analogamente poiché yo € V. e vale anche g;([yol~;) = [yo]~, si dimostra che V, C Uj.
Possiamo allora concludere che U; = V,.. Tale ragionamento si puo ripetere per ogni
insieme di ¢ che sara uguale ad un insieme di j e poiché i e j sono finiti ed hanno lo
stesso numero di elementi ¢ e 7 devono essere uguali.
Dimostriamo che [ ¢ diretto. Siano i,j € I, i = {Uy,..., Uy}, 7 = {V1,...Vp} e
definiamo

E={U.NVsconl<r<mel<s<n}el.
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Gli spazi U, N V; sono aperti, chiusi e disgiunti poiché gli spazi U, e gli spazi V lo sono.
Inoltre

U NVH)UULNVR)U... U NVy)U ...UU, "WV U U, NVo)U...U(U,NV,) =

=un(Jvu...ut.n(Jv)=thu.. Ul =X
s=1 s=1

Si ha che ¢ < k poiché basta prendere la mappa g, tale che ¢;,([z]~,) = [z]~,, che & ben
definita per come e definito k e analogamente si ha che 7 < k. Allora I ¢ diretto.
Proviamo che (X;, ¢;;) € un sistema inverso. Dobbiamo mostrare che per i < k < j si ha
Qix = ¢ij°¢; cioé dobbiamo far vedere che per ogni 2% € X}, si ha che g (2%) = gijoq;x ().
Poiché g, & suriettiva esiste z € X tale che 2% = g () allora gt (qx(2)) = (gi50¢;x) (qx())
poiché per definizione gi; © gx = i, ¢jx © g = ¢; € Gij © ¢j = G-
Sia Y =: lim X con mappe ¢; : Y — X;.
Le g; sono compatibili per come sono definite le ¢;; e quindi per la proprieta universale
del limite inverso esiste v : X — Y continua tale che ¢; o v = ¢; per ogni 7.

X qi Xz

di

Se dimostriamo che Y € un omeomorfismo per I’Osservazione 3.2 abbiamo dimostrato la

tesi del teorema. Poiché gli X; sono discreti e quindi di Hausdorff, Y ¢ di Haudorff per

la Proposizione 3.3. Inoltre X & quasi compatto per ipotesi e v & continua, quindi basta

dimostrare v € biunivoca per poter affermare che v ¢ un omeomorfismo.

Dimostriamo ora che v ¢ iniettiva, siano dunque z1, x5 € X tali che v(x1) = v(xq). Per

ogni i si ha quindi che ¢;(v(x1)) = ¢;(v(z2)) dunque ¢;(z1) = ¢;(x2) per ogni i quindi se

U, ¢ I'insieme della partizione ¢ tale che x; € U, allora anche x4 € U,..

Per il Lemma 1.4 punto 2 abbiamo che ﬂ{S tale che S & chiuso e aperto di X e z; € S}

¢ connesso, ma ry € S per ognuno di tali S: poiché {X \ S, S} & una partizione di X di

aperti e chiusi ha quindi associato un indice k € I e quindi gx(z1) = qx(z2). Allora xy,

Ty € ﬂ {S tale che S ¢ chiuso e aperto di X}, ma X ¢ totalmente disconnesso quindi
T1E€S

T1 = T9 e quindi v e iniettiva.

Dimostriamo ora che v ¢ suriettiva. Poiché ¢;(v(X)) = ¢;(X) = X, per ogni i allora per

la Proposizione 3.4 punto 3 si ha che v(X) ¢ denso in Y quindi »(X) =Y. Essendo v

continua e X quasi compatto si ha che v(X) ¢ quasi compatto, ma v(X) C Y che come
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abbiamo gia notato & di Hausdorff, allora v(X) & chiuso in Y. Allora v(X) =v(X) =Y
e quindi v e suriettiva.

Per quanto precedentemente affermato possiamo dunque concludere che v ¢ un omeo-
morfismo e che quindi X e il limite inverso dei suoi spazi quoziente.

]



Capitolo 4

Gruppi profiniti

L’interesse nello studio dei gruppi profiniti nasce inizialmente dalla studio dei gruppi di
Galois di estensioni di campi di Galois infinite. Furono chiamati in un primo tempo
‘gruppi di tipo Galois’. Il termine ‘gruppo profinito’ fu introdotto per la prima volta
probabilmente da Serre con il significato di ‘limite proiettivo di gruppi finiti’. Alcuni
gruppi profiniti erano conosciuti gia dalla fine del '800, ad esempio il gruppo degli interi
p-adici fu definito da Hensel nel 1899. Fu di Krull nel 1928 l'idea di dotare i gruppi di
Galois di una topologia, ma solo nel 1955 fu provato da Leptin per la prima volta che
ogni gruppo profinito e isomorfo ad un gruppo di Galois. La prima esposizione esaustiva
della teoria dei gruppi profiniti comparve nel libro ‘Cohomologie Galoisienne’ di Serre
nel 1964. Attualmente sono oggetto di ricerca in diverse aree della matematica come
I’ Analisi, la Teoria dei Gruppi e la Teoria dei Numeri.

Proposizione 4.1. Sia (G, pi;) un sistema inverso di gruppi topologici indicizzato da I
con G; quasi compatto e di Haudorff per ogni i. Sia (G, p;) il limite inverso di (G;, ¢ij).
Sia L un sottogruppo normale di G aperto, allora

a) esiste i € I tale che ker @; € un sottogruppo chiuso di L.

b) 1l gruppo topologico G /L é isomorfo come gruppo toplogico ad un gruppo quoziente
di un sottogruppo di qualche Gj.

c) Se inoltre ogni mappa ¢; € suriettiva allora G /L ¢é isomorfo ad un gruppo quoziente

di qualche G;.
Dimostrazione. Ricordiamo che per ipotesi la mappa ¢; : G — G; ¢ un omomorfismo
continuo per ogn ¢. Per la Proposizione 3.4 punto 2 sappiamo che una base per G ¢ data

dall'insieme {p; ' (U?), con i € I e U* aperti di G;}. Allora L & unione di aperti del tipo

47



48

¢ H(U?) e almeno uno di questi deve contenere 1 € L. Esistono dunque k € I e U*
aperto di X}, tale che 1¢ € ¢, ' (U*). Ma

L2 ¢ (U") ={g € G tali che p,(g) € U*} D {g € G tali che p(g) = 1g} = ker ¢y,

dunque ker ¢, € un sottogruppo di G contenuto in L.

a)

Proviamo ora che ker ¢, € chiuso in L. Chiaramente ker ), = gplzl(lgk). Poiché Gy,
¢ di Hausdorff per la Proposizione 2.2 punto f) 1, € un chiuso di Gy ed essendo

@ continua si ha che ker ¢, € un chiuso di G. Quindi ker ¢ € anche un chiuso di
L.

Per il terzo teorema di isomorfismo fra gruppi topologici (G/ker i)/ (L/ ker py)
¢ isomorfo come gruppo topologico a G/L. Poiché i gruppi topologici G; sono
quasi compatti e di Hausdorff per la Proposizione 3.3 punto 4 si ha che G e quasi
compatto. Inoltre i (G) € di Hausdorff poiché contenuto in G che ¢ di Hausdorff.
Per il primo teorema di isomorfismo per gruppi topologici 2.3 esiste un isomorfismo
di gruppi topologici f fra G/keryy e v(G). Per il Lemma 2.6 con C' = L/ ker y,
si ha che G/L ¢ isomorfo come gruppo topologico a ¢,(G)/(f(L/ker ¢)) e quindi
G/L & isomorfo ad un gruppo quoziente di un sottogruppo di Gy cioe ¢x(G).

Se le mappe ¢; sono suriettive per ogni i allora ¢ (G) = Gy, e quindi G/ L & isomorfo
ad un gruppo quoziente di Gy.

O

Definizione 4.1. Sia G un gruppo e sia I una famiglia di sottogruppi normali di G. La
famiglia I & detta base filtro se per ogni K7, Ky € I esiste K3 € I tale che K3 C K;N K.

Proposizione 4.2. Sia G un gruppo topologico e I una base filtro di sottogruppi normali
di G chiust.

Definiamo la relazione <" in I in questo modo se K,L € I, si ha K <" L se e solo se
L < K. Valgono dunque le sequenti affermazioni.

1.

L’insieme parzialmente ordinato (I,<") e diretto e gli omomorfismi suriettivi defi-
niti per K <' L

gxr: G/L — G/K
gL +— gK
rendono (G /K, qkr) indicizzato da I un sistema inverso.
Poniamo G = liinG/K. Esiste un omomorfismo continuo 6 : G — G tale che
kerf = ﬂ K, l'immagine di 6 ¢ un sottogruppo denso di G e v o0 e la mappa

Kel
quoziente da G a G/K per ogni K € I.
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3. Se G ¢ quasi compatto allora 6 € suriettiva. Se G é quasi compatto e ﬂ K =1q

Kel
allora 6 é un isomorfismo di gruppi topologici e quindi G € isomorfo come gruppo

topologico a lim G/ K.

Dimostrazione. 1. Per dimostrare che I ¢ diretto occorre far vedere che se K, L € [
allora esiste M € I tale che M <’ K e M <’ L. Poiché I ¢ una base filtro esiste
M € I tale che M e un sottogruppo sia di K che di L. Inoltre M e un chiuso di G
e quindi ¢ anche un chiuso di K e L dotati della topologia indotta. Il resto della
dimostrazione e analoga all’esempio 6.

2. Proviamo 'affermazione prima per G = slim G/K. Sia ha che

G= {ce H G/ K tali che qyy o py(c) = py(c) per ogni U,V € I con U <"V},

Kel

dove le mappe py : H G/K — GV sono proiezioni.

Kel
Definiamo la mappa

0: G — H G/K
Kel
9 +— (9K)ker

La mappa 6 ¢ continua poiché per ogni U € I si ha che py o 8 & continua, infatti
per ogni U € I, per ogni g € G si ha che py o 0(g) = gU = py(g) e la mappa
pu & continua. Proviamo che §(G) C G ciod che per ogni ¢ € G e per ogni
U <"V siha che quy opy ((9K ) ker) = pu((9K)ker), che risulta essere vero poiché

pu((9K)ker) = gU e quv o pv((9K)ker) = quv(gV).
Sia

~

g: ¢ — G
g = (gK)KGI

Poiché in G & presente per definizione la topologia indotta e poiché abbiamo pro-
vato che @ ¢ continua si ha che anche @ ¢ continua. La mappa 6 & chiaramente
un omomorfismo di gruppi e inoltre per ogni U € [ si ha che ¢y o 6 & la mappa
quoziente da G a G /U poiché oy = puie € abbiamo visto che py o0 = py.

Proviamo che ker § = ﬂ K. Siha che g € ker@ se e solo se 0(g) = 15 = 1[1a/k,

Kel
se e solo se gK = 1o K per ogni K € I, se e solo se g € K per ogni K € I.

Proviamo che 6(G) & denso in G: per ogni U € I si ha che oy (0(G)) = po(G) =
= G/U, allora per la Proposizione 3.4 punto 3 si ha che §(G) ¢ denso in G.
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Dimostriamo ora che cio che abbiamo provato vale anche per ogni altro limite inver-
so (G*, ¢} ). Peril Teorema 3.1 sappiamo che esiste un omeomorfismo ¢ : G — G~
tale che ¢} 0p = PK G- Consideriamo 6* := ¢ o 0, che risulta dunque un omomor-
fismo di gruppi continuo.
Proviamo che ker 6" = {g € G tali che 0*(g) = (po8)(g9) = lg+} = ﬂ K. Si ha
Kel

che (p00)(g) = 1lg+ se e solo se 0(g) = 14 essendo ¢ un omomorfismo di gruppi
iniettivo, se e solo se g € ﬂ K, per quanto gia visto.

Kel
Proviamo che #*(G) & denso in G*. Dobbiamo far vedere che §(G) 2 G*. Sia
g* € G*; se per assurdo esistesse un intorno Uy di ¢* in G* tale che Uy N 0*(G) =0
allora essendo ¢ biunivoca e poiché (¢! o 6*)(G) = 6(G) si avrebbe che
¢ HU,<) NO(G) = 0. Ma essendo @ continua @' (Uy<) & un aperto di G* conte-
nente »!(g*) e quindi avremmo trovato un intorno di un elemento di G disgiunto
da 0(G) che ¢ assurdo.
Mostriamo infine che ¢j, 0 0*(g) = gK per ogni g € G e per ogni K € I. Si ha che

¥ 00" (9) = (pxjg 0@ ') o (90 0(g)) = prig 0 0(g) = gK.

3. Proviamo l'affermazione prima per G = slim G/K. Poiché per ogni K € I si ha

che K ¢ chiuso in G allora per I’Osservazione 2.2 punto f) lo spazio G/K ¢ di
Hausdorff per ogni K € I. Dunque anche G ¢ di Hausdorff per la Proposizione 3.3
punto 1. Se G & quasi compatto allora §(G) € quasi compatto poiché 6 & continua.
Si ha quindi che #(G) ¢ un chiuso in G. Per il precedente punto (@) & denso in G
dunque 0(G) = 0(G) = G ¢ quindi 0 ¢ suricttiva.
Proviamo ora che se G ¢ quasi compatto e ﬂ K =1 allora 6 & un isomorfismo
Kel
di gruppi topologici. Se ﬂ K =1 allora # ¢ una mappa iniettiva e quindi 6 ¢ un
Kel
isomorfismo di gruppi da G in G continuo. Si ha perd che G & quasi compatto per
ipotesi e G ¢ di Hausdorff allora 6 & un isomorfismo di gruppi topologici.
Dimostriamo ora che cio che abbiamo provato vale anche per ogni altro limite
inverso (G*, ¢} ). Consideriamo 6* definita come nel precedente punto della dimo-
strazione. Se G € quasi compatto allora #* e suriettiva poiché 6 e suriettiva. Se G
€ quasi compatto e m K = 14 allora 6 & un omeomorfismo dunque anche 6* lo e.

Kel
Quindi * risulta essere un isomorfismo di gruppi topologici.

O

Notazione. Per classe di gruppi finiti si intendera una classe di gruppi finiti che e chiusa
rispetto alle immagini isomorfe cioe tale che se F) appartiene alla classe e Fj ¢ isomorfo
a F, allora anche F; appartiene alla classe.



o1

Definizione 4.2. Sia € una classe di gruppi finiti, un gruppo F' & detto C-gruppo se
F € €, un gruppo G e detto pro-C gruppo se G e il limite inverso di un sistema inverso
di C-gruppi.

Se non specificato diversamente si considerera un gruppo finito con la topologia di-
screta. Si noti che se € € una classe di gruppi finiti e se GG; sono pro-€ gruppi per ogni
¢ allora in generale non vale né che lim G; sia finito né che lim GG; possieda la topologia

discreta.

Definizione 4.3. Sia C una classe di gruppi finiti.

Si dira che € e chiusa per sottogruppi se ogni sottogruppo di un C-gruppo e un C-gruppo.
Si dira che C e chiusa per quozienti se ogni gruppo quoziente di un C-gruppo e un
C-gruppo.

Si dira che € e chiuso per prodotto diretto se per ogni F, F» € C si ha che anche
F1 X F2 e C.

Alcune classi importanti sono la classe di tutti i gruppi finiti, se p € un numero primo
fissato la classe di tutti i gruppi il cui ordine ¢ una potenza di p (detti p-gruppi finiti) e
la classe di tutti i gruppi finiti ciclici.

Definizione 4.4. Un gruppo profinito ¢ un pro-€ gruppo dove C e la classe di tutti i
gruppi finiti. Cioé un gruppo profinito ¢ il limite inverso di un sistema inverso di gruppi
finiti.

Osservazione 4.3. Un C-gruppo G ¢ un pro-C gruppo.

Dimostrazione. Sia I = {i} e G; := G. Risulta chiaro che (I, C) ¢ un insieme diretto par-
zialmente ordinato. Consideriamo (G}, ¢;;) indicizzato da I, con ¢;; = idg. Chiaramente
(G, pi;) risulta un sistema inverso. Si ha dunque che

slim G; = {z € G tali che p;(p:(z)) = pi(z)} = G.

Le mappe di tale limite inverso sono ¢; = pj¢ = pi = idg-
m

Esempio 7. Un pro-C gruppo non e necessariamente un C-gruppo.

Dimostrazione. Consideriamo ad esempio il sistema inverso dell’esempio 5 del capitolo
3 ovvero (Zyi, pij) con @;([z],) = [x],. Siha che

slim Z,; = {([ar]pr )ren € HZpk t.c. [a;]p = wij([ajlpi) = [as), per ogni i, j con j > i}.
k=1

Quindi slim Z,: ¢ un gruppo profinito, mostriamo che pero non ¢ finito. Per ogni s € N si
ha che ([s]¢)ren € slimZ,i. Inoltre se s1, 52 € N e 51 # 55 allora ([s1],0)ren 7 ([S2]pt ) ken

altrimenti p* dividerebbe s, — s, per ogni k € N.
O
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Teorema 4.4. Sia C una classe di gruppi finiti chiusa per sottogruppi e per prodotti
diretti e sia G un gruppo topologico. Sono equivalenti:

1. G ¢ un gruppo pro-C.

2. G ¢ isomorfo come gruppo topologico ad un sottogruppo chiuso di un prodotto
cartesiano di C-gruppi.

3. G é quasi compatto e ﬂ{N tali che N <o G e G/N € C} = 1.

4. G ¢é quasi compatto e totalmente disconnesso e per ogni L<o G esiste N<oG con
N<LeG/NeC.

Se inoltre C é chiuso per quozienti allora il punto 4 puo essere sostituito da
4°. G ¢ quasi compatto e totalmente disconnesso, e G/L € C per ogni L<oG.

Dimostrazione. 1 = 2. Se G € un limite inverso di gruppi topologici G; € € allora G
e isomorfo come gruppo topologico a slim X;. Per la Proposizione 3.3 punto 3,

poiché gli spazi G; sono di Hausdorff per ogni i (essendo discreti per ogni 7) si ha

che slim G; € un sottogruppo chiuso del prodotto cartesiano H G;.
iel

2 = 3. Sia G isomorfo come gruppo topologico ad un sottogruppo chiuso G di H G
iel
con G; € C.
Proviamo che G' e quasi compatto. Si faccia attenzione che anche se in G; € pre-
sente la topologia discreta in generale la topologia prodotto in H GG; non coincide
iel

con la topologia discreta. I gruppi G; se considerati con la topologia discreta sono
anche gruppi topologici e sono dunque chiaramente quasi compatti. Allora anche
H G; e quasi compatto quindi anche G, essendo chiuso, € quasi compatto. Si ha
iel
allora che anche GG & quasi compatto poiché isomorfo come gruppo topologico a G.
Proviamo che ﬂ{M tali che M <o G e G/M € C} = 1¢.

Per ogni k € I definiamo Ny := kerp, N G dove Dr - HGi — (G € la mappa
icl

proiezione. Proviamo che N<oG per ogni k, che ﬂ N; = 1 e che G/Nk € C per

i€l

ogni k.

Poiché 1, € aperto per la topologia discreta in Gy per ogni k, allora si ha che

ker p,, = p,zl(lgk) e aperto per la topologia prodotto in H G, quindi N, ¢ aperto
i€l
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in G per la topologia indotta dalla topologia prodotto per ogni k.
Poiché ker p; € normale in H GieGeun sottogruppo di H G per il Teorema 2.4,
iel iel

si ha che ker p; N G & un sottogruppo normale di G.
Per definizione di proiezione e di 1g, si ha che ﬂ kerp; = 17q,- Ma N; C ker p;

iel
per ogni ¢ allora ﬂ N; C ﬂkerpi = lpa;-

i€l iel
Proviamo che G/N; € @ per ogni i. Mostriamo prima che G/(GNker “p;) € isomorfo
come gruppo topologico a G ker p; / ker p;. Dato che ker p; = ker piN G ker p; e ker p;
e un chiuso di G si ha che ker p; € un chiuso di G ker p; € quindi G ker pi/ kerp; e di
Hausdorff per I'Osservazione 2.2 punto f). Per il secondo teorema di isomorfismo
per gruppi topologici 2.4, dato che Ge quasi compatto, si ha che G / (G Nkerp;) e
isomorfo come gruppo topologico a (G ker p;)/ ker p;.
Tenendo presente che ker p; € normale in HGi per ogni ¢ si verifica facilmente
iel
che G ker p; € un sottogruppo di H G; contenente ker p; per ogni i (ad esempio se
iel
g€ Gek€kerp; allora (gk')™! = k' 'g7! = g7k’ con k¥ € kerp;) e quindi
errpi/ ker p; € un sottogruppo di H G,/ ker p; per ogni i.
iel

Poiché H Gk ¢ quasi compatto, G; ¢ di Hausdorff per ogni i e p; ¢ continua

keK
per ogni 7, per il primo teorema di isomorfismo per gruppi topologici 2.3 si ha

che H G/ ker p; & isomorfo come gruppo topologico a G;. Allora per ogni i
keK

si ha C?/NZ = @/(@ N kerp;) = G’kerpi/kerpi il quale ¢ un sottogruppo di

H Gy/kerp; =2 G;. Poiché € per ipotesi ¢ chiuso per isomorfismi e per sotto-

keK R

gruppi e G; € € per ogni i si ha che G/N; € C per ogni i.

Se x € N per ogni N<4pG con N tale che G/N € €, allora in particolare = € N;

per ogni ¢ e quindi ﬂ{N tali che N<pG e G/N € C} C ﬂNi = 1g.

el
Per ipotesi esiste un isomorfismo f di gruppi topologici da G in G. Poiché fe
iniettiva si ha che ﬂ f(N;) = ﬂN = 1g. Inoltre f(N;)<oG e per il Lemma

el el

2.6 si ha che G/f(NV;) = G’/NZ € C per ogni i. Possiamo allora concludere che

(J{M tali che M<oG e G/M € €} C () f(N:) = 1¢.

i€l
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3 = 1. Vogliamo utilizzare la Proposizione 4.2. Sia I = {N tali che N<poG e G/N € C},

proviamo che & una base filtro.

Si noti che se N<pG la topologia quoziente su G/N coincide con quella discreta
infatti: g¢/N € G/N & un aperto per la topologia quoziente se la sua retroimmagine
tramite la mappa quoziente € un aperto in (G, che risulta essere vero per la Propo-
sizione 2.2 punto b).

Siano Ny, Ny € I consideriamo la mappa

w: G — G/N1XG/N2
g +——  (9N1,gNa).

Si ha che G/N; xG /N, € € poiché G/Ny,G/N;y € € per ipotesi. Peri € {1,2} siano
pi : G/N1 x G/Ny — G/N; le proiezioni e 7y, : G — G/N; le mappe quoziente.
Risulta chiaro che ¢ € un omomorfismo di gruppi e ¥ ¢ continua poiché p;oy) = mn, e
pe o) = my,. Inoltre kery) = {g € G tali che g1 N7 = Ny e goNy = No} = Ny N No.
Poiché ¢ (G) ¢ un sottogruppo di G/N; x G/N, allora ¢¥(G) € €. La mappa
1 & aperta poiché sia in G/N; che in G/N, & presente la topologia discreta e
quindi in G/N; x G/N; la topologia prodotto coincide con quella discreta. Per il
primo teorema di isomorfismo dunque G/ ker ¢ € isomorfo come gruppo topologico
a¥(G) € € allora G/(N; N Ny) € C. Inoltre risulta chiaro che Ny N Ny & un aperto
normale di G allora NyN Ny € I. Si e provato quindi che [ e una base filtro. Allora
per la Proposizione 4.2 (G/N, QNM)J]\VI%% con

gvvy: G/IM — G/N
gM  +— gN

& un sistema inverso. Se G ¢ il limite inverso di tale sistema inverso, G risulta essere

un gruppo pro-C. Poiché per le ipotesi iniziali G € quasi compatto e ﬂ N = 1qg
Nel

sempre per la Proposizione 4.2 si ha che G ¢ isomorfo come gruppo topologico a

G. Per I’Osservazione 3.2 abbiamo concluso.

1 = 4. Sia (G, ¢;) un sistema inverso, con G; € € per ogni i € I, tale che G = lim G;.

Poiché ogni G; e finito ed e dotato della topologia dicreta allora ogni G; ¢ quasi
compatto, totalmente disconnesso e di Hausdorff. Per la Proposizione 3.3 punti 2 e
4 si ha che G e totalmente disconnesso e quasi compatto. Sia L<pG proviamo che
esiste N<4pG con N < L tale che G/N € €. Per la Proposizione 4.1 esiste k € |
tale che ker ¢ < L. Prendiamo N = ker ;. Chiaramente ker pp<oG. Si ha che
i € aperta poiché il suo codomonio, G, € discreto. Dunque, essendo ¢ anche
continua, si ha che G/ ker ¢, = Im ¢ come gruppi topologici. Dato che Im ¢y, &
un sottogruppo di Gy, € € si ha che G/ ker ¢, € C.
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4 = 3. B chiaro che (J{N tali che NapG} C N{N tali che NapG e G/N € €}. Ma vale
anche che ({N tali che NapG} D ({N tali che N<apG e G/N € C}; infatti se per
assurdo esistesse z € N per ogni N<4pG con G/N € Cex ¢ L per un qualche L<ipG
allora per ipotesi esisterebbe N'<pG, N’ < L tale che G/N' € €. Allora si avrebbe
che x € N’ C L che & assurdo. Per la Proposizione 2.8 punto c¢) 3 possiamo
concludere che ({N tali che NapG e G/N € C} = ({N tali che NapG} = 1¢.

Poniamoci ora nel caso in cui € e chiuso anche per quozienti e proviamo che i punti
4 e 4’ sono equivalenti.

4" = 4. Sia L<pG allora chiaramente L < L e per ipotesi G/L € C.

4 = 4'. Sia L<pG, proviamo che G/L € €. Abbiamo gia provato che esistono G; € @
tali che G = lim GG; con mappe del limite inverso ;. Per la Proposizione 4.1 esiste

k € I tale che ker ¢, < L. Poiché ¢, e aperta per il primo teorema di isomorfismo
fra gruppi topologici si ha che G/ ker ), = i (G) € €. Ma per il terzo teorema di
isomorfismo per gruppi topologici 2.5 si ha che G/L = (G/ker ) /(L ker ¢y) € C.

O
Corollario 4.5. Sia G un gruppo topologico. Sono equivalenti:
1. G e un gruppo profinito.

2. G ¢ isomorfo come gruppo topologico ad un sottogruppo chiuso di un prodotto
cartesiano di gruppi finiti.

3. G ¢ quasi compatto e (\{N tali che N<oG} = 1¢.
4. G é quasi compatto e totalmente disconnesso.

Dimostrazione. Consideriamo € la classe di tutti i gruppi finiti, che risulta essere chiusa
per isomorfismi, per sottogruppi, per prodotti diretti e per quozienti. I punti 3 e 4
derivano dal fatto che € & chiuso per quozienti.

O]

Teorema 4.6. Sia G un gruppo profinito. Se I ¢ una base filtro di sottogruppi normali
chiusi di G tali che ﬂ N = 1qg allora

Nel

1. G=lim (G/N)

“— Nel

2. H=lim (H/HNN) per ogni sottogruppo chiuso H di G.
“—Nel

3. G/K =lim (G/KN) per ogni sottogruppo normale chiuso K di G.
— NeI
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St noti che 1 punti 2 e 3 valgono anche per ogni sottogruppo aperto di G per la 2.2 punto
c). Si osservi inoltre che ad esempio I = {N tali che N<apG} ¢é chiaramente una base

filtro di G ed ¢ tale che ﬂ N =1 per la Proposizione 2.8.
N<apG

Dimostrazione. 1. Poiché G & quasi compatto e ﬂ N = 1g, per la Proposizione 4.2
Nel

punto 3 si ha che G =Z1lim  (G/N).
“— NeI

2. Sia H un sottogruppo chiuso di G, consideriamo J := {H N N tali che N € I}.
Poiché per ogni N € I si ha che N e un sottogruppo normale di G per il Teorema
2.4 si ha che NN H ¢ normale in H per ogni N € I. Si ha anche che per ogni
N € I vale che H N N ¢ un chiuso di H poiché N e un chiuso di G. Inoltre dati
HNN;, HN Ny € J si ha che (HNN;)N(HNNy) = HN(N; N Ny) e poiché esiste
N3 € I tale che N3 C Ny N Ny si ha che HN N3y C HN(N; N Ny). Dunque J & una
base filtro di sottogruppi normali di H chiusi.
Inoltre vale che m L= ﬂ (NNH)C ﬂ N = 1¢. Si ha che H e quasi compatto

LeJ Nel Nel
poiché e chiuso in G e G ¢ quasi compatto. Quindi per la Proposizione 4.2 punto

3sihache H=lim (H/L)=Ilm (H/HNN).

—LeJ “— NeI

3. Sia K un sottogruppo normale chiuso di G. Sia J := {KN tali che N € [I}.
Analogamente al punto 2 di questa dimostrazione si dimostra che J ¢ una base
filtro. Per ogni N € I si ha che KN ¢ normale in G. Inoltre KN ¢ chiuso in G.
Infatti K e N sono chiusi in G e G & quasi compatto e di Hausdorff, quindi per la
Proposizione 2.2 punto g) si ha che KN & un chiuso di G. Dunque J & una base
filtro di sottogruppi normali chiusi di G.
Per ogni N € [ si ha che NK = KN dato che N & normale per ogni N € I. Poiché
per le ipotesi iniziali G ¢ quasi compatto, I € una base filtro di chiusi di G e K ¢
un chiuso di G' possiamo utilizzare la Proposizione 2.2 punto h); dato che per le

ipotesi iniziali vale anche ﬂ N =14 si ha

Nel
(Y M=[)KN=([|NK =K.
MeJ Nel Nel

Per la Proposizione 4.2 punto 3 si ha dunque che esiste un omomorfismo continuo
0:G—lim  G/M suriettivo con kerf = ﬂ M =K.

—
MeJ MeJ

Poiché per ogni M € J si ha che M é chiuso in G allora per 1’Osservazione 2.2 punto

f) si ha che G/M ¢ di Hausdorff per ogni M € J e quindi anche lim  (G/M)
— MeJ
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lo e. Poiché G & quasi compatto per il primo teorema di isomorfismo per gruppi
topologici si ha che G/K = lim  (G/M)=1lim (G/KN).
— MeJ “— Nel -

Osservazione 4.7. Sia C una classe di gruppi finiti chiusa per sottogruppi e prodotti
diretti, allora

1. sottogruppi chiusi di gruppi pro-C sono gruppi pro-C,
2. prodotti cartesiani di gruppi pro-C sono gruppi pro-C,
3. limite inversi di gruppi pro-C sono gruppi pro-C,

se inoltre € € chiuso per quozienti allora

4. gruppt quozienti di gruppi pro-C tramite sottogruppi mormali chiusi sono gruppi
pro-C.

Dimostrazione. Sia G un pro-C gruppo.

1. Sia H < G. Per ipotesi esiste un isomorfismo di gruppi topologici f da G in G con

G < HG" dove G; € C. Proviamo che esiste H < HGi tale che H ¢ isomorfo
i€l iel

come gruppo topologico a H. Prendiamo H = f(H). Si ha che H ¢ isomorfo come

gruppo topologico a f(H). Inoltre f(H) < G< HG dunque f(H) < HG Per

i€l i€l
il Teorema 4.4 punto 2 abbiamo concluso.

2. Siano G* pro-C gruppi per ogni i € I. Vogliamo provare che HGi e un pro-C
i€l
gruppo. Per ipotesi per ogni i € I esiste f* isomorfismo di gruppi topologici da G*

aGlconGZ<HG’ doveGZGGperognleJ

jeJ;
Proviamo che esiste un gruppo topologico M tale che HGi =M< HG; con
i€l leL
G, € C per ogni [. Poniamo M = HGi. Si ha che HGi = HGi e si verifica
iel iel iel
facilmente che H G < H(H GY).
iel i€l jeJ;

3. Siano G* pro-C gruppi per ogni i € I. Vogliamo provare che lim G’ ¢ un pro-€
gruppo. Poiché i gruppi topologici G sono pro-C, allora sono di Hausdorff, quindi

per la Proposizione 3.3 punto 3 si ha che slim G* & un sottogruppo chiuso di H G".
iel
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Per il punto 2 di questa dimostrazione si ha che H G & un pro-C gruppo quindi
iel
esiste un gruppo topologico G* tale che HGi 2 G < HGZ’ dove G| € C. Sia f
i€l leL
un isomorfismo di gruppi topologici da H G" in G*. Si ha che:
iel

limG' = slim G' = f(slimG') < G* <[] G,

leL

dunque lim G’ 2 f(slim G") < HGZ‘

leL

. Se K ¢ un sottogruppo normale chiuso di G e la classe € e chiusa per quozienti

vogliamo provare che G/K ¢ un pro-C gruppo. Poiché G & un pro-C gruppo si
ha che G ¢ quasi compatto e U'insieme [ := {N tali che N<pG con G/N € C} che
per il Teorema 4.4 punto 4’ ¢ uguale a {N tali che N<pG} ¢ una base filtro di G
tale che ﬂ N = 1. Per argomentazioni analoghe a quelle della dimostrazione del

Nel
Teorema 4.6 punto 3, dove non si € mai sfruttato il fatto che € fosse la classe di

tutti i gruppi finiti, si ha che G/K =lim (G/KN).
— NeI

Poiché KN<pG e C ¢ chiusa per quozienti per il Teorema 4.4 punto 4’ si ha che
G/KN € C e quindi G/K ¢ un pro-C gruppo.

O



Capitolo 5

Completamenti

Osservazione 5.1. Sia G un gruppo e I una base filtro di sottogruppi normali di G, 1

non vuoto. Definiamo 1y := {U K;g; con K; € I,9; € G}. Allora (G, 1) é un gruppo
jeJ

topologico.

Dimostrazione. Proviamo prima che (G, 1) € uno spazio topologico.
Si ha che §) € 7y e che X € 1y poiché X = UKgseKEI.

geG
Proviamo che se Ky,....K, € I e g1,...,9, € G allora Kig; N...N Kngn € 1. Se

ﬂ K;g; = ) allora abbiamo concluso. Se invece esiste x € G tale che x € ﬂ K;g; allora

=1
per ogni ¢ esiste k; € K; tale che x = k;g;. Dunque per ogni ¢ si ha K;g; = KZ'I. Allora

0 # mKiQi = ﬂKifU = (ﬂ Kz
i=1 i=1 i=1
poiché se y € K,z per ogni @ allora esistono k; € K; tah che y = k:lx =...=k, z dunque
ky = ... =k, quindi y € ﬂKx Chiaramente ( ﬂKwCﬂKx Se ﬂK el

=1 =1 =1 =1
abbiamo concluso. Se invece ﬂ K; ¢ I, poiché I & una base filtro esiste K € I tale che
=1
K C m K;. Si ha quindi che ( ﬂ Jr = U{Kgx tali che g € ﬂ K;}. Infatti se G ¢ un

i=1 i=1 =1

gruppo e H un suo sottogruppo si ha sempre che G = U Hg e se poniamo G = ﬂ K;
geG i=1

e H = K si ha che mK" = U{Kg tali che g € ﬂKZ} da cui segue quanto voluto.
=1 i=1

59
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n
Dunque ﬂ K,z & unione di insiemi del tipo K (gz) e quindi appartiene a 7.

i=1
L’unione di aperti di 7y € unione di unione di laterali e dunque unione di laterali.
Proviamo che (G, 1) € un gruppo topologico. Dobbiamo mostrare che le seguenti due
mappe sono continue.

v: G — G x: GxG — G
g — g ! (91,92) —— G192

Per dimostrare che x e continua basta provare che per ogni elemento Kz della base di
70 si ha che 7' (Kz) € P. Mostriamo che xy ' (Kz) = L_J(Kxg_1 x Kg). Se esistono
geG
ki, ke € K, g € G tali che y = (kyzg™', kog) allora x(y) = kixg 'keg € Kx perché K
¢ normale in G. D’altra parte se g1,g92 € G ed esiste k € K tale che g1go = kx allora
g1 = kxgy* quindi (g1, 92) € Kzgy ' x Kgs.
Poiché¢ K € Texg™!,g € Gsihache K(zg™') € e Kg € 19, dunque K(zg ') x Kg € P
e quindi anche U K(zg™) x KgeP.
geG

Per dimostrare che ¢ & continua e sufficiente provare che per ogni Kz € 7y si ha che
Y=Y Kz) € 19. Questo & vero poiché v 1(Kx) = Ko~ L.

O

Notazione. Di seguito indicheremo con 7y la topologia data dall’insieme
{U K;g; con K; € 1,g; € G}.

el

Definizione 5.1. Siano GG un gruppo ed I una base filtro non vuota di sottogruppi nor-
mali di G di indice finito. Consideriamo il gruppo topologico (G, 7). Un completamento
di G rispetto ad I consiste in un gruppo profinito G ed in un omomorfismo continuo
fra gruppi topologici j : G — G tale che se H ¢ un gruppo finitoe § : G — H ¢
un omomorfismo continuo fra gruppi topologici allora esiste ed ¢ unico un omomorfismo
continuo 0 : G — H tale che § = f o j ovvero tale che commuti il seguente diagramma.

G H

Dato un gruppo G ed una base filtro non vuota di sottogruppi normali di G di indice
finito dimostriamo ora che esiste sempre un completamento di G rispetto ad I.



61

Proposizione 5.2. Siano G un gruppo ed I una base filtro non vuota di sottogruppi

normali di G di indice finito. Consideriamo G con la topologia 1y. Sia G = lim G/K
— Kel
e sta j la mappa definita nel sequente modo

~

j: G — G
g +— (9K)ker

Allora (G’,j) e un completamento di G rispetto a I.

Dimostrazione. Notiamo che (G/K,qgk) € un sistema inverso poiché G ¢ un gruppo
topologico ed I € una base filtro di sottogruppi normali chiusi di G come richiesto dalla
Proposizione 4.2. Notiamo anche che j(G) C G C H G/K e che j ¢ un omomorfismo

Kel
continuo per la dimostrazione della Proposizione 4.2.

Siano H un gruppo finito e # : G — H un omomorfismo continuo, proviamo che esiste
ed & unico un omomorfismo continuo 6 : G — H tale che § = o J-
Poiché in H consideriamo la topologia discreta ker 6 e un aperto di G. Si ha anche che
1g € ker 6 dato che 6 ¢ un omomorfismo di gruppi. Esiste dunque A € 75 con A € 14
tale che A C kerf. Sia A = HKjgj con K; € I e g; € G per ogni j. Sia K;g; contenente
jed

lg. Sl ha che Klgl = Kl. ’
Poniamo L := K, € I. Chiaramente L C ker §. Definiamo 6 la seguente composizione di
due mappe.
0 G — G/L — H

(9xK)ker +—— gL +—— 0(gr).

La prima mappa da sinistra e la proiezione p; dal prodotto cartesiano dei gruppi topo-
logici G/K in G/L ristretta a G. La seconda mappa verra chiamata . Si noti che ¢ &
tale che il seguente diagramma sia commutativo.

G d H

G/L

Si ha che 6 & ben definita poiché ¢ lo &: se g1, g2 € G e g1g5 " € L allora 0(¢1)0(g2) " = 1
poiche L C ker 6. Dunque ¢(g1 L) = 0(g1) = 0(g2) = ¥(g2L). Inoltre § & un omomorfismo
di gruppi poiché py e 6 lo sono. Si ha anche che f ¢ continua, infatti la proiezione &
continua poiché in G e presente la topologia indotta, ma anche v e continua poiché 0 &
continua.
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Infine mostriamo che per ogni g € G si ha che 6(g) = (0 o j)(g). Si ha infatti che
(004)(9) = 0((9K)ker) = P(gL) per ogni g € G.

Sia 6’ : @ — G un altro omomorfismo continuo tale che ' o j = 6. Consideriamo
Z :={j € G tali che 0(§) = 0'(§)} € G. Si ha che Z & un chiuso poiché 6, ¢ : G — H
sono continue ¢ H & di Hausdorff. Inoltre j(G) C Z poiché 6o j(g) = 0(g) = 0’ o j(g).
Ma j(G) = G come abbiamo gia visto nella dimostrazione della Proposizione 4.2 punto
2. Poiché j(G) € Z C G si ha che G = J(G) C Z = Z. Dunque Z = G. Possiamo allora
concludere che 6(§) = 0'(§) per ogni § € G.

O

Proposizione 5.3. Sia G un gruppo ed I una base filtro non vuota di sottogruppi normali
di G di indice finito. Consideriamo G con la topologia 0. Sia G un gruppo profinito e
sia j : G — G un omomorfismo continuo. Sono equivalenti:

a) (G,j) & un completamento di G rispetto a I.

b) Per ogni gruppo profinito H e per ogni omomorfismo continuo ¢ : G — H esiste
ed é unico un omomorfismo continuo 0:G — H tale che 0 o7 =46.

Dimostrazione. Mostriamo prima che b) implica a). Basta osservare che se H ¢ un grup-
po finito allora H & quasi compatto e totalmente disconnesso, quindi H & un gruppo
profinito.

Proviamo invece ora che a) implica b). Sia H un gruppo profinito e sia § : G — H un
omomorfismo continuo. Sia M<pH e sia ¢y la mappa quoziente da H in H/M.
Abbiamo che H ¢ quasi compatto quindi per ogni M<pH si ha che H/M & un gruppo
finito. Poiché gp; o # ¢ un omomorfismo continuo per ipotesi esiste ed ¢ unico un omo-
momorfismo continuo 6 v tale che 0 MOoj=quob.

Consideriamo il seguente diagramma.

aQ 0 H am H/M
A
|
|
|
I
|

0

G

Abbiamo appena osservato che la parte esterna del diagramma e commutativa. Vogliamo
provare che esiste un omomorfismo continuo 0 tale che la parte sinistra del diagramma
sia commutativa.

Proviamo ora che la parte a destra del diagramma e commutativa per una opportuno
omomorfismo continuo 6.
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Per ogni M < N con M, N<oG consideriamo la mappa

gvvm: H/M — HJN
hM +—— hN.

Poiché { M<pH} & una base filtro di sottogruppi normali di H chiusi, per la Proposizione
4.2 si ha che (H/M, qnpr) € un sistema inverso.

Chiaramente si ha che gy = qnar 0 qar. Mostriamo ora che le mappe 0 M sono compatibili
con il sistema inverso (H/M, qyy) indicizzato dall’insieme degli M<pH. Si ha che per
ogni M < N X R

gym o b oj=qnmo(quob)=qyob=0yoyj.

Dunque per 'unicita della mappe Ox si ha che qNM © Oy = Ox per ogni M < N. Poiché
H & un gruppo profinito per la Proposizione 2.8 si ha che (|{M con M<pH} = 1y.
Dunque per la Proposizione 4.2 punto 3 si ha che H e isomorfo come gruppo topologico
a sl(iinH /M =: H. Per definizione di limite inverso esiste ed & unico un omomorfismo

continuo y tale che il seguente diagramma sia commutativo

i = H/M

dove pjs e la mappa proiezione.
Consideriamo la seguente mappa

~

0: H — H
h > (hM)Mqu

che abbiamo gia visto essere un isomorfismo fra gruppi topologici. Chiaramente risulta
che pys 0§ = qyr. Se consideriamo la mappa 6 = 6! o x si ha che gy 0 0 = 0.

H é [:] PM H/M
A
|
|
|X
|
|

G

Infatti (ppr0d)o(dtox) = pyrox = 01s. Quindi la mappa 6 fa commutare la parte destra
del diagramma iniziale. Proviamo che la mappa 6 rende commutativa la parte sinistra
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del diagramma, cioe foj J = 0, concludendo cosi la dimostrazione. Poiché per ogni M<poH
abbiamo visto che QM = (IMOQ e 0M0j = qpr00 allora qMo(QOJ) = qpro0. Quindi per ogni
M<pH e perogni g € G siha che qu((07)(g)) = qu(0(g)) e poiché gy & un omomorfismo
di gruppi si ha che qM((éoj)(g) -0(9)™") = 1g/m. Dunque (éOj)(g) -0(g)~" € ker gy per
ogni g € G e per ogni M<pH. Allora (60 j)(g)-0(g)"* € N{M con M<oH?} per ogni
G. Ma (\{{M con M<pH} = lg essendo H un gruppo proﬁmto quindi 6 o j = 6.
Vediamo ora l'unicita. Sia 7: G — H tale che 7 oj=0= 6 o j, allora per ogni M<oH
si ha che gpyo7o0) =quol =qyo 6o J. Per ipotesi esiste ed ¢ unica la mappa Onr
tale che 0y 0 j = qas 0 . Qulndl qu © T = By = qur 0 0 per ogni M<apH, allora per ogni
g € G siha che qu(7(9) - 0(9)™") = L/a- Quindi per ogni g € G per ogni M<pH si ha
che 7(§) - 0(§)~* € ker qpy = M. Dunque per ogni § € G si ha che 7(j) = 0(§).

O

Teorema 5.4. Siano G un gruppo ed I una base filtro mon wvuota di sottogruppi normali
di G di indice finito. Se (G1,j1) e (G2,j2) sono due completamenti di G rispetto a 1
allora esiste un isomorfismo « : G; — G4 tale che avo j1 = js.

Dimostrazione. Per ipotesi j; e js sono due omomorfismi continui. Allora esiste ed e
unico 'omomorfismo continuo 6’1 tale che 91 0 j1 = jo ed esiste ed e unico 'omomorfismo
continuo 92 tale che 92 0 Jo = 7J1.

J2 ~ J1 N

G G2 G Gl

Quindi él o ég 0jJo = 7Jp e 49:2 o 6’:1 o J1 = Jj1. Ma ic{él o 71 = J1 e idéz 0 jo = Ja. Dunque
per l'unicita delle mappe 60; e 6, si ha che 6, : G — G2 & un isomorfismo di gruppi
topologici e vale che 0y o j; = js.

O

Proposizione 5.5. Siano G un gruppo ed I una base filtro non vuota di sottogruppi
normali di G di indice finito. Se (G, j) € un completamento di G rispetto a I allora j(Q)
¢ denso in G e kerj = ﬂ K.

Kel

Dimostrazione. Dimostriamo prima ’enunciato per un particolare completamento. Nel-

A

la Proposizione 5.2 abbiamo dimostrato che G := slim G/K e j : G — G con

J(9) = (9K)ker formano un completamento di G. Abbiamo gia dimostrato nella Propo-

sizione 4.2 punto 2 che j(G) ¢ denso in G e che kerj = m K.
Kel
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Se (@1, J1) € un altro completamento di G rispetto a I allora esiste un isomorfismo di
spazi topologici « : G — G4 tale che ao j = j1. Dimostriamo che j;(G) € denso in
(4. Chiaramente (o o j)(G) C Gy. Mostriamo che vale anche che Gy C (a 0 0)(G). Sia
g1 € G, se per assurdo esiste un intorno U,, di g; in G, tale che Ug1 N(aof)(G) =10
allora a1 (U,,) NO(G) = 0, ma o~ (U,,) & un intorno di a~'(g) € G che & assurdo.
Vale che ker j; = ker j, infatti per ogni ¢ € G si ha che j;(g) = a(j(g)) = 1 se e solo se
j(g) = 1 poiché a & un omomorfismo iniettivo. Dunque ker j; = ker j = ﬂ K.
Kel

]

(G’, j) & detto completamento di G proprio per il fatto che j(G) e denso in G.
Se p & un primo il completamento pro-p di G e il completamento di G rispetto alla
famiglia I di tutti i sottogruppi normali di indice una potenza di p. Si noti che tale
e effettivamente una base filtro infatti se H; e Hy sono due sottogruppi di G con indice
una potenza di p allora anche H; N Hy € un sottogruppo di GG di indice una potenza di
p. Per la Proposizione 5.2 si ha che il completamento di G € un pro-p gruppo ovvero il
limite inverso di un sistema inverso di p-gruppi finiti.

Osservazione 5.6. Sia G un gruppo ed I una base filtro non vuota di sottogruppi normali
di G di indice finito. Sia (é,j) un completamento di G rispetto a I. Se G* é un gruppo
topologico e f + G — G* ¢ un isomorfismo di gruppi topologici allora (G*,foj) éun
completamento di G rispetto a I.

Dimostrazione. Si ha che G* € un gruppo profinito poiché e quasi compatto e totalmente
disconnesso essendo omeomorfo a G. Siano H un gruppo finito e § : G — H un
omomorfismo continuo. Vogliamo provare che esiste ed € unico 8* omomorfismo continuo
tale che 0* o (foj) = 6. Per ipotesi esiste ed ¢ unico un omomorfismo continuo 0 tale che
«90j = 6. Sia 0* .= 90f ! Si ha che #* & un omomorfismo continuo e #*o o(foj) = 903 =40.
Se & un altro omomorﬁsmo continuo tale che 6 o (foyj) =0 allora (9 of)oj= 0o j
dunque per 'unicita della mappa 6 si ha che § = 0 o f e quindi 8 = 6*.

m

Pro-p completamento di Z

Osservazione 5.7. Siano M e G due insiemi. Sia f: G — M una biezione.

1. Se (M,+) é un gruppo allora anche G ¢é un gruppo con la sequente operazione:

g1 +c g2 = [ f(qn) +u f(g2)) per ogni (g1,92) € G x G. Inoltre se (M, +) ¢
abeliano anche (G, +¢) é abeliano.

2. Se (M,+) ¢ un gruppo allora con l’operazione +g su G la mappa f diventa un
isomorfismo di gruppi.
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3. Se (M,+,-) é un anello allora (G,+¢g) € un anello con la sequente operazione
916 g2 = [ (f(91) “m f(g2)) per ogni (g1, 92) € G x G.

4. Se (M,+,-) é un anello allora con le operazioni +¢, ‘¢ su G la mappa f diventa
un isomorfismo di anelli.

5. Se (M, T) é uno spazio topologico allora anche (G,~y) é uno spazio topologico dove
A € v se e solose f(A) eT.

6. Se (M, 1) ¢ uno spazio topologico se in G consideriamo la topologia ~y allora f € un
omeomorfismo.

7. Se (M, 4+, 1) éun gruppo topologico allora anche (G, +q,~) € un gruppo topologico.

Dimostrazione. La dimostrazione dei punti 1, 2, 3 e 4 sono delle semplici verifiche. Pro-
viamo ad esempio per il punto 3 che per ogni g1, g2, g3 € G si ha che g1 -¢ (g2 +¢ g3) =
=01 ¢ 92 +a g1 ¢ g3- Si ha che

g6 (+cgs)=F"(flg) flg24cg3) =" (flg) - f(F (flg2) + flg3)))

che essendo M un anello risulta essere uguale a

T () - flg2) + flor) - flgs) = f (f (g1 ¢ 92) + [ (91 ¢ 93)) = 91 G 92+ 91 -G Ys-

Anche i punti 5, 6 e 7 sono delle semplici verifiche. Ad esempio dimostriamo per il punto

7 che la mappa
x: GxG — G

(91,92) +— G1+¢ 92

e continua. Basta osservare che la mappa

v: GxG — M x M
(91,92) +— (f(91), f(g2))

¢ continua e che y = f~ oy’ oy dove X’ & la mappa che ad ogni m;, my € M x M asocia
my + mq in M.

O
Consideriamo l'insieme Z, delle somme formali infinite i ajpj con 0 < a; < p per
ogni j. Sia =
0 : Z, — slim Z | Zp*

Z ajpj — (lao+ap+ ...+ ai—1p" Hpi)ic12,. -
7=0
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Mostriamo che # e una applicazione biunivoca.
Per ogni 7 < j siano

Z/pT — Z/pZ
[kl — (K]

Pij -
P Pt

le mappe del sistema inverso.

Per ogni Zajpj € Z, si ha che 6( Zajp] € shm 7./Zp" infatti per ogni i < j si ha

J=0 J=0

@ij([ao +ap+...+ Clj_lpjil]pj) = [CL() +aip+...+ (lj_lpjil]pi

Inoltre 6 & ben definita poiché Z ajpj = Z bjp7 se e solo se a; = b; per ogni j.
5=0 5=0
Mostriamo che 6 ¢ iniettiva. Se G(Z a;p’) = H(Z b;p’) allora per ogni i = 1,2,... si
§=0 5=0

ha che [ag+ a1p+ ...+ ai_1p" i = [bo + bip+ ...+ bi—1p"!],i. Esiste S; € Z tale che
ag = by + S1p quindi essendo 0 < ag < p e by < p si ha che S; = 0, dunque ag = by.
Supponiamo per ipotesi induttiva che a; = b; per ogni j < k e proviamo che a; = by.
Per ipotesi [ag +a1p+ ...+ akpk]pk+1 =lag+amp+...+ akpk]pk+1 quindi esiste Sy,1 € Z
tale che app® = bpp® + Spp®™!, ma 0 < ap < p e by < p quindi a;, = b;. Per ogni
j=0,1,...si ha che a; = b;.

Mostriamo che 0 € suriettiva. Sia z = ([a;]pi)iz12.. € § @Z/Zpi con 0 < a; < p’ per ogni

i. Poiché [a1], = [as], esiste S1 € Z tale che as = a; + Sip. Necessariamente 0 < S} < p.

Supponiamo per ipotesi induttiva che esistono S; per j = 1,2,..., k maggiori o uguali
a zero e minori di p tali che per ogni j < k si ha a;41 = a1 + S1p + ... + S;p’. Poiché
lak]yr = [ak41]p0 allora esiste Sy € Z maggiore o uguale a zero e minore di p tale che

a1 = ap+Sip*, ma a, = a; +S1p+...+S,_1p" ! e quindi apy = a; +Sip+...+Spp”.
Quindi per ogni k esistono S; € Z maggiori o uguali a zero e minori di p per j =1,2...

tali che agy; = a; + Sip+ ... + Sp¥. Poniamo Sy := a;. Sia w = Z Sjpj € Zy. Siha
§=0
che O(w) = ([So + Sip+ ...+ Sicap" Hpi)iz12.. = 2.

Tramite 6 definiamo la somma in Z,.

> aip +> b’ =000 ap)) + 00> bip')) =
=¢! (([(ao +bo) + (a1 +b)p+ ...+ (@i + bi—l)pi_l]pi)i:1727'..) .

Tramite 6 definiamo il prodotto in Z,.

Doap Y b =07 O ap) 60 b)) =
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= 9_1 <([a0b0]pi + [(a0b1 + albg)p]pi + ...+ [(aobi + alb,-_l + ...+ aibo)pi_l]l’i)i:1727_,,> .

Con tali operazioni Z, ¢ un anello. Tramite la biezione # si puo rendere Z, un gruppo
topologico come precedentemente mostrato. La mappa 6 risulta quindi un omomorfismo
di gruppi topologici.

Si noti che poiché Z, ¢ isomorfo come gruppo topologico a s lgn Z)Zp'" si ha che (Z,, })

¢ un limite inverso di (Z/Zp", i), dove ¢} := p; 0 6 con p; proiezioni.

Mostriamo che per ogni z intero maggiore o uguale a zero esistono m € N e ag, ..., an
interi tali che z = ap + a1p+ ... + a,p™ con 0 < a; < p per ogni j.

Sia ap 1'unico intero maggiore o uguale a zero e minore di p tale che [z], = [ag],. Poiché
p|(z — ap) possiamo considerare z; := 2% Sia a; l'unico intero maggiore o uguale a
zero e minore di p tale che [21], = [a1],. In generale poiché p|(z,-1 — am—1) possiamo

Am—1—"0m—1

considerare z,, := “*>~1—"=1 ¢ definire a,, come 'unico intero maggiore o uguale a zero

e minore di p tale che [2,,], = [am],- Supponiamo che per un certo intero m abbiamo
che z, < p e in tale caso poniamo a,, = z,. Poiché z, = Z==2—""=1 gbbiamo che

Zme1 = Qm—1 + Zmp. Ma 21 = Zm”;% dunque Zp—2 = Gpm_2 + @m_1p + amp?®. Si ha
allora che 21 = zp_(m-1) = a1 + @op+ ... + app™ ' quindi z = ag + a1p + ... + app™.
Consideriamo la mappa ¢ : Z — Z, definita nel modo seguente.

Se z ¢ un intero maggiore o uguale a zero, z = ag + a;p + ... + a,p" dove gli a; sono

interi 0 < a; < p, allora i(z2) = ap + a1p+ ... + anp™. Se k = —z con z un intero
maggiore di zero, 2 = ag + a1p + ... + a,p™ dove gli a; sono interi 0 < a; < p, allora
i(k) = —(ap + a1p + ... + aup™). La mappa i e continua poiché in Z consideriamo la

topologia discreta.
Sia I := {Zp® con i = 1,2,...}. Siha che I ¢ una base filtro di sottogruppi di Z con indice
finito. Un completamento di Z rispetto a I per la Proposizione 5.2 ¢ (slimZ/Zp", j) dove
7 ¢ la seguente mappa. o
j: L — sl@Z/Zpi
kor— ([klp)iz12..

Mostriamo che 7 = f#oi. Ad esempio se z € un intero positivo, z = ag + a1p + ... + a,,p",
poiché j ¢ un omomorfismo di gruppi si ha che j(—z) = —([z],); che ¢ uguale a
—(Jao + a1p + ... 4+ amp™]pi)i. Mentre 6 o i(—z) = 0(—(ag + a1p + ... + app™)) =
= —(lao + a1p + ... + amp™pi)i-

Poiché 01 : s @Z /Zp' — 7, & un omomorfismo di gruppi topologici per I’Osservazio-

ne 5.6 si ha che (Z,,7) ¢ un completamento di Z rispetto a I.
Si noti che poiché la mappa j € iniettiva si ha che ¢ € un omomorfismo di gruppi iniettivo.

Lemma 5.8. Sia G un gruppo. Siano H e K due sottogruppi di G tali che K C H.
Allora |G : K| = |G : H||H : K|.
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Dimostrazione. Esistono ¢1,...,9, € G, con g1H,...,g,H distinti fra loro, tali che

G = UgiH. Esistono hq,...,h,, € H, con hiK,..., h, K distinti fra loro tali che

1=1
n

H = LthjK. Allora H = Ugl(LmJ h;K) = U Ugith. Se esistono i,s € {1,...,n} e
j=1

j=i i=1 i=1j=1
J,r € {1,...,m} tali che g;(h; K) = g5(h,K), poiché K C H, allora g;H = g,H. Dunque
gi = gs. Allora h; K = h, K, quindi h; = h,.

n o m

]

Lemma 5.9. Sia G un gruppo. Siano H e K due sottogruppi di G tali che K C H. Se
lindice di K in G e uguale all’indice di H in G allora K = H.

Dimostrazione. Per il Lemma 5.8 si ha che |H : K| =1 quindi H = K.
O

Proposizione 5.10. H ¢é un sottogruppo aperto di Z, se e solo se esiste i € NU{0} tale
che H = p'Z,.

Dimostrazione. Mostriamo per induzione che

7, = {Z a;p’ con a; interi, 0 < a; < p}

j=i

per ogni ¢. Si ha che

P> 0 =07 (B0 + a4 ap ™),y ) =
§=0

=01 (([aop +ap’+.. taipT + aiflpi]Pi)i:LQ..) - Z aj-1p’-
j=1

[e.9] o0

Se supponiamo che pk(z ajpj) = Z aj_kpj per ogni k < s allora poiché Z, ¢ un anello
5=0 j=k
si ha che ps(z a;p’) = p( Z aj_(s_l)pj) = Zaj_spj.
j=0 j=s—1 Jj=s

Mostriamo che per ogni i vale che p'Z, & un sottogruppo aperto di Z, di indice p'.
Consideriamo la mappa

i Ly — Z)Zp'

o

Z a;p’ — [ag+ap+ ...+ ai1p

Jj=0
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Proviamo che ker ¢ = {Z a;p’ € Z, tali che [ag+ ...+ a;—1p' ] = [0} = p'Z,. Se
=0

cio & vero allora p'Z, = gpf_l([O]pi) ¢ un sottogruppo aperto di Z,. Se Z a;p’ € ker o
=0

allora esiste S € Z tale che ag+...+a;_1p"~' = Sp’, quindi p|ag. Necessariamente allora

ap = 0. Allora p|a; e quindi a; = 0. Analogamente p|a; per ogni j = 3,...,i—1 e quindi

i—1

a; = 0 per ogni j. Dunque z = Z ajp7 € pin. Chiaramente p'Z, C ker p}.
j=i

Sia H un sottogruppo aperto di Z,. Poiché sliinZ/ Zp' ¢ abeliano anche Z,, ¢ abeliano,
quindi ogni sottogruppo di Z, ¢ normale.
Sia € := {Gruppi di ordine una potenza di p} che & chiuso per quozienti. Abbiamo gia
osservato che Z, ¢ un pro-C gruppo, quindi se H<pZ, allora per il Teorema 4.4 punto
4’ si ha che Z,/H € € dunque l'indice di H ¢ una potenza di p. Sia |Z,/H| = p". Se
zH € Z,/H allora p" - zH = zH + ...+ zH (p" volte)= (p"2)H e p"zH = 0H. Dunque
P2, C H.
Poiché ¢} ¢ un omomorfismo di gruppi suriettivo si ha che Z,/ker ! = Z,/p"Z, ¢
isomorfo come gruppo a Z/Zp" quindi |Z,/p"Z,| = p".
Dunque p"Z, C H e p"Z, ha indice in Z, uguale all'indice di H in Z, quindi per il Lemma
5.9 si ha p'Z, = H.

O

Corollario 5.11. C ¢é un sottogruppo chiuso in Z, se e solo se C = {0} oppure esiste
i € NU{0} tale che C = p'Z,.

Dimostrazione. Come gia abbiamo visto per i diverso da 0 si ha che p'Z, = ¢}~ ([0],7)
e quindi per i diverso da 0 si ha che p'Z, & un chiuso. Poiché Z, ¢ un gruppo profinito
in particolare ¢ di Hausdorff quindi {0} € un chiuso.
Poiché Z, ¢ un gruppo profinito allora Z, ¢ quasi compatto e totalmente disconnesso,
quindi dalla Proposizione 2.8 punto c¢) 2 segue che per ogni chiuso C' in Z, vale che
C = {NC con N<pZ,}. Poiché NC ¢ un aperto di Z,, esiste r € NU {0} tale che
NC = p"Z,. Quindi C' ¢ intersezione di insiemi della forma p'Z,. Poiché per ogni i si ha
che p'Z, 2 p"™Z, per il principio del minimo esiste k € N tale che C' = p"Z,.

O

Esempio 8. Per ogni primo p esistono dei sottogruppi di Z, che non sono né aperti né
chiusi di Zy,.

Dimostrazione. Consideriamo i(Z) C Z,. Poiché i & un omomorfismo di gruppi allora
i(Z) ¢ un sottogruppo di Z,. Poiché (Z,,i) ¢ un completamento pro-p di Z si ha che

i(Z) = Z,. Se i(Z) fosse un chiuso di Z, allora i(Z) sarebbe uguale a Z,. Proviamo che
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esiste un elemento di Z, che non appartiene a i(Z) per ogni primo p. Si puo facilmente

verificare per induzione che per ogni primo p e per ogni n € NU{0} si ha che Z P < ptth
§=0
Sia © = Zajpj con a; = 1 se j ¢ pari a; = 0 se j ¢ dispari. Chiaramente z € Z, per
=0

ogni p. Supponiamo per assurdo che esista un intero k tale che i(k) = z. Possiamo
supporre che —p* < k < p® per un certo s € N. Si avrebbe che (67! o j)(k) = x, quindi
j(k) = 0(x). Allora

(K)o = (X o )icsa.

s—1
In particolare esiste un intero T tale che k = Zajpj + T,p®. Chiaramente Ty < 0.
§=0
s—1 s—1 s—1
Poiché Zajpj < Zp] < p® allora k = Zajpj + Tsp® < (1 + T;)p® che & minore o
§=0 j=0 j=0

uguale di —p® se Ty < —2. Quindi Ty € {—1,0}. Sia s pari. Si avrebbe che

s—1 s—1
[Klpstr = D asp? + Top’lpers = D agp? +1-plpera.
=0 =0
Allora [Tip®|,+1 = [p°]ps+1 che risulta essere assurdo se Ty = 0. Se T, = —1 risulta
s—1
essere assurdo se p e dispari. Nel caso in cui p e pari si ha pero che [Z ajpj — 2%]gs42 =
=0
s—1 ’
= [Z a;p’ + 1254025500 quindi [0]gs+2 = [25Fgs42, che & assurdo.
=0
’ s—1 s—1
Sia s dispari. Si avrebbe che [Z a;p’ +Tsp®lps+1 = [Z a;p’ +0p®lps+1. Dunque Ty # —1.
=0 =0
s—1 ’ s—1 ’
Inoltre si avrebbe che [Z a;p’ + 0] psrz = [Z a;p’ +0p® + 1p*™1] es2. Quindi [p*H] ere =
=0 =0

= [0],s+2 che & assurdo.
Poiché Z, ¢ un gruppo topologico per I’'Osservazione 2.2 punto c) si ha che i(Z) non puo
essere un aperto di Z,.

O

Proposizione 5.12. 7, ¢ un dominio di integrita.
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Dimostrazione. Sia x € Z, \ {0}. Si dimostra facilmente che

Voo Ly — Ly
U — Ur

¢ un omomorfismo di gruppi continuo.

Sia U, := 9, '(0) = {u € Z, tali che uz = 0}. Poiche 0 & chiuso in Z, allora U, & un
sottogruppo chiuso di Z,. Allora U, ¢ uguale a 0 oppure esiste r € N tale che U, = p"Z,,.
Supponiamo per assurdo che esista un r tale che per ogni z € Z, si abbia p"z € U, cioe

per ogni z € Zj, si abbia che p"zx = 0. Siax = Z bjpj, poiché x # 0 esiste s € N tale che
5=0

o.]
bs # 0. Sia z := 1z, allora p"zx = p'x = Z bj_rpj che ¢ diverso da 0. Necessariamente
j=r
dunque U, = 0, quindi Z,, ¢ un dominio di integrita.
O]

Proposizione 5.13. A ¢ un ideale di Z, se e solo se A ¢ un sottogruppo chiuso di Z,,.

Dimostrazione. Sia C' un sottogruppo chiuso di Z,. Se C'= {0} allora C' ¢ un ideale, se
C = p'Z, = ker ¢} si ha che C' & un ideale poiché ¢} = p; 0§ & un omomorfismo di anelli
in quanto composizione di omomorfismi di anelli.
Sia A un ideale di Z,. Se A = {0} allora A ¢ chiuso. Sia A diverso da {0} e z € A\ {0}.
Dato che A ¢ un ideale di Z,, si ha che 27, C A.
Poiché

Vo Ly — Ly

U o ux

¢ continua e Z, ¢ quasi compatto allora anche ¢,(Z,) = 2Z, ¢ quasi compatto; ma Z,
e di Hausdorff quindi 2Z, C Z, ¢ chiuso. Inoltre z - 1 = z # 0 dunque esiste un intero
r tale che xZ, = p"Z,. Si ha quindi che zZ, ¢ aperto, allora A ¢ un sottogruppo di Z,
contenente un insieme aperto non vuoto. Per I’Osservazione 2.2 punto d) si ha quindi
che A ¢ un sottogruppo aperto di Z, dunque per I’Osservazione 2.2 punto c) si ha che A

¢ un sottogruppo chiuso di Z,,.
m

Corollario 5.14. L’unico ideale massimale di Z, € pZy,.

Dimostrazione. Sia A un ideale di Z,. Se A = {0} allora A non & massimale poiché ad
esempio pZ, 2 {0}. Poiché pZ, 2 p'Z, per ogni i allora pZ, ¢ un ideale massimale di Z,
e nessun altro ideale puo essere massimale.

]

Proposizione 5.15. Sia x € Z,. Si ha che x ¢é invertibile in Z, se e solo se x ¢ pZ,.
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Dimostrazione. Se x = Zajpj € Z, ¢ invertibile in Z, allora esiste z = ijpj € Zy
=0 =0
tale che vz = 1z, quindi 0(x)0(z) = 1sl(i_mZ/Zpi = ([1]5)j=1,2... In particolare vale che

[aobo]p, = [1]p, quindi ag # 0. Dunque = ¢ pZ,.
Sia © ¢ pZ,. Chiaramente 27Z,, ¢ un ideale di Z,. Ma 2Z, ¢ pZ, poiché zly, = x ¢ pZ,.
L’unico ideale di Z, che non ¢ contenuto in pZ, ¢ Z, dunque zZ, = Z,. Allora esiste
z € 7, tale che 2z = 1 quindi «x ¢ invertibile in Z,,.

m
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Capitolo 6

Teoria di GGalois

Definizione 6.1. Siano K e k due campi. K ¢ una estensione di k e scriveremo K D k
se esiste un omomorfismo di anelli iniettivo da k in K.

II grado dell’estensione K DO k verra indicato con [K : k|]. Per estensione finita si
intendera estensione di grado finito.

Definizione 6.2. Siano K e k due campi, con K estensione di k. Un elemento o« € K
¢ algebrico su k se esiste un polinomio g € k[z] tale che g(a) = 0.
L’estensione K D k e algebrica se ogni elemento a € K ¢ algebrico su k.

Definizione 6.3. Sia k un campo e sia p € k[z] un polinomio non costante. Un campo
di spezzamento di f su k € una estensione K DO k tale che

a) il polinomio p & prodotto di fattori lineari in K|x];
b) se ay,...,a, sono le radici di p in K allora K = k(aq,...,a,).

Definizione 6.4. Siano K e k due campi. L’estensione di campi algebrica K D k ¢
detta normale se vale la seguente proprieta: se g € k[x] ¢ un polinomio irriducibile con
una radice in K allora g si fattorizza in fattori lineari in Klz].

Definizione 6.5. Siano K e k due campi. Un polinomio g € k[z] & separabile se g non
¢ costante e se le radici di g nel campo di spezzamento su k sono tutte semplici.

Siano K D k una estensione algebrica e a € K. Se p, € k[z] ¢ monico, ha come radice «
e per ogni altro polinomio g € k[z] che ha o come radice si ha che p,|g allora p, & detto
polinomio minimo di « su k.

Un elemento o di K e detto separabile se il suo polinomio minimo su k e separabile.
L’estensione algebrica K D k ¢ separabile se ogni elemento o di K e separabile.

Definizione 6.6. Siano K e k due campi. Una estensione algebrica K DO k e detta
estensione di Galois se K D k e normale e separabile.

75
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Definizione 6.7. Siano K e k due campi. Sia K DO k una estensione algebrica di campi.
Gal(K/k) := { automorfismi ¢ : K — K tali che o(z) = x per ogni = € k}.
Tale insieme risulta essere un gruppo ed e detto gruppo di Galois dell’estensione K D k.

Definizione 6.8. Se F' O k ¢ una estensione di campi e H & un sottogruppo di Gal(F/k),
il campo fisso di H ¢ F = {a € F tali che o(a) = a per ogni o € H}.
Si ha che FI & un sottocampo di F contenente k.

Ricordiamo i seguenti risultati elementari della Teoria di Galois le cui dimostrazioni
possone essere trovate nel libro Galois Theory, di David A.Cox [2].

Teorema 6.1 (Teorema della Torre). Siano K D F e F D k estensioni di campi. Si ha

che K D k ¢ finita se e solo se K O F e F D k sono entrambe finite. In questo caso si
ha K : k] = [K : F][F : K.

Proposizione 6.2. Sia v: K — L un isomorfismo di campi e p € K[z| un polinomio
di grado maggiore di zero. Sia 7 la mappa cost definita

7 Klx] — L]
ap+ a1z + ...+ a 2" — v(ag) +y(a)x + ...+ y(a,)x".

Siano E un campo di spezzamento di p su K e F un campo di spezzamento di 5(p) su
L. Allora esiste un isomorfismo di campi ¢ : E — F' tale che ¢|x = 7.

Proposizione 6.3. Sia F' O k una estensione di campi. Si ha che F é il campo di
spezzamento su k di un polinomio p € k[z]| se e solo se F' D k ¢ una estensione finita e
normale.

Proposizione 6.4. Se F' D k ¢ una estensione finita di campi e 0 € Gal(F/k) si ha

1) se g € k[z] € un polinomio non costante ed o € F ¢ una radice di g allora o(a) é
un’altra radice di g.

2) Se F = k(ay,...,ay) allora ogni o € Gal(F/k) é determinata dai valori che assume
SU Qe y QU

Proposizione 6.5. Sia k un campo. Sia f € k[x] un polinomio non costante,
f=fi-...-frcon fi,..., [ € k[x] irriducibili. Si ha che f ¢é separabile se e solo
se fi,..., fr sono separabili e a due a due non sono multipli 'uno dell’altro.

Teorema 6.6 (Teorema dell’Elemento Primitivo). Sia F' O k una estensione finita,
F =k(o,...,a), dove gli elementi o, ..., a, di F' sono separabili su k. Allora esiste
un elemento a € F' separabile su k, detto primitivo, tale che F = k(«).
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Teorema 6.7. Siano F e k due campi tali che F' O k é una estensione finita. Si ha che
F ¢ il campo di spezzamento di un polinomio separabile di k[z] se e solo se F D k ¢ di
Galozs.

Teorema 6.8 (Teorema Fondamentale della Teoria di Galois classico). Sia F' D k una
estensione di campi finita di Galois.

Se M ¢ tale che F 2 M D k allora FEF/M) = M. Inoltre |Gal(F/M)| = [F : M] e
[Gal(F/k) : Gal(F/M)] = [M : k].

Se H ¢ un sottogruppo di Gal(F/k) si ha che Gal(F/F) = H. Inoltre [F : FH] = |H|
e [F : k] = [Gal(F/k) : HJ.

Allora la mappa

¢: {campi M tali che F 2 M Dk} — {sottogruppi H di Gal(F/k)}
M — Gal(F/M)

e una biezione che rovescia le inclusioni la cui mappa tnversa é

ot {sottogruppi H di Gal(F/k)} — {campi M tali che F 2 M D k}
H — FH.

Se inoltre un sottocampo M corrisponde ad un sottogruppo H tramite queste mappe,
allora M 2 k é di Galois se e solo se H ¢ normale in Gal(F'/k) e quando questo accade
si ha che Gal(F/k)/H é isomorfo come gruppo a Gal(M/k).

Notazione. Per il resto del capitolo K e k saranno due campi tali che K € una estensione
algebrica di k& di Galois (non necessariamente finita).

Notazione. Siano K e k due campi. Sia K O k una estensione di campi algebrica e di
Galois. Poniamo

F :={F campo tale che K O F' D ke F D k ¢ finita e di Galois}

Definiamo una topologia in Gal(K/k).
Consideriamo I'insieme

B:={ocoGal(K/F)con FeFeoecGal(K/k)}.

Se dimostriamo che J := {Gal(K/F') con F € F} ¢ una base filtro di sottogruppi normali
di Gal(K/k) allora per I’Osservazione 5.1 si ha che Gal(K/k) ¢ un gruppo topologico con
la topologia che ha come base B.

E chiaro che per ogni F' € F si ha che Gal(K/F) & un sottogruppo di Gal(K/k). Proviamo
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che per ogni F' € J si ha che Gal(K/F) ¢ normale in Gal(K/k). Mostriamo prima che per
ogni o € Gal(K/k) si ha che op € Gal(F/k). La mappa oy : ' — o(F)) & chiaramente
un omomorfismo di gruppi iniettivo che lascia fissi gli elementi di %, rimane da verificare
che o(F) = F. Poiché F' D k ¢ una estensione normale si ha che o(F) C F. Proviamo
che F C o(F). Se x € F allora esiste y in K tale che o(y) = x allora y = o7(z), ma
o~! & un automorfismo che fissa k quindi necessariamente y € F.

Consideriamo il seguente omomorfismo di gruppi

¢: Gal(K/k) — Gal(F/k)

o — OlF-

Si ha che
ker ¢ = {0 € Gal(K/k) tali che op = idp} = Gal(K/F)

quindi Gal(K/F') € normale in Gal(K/k).

Siano Gal(K/Fy), Gal(K/F;) tali che Fy, Fy € F, vogliamo dimostrare che esiste F3 € F
tale che Gal(K/F3) C Gal(K/F) N Gal(K/F,). Poiché Fy D k ¢ una estensione finita
di Galois si ha che esiste a; € F separabile tale che F} = k(ay). Analogamente esiste
ay € Fy separabile tale che Fy = k(ag). Siano p,, il polinomio minimo di oy su k e pq,
il polinomio minimo di oy su k. Se p,, € pa, sono distinti allora non sono multipli 'uno
dell’altro. Poiché p,, e pa,, sono irriducibili e separabili si ha che p,, - pa, € separabile.
Sia Fj il campo di spezzamento di p,, - pa,. Poiché Fj ¢ il campo di spezzamento di un
polinomio separabile per il Teorema 6.7 si ha che F5 O k e di Galois. Poiché K O k ¢
normale si ha che K O Fj dunque F3 € F . Inoltre Fj3 contiene F e Fy quindi Gal(K/F3)
contiene sia Gal(K/Fy) che Gal(K/Fy).

Osservazione 6.9. Se F' D k ¢ una estensione di campi finita e di Galois allora in
Gal(F/k) la topologia precedentemente definita coincide con la topologia discreta.

Dimostrazione. Poiché I'estensione F' D k ¢ finita e di Galois si ha che Gal(F/F') = {idr}
¢ un aperto per Gal(F/k). Poiché Gal(F'/k) ¢ un gruppo topologico, per ogni automor-
fismo o € Gal(F'/k) si ha che o o {idr} & aperto.

[

Lemma 6.10. Sia {K;}icr una famiglia di campi tali che K O K; 2 k e [’estensione

K; Dk é finita. Se K = UKi allora {o o Gal(K/K;) con o € Gal(K/k) ei € I} é una
iel

base per la topologia di Gal(K/k).

Dimostrazione. Proviamo che per ogni ¢ si ha che Gal(K/K;) ¢ aperto in Gal(K/k). Sia
1 € I, mostriamo che esiste N € ¥ con N O K. Il ragionamento ¢ simile a quello fatto
per dimostrare che {Gal(K/F) con F' € F} ¢ una base filtro, rivediamolo brevemente
senza 'uso del teorema dell’elemento primitivo. Sia K; = k(a,...,a,). Consideriamo
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Pa; Polinomio minimo di a; su k per ogni j =1,...,n. Sia N il campo di spezzamento
di po, * .. Pa,- Siha
K2N2k<0417"'705n) Qk

dunque N € F.
Abbiamo quindi che Gal(K/N) & un sottogruppo di Gal(K/K;) dunque per I'osservazione
2.2 punto d) si ha che Gal(K/K;) ¢ un aperto di Gal(K/k).
Proviamo che se N € F allora esiste i € [ tale che Gal(K/K;) C Gal(K/N). Se questo
vale si ha che
Gal(K/N)= | oGal(K/K)),
s€Gal(K/N)

dunque per ogni g € Gal(K/k) si ha che

gGal(K/N) = (g oo0)Gal(K/K;)
s€Gal(K/N)

quindi {o o Gal(K/K;)coni € Ieo € Gal(K/k)} ¢ una base per la topologia di

Gal(K/k).

Sia N € JF per il teorema dell’elemento primitivo esiste a € N separabile tale che

N = k(). In particolare o € K dunque esiste un ¢ € I tale che o € K;. Poiché N e il

pitt piccolo campo contenente k e « si ha che N C K; dunque Gal(K/K;) C Gal(K/N).
[

Lemma 6.11. Siano X un gruppo e Y, H due suoi sottogruppi. Sia x un elemento di
X tale che (xkH)NY # 0. Allora esiste y € Y tale che (tH)NY =y(Y N H).

Dimostrazione. Se (xH)NY # () esistonoy € Y e h € H tali che y = xh allorayH = xH.
Quindi (zH)NY = (yH)NY che risulta essere uguale a y(H NY).
O

Proposizione 6.12. Sia K = UE con F; D k estensione finita di Galois. Se vale che
iel
per ogni i,j € I esiste m € I tale che F, contiene sia F; che Iy allora

1) (Gal(F;/k), pij) € un sistema inverso indicizzato da I, dove se F; é un sottocampo
di F;
i Gal(Fj/k) — Gal(F;/k)

o — O|F,-

2) Gal(K/k) e isomorfo come gruppo topologico a lim  Gal(F;/k).

el
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Dimostrazione. I & un insieme diretto con la relazione <’ dove i <’ j se e solo se F;
e un sottocampo di Fj. Analogamente a come fatto per la topologia di Gal(K/k) si
dimostra che se F; ¢ un sottocampo di F} si ha che per ogni ¢ € Gal(F};/k) vale che
or, € Gal(F;/k). 1 fatto che (Gal(F;/k), ;) sia un sistema inverso ¢ una semplice
verifica.

Sia

v: Gal(K/k) — sliinielGal(Fi/k)
o — (o \Fi)iel

Per ogni o € Gal(K/k) si ha che (oyp,)icr € slim  Gal(F;/k), infatti per ogni r <’ s si
— el
ha :
rs © ps((017,icr) = @rs(01pR) = 015, = pr((01R, )ic1)-

Si verifica facilmente che ¢ € un omomorfismo di gruppi. Costruiamo ora ’applicazione
inversa di ¢. Sia

Y slim  Gal(F;/k) — Gal(K/k)

e O(or)er): K — K

(UFi>i€I — o — op (Oé)

dove Fj ¢ tale che s € I e a € F, (per ipotesi un tale F esiste sempre). Mostriamo

che ¥((0g,)ier)(a) non dipende dalla scelta di s. Siano s ed r tali che @ € Fj, F.

Per ipotesi esiste F; contenente sia Fy che F,.. Poiché (of)ic; € slim Gal(F;/k) si
— el

ha che (@st Opt)((UFi)iGI) = ps((UFi)iGI) € (SOTt Opt)((UFi>i€I) = pr((UFi)iGI)' Allora
vst(ogp,) = OF,|p, = OF, € OR,p, = OF,. Dunque op,(a) = op,(a) = op.(a).

Proviamo che ¢ ((0f,)icr) € suriettiva. Vogliamo far vedere che per ogni f € K esiste
a € K tale che o, (o) = 8 dove o € F;. Sia s tale che 8 € F, allora o' (3) =: o € Fi.
Proviamo che ¢ ((0,)ier) € iniettiva. Se si ha che 9 ((0F,)icr) (@) = op, (@) € uguale a
b ((0r)ier) (3) = 0. (8) allora o7, (a) = a5, (3) € Fy N F. Poiché (05,)2h = (071)ier

appartiene slim Gal(F;/k) si ha che o' e o' coincidono nell'intersezione dei loro

—iel ° g
domini. Quindi 07 (0f,(a)) = 05 (or,(8)) allora a = B.
Proviamo che ¢ ((0f,)icr) € un omomorfismo di anelli. Mostriamo ad esempio che per
ogni a,as € K si ha che

Y ((0F,)ier) (1-ag) = op,(1-a) = ¥ ((0R )ier) (a1) Y ((0F, )icr) (a2) = oF, (1) -0F (a2),

dove s e tale che aq - ap € Fy, r e tale che a; € F, et e tale che ay € F;. Se consideriamo
F,, D F,, F; si ha op,(iag) = of, (cyae) = o, (c1)ok, (a2) = 0. (a1)0p (az). Dunque

per ogni (0f, )ier € slim  Gal(F;/k) si ha che ¥ ((o,)ier) € Gal(K/k).
—iel

Si ha inoltre che

(po) ((or)ier) = plar— or (@) = ((a — or ()5 ) e, = (OR)ier
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(pop)(o) =0 ((o)ier) = o — opp,(a) = 0.

Dunque abbiamo provato che ¢ e un isomorfismo di gruppi.

Proviamo ora che ¢ & aperta. Mostriamo che ¢ & aperta sugli insiemi Gal(K/F;) per ogni
i € I. Se vale che ¢(Gal(K/F;)) ¢ un aperto per ogni ¢ allora per ogni o € Gal(K/k)
si ha che ¢(cGal(K/F;)) = ¢(0) o p(Gal(K/F;)) ¢ aperto e quindi ¢ ¢ aperta su di una
base di Gal(K/k), dunque ¢ aperta. Mostriamo che

o(Gal(K/Fy)) = {(oF,)icr € slim Gal(F;/k) tale che o, = idp,} = A

Chiaramente per ogni o € Gal(K/Fy) si ha che p(o0) € A. Se (0g)ic;r € A sia
0 =¢ '((op)ier). Siha che o € Gal(K/F,) poiché o5, = op, = idp,.
A ¢ un aperto di slim Gal(F;/k) infatti A = slim Gal(F;/k) N HGal(E/k) X idp, e

icl
i#£s
H Gal(F;/k) x idp, € un aperto di H Gal(F;/k) poiché in Gal(F/k) abbiamo la topo-
il icl
logia discreta.
Mostriamo che ¢ & continua. Poiché una base per H Gal(F;/k) e data da
iel

( I Gal(Fi/k) x szp

i€l
1757'1 77777 in

dove g € H Gal(F;/k), basta dimostrare che la retroimmagine tramite ¢ di

i€l
slimGal(F,/k)ngo ( [] Gal(Fi/k) x szF
'L#ZZl?{-ain
e aperto.
Poniamo Y := shmGal(F/k: H Gal(F;/k) x szp
i€l
101,y zn

Per il Lemma 6.11 dobbiamo provare che ¢! (y(Y N H)) & aperto in Gal(K/k) per ogni
y € Y. Poiché ¢ ¢ un isomorfismo di gruppi si ha che o ' (y(YNH)) = o (y)p Y (YNH),
se proviamo che (Y N H) ¢ aperto in Gal(K/k) abbiamo concluso. Ma ¢~ ' (Y N H) =
= Gal(K/F;,)N...NGal(K/F;,) che & un aperto di Gal(K/k).

[

Corollario 6.13. Gal(K/k) =lim  Gal(F/k).

—— Feg
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Dimostrazione. Se K = U F e per ogni F;, F; € J si ha che esiste F),, € J tale che

FeF
F,, O F;, F; per la Proposizione 6.12 abbiamo concluso. Abbiamo gia dimostrato che

se F;, I} € F allora esiste [, € J tale che I, O F;, F;. Mostriamo che K C U F.

FeF
Se a € K allora il polinomio minimo p, di o su k ha tutte le radici in K e sono a due

a due distinte. Siano tali radici o, v, ..., ,. Siha che k(a, aq,...,q,) € il campo di
spezzamento di un polinomio separabile dunque « € k(o, oy, ..., ) € F.
O

Lemma 6.14. Siano Y un gruppo, H un insieme, y un elemento di Y. Allora vale che
yYNH)=(yH)NY.

Dimostrazione. Si ha che y(Y N H) C (yH)NY poiché Y ¢ un gruppo. Se yH NY ¢
uguale all’insieme vuoto allora anche y(Y N H) e uguale allinsieme vuoto e quindi i due
insiemi sono uguali. Se (yH)NY # () allora esistono z € Y ed un h € H tale che z = yh
dunque poiché Y ¢ un gruppo h € Y allora z € y(Y N H).

O

Proposizione 6.15. Sia M un campo tale che K O M D k. Poich¢ K DO M ¢é una
estensione algebrica e di Galois si puo dotare Gal(M/k) della topologia precedentemente
definita. Poiché Gal(K /M) ¢é un sottogruppo di Gal(K/k) si puo dotare Gal(K /M) della
topologia indotta da Gal(K/k). Vale che queste due topologie su Gal(K /M) coincidono.

Dimostrazione. Mostriamo che le due topologie hanno una stessa base.

Una base per Gal(K/M) come topologia indotta ¢ data da insiemi della forma
(0 oGal(K/L))NGal(K/M) al variare di 0 € Gal(K/k) e L € F (cioe L tale che
K D LDOkelL Dk e finita e di Galois).

Sia LM il piu piccolo sottocampo di K contenente sia L che M. Chiaramente vale che
K DO LM D k. Si ha che LM & una estensione finita di M per ogni L € F. Poiché
K = U L allora vale anche che K = U LM. Per il Lemma 6.10 si ha che gli insiemi

LeF LeF
del tipo 7Gal(K/LM) al variare di 7 € Gal(K/M) e di L € F formano una base per

Gal(K /M) come gruppo di Galois.

Per ogni L € F si ha che Gal(K/M) N Gal(K/L) = Gal(K/LM).

Se A = 7Gal(K/LM) = 7 (Gal(K/M) N Gal(K/L)) con 7 € Gal(K/M) e L € F si ha

per il Lemma 6.14 che A = (7Gal(K/L)) N Gal(K/M).

Se ) # A= (0Gal(K/L)) N Gal(K/M) con o € Gal(K/k) e L € F allora per il Lemma

6.11 esiste 7 € Gal(K /M) tale che A = 7(Gal(K/L) N Gal(K/M)) = 7(Gal(K/LM)).
[l

Osservazione 6.16. Siano N D k una estensione di Galois finita e Ry O k, Ry O k due
estensioni di campi finite tali che sia Ry che Ry siano inclusi in N. Sia v : Ry — R»



83

un isomorfismo di campi che fissa k. Allora esiste un automorfismo ¢ : N — N tale
che g1, = 7.

Dimostrazione. Vogliamo utilizzare la Proposizione 6.2. Poiché N DO k e una esten-
sione di Galois per il teorema dell’elemento primitivo si ha che esiste @ € N tale che
N = k(«). Sia p* il polinomio minimo di « su R;. Dato che N D k ¢ di Galois allora
anche N D R; ¢ di Galois quindi p/" ha tutte le radici contenute in N. Se M & un
altro campo contenenente R; e tutte le radici di pf' allora in particolare o € M quindi
M 2 Ry(a) 2 k(a) = N. Dunque N & un campo di spezzamento per pft.

Sia 4 la mappa definita nella Proposizione 6.2. Si verifica facilmente che ¥ ¢ un isomor-
fismo di anelli. Sia F' un campo di spezzamento di 7(p%') su Ry. Sia pf € k[z] C R;[z]
il polinomio minimo di « su k. Esiste ¢ € R[] tale che p* = pftt . ¢, quindi dato che v
fissa k si ha che 7(p*) = p* = 5(p%1) - 9(¢). Dunque le radici di 7(p#*) sono contenute
nell'insieme delle radici di p*, quindi sono tutte contenute in N. Allora F & contenuto
in N. Per la Proposizione 6.2 si ha che esiste un isomorfismo di campi ¢ : N — F tale
che ¢jr, = . I campi N ed F' sono entrambi spazi vettoriali su k e poiché ¢ fissa k si
ha che ¢ e anche un isomorfismo di spazi vettoriali su k. In particolare F' ed N hanno
la stessa dimensione su k. Poiché F' ¢ contenuto in N si ha quindi che F' = N.

]

Proposizione 6.17. Siano My, My due campi intermedi di K D k e sia v : My — My
un isomorfismo di campi che fissa ogni elemento di k. Allora v puo essere esteso ad un
automorfismo di K.

Dimostrazione. Per ogni N € & sia

By = {(0p) pes € H Gal(F'/k) t.c. on|Nam, = YNna, € 0L = Ong, Per ogni L C N}
Fed

Proviamo che per ogni N € J si ha che By ¢ diverso dal vuoto. Consideriamo la mappa
Ynnn @ MiNN — y(MiNN). Mostriamo che y(MNN) € N. Poiché MiNN 2 k ¢ una
estensione finita allora esistono ay,...,a, € My N N tali che My NN = k(aq,...,q,).
Dato che ay,...,a, € N si ha che ay,...,q, sono separabili quindi per il teorema
dell’elemento primitivo esiste & € M; N N tale che M; N N = k(«). Consideriamo pF il
polinomio minimo di « su k. Poiché ~ fissa k si ha che y(a) € K & una radice di pt.
Quindi () € N, allora y(M; N N) C N.
Per 1'Osservazione 6.16 esiste un automorfismo ¢ : N — N tale che ¢ynv = Yannn-
Definiamo (0r)res nel seguente modo: oy := ¢, op := oy, per ogni L € F tale che
L C N, or = idp altrimenti. Questo elemento cosi costruito appartiene a By.
Si ha che By € un chiuso di H Gal(F/k), infatti

FedF

By = {(0F)reg tali che onpan = Yannn} ﬂ {(oF)Feg tali che o, = on |}
LeF te. LCN
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che ¢ una intersezione di chiusi di H Gal(F/k).

FeF
Proviamo che ogni intersezione finita di insiemi del tipo By con N € F non ¢ vuota. Siano

Ni,...,N, € F. Poiché N; D k ¢ di Galois si ha che esiste a; € N; separabile tale che
N; = k(o). Sia M il campo di spezzamento su k del prodotto dei polinomi minimi degli
a; su k. Come gia osservato quando abbiamo definito una topologia per i gruppi di Galois,
M € F e contiene ogni N;. Per I’Osservazione 6.16 esiste un automorfismo ¢ : M — M
tale che ¢|pnnr, = Ymnar,. Poniamo oy, 1= ¢y, allora ONiNiAM, = OIN; My = V|NAM;
dato che N;NM; C M N M, perognii=1,...,n. Per ognii, se L € F ¢ tale che L C N;
poniamo oy, := ONi|L- Si noti che se L ¢ contenuto in diversi N; non c¢’e ambiguita nella
definizione, infatti se x € L C N;; N N;, si ha che op(z) = oy, (z) = ¢(x) = on,, (2).
Poniamo i restanti elementi del prodotto cartesiano H Gal(F'/k) uguali alla rispettiva

FeF
identita. Questo elemento cosi costruito appartiene a By, N...N By,,.

Per ogni F' € J si ha che Gal(F/k) & quasi compatto poiché discreto, allora per il Teorema
di Tychonoff H Gal(F'/k) ¢ quasi compatto. Se ﬂ By = 0 allora esistono By,,..., B

in

FeF NeF
tali che By, N...N B;, =0, che ¢ assurdo. Dunque ﬂ By # 0.
Feg
Mostriamo che ﬂ By C slim  (Gal(F/k)). Per ogni (op)pey € m By se N; ¢ un
FeF They FeF

sottocampo di Nj si ha che (0p)res € By, quindi (45 o p;j)((0r)res) = @ij(on;) =
= 0Ny, = ON, = pi((0F)Feg) con le notazioni utilizzate nella Proposizione 6.12.

Sia (0p)peg € ﬂ By. Consideriamo la mappa v definita nella dimostrazione della

NeF
Proposizione 6.12. Si ha che

V((oF)pes): K — K
a — op(a)

appartiene Gal(K/k). Se a € M; esiste s tale che Fy € F e a € My N Fy e si ha che
or,(a) = () poiché (op)peg € Bp,. Allora ¥((0F)res) € un automorfismo di K che
estende 7.

[

Lemma 6.18. Sia F' D k una estensione di campi algebrica. Siano xo un elemento di F'
e p il suo polinomio minimo su k. Supponiamo che p abbia grado maggiore di uno e che
Yo Sta una sua altra radice contenuta mel suo campo di spezzamento su k. Allora esiste
un isomorfismo da k(xo) a k(yo) che fissa k e manda xy in yp.

Dimostrazione. Poiché zg e yo sono algebrici su k allora k(o) = k[zo] e k(yo) = k[yo]-
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Consideriamo i due seguenti noti diagrammi commutativi

fy() fzo

k(yo) klz]

7 7

dove per ogni ag + a1z + ... + a,z" € k[z] si ha che f, (ag + a1z + ... + a,2") =
=ag+aryo+...+ayyy e fuo(ao+arx+...+a,2") = ao+ a1+ ...+ a,zf; le mappe
Ty, € Ty, SONO mappe quoziente e le mappe F,, e F,, sono le mappe indotte. Poiché
k(xo) = k[zo] e k(yo) = klyo] si ha che le mappe f,, e f;, sono suriettive dunque Fy, e
F,, sono isomorfismi di campi. Quindi la seguente composizione di isomorfismi di campi

Ft F
k(o) — klz]/(p) — k(yo)
ap +a1xo + ... +apxy — ap+arxo+ ... +axy + (p) — ao+aryo + ...+ anyy

e un isomorfismo di campi che fissa k& e manda xq in .

]

Si ricorda la seguente notazione: se G € un gruppo topologico e H & un sottoinsieme
di G, con H < G si intendera che H e un sottogruppo chiuso di G.

Teorema 6.19. Vale che

¢: {campi M tali che K O M Dk} — {H tali che H < Gal(K/k)}
M — Gal(K/M)

e una biezione che rovescia le inclusioni. St ha inotre che la mappa inversa di ¢ é

¢~': {H tali che H < Gal(K/k)} — {campi M tali che K O M 2 k}
H — K.

Dimostrazione. Mostriamo subito che se M ¢ tale che K O M D k allora Gal(K /M) ¢ un
sottogruppo chiuso di Gal(K/k). Sia A = {\ tali che M O S\ D k con S, D k finita}.
Si ha che M = U Sy poiché se a € M allora k() = S, per un certo \g € A. Per ogni A

AEA
si ha che 'estensione Sy D k e finita quindi, poiché K D k ¢ di Galois, esiste una esten-

sione F\ D k finita di Galois tale che F)\ D Sy, dunque Gal(K/F)) C Gal(K/S)). Poiché
Gal(K/F)) ¢ un aperto di Gal(K/k) anche Gal(K/S)) e un aperto di Gal(K/k) per ogni
A. Inoltre Gal(K /M) = () Gal(K/S)), quindi Gal(K /M) ¢ un chiuso di Gal(K/k).
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Risulta chiaro che per ogni H < Gal(K/k) si ha che K O K D k. Si verifica facilmente
che se My C M, allora ¢(M;) = Gal(K/M;) 2 Gal(K/My) = ¢(Ms).
Proviamo che (¢! o ¢)(M) = M per ogni M campo intermedio fra K e k. Dobbia-
mo quindi mostrare che ¢~!(Gal(K/M)) = KG!E/M) — M per ogni M. Chiaramente
M C KGal(K/M).
Proviamo che M D KGUE/M) — Gia gy € KGUE/M) ge per assurdo 79 € K \ M allora,
poiché K ¢ algebrica su k e quindi ¢ anche algebrica su M, si ha che esiste p% polinomio
minimo di xg su M. Il grado di p% e maggiore di uno altrimenti x € M. Sia yy € K
un’altra radice di p% nel suo campo di spezzamento su M. Poiché K D k e separabile il
polinomio minimo p’;o di zy su k ha tutte le radici distinte nel suo campo di spezzamento
su k. Dato che py!|p¥ le radici di p}! sono tutte distinte quindi zo # yo. Per il Lemma
6.18 esiste un isomorfismo fra M (zg) e M(yo) che lascia fisso M e manda z in yo. Per la
Proposizione 6.17 tale isomorfismo puo essere esteso ad un automorfismo ¢ da K in K.
Chiaramente o € Gal(K/M). Ma o (o) = yo # o quindi 2y ¢ K% E/M) che & assurdo.
Dunque per ogni campo intermedio M fra K e k si ha che (¢~ o ¢)(M) = M.
Proviamo ora che (¢po ¢~ 1) (H) = H per ogni H < Gal(K/k), cio¢ che Gal(K/K?) = H
per ogni H < Gal(K/k). Se H = Gal(K /M) per un certo campo M tale che K D M D k
allora (¢ o ¢~ o @) (M) = ¢(M) = Gal(K/M) = H. Se mostriamo che ogni sot-
togruppo chiuso di Gal(K/k) e uguale a Gal(K /M) per un certo campo M tale che
K D M D k abbiamo dunque concluso. Poiché Gal(K/k) ¢ un gruppo topologico pro-
finito allora e quasi compatto e totalmente disconnesso. Allora per la Proposizione 2.8
ogni sottoinsieme chiuso C' di Gal(K/k) ¢ tale che C' = ({NC con N<pG} quindi C
e intersezione di aperti. Supponiamo momentaneamente di aver dimostrato che ogni
sottogruppo aperto di Gal(K/k) e uguale Gal(K /M) = ¢(M) per un certo campo M
tale che K O M D k. Allora esisterebbero Ay, = Gal(K/M,) aperti di Gal(K/k) tali
che C = ﬂ Ay = ﬂ Gal(K/M,) = Gal(K/S) = ¢(S) dove S ¢ il piu piccolo campo
AEA AEA
contenenteetutti i cafnpi M, quindi avremmo concluso.

Proviamo ora che ogni sottogruppo aperto H di Gal(K/k) ¢ uguale Gal(K/M) = ¢(M)
per un certo campo M tale che K O M D k. Esistono una famiglia di campi N; € F
e 0; € Gal(K/k) per ogni i € I tali che H = UaiGal(K/Ni). In particolare esiste
iel

ip € I tale che H O Gal(K/N;,). Per semplificare le notazione poniamo L := N, . Sia
S := {0y, tali che o0 € H} che risulta essere un sottogruppo di Gal(L/k). Per il Teorema
Fondamentale della Teoria di Galois classico si ha che esiste un campo M con L O M D k
tale che S = Gal(L/M) e quindi L° = M. Proviamo che H = Gal(K/M). Se 0 € H
allora o ¢ un automorfismo di K che lascia fisso M poiché o|;, € S lascia fisso M. Sia
o € Gal(K/M). Dato che L € J si ha che o), ¢ un automorfismo di L che fissa M. Ma
Gal(L/M) = Gal(L/L®) = S quindi esiste 7 € H tale che o, = 7);. Allora per ogni
l € Lsihache (17'o0)(l) =1 quindi 771 oo € Gal(K/L) C H quindi o € H.

Si verifica facilmente che se Hy e Hs sono due sottogruppi chiusi di Gal(K/k) tali che



87

H1 Q H2 allora ¢—1(H1) 2 ¢_1(H2).
[

Teorema 6.20. Sia M un campo intermedio fra K e k. Nelle notazioni del Teorema
6.19 si ha che

a) ¢(M) = Gal(K/M) é aperto in Gal(K/k) se e solo se M D k ¢ finita. In questo
caso vale che [Gal(K/k) : Gal(K/M)] = [M : k|;

b) ¢(M) = Gal(K/M) ¢é un sottogruppo normale di Gal(K/k) se e solo se M O K ¢é
di Galois. In questo caso vale che Gal(M/k) ¢é isomorfo come gruppo topologico a

Gal(K /k)/Gal(K /M),

Dimostrazione.  a) Se Gal(K /M) ¢ aperto in Gal(K/k) allora esistono una famiglia di

campi F; € Feo; € Gal(K/k) per ognii € I, tali che Gal(K /M) :U 0,Gal(K/F;).
iel

In particolare esiste iy € I tale che Gal(K/M) 2 Gal(K/F,,). Per il Teorema 6.19
si ha che F;, O M D k e dato che Fj, D k e finita anche M D k e finita.
Se M DO k é finita allora esiste un N € JF tale che N O M quindi vale che
Gal(K/N) C Gal(K/M). Dunque Gal(K /M) ¢ un aperto di Gal(K/k).
Sia [M : k] finito. Esistono (i,...,08, € M C K tali che M = k(f4,...,Bm).
Poiché 1, ..., B € K sono separabili esiste a; € M tale che M = k(aq). Se pq,
¢ il polinomio minimo di «; su k si ha che [M : k] & uguale al grado di p,,. Sia
¢ : M — K un omomorfismo di campi che lascia fisso k. L’omomorfismo ¢ e
univocamente determinato da ¢(«;) che ¢ una radice di p,,. Ci sono dunque esat-
tamente n di tali isomorfismi dato che p,, € separabile. Siano ay,ag,...,a, € K
le radici distinte di po, € Gay; Pags - - -5 Pa,, 1 relativi isomorfismi associati. Per
la Proposizione 6.17 ognuno di questi isomorfismi puo essere esteso ad un auto-
morfismo in K che chiameremo rispettivamente ¢a1, ¢a2, e ,gban Mostriamo che

Cal(K/k) = U o, Cal(K/M).

=1

Chiaramente Gal(K/k) D U(b;iGal(K/M). Sia 0 € Gal(K/k) proviamo che esi-
i=1

stono j € {1,...,n} e 7 € Gal(K/M) tali che 0 = ¢, o 7. Si ha che o}, ¢ univo-
camente determinato da o(oy) = «j dove j € {1,...,n}. Sia 7 := qb;j_l oco. Chia-
ramente 7 e un automorfismo da K in K, proviamo che 7 fissa M. Poiché 7 fissa k
basta far vedere che 7 fissa a;. Si ha che 7(a;) = gb; 1o olay) = qﬁ;fl( ) = ;.
Dunque [Gal(K/k) : Gal(K/M)] & minore o uguale a n. Se esistono 7, j € {1 ,n}
tali che ¢o,07; = ¢o, 07; con 73, 7; € Gal(K /M) allora (ba ori(ay) = ¢a1(041) =q; =
=q; = qba] o7;(aq) quindi necessariamente ¢ = j. Dunque [Gal(K/k) : Gal(K /M )]
¢ uguale a n che ¢ uguale a [M : k.
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b) Supponiamo che Gal(K /M) sia un sottogruppo normale di Gal(K/k). Sia g un
automorfismo di Gal(K/k) e My := g(M). Mostriamo che Gal(K/M;) ¢ uguale a
gGal(K/M)g~!. Se 7 € Gal(K/M) chiaramente g o7 o g~! & un automorfismo da
K in K. Inoltre per ogni g(m) € M; si ha goTog !(g(m)) = g(m) poiché 7 lascia
fisso M. Sia o € Gal(K /M), mostriamo che g 'ocog € Gal(K/M). Chiaramente

g 1 oo ogeun automorfismo di K e lascia fisso M poiché o lascia fisso g(M).

Per ogni g € Gal(K/k) si ha che k C g(M) C K e ¢(g(M)) = Gal(K/g(M)) =
= gGal(K/M)g™' = Gal(K/M) = ¢(M). Allora per il Teorema 6.19 si ha che
g(M) = M per ogni g € Gal(K/k).

Proviamo che M D k & normale. Sia p € K[t] un polinomio irriducibile non costante
tale che esiste x € M per cui p(z) = 0. Se il grado di p & uguale a uno non c’e nulla
dimostrare. Sia y € K tale che p(y) = 0. Per il Lemma 6.18 esiste un isomorfismo
v k(xz) — k(y) che fissa k e tale che y(z) = y. Per la Proposizione 6.17 la map-
pa v puo essere estesa ad un automorfismo 4 di K. Chiaramente 5 € Gal(K/k),
quindi (M) = M. Poiché xy € M si ha dunque che ¥(x¢) = yo € M.

Se x € M C K allora il suo polinomio minimo p, su k e separabile poiché K D k
e separabile, quindi M D k e separabile. Allora M D k e una estensione di Galois.
Sia M O k una estensione di campi di Galois. Analogamente a quando abbia-
mo definito una topologia su Gal(K/k) si verifica che la seguente mappa € un
omomorfismo di gruppi.

v Gal(K/k) — Gal(M/k)

o — oM

Si ha che keryp = Gal(K/M) quindi Gal(K/M) ¢ un sottogruppo normale di
Gal(K/k).
Inoltre ¢ & una mappa suriettiva: se 7 € Gal(M/k) allora per la Proposizione
6.17 la mappa 7 si puo estendere ad un automorfismo 7 di K, dunque (7) = 7.
Poiché le estensioni K D k e M D k sono di Galois per il Corollario 6.13 si ha che
Gal(K/k) e Gal(M/k) sono gruppi topologici profiniti. Per il Teorema 2.3 si ha
che Gal(K/k)/Gal(K/M) ¢ isomorfo a Gal(M/k) come gruppo topologico.

[

Lemma 6.21. Siano G un gruppo topologico e G' un gruppo topologico profinito. Sia
f G — G" un omomorfismo di gruppi e sia V un sistema fondamentale di intorni
aperti di 1. Se per ogni V€ V si ha che f~(V) é un aperto di G allora f ¢ continua.

Dimostrazione. Sia W un intorno aperto di f(lg) = 1o in G'. Esiste V' € 'V tale che
V C W. Mostriamo che esiste un intorno U di 1¢ in G tale che f(U) C V. Se poniamo
U := f~%V) si ha che U ¢ un intorno aperto di 1¢ tale che f(U) = f(f~1(V)) C V.
Quindi per ogni intorno aperto W di 14 esiste un intorno aperto di 14 tale che f(U) C W.
Sia g € G e sia Vj() un intorno aperto di f(g) in G'. Per la proposizione 2.8 si ha
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che esistono una famiglia di sottogruppi aperti B; di G’ e g, € G’ con i € I tali che
Vig = UggBi. In particolare esiste 79 € I tale che f(g) € gj Bi, € Vjg). Allora
i€l

f(9)Bi, = gi,Bi,- Essendo B;, un sottogruppo aperto di G’ si ha che B;, ¢ un intorno
di 1gr. Quindi esiste un intorno aperto U di 1g tale che f(U) C B;,. Dunque gU &
un intorno aperto di g in G tale che f(gU) = f(g)f(U) € f(9)Bi, C Vy(). Allora f e
continua in ogni elememto di G.

[

Teorema 6.22. Ogni gruppo profinito é isomorfo come gruppo topologico ad un gruppo
di Galois.

Dimostrazione. Sia G un gruppo profinito e sia F' un campo arbitrario.

Consideriamo 'unione disgiunta S := U G/N. Sia K := F({X; tali che s € S}) con

N<oG
X, trascendenti su F' e algebricamente indipendenti su S. Consideriamo la seguente

mappa
0g: G — AutK
g — Y, K — K

dove 1, ¢ cosi definita: se u ¢ un elemento di K, u = g Usy,.5,Xs1' * - .. X¢°r appar-
finita
tenente a F'(X,,,..., X, ) allora v, lascia fissi i coefficenti di v e manda X, = X, n. in
1 ) s g J 3tV

Xga;n;, = Xg; perogni j=1,...,7.

Per ogni g € G si ha che 1, ¢ una mappa biunivoca poiché la sua mappa inversa ¢ ¢g-1.
Inoltre poiché 1, scambia solo gli indici delle indeterminate e lascia fissi i coefficienti
degli elementi di K si ha che ¢, ¢ un omomorfismo di anelli.

La mappa 6 ¢ un omomorfismo di gruppi infatti per ogni g1, g2 € G si ha che 0(g1g2) =
= g4, ¢ la mappa che manda X,y in X, 4.y che ¢ I'immagine di X,y tramite
g, 0 g, = 6(g1) 0 0(g2).

Mostriamo che 6 ¢ iniettiva.

Se g1, 92 € G sono tali che ¢, = 1,, allora per ogni zN € S si ha che gyjzN = g,z N.
Quindi g1, 92 € (){N con N<pG}. Poiché G ¢ un gruppo profinito, per la Proposizione
2.8 punto c¢) si ha che [(J{N con N<pG} ¢ uguale ad 1. Dunque g; = g¢o.

Siaue K, u= Z asl,m,sngjl coe ngr con s; = x;IN;. Proviamo che

finita
Gy = {g € G tali che ¢,(u) = u}

contiene Ny N...NN,. Se g € NyN...NN, allora ¢,(Xs,) = ¥,(Xa;n) = Xgun, =
= X;,n, = X, Dunque v, lascia fisso X, per ogni j = 1,...,r e quindi lascia fisso u.
Poiché Ny N ...N N, e un aperto di G e GG, € un gruppo che lo contiene si ha che G, e
un aperto di G.
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Consideriamo K% = {u € K tali che (g)u = u per ogni g € G} C K.

Mostriamo che K O K%% & una estensione algebrica.

Sia u; € K, poiché G,, e un sottogruppo aperto di G si ha che G, ha indice fi-
nito in G per I'Osservazione 2.2 punto c¢). Allora esistono g¢i,...,¢9, € G tali che
G=¢gG,U...Ug,G,,. Se g € G allora esistono ¢ € {1,...,n} e z € G, tali che
g = giz. Quindi vale che 0(g)u; = 0(g;2)(u1) = 0(g:)(0(2)(w1)) = 0(g:)(u1) =: v;.
Quindi l'insieme dei valori possibili al variare di ¢ in G di #(g)u; ¢ uguale all’insieme

{v1,v9,...,v,}, che & uguale allinsieme {uy,us, ..., u,} dove gli u; sono gli elementi
distinti di {wvy, ve,...,v,}. Consideriamo
fur =[]t = w) € K[t].
i=1

Fissiamo g € G e consideriamo lisomorfismo di anelli 6(g) : K[t] — K[t] definito
analogamente a come e stato fatto nella Proposizione 6.2.

Si ha che . .
i=1 i=1
Al variare di 7 si ha che 0(g)u; = 0(gg;)u; assume m valori appartenenti a {uy, ..., up}.

Inoltre se per assurdo 6(g)u; = 6(g)u; allora essendo f(g) un automorfismo si ha che

u; = u; che & assurdo. Dunque 0(g)(fs,) = fu,. Esistono ao,...,an € K tali che
fur = a0+ art+...+ant™. Allora 0(g)(fa,) = 0(g)(ao) +6(g )(al)t+ A 0(g)(am)t™ =
= ag+ ait + ... + a,t™. Quindi a; = 0(g)a; per ogni i = 1,...,m. Poiché questo
ragionamento puo essere ripetuto per ogni ¢ si ha che a; € K G(G). Dunque fu, € K9© ]
e ha come radice u;. Quindi I'estensione K O K 0(G) ¢ algebrica.

Per ogni u; € K se p,, ¢ il polinomio minimo di u; su K% esiste ¢ € K% [t] tale che
fu; = Puyq- Quindi p,, ¢ separabile. Allora I'estensione K O K%©) & separabile.

Si ha che K% (uy, ..., uy) 2 K% & normale. Infatti K% (uy,... u,,) & un campo di
spezzamento di f,, su K% e vale la Proposizione 6.3.

Ma K O K% (uy,. .. uy) D K% per ogni u; € K. Quindi si ha che

K= K'O%;,... ,up).

ul €K

Dunque K 2 K?©) ¢ normale. Allora K D K% ¢ di Galois.

Chiaramente 6(g) € Gal(K/K%%)) per ogni g.

Mostriamo che 6 e continua.

Poniamo R, := m gGu, 9" per ogni u; € K. Chiaramente gG,,¢~" & un sottogruppo
ea

di GG per ogni g gE G e per ogni u; € K. Quindi R,, € un sottogruppo di G per ogni

u; € K. Poiché abbiamo visto che G, € un aperto di G, per la Proposizione 2.8 punto
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a) si ha che esistono una famiglia di sottogruppi normali aperti A; di G e g; € G per

j € J tali che G, = U A,g;. In particolare esiste jo € J tale che G,, 2 A;,. Poiché
jeJ

Aj, € normale in G si ha che A;, C gA; 97! C gG,, g~ " per ogni g, dunque 4, C R,,

per ogni u; € K. Dunque R,, € un aperto di G per ogni u; € K.

Proviamo che

0~ (Gal (K/K*9 (uy,...,up))) = Ry N...N Ry,

dove ug, . . . , u, sono definiti come sopra. Sia z € G tale che 0(z) fissa K% (uy, ..., uyy).
Mostriamo che per ogni i = 1,...,m si ha che z € R,, cio¢ che g~ 'zg € G,, per ogni i
e per ogni g € G. Per definizione di wu,, ..., u,, si ha che 0(g)(u;) € KD (uy, ..., un),
allora 0(z)(0(g)(u;)) = 0(g)(u;) per ogni i e per ogni g. Quindi per ogni i e per ogni ¢ si
ha che 0(g~)(0(x)(6(g)(u;))) = u;. Dunque per ogni i e per ogni g si ha che g~'zg € G,,,.
Sia z € R, N...N R,, vogliamo provare che () fissa K% (uy,... u,,). Per ogni i
e per ogni g poiché x € gG,,g" si ha che 6(g)~'0(x)(0(g)(u;)) = u;. Quindi per ogni
g e per ogni ¢ si ha che 0(x)(6(g)(w;)) = 0(g)(u;). Dunque 0(z) fissa 6(g)(u;) per ogni
i e per ogni g. Allora 6(z) fissa uy, ... uy,. Ma () fissa anche K% quindi (z) fissa
KOO (uy, .. uyy,).

Poiché R,, ¢ un aperto di G per ogni i allora 67! (Gal (K/K%% (uy,...,uy))) ¢ un
aperto di G. Per il il Lemma 6.10 gli insiemi del tipo ¢ o Gal(K/K%® (uy, ... uy))
con o € Gal(K/K’%) formano una base per la topologia di Gal(K/K%). Inoltre
la famiglia degli insiemi del tipo Gal (K JKYG) (uy, ... ,um)) formano chiaramente un
sistema fondamentale di intorni di 1, (g ko). Per il Lemma 6.21 si ha che 6 & continua.
Proviamo che 6 suriettiva.

Poiché G ¢ quasi compatto e § ¢ continua si ha che 0(G) C Gal(K/K%) & quasi
compatto. Poiché Gal(K/K%®) & di Hausdorff si ha allora che 6(G) & chiuso. Se ¢
¢ la mappa definita nel teorema 6.19 si ha che ¢~ 1(0(G)) = K. Dunque 6(G) =
= ¢(K9) = Gal(K/K%%),

Poiché sia G che Gal(K/K%%)) sono profiniti e quindi di Hausdorff e quasi compatti
abbiamo che # e un isomorfismo di gruppi topologici.

]

Esempio 9. Esistono dei sottogruppi di gruppi di Galois di estensioni di Galois per cui
non vale la corrispondenza di Galois.

Dimostrazione. Sia K una chiusura algebrica di (Z/pZ)[z] =: F,'. Per ogni n € N
poniamo B
F,n :={a € K radici di 2" — x € F,[z]}.

Si ha che F,» ¢ un sottocampo di K per ogni n. Chiaramente Fp. & un campo di
spezzamento di 27" — z € F,[z]. Ricordiamo che F . ha caratteristica p, ha ordine p" e

ISi veda ad esempio il Corollario 2.6 del libro Algebra, di S. Lang [5].
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il grado dell’estensione Fy» O F, ¢ n. Essendo aP" — x separabile si ha che Fpn D F, e
una estensione di Galois. Si noti che se m ¢ un multiplo di n si ha che Fyn C Fpym.

Poniamo K := U F,n. Si ha che K ¢ un sottocampo di K. Vale che K D F, ¢ una

n=1
estensione di Galois poiché € unione di estensioni di Galois. Si noti che K D IF,, ha grado

infinito, infatti non puo averlo finito per il Teorema della Torre.

Mostriamo che esiste un sottogruppo H di Gal(K/F,) per cui non vale la corrispondenza
di Galois ovvero tale che Gal(K/K*) # H. Da questo segue che H & un sottogruppo di
Gal(K/F,) che non ¢ né chiuso né aperto. Poiché K ha come sottocampo F}, si ha che
K ha caratteristica p. Dunque la seguente mappa € un automorfismo di campi.

¢o: K — K

r +—— xP

Si ha che ¢ € Gal(K/F),) poiché per ogni a € K si ha che ¢(a) = a se e solo se o = «
se e solo se a € F,. Sia H il sottogruppo di Gal(K/F},) generato da ¢, cioe

H := {¢" tali che k € Z},
dove se n ¢ un intero positivo per ¢~" si intende (¢~1)". Si verifica facilmente che
K = F,. Proviamo che Gal(K/K*) # H. Faremo vedere che esiste un automorfismo
Y € Gal(K/K™) tale che v ¢ H.

Sia L = U Fm. Mostriamo che L # K. Sia ad esempio i3 un omomorfismo di anelli

m=1
da F, a Fjs. Sia o € Fs \ i(F,). Se si applica il Teorema della Torre alle estensioni
Fy;s D Fy(a) D F, si ha che necessariamente il grado del polinomio minimo di o su F),
deve essere 3. Proviamo che a ¢ L. Se f € L , f € Fjm per il Teorema della Torre il
grado del polinomio minimo di  deve essere una potenza di due. Dunque « ¢ L.
Per il Teorema 6.19 si ha che Gal(K/L) # Gal(K/K) = idg. Sia ¢p € Gal(K/L) con
¢ # idg. Chiaramente ¢ € Gal(K/F,).
Poniamo per assurdo che esista un intero positivo s tale che v = ¢°. Per il Teorema
6.19 si avrebbe che L = KG(K/L) C Lo € K tali che ¢(a) = a}. Se ¥(a) = a allora
¢°(a) = a, quindi o € F,s. Dunque L C F}s che ¢ assurdo poiché L ha ordine infinito,
mentre F),s ha ordine finito.
Poniamo per assurdo che esista un intero positivo s tale che ¢ = ¢=°. Allora vale che
P! € Gal(K/F,) e ¢v=!' = ¢* Ripetendo il precedente ragionamento si ottiene un
assurdo.

]



Capitolo 7

Appendice

Osservazione 7.1. Sia (G, ;j) un sistema inverso di gruppi topologici indicizzato da
I. Sia G :=1lim G;. Supponiamo che esistano per ogni i dei gruppi topologici G, e degli

isomorfismi di gruppi topologici v; : G; — G. Allora
a) (G}, ;) ¢ un sisiflema inverso di gruppi topologici indicizzato da I con mappe
ngj = 1; 0 ;5 © @/Jj ;
b) im G; ¢ isomorfo come gruppo topologico a lim G.

Dimostrazione.  a) Siano 4,75,k € I tali che i < k < j. Consideriamo il seguente

diagramma
%0;]'
G/G o G\.*G’
J ! J LT
J xk] V
, G ,
Plj Pik
wkiwgl
G

Mostriamo che ¢j; o ¢}, i;- Si ha che @iy o ¢y i; se e solo se vale che

—1 —1 —1 . ,
(i 0o i 0t ) o (g 0 ;0 Y, ) =i 0pjo0 ¥; " se e solo se, poiché ;e ¢, sono
mappe biunivoche, si ha che ;1 0 py; = ¢;;, che risulta essere vero poiché (Gj, ¢;;)
€ un sistema inverso.

b) E sufficiente dimostrare che slim G; & slim (.. Consideriamo la seguente mappa

Y: slimG; —  slimG]

(hi)ieI — (%‘(hi))iel-
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Sia (h;); € slim G;, mostriamo che effettivamente (¢;(h;)); € slimG,. Si ha che
(hi)r € slimG; se e solo se per ogni ¢ < j si ha ¢;;(h;) = h;. Cio € vero se e
)

solo se per ogni ¢ < j si ha che 9; o ¢;; 0 (qu_l o 1;)(hj) = ¥i(h;). Questo equivale
ad affermare che per ogni i < j si ha che ¢; o p;((Vr(he))x) = pi((Yr(hx))r), che
equivale al fatto che (i (hy))x € slim G

Si verifica facilmente che ¢ € un omomorfismo di gruppi. Si verifica facilmente
anche che la seguente mappa ¢ la mappa inversa di ¢

Pt slimG — slim G;
(Wi)ier = (&7 (¥))ier-

Poiché le mappe v; e ;! sono continue per ogni i si verifica facilmente che 1 e
1)~ sono continue. Dunque v & un isomorfismo di gruppi topologici.

O

Lemma 7.2. Sia G un gruppo ciclico di ordine n e sia o un generatore di G. Si ha che
B ¢ un generatore di G se e solo se esiste un intero i tale che 3 =o' e (i,n) = 1.

Dimostrazione. Sia 3 = o' con (i,n) = 1. Chiaramente 3" = 1g. Sia k un intero tale
che 1 < k < n. Poniamo che per assurdo (3)¥ = 1. Quindi o®* = 15. Poiché I'ordine
di a & uguale a n allora ik sarebbe un multiplo di n. Questo ¢ assurdo poiché (n,i) =1
ek <n.

Sia 8 = o' un generatore di G. Poniamo che per assurdo esista un primo p che divida
sia i che n. Allora B = (ai)r = o = (a")» = 1g. Ma Pordine di § & n e 5 <,
quindi abbiamo ottenuto un assurdo.

[]

Esempio 10. Sia p un primo dispari e per v = 1,2,... sia & € C una radice primitiva
p’-esima dell’unita. Sia K = Q({&r tali che r = 1,2,...}). Allora Gal(K/Q(&,)) é
isomorfo come gruppo topologico a Z,.

Dimostrazione. Notiamo che se &, n,» sono due radici primitive p"-esime dell’unita al-
lora Q(&,r) = Q(n,r). Questo perché se &,» ¢ una radice primitiva p"-esima dell’unita

allora le radici di v:cpr — 1 sono {1,&r, &%, ..., & 7'}, Possiamo allora supporre per

ogni r che §,;r = e

Vogliamo dimostrare che Gal(K/Q(§,)) = slim Z/p"Z con mappe del sistema
—r=1,2,...

inverso

(@l — (2]
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127 127

Notiamo che per ogni k& = 2,3,... si ha che {1 = er* 1 = (er* )P = {”. Dunque per
ogni k = 2,3,...si ha che {—1 € Q(&r) quindi Q(&,r) 2 Q(&pr—1).

Vogliamo utilizzare la Proposizione 6.12. Si ha che K = U Q(&pr), infatti Q(&,) € Q(&,2)
r=2

esea € K esistonory,...,r, € {1,2,.. .} taliche a € Q(&§pr, - -, §prs ) = Q(Epmantry o)
Per ogni i,j € {2,3,...} esiste m € {2,3,...} tale che Q(§,) contenga sia Q(&,:) che
Q(&,i) poiché basta prendere m = max{i,j}. Mostriamo che Q(&r) 2 Q(&p) € di
Galois. Poiché Q(&,r) ¢ il campo di spezzamento del polinomio separabile (anche se non
irriducibile) 2¥" — 1 € Q[z] su Q si ha che Q(&,r) 2 Q & di Galois. Dunque per ogni
r = 2,3,... sl ha che Q(&§r) 2 Q(&,) ¢ di Galois. Per la proposizione 6.12 si ha che
Gal( /(&) = stim " Gal(Q(5)/Q(§,)) con mappe el sistema iverso

-----

wij - Gal(Q(6)/Q()) — Gal(Q(&)/Q(&p))

o — T10(E,)

per ogni i <" j, dove i <’ j se e solo se Q(&,1) € Q(&,) se e solo se i < j.

Per ogni ¢ = 1,2, ... si ha che l'estensione Q(§,:) 2 Q ha grado p'~!(p — 1) pari al grado
del polinomio ciclotomico. Poiché si ha Q(&,r) 2 Q(§,) 2 Q per il teorema della Torre si
ha che il grado di Q(&,r) 2 Q(&,) & pari a p" . Poiché Q(&,r) 2 Q(&,) & una estensione
di Galois si ha che |Gal(Q(&,r)/Q(&,))| = p™ L.

Se mostriamo che Gal(Q(&,-)/Q(&,)) ¢ ciclico allora esiste un isomorfismo di gruppi fra
(Gal(Q(&r)/Q(&p));0) e (Zyr—1,+).

Per ogni r € nota l'esistenza di un isomorfismo di gruppi fra il gruppo (Gal(Q(&,r)/Q), o)
e il gruppo ((Z/p"Z)*,-). Munendo i due precedenti gruppi della topologia discre-
ta otteniamo l'esistenza di un isomorfismo di gruppi topologici fra i due. Si ha che
Gal(Q(&,r)/Q(&p)) ¢ un sottogruppo di Gal(Q(&,r)/Q). Se p ¢ un primo dispari si ha
che (Z/p"Z*,-) & ciclico e quindi & isomorfo a (Zyr—1(,-1),+). Allora Gal(Q(&)/Q(&,))
¢ isomorfo ad un sottogruppo di Z,r-1(,-1). Poiché i sottogruppi di Z sono tutti ciclici
anche tutti i sottogruppi di Z,r-1(,—1) sono ciclici. Dunque per ogni r = 2,3... si ha che
Gal(Q(&r)/Q(&,)) ¢ ciclico.

Notiamo che se o, ¢ un generatore del gruppo Gal(Q(&,-)/Q(&,)) e j ¢ un intero tale che
1 <j <r—2; allora oyg ;) € un generatore di Gal(Q(&yr-i)/Q(&p))- Infatti se o,_; e
un generatore Gal(Q(&,—;)/Q(&,)) per la Proposizione 6.17 esiste 7, € Gal(Q(&,+)/Q(&p))
tale che TrQE,—;) = Or—j- Esiste un intero k tale che 7, = o,*, quindi Op—j =

k
= (0:)1at,—) = (orite,—p)) - Dunque ovjgce,, ) genera Gal(Q(&y-)/Q(&))-
Mostriamo che per ogni r = 2,3,... un generatore o, di Gal(Q(&,)/Q(&,)) puo essere
esteso ad un generatore 0,41 di Gal(Q(&,r+1)/Q(&p))-

Sia 7,41 un generatore di Gal(Q(&,+1)/Q(&,)). Per quanto abbiamo appena osservato
Tr+1jg(e,) © un generatore di Gal(Q(&,r)/Q(&,)). Per il Lemma 7.2 si ha che esiste un

intero positivo i con (i,p"!) = 1 tale che (7,11g(,,))" = 0. In particolare (i,p") = 1.
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Per il Lemma 7.2 si ha che 0,11 := 7,.41° € un generatore di Gal(Q(&,+1)/Q(&,)). Inoltre
Or 110G, = (Tri1 )l = (Tri1jgee,n)" = O

Sia oy un generatore di Gal(Q(&,2)/Q(§,)). Per ogni r = 3,4, ... sia 0, un generatore di
Gal(Q(&,r)/Q(¢,)) tale che Orjg(e,,—1) = Or—1. Perognir = 2,3,... siano ¢, gli isomorfi-

smi di gruppi topologici da Gal(Q(&,r)/Q(&,) in Z/p"~'Z che mandano o, in [1],—1.
Per 1'Osservazione 7.1 si ha che slim Gal(Q(&r)/Q(&,)) € isomorfo come gruppo
—r=2,3

.....

topologico a slim Z/p" 17 con mappe del sistema inverso gpgj. Per: <y

——r=23,...

.

Z/p 2 Gal(Q(6) Q&) 2 Gal(Q(&,)/QE,) — Z/p T

[ﬂpi—l f Uj—l 1 O-];l'(@(gpi) I [1]#71

da cui si deduce che g;; = ¢i;.

O
Lemma 7.3. Sia | un intero maggiore o uguale a 3. Allora 52" =1+ 2-1 mod 2.

Dimostrazione. Proviamo la tesi per induzione su [. Se [ = 3 allora 5! =1+ 22 mod 23.
Supponiamo che 527 = 1 + 21 mod 2! e mostriamo che 5@ =1+ 2! mod 2!+
Esiste un intero S tale che 5% = 1+ 2=1 + 215 Allora (5(2l73))2 = (1 + 21 ¢ 215)2.
Dunque 52 7%) = 1 4 220-1) 4 2(21-1) 4 22162 4 91415(1 4 2-1), Poiché [ > 3 si ha che
2l < 221-2 Tpoltre 21! < 2272 < 92 quindi 52 =14 2! mod 2.

]

Proposizione 7.4. Sia | un intero maggiore o uguale a 3. Allora
(2)2'2)* = {[5]y" - [~1]o” coni,j € Z}.

Dimostrazione. Come visto nella dimostrazione del Lemma 7.3 esiste un intero T tale

che 527 = 142 + T2 quindi 527 =1 mod 2'. Allora I'ordine di [5]y & minore o

uguale a 272, Poiché 'ordine di (Z/2'Z)* ¢ 2'=1 ordine di [5]5 deve essere una potenza

di due. Supponiamo che l'ordine di [5]y sia 2" con 0 < m <[ — 2. Per il Lemma 7.3 si

ha che [5@ ]y = [1 + 271y # [1]or. Se [5Z ]y = [1]y per un intero 4 < k < I, allora
k

[(5(217’“))2 o = [1] che & assurdo. Quindi necessariamente I'ordine di [5]y & 272
Per semplicita di notazione poniamo A := {[5]y' - [~1]’ con ¢,j € Z}. Chiaramente
A C (Z/2'Z)*. Mostriamo che l'ordine di A ¢ uguale all’ordine di (Z/2!Z)*.

Notiamo prima che per ogni 1 < i < 2!72 si ha che [5{]y # [~1]y. Se per assurdo esistesse
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un intero S tale che 5' = —1+ 52! = —1 4 (52!72)22 ] si avrebbe che [5{]; = [—1],, quindi
[2]4 = [0]4 che & assurdo.
Supponiamo che esistano due coppie di interi (i, 5), (r,s) con 1 <id,r <2721 < j, s <2
e (1,7) # (r,s) tali che [5']u[(—1)7]y = [5"]u[(=1)%]n. Se i = r allora [—1]y = [1]x che
essendo [ > 3 ¢ assurdo. Possiamo supporre dunque che ¢ > r e j # s. Per ogni j = 1,2
si ha che [5°"]y = [—1]x che & assurdo per quanto gia notato. Quindi A ha esattamente
2171 elementi. Dunque A = (Z/2'Z)*.

O]

27

Esempio 11. Siap=2 eperr=1,2,... sia & :=e2r € C.
Sia K := Q({&r tali cher = 1,2,...}). Allora Gal(K/Q(&)) e isomorfo come gruppo
topologico a 7./27 X Zs.

Dimostrazione. Analogamente all’Esempio 10 con i primi dispari, possiamo supporre per
ogni r =1,2,... che & = e . Notiamo che & = e = —1 quindi Q(&;) = Q. Proce-
dendo in modo analogo a quanto fatto nell’Esempio 10 si ha che Gal(K/Q) ¢ isomorfo
come gruppo topologico a s lim , Gal(Q(&2r)/Q). Per ogni r & nota 'esistenza di un

r=3,4,...

isomorfismo di gruppi ¢, fra (Gal(@(gpr) /Q)),0) e (Z/2"Z*,-). L'isomorfismo 1, manda
[[]or nell’automorfismo che a &;- associa fgrl.

Per la Proposizione 7.4 si ha che (Z/2"Z)* ¢ generato da [—1]ar e [5]or. Quindi per
ogni r = 3,4, ... si ha che Gal(Q(&,)/Q) @& generato dalle mappe o, : &or — & ' e
Ty o Egr — 527‘5.

Siano i,5 € {3,4,...} con ¢ < j. Mostriamo che Tja(e,) = O Sia k:=j—1>0. Si ha

k k 1\ 2 kN —1 _
che Uj\@(gzi)(&i) = Uj\@(52i)(§2.7'2 ) = Uj(§2.7')2 = (52.7' 1) = <§2J’2 ) = {oi b= 0i(&ai).
Analogamente si ha che T, = T
Dunque slim Gal(Q(&r)/Q) & isomorfo come gruppo topologico a
—r=34

r=3,4,...

slim (Z)2"7)*

-----

b

(222 Gal(Q(£y)/Q) 2 Gal(Q(Ex)/Q)

[—1]2 Tj 0i [~ 1]
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Per ogni r = 3,4, ... si ha che Z/27 x 7. /2" 27 & generato da ([1]z, [0]2r—2) e ([0]a, [1]2r—2).
Per ogni r = 3,4, ... siano 1, gli isomorfismi di gruppi topologici fra Z/27 x 7Z./2"*7 e
(Z/2"Z)* che mandano ([1]z, [0]ar—2) in [—1]sr e mandano ([0]a, [1]or—2) in [5]g.

Si ottiene dunque che sl{iLn \ Gal(Q(&r)/Q) = slgn iy (Z)27 x Z./2"27) con

r=3/4,... r=3/4,...

mappe del limite inverso

0y LJ2L X LIYL —> LJ2L x Ly
([2]2, [yles) 7= ([l2 [y]20)-
Quindi si ha che slim (Z)27 x 7.)2"27) & uguale a

—r=34,...

{([xk]2, [yr]ax) € H (Z)27Z < 7.)2FZ) tale che ([z}]a, [yj]a:) = ([2:]2, [vi]2:) per ogni i < j}.

Si ha dunque che la seguente mappa € un isomorfismo di gruppi topologici

f: slim (Z)27. x 7.J]227) — Z/27Z x slim (Z.)27 x 7./]2727)
=3

yeer ——r=34,...

([xr 2]2, [Yr—2]or- 2)r 3.4 — ([llfrq]z:([yr 2)or—2)p— 34,...)-

goon
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