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Introduzione

Nel primo capitolo della tesi ho presentato alcune fondamentali proprieta

delle funzioni armoniche, le soluzioni dell’equazione di Laplace,

N @2
Au=0 , A:= —
; 3xj

in un arbitrario aperto Q di RV.

Dalle formule di rappresentazione di Green per le funzioni v € C? ho rica-
vato le formule di media di superficie e di volume per le funzioni
armoniche: se h ¢ una funzione armonica in un aperto  di RY allora h

soddisfa:

1
h(zo) = —la(D(xo, ] - h(z)dx =: m,(h)(zo) (1)
h(zo) = — h(@)dz = M. (h)(zo) @)

B |D(zo,7)] D(xo,r)

per ogni disco euclideo D(xg,7) con D(x,r) C Q.

Queste formule, dovute a Gauss, svolgono per le funzioni armoniche un ruolo
analogo a quello tenuto dalla formula integrale di Cauchy per le funzioni olo-
morfe. In particolare, da esse si deducono facilmente, come mostrato nella
tesi: la disuguaglianza di Harnack sui dischi e sui compatti, il teorema di
Liouville, il principio del massimo forte e del massimo debole.

Le identita (1) e (2) caratterizzano le funzioni armoniche e consentono di
dare una formulazione debole di soluzione dell’equazione di Laplace Au = 0.

Infatti, un classico teorema di Koebe afferma che una funzione, a priori



solo continua, che verifica (1) (o (2)) in ogni disco D(x,7) con D(zq,r) C €,
in realta ¢ C* ed ¢ armonica in 2. E.E.Levi e Tonelli hanno esteso questo
risultato assumendo soltanto la locale sommabilita della funzione. Nella tesi
ho esteso il teorema di Koebe assumendo che (2) valga soltanto per i dischi
aventi i centri in un fissato insieme denso in € e raggi che costituiscano una
successione monotona infinitesima.

Il primo capitolo termina con il teorema di Beckenback-Rado-Reade:
una funzione continua in un aperto {2 € armonica se e solo se la media di
volume e quella di superficie coincidono su ogni disco con chiusura contenuta

nell’aperto.

Nel secondo capitolo della tesi ho presentato alcuni notevoli risultati di
simmetria sferica.

Il primo, di Kuran e Netuka, ¢ il seguente: dato un aperto A di R di mi-
sura di Lebesgue finita, se esiste un punto P in A tale che per ogni funzione

h armonica in A ed integrabile su A vale

h(P) = Fa/flh(x)dx,

allora A & una palla aperta centrata in P.

Il secondo, di Rao-Freitas-Matos, afferma che, dato un dominio limitato
Q2 in R™ con bordo 0 sufficientemente liscio, esistono costanti 0 < ¢; <1 <
¢y < oo dipendenti solo da 2 t.c.

(&1

109 Joq

Co

109 Joq

h(s)do(s) < h(z)dr < h(s)do(s)

1

€2 Ja
per tutte le funzioni h armoniche non negative definite in Q e C! fino al
bordo. Se una delle costanti ¢; e ¢y puo essere presa uguale a 1, allora €2 é

una palla.

Il terzo e il quarto capitolo contengono i risultati piu originali della tesi.
Il terzo capitolo inizia con il richiamo della definizione di Gruppo di Car-

not e di sub-Laplaciano L.



iii

Dopo aver esteso a questo nuovo ambito il principio del massimo debole
e del massimo forte, ho richiamato la nozione di funzione gauge d, ge-
nerante la soluzione fondamentale di L.

In seguito ho dimostrato formule di media di volume e superficie sul-
le d-palle estendendo cosi a questo nuovo spazio i teoremi di media per le
classiche funzioni armoniche.

Ho poi usato queste formule per estendere il teorema di Koebe, le disugua-
glianze di Harnack e il teorema di Liouville, precedentemente dimostrati in
RY.

Nel quarto capitolo, ho descritto nell’ambito dei gruppi di Carnot, il metodo

di Perron-Wiener per la risoluzione del problema di Dirichlet
Lu=0 inQ
U|aQ =f
La tesi si conclude con la parte pitl innovativa: la costruzione della soluzione

generalizzata di Perron-Wiener con il metodo delle medie iterate, ispirato

ad un procedimento introdotto da Lebesgue per il Laplaciano classico.
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Capitolo 1

Analisi del Laplaciano

1.1 Funzioni armoniche

Definizione 1.1 (Funzioni armoniche).

Dato © un aperto di RV, u € C?(Q2,R) ¢ detta funzione armonica se

2
Au=0 1 dove A:Za

N
ox;
j=1 "

Indichiamo con H((2) I'insieme delle funzioni armoniche in €.

1.1.1 Funzioni radiali armoniche

Definizione 1.2 (Funzione radiali).

Si dice che f: RV \ {0} — R ¢ una funzione radiale se
f(x) =u(|z|), con u:(0,+00) — R

Cerchiamo ora le funzioni radiali armoniche. Sia u € C?((0,00),R). Allora
f(x) =u(|z]),  #0, ¢ di classe C? e risulta

of v oondlzl
a—xj(x) =u (|w!)a—xj =u(|2z))

1



1. Analisi del Laplaciano

f 0, )
e = 5 (w2 =

. 5 _
T X
=u'(lz) o Hd () ———— =
|| || |z[?
=u"(|z]) T+ e (Jz)
|| || |z[?
Pertanto, posto r = |z|,
Vi) =u'(r) -~
r
e, usando la formula appena trovata con i = j
N
0*f Nlzf* — |z?
A — " /
)= 3 ) = ') + S )
7j=1
N -1
=u"(r) + u'(r)
Quindi z — f(x) = u(|z|) ¢ armonica se e solo se
" N -1 /
u’ 4 u =0 con r = |x|
r
N —1
N (u”+ u') =0 (VW)Y =0 =ceu = NC o
r riN=
onde
(N =2) clogr+ ¢
u(r) = 2-N 9N
(N>3) co— ta=ca?" +q
In conclusione, le funzioni radiali armoniche sono, a meno di costanti,
N =2) logi
sy =] V=2 loer (1)
(N=3) r

1.2 Formule di rappresentazione per funzioni di

classe C?

1.2.1 Preliminari

Definizione 1.3 (Aperto regolare).

Sia  un aperto di RY. Si dice che € & regolare se:



1.2 Formule di rappresentazione per funzioni di classe C?

1. Q é limitato (ha quindi frontiera compatta);

2. 0Q ¢ una (N-1)- varieta (quindi una superficie) di classe almeno C';

3. per ogni x € OF) esiste la normale esterna a € in x !

Teorema 1.2.1 (Integrazione per parti).
Sia Q aperto di RY, regolare. Sia poi f € C*(,Q,R). Allora

of
——dx = d =1,---, N 1.2
axj T = 3ny] o j ) ) ( )
dove v = (vy,--+ ,vy) € la normale esterna a €.

Teorema 1.2.2 (Teorema della divergenza).
Sia Q aperto regolare di RY. Sia F € C'(Q,RN). Allora:

/dz’dem:/ < F,v>do (1.3)
Q o0

Dimostrazione. Dal teorema di integrazione per parti degli integrali multipli,

OF;
divFdx = —1d
/ wrar = /Zax] Z/ 8%
N L N
:Z/ Fjl/jda(i)/ ZFjdeU:/<F,I/>d0
o1 Joo 00 =] Q

si trae:

1Si dice che v € RY, || = 1, ¢ una normale esterna a  in z € 9 se:
(a) v 1L oQ
(b) 3§>0tc. x+tr ¢ Q, z—treQ, Vte (0,6)



1. Analisi del Laplaciano

Osservazione 1. Il teorema della divergenza segue quindi da quello di in-
tegreaizone per parti, ma vale anche il viceversa. Infatti, prendendo F' =
(0,..., f,...0) con f € C1(Q,R) nel posto j-esimo, otteniamo

of

<fiv>=f-vy; e dz’vF:a—xj

e quindi, assumendo la (1.3) si ha

/ﬁdw: fvjdo
Q

Ox; a0

Proposizione 1.2.3 (Formula di Green per A). Sia Q2 un aperto regolare
di RY. Siano u,v € C*(,R). Allora:

/Q(uAv — vAu)dx = /m(u% - v%)da (1.4)
Dimostrazione. Scriviamo:
N N

ulAv — vAu = Z(uagjv — U(?fju) = Z(a“j (u0z,v) — Op,; (V0z,u)) =

s j=1

N

= Z Oz, (U0, v — 0, u) = div(uVv — vVu)

j=1

Pertanto
ulAv — vAu = div(uVv — vVu) (formula di reciprocita) (1.5)
Allora:
/(uAv—vAu)dx = / div(uVv—ovVu)dx ) / < uVv—vVu,v > do =
Q Q o0
ov ou

= u<Vv,u>—v<Vu,l/>dJ:/ Uu— —v—)do
/asz( ) 8Q( v 8V)

Abbiamo ottenuto la prima formula di Green:

/Q(um — vAu)dr = / (w5 — v )do (1.6)



1.2 Formule di rappresentazione per funzioni di classe C?

Osservazione 2. Scegliendo v = 1 in (1.7) otteniamo:

ou
Audr = —do 1.7
/Q o0 OV ( )

1.2.2 Formule di rappresentazione di Green

Proposizione 1.2.4 (Prima formula di rappresentazione di Green).
Sia Q un aperto regolare di RN, N > 3, sia u € C?(9Q).

Siano v la funzione radiale armonica in (1.1) e
I:RY\ {0} — R, I'(z) =

dove wy ¢ il volume del disco unitario in RY. Allora, per ogni xy € Q si ha:

u(wo) = /a ) (F(x - xo)%(x) - u(x)%F(x - x0)> do— /Q T(x — o) Au(z)dz

(1.8)

Dimostrazione. Prendiamo e > 0 tale che D(xg,¢) C Q, e definiamo

Ovviamente, (). é un aperto regolare e la funzione

v(w) = (r = w0) =1 Y ()

¢ di classe C in RV \ {z0} 2 Q..

Applichiamo la formula di Green (1.7) a v e alla funzione u. Otteniamo:

Ov ou
/F (uAv — vAu)dx = /BQ (u% — v%) do =

ov ou ov ou
= = =) do — = 1.
A (“au “av)d" /amo,s) (“au ”av) do {19)

In questa identita vogliamo passare al limite per € — 0. Procediamo per

passi:



1. Analisi del Laplaciano

1. Essendo v armonica in ., si ha

/ (uAv — vAu)dr = —/ vAudx =
Qe

Qe

:—/XQEvAudx
Q
7l e—=0

— / vAudz
Q

Questo passaggio al limite & giustificato dal teorema della convergenza
dominata di Lebesgue, osservando anzitutto che, essendo u € C?(€),
Au & continua sul compatto Q e percio limitata, e |xqo.| < 1 per ogni
e > 0. Inoltre y,, € L} (RV\{0}). Infatti, per ogni compatto K C RY,

loc

esiste R > 0 tale che K C D(zo, R). Pertanto

/ Vo dr < / Yoo dT = / |z — 2o| N 2da =
K D(z0,R) le—zo|<R

(y=a—z0) .
o
lyl<R

R
:/ r2 N NwyrN tdr =
0

R R2
:NwN/ rdr:NwN7<oo
0

Quindi v, (z) ¢ localmente sommabile. Questo giustifica completamen-

te il precedente passaggio al limite sotto il segno di integrale.

0
/ u—vda
D (z0,2) dv

La derivata normale di una funzione radiale é ancora una funzione

2. Consideriamo

T—x0
|lz—z0|’

radiale. Infatti, ricordando che la normale esterna a D(xg,¢) &

si ha:

Dp(@) _ Dy(z o] _

ov ov




1.2 Formule di rappresentazione per funzioni di classe C?

r — X9
=< V(|lz — z0|), P— >=

r — X9 r — Xy
=<~ — . >—=
’7(|ZE x0|) |{L‘—.170|7 |ZL’—ZL‘0|

=7'(Jz —@o|) - 1= (2= N)|z =z

Su 0D(xy, €) risulta che |z — zo| = €, quindi

0
—/ w o = —/ u(2 — N)etNdo =
OD(zo,€) v OD(xo,e)

= (N —-2) (/BD(IM) (u(z) — u(zo)) do + /8D(a:0,5) u(xo)da> el N =
=e""M(N = 2) (u(zo) Nwne" " + o(1) NwyeV 1)

l =0

N(N — 2)wyu(zo)

3. Si ha:

0
/ v—uda
OD(zo,¢) v

< sup |Vl & — 20> Ndo () =
ﬁ 8D(wo,€)

= c(u)?2e* M Nwye¥™ = c(u) Nwye
che tende a 0 per ¢ — 0.

In definitiva, dall’identita (4.12), otteniamo

ov ou
— /Q vAudr = /Q (ug - v@> do + N(N — 2)wyu(zg) + 0

da cui segue subito la formula di rappresentazione (1.8). [

Osservazione 3. Se u ¢ armonica in €2 allora

u(zo) = /m (F(m ~ 20) - %(:@) - u(x)%F(x - x0)> do (L.10)

2Qui, e nel seguito, con c¢(---) indichiamo delle costanti positive dipendenti solo dalle

variabili indicate ed eventualmente dalla dimensione dello spazio



1. Analisi del Laplaciano

Osservazione 4. Se nella precedente formula di rappresentazione prendiamo

Q = D(xg,r), otteniamo

u(zg) = / F@ - ua—rdo —/ FAudx =
o v D

D al/

:F(T)/ %da—f"(r)/ uda—/FAuda::
op OV oD D

1
:F(T)/DAuda+W/mjuda—/DFAudx:

1
10D Jop

e quindi

udo — / (T = T'(r))Audx (1.11)

Definizione 1.4 (Funzione di Green). Sia 2 aperto regolare e sia « €

fissato. Supponiamo che esista una funzione
he € C*(Q)NH(Q) t.c. hy(y)=T(x—y) VycoN
Se h, esiste per ogni x € () definiamo la funzione di Green per 2:

G(z,y) =T(r—y) —h(y) conz, ye, x#y (1.12)

Proposizione 1.2.5 (Seconda formula di rappresentazione di Green).

Sia Q un aperto regolare dotato di funzione di Green G, e sia u € C%(0Q).

Allora, per ogni x € Q) si ha

u(m):—/ u(y );/ (2, y)do(y /Au (1.13)

Chiamiamo —25 nucleo di Poisson per )
ov

Dimostrazione. Applichiamo l'identita di Green (1.7) alla coppia di funzioni
h, (vedi definizione (1.4)) e u. Si ha:

oh ou
Ah, — h,A = L hy—
/Q (uAh, — hyAu)dy /aQ (u » h, 1/) do




1.2 Formule di rappresentazione per funzioni di classe C?

Poiché h, é armonica, da questa si ottiene

0 :/ <uahx — hxa—u) do + / h.Audy
o0 07/ 81/ Q

Sommando membro a membro questa espressione con la prima formula di

rappresentazione (1.8) (e ricordando che G = 0 su 0f2), otteniamo la formula

di rappresentazione di Green. O]

1.2.3 Nucleo di Poisson per il disco

Nel nostro contesto, la funzione

R\?2
x»—>f:(—) - X
||

gioca un ruolo analogo alla inversione nella teoria delle funzioni olomorfe. Es-
sa si chiama inversione rispetto a 9D(0, R). Le sue proprieta ci consentono

di costruire la funzione di Green del disco D(0, R).

Proposizione 1.2.6.
La funzione di Green del D(0, R) é:

Gz,y) =T(r—y)-T((z - y)%), cony€e D, € D0,R), v #0

Dimostrazione. Sia x € D(0, R). Calcoliamo,Vy € dD:

(|w—y|>2: z—yl* _ PPty -2<zy>
|7 — y [z -yl [P+ yP-2<z,y>

lz?+ R? -2 < z,y >

(&)

+R-2< g y>
lzP+ R?—2<z,y >

||

<ﬁ>aRL+MP—2>%y>)

|z

)
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Quindi:
vyl _ 1y e D0,R), 2 £ 0, Yy e oD
T-yl R

Da questo deriva che:

ot = (1ol 5) 7 = 1) =10l = () rey

Osserviamo che la funzione

2] 2]

2-N
y—T@-y3)= (§> Iz —y)
verifica le condizioni richieste dalla funzione h,:
o ¢ O®(RN\ {7}) = ¢ C=(D)
e ¢ armonica in RY \ {Z} = ¢ armonica in D
e ristretta a 9D coincide con I’

Quindi, per ogni z # 0, x € D(0, R), la funzione di Green di D é:

Gla.y) =T —y) ~T((@ ~ )7, conyeD

Proposizione 1.2.7.
Il nucleo di Poisson per D(0, R) é:
1 R? — |x]?

P = . 1.14
R(xvy) NU}NR |I—y|N ( )

Di consegquenza, traslando le variabili x e y, il nucleo di Poisson per D(a, R)
e:

1 R* — |z — af?
NwyR |z —y|N

Pr(z,y) = (1.15)

Dimostrazione.

PR<x>y) = —2—f(f£,y) = - <VyG(l’,y),<y) > CO?”LQZ’ED, yeaDa V:%



1.3 Formule di media per le funzioni armoniche

Ora:

Moltiplichiamo quanto appena trovato per la normale esterna al disco otte-

niamo:

1 1

- 2 2

- < VyG(x,y),% >= >

==

Yy
R?

e quindi la (1.14). O

1.3 Formule di media per le funzioni armoniche

Le formule di media per le funzioni armoniche, dovute a Gauss, svolgono
per le funzioni armoniche un ruolo analogo a quello tenuto dalla formula
integrale di Cauchy per le funzioni olomorfe.

Sia D(a,r) ={z € RN : |z — af* <r?} il disco euclideo di centro a € RY
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1. Analisi del Laplaciano

e raggio r > 0.

11 suo volume é

|D(a, )| = wyrY

mentre 'area del suo bordo &
|0D(cr, )| = NwyrN 1

Infatti

|D(c, )| :/ dr = / Ndy = rNuwy
D(a,r) y=a+ry D(a,r)

Inoltre, posto

F:RY RV, F(z)= —2
|z — al
si ha
<Fv>=1
dove v = |§:3| é la normale esterna al disco, e
N
divF = —
r

Allora, per il teorema della divergenza,

- N
’6D<O"T)|:/ dU:/ < Fiv>do (1:3)/ di'UFdx:_erN
9D(ar) 9D(a,r) D(a,r) r
pertanto
0D (a,7)| = Nwyr¥ !

Teorema 1.3.1 (Formula di media di superficie).
Sia u € H(Q). Allora per ogni disco D(xg,r) con chiusura contenuta in

vale:

1

u(rg) = m 8D (0,r)

u(z)do(z) =: my(u)(xo) (1.16)



1.3 Formule di media per le funzioni armoniche

13

Dimostrazione. Per la formula di rappresentazione sui dischi (1.11)

1

u(xg) = W - u(z) da(x)—/D(m’T) (D(x — z9) — ['(r)) Au(z) dx

per ogni D(xg,r) tale che D(zq,r) C Q.

Essendo w armonica in €, si ha Au = 0 in D(zg, ), cosicché

1
ulao) = 0D (0, 7)| dD(zq,r) ule) do()

Teorema 1.3.2 (Formula di media di volume).
Sia u € H(Q). Allora per ogni disco D(xqy,r) con chiusura contenuta in €

vale

1
u(zy) = ———— u(z)dr =: M, (u)(xo) (1.17)
| D(0,7)| JDao,r)
Dimostrazione. Applicando il teorema (1.3.1) risulta:

),
= — udo Y pe(0,r]
Nwy et Jop(o.p)

N—-1

u(zo)

Moltiplicando entrambi i membri per p e integrando poi rispetto a p su

(0, 7], si ottiene:

‘a 1 T
N-1
p " u(m)dp = / (/ uda) dp
/o ’ Nwy Jg OD(zo,r)

( >7’N 1 / J
U\Ty)— = —/—— uax
0 N NU}N D(zo,7)

da cui segue

e quindi

=l
= udy = ———— udx
erN \/D(xo,r) ’D(.Z'm T)| D(zo,r)
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Osservazione 5. Data u € C*(Q), u verifica la formula di media di superficie

se solo se verifica la formula di media di volume.

Dimostrazione. Se u verifica la formula di media di superficie, procedendo
come nella dimostrazione del teorema (1.3.2) si prova che u soddisfa la for-
mula di media di volume.

Viceversa, supponiamo che u soddisfi la formula di media di volume. Allora:

),
u(x)dx
riN D(zo,r) ()

per ogni D(xg,r) tale che D(zg,7) C Q. Quindi

1 T
= do ) d
w(@o) wNTN/o (/u_xozpu 0) P

Moltiplichiamo entrambi i membri per wyr? e deriviamo poi rispetto ad

u(zo) =

r, applicando nel membro di destra il teorema fondamentale del calcolo

integrale. Si ottiene:

Nwyr™ " u(zg) :/ udo —/ udo :/ udo
|x—xzo|=" |x—x0]|=0 OD(zo,r)

cosicché

1
- d
u(zo) N V-1 /8D(xo7r)u o

per ogni D(zo, ) tale che D(zo,r) C €. Quindi u verifica la formula di media

di superficie. n

1.4 Conseguenze delle formule di media

Le formule di media per le funzioni armoniche implicano il seguente

teorema:
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Teorema 1.4.1 (Disuguaglianza di Harnack sui dischi).
Sia u € H(Q). Sia x9 € Q e siar > 0 tale che D(xq,4r) C .

Allora, se u > 0, risulta

sup u < ¢(N) inf wu, con ¢(N) = 3V
D(zo,r) D(wo,r)

Dimostrazione. Dimostrare che

sup u < ¢(N) inf wu
D(zo,r) D(zo,r)

equivale a dimostrare che

u(z) < e(N)u(y) Y,y € D(xo,r)

Sia quindi x € D(xg,r). Essendo D(x,r) C D(zq, 7+ 1) C Q, vale la formula

di media di volume (teorema (1.3.2)) relativa al disco D(z,):

1
) = 1Bt /D@,ﬂ ulz)dz =

=/
= u(z)dz <
wNTN D(z,r) ( ) -

Sia ora y € D(xg,r). Essendo D(z,r) C D(y,3r) risulta

1 1
u(2)dz < w(2)dz =
riN \/D(:E,r) ( ) - wNTN /D(y,37") ( )
= wy (3r)" - L u(z)dz =
wNTN |D(y’ 3T)| D(y,3r)
= 3%u(y)

dove, nell’ultimo passaggio, & stato possibile applicare ancora il teorema

(1.3.2) essendo D(y,3r) C D(x,4r) C Q. Risulta quindi

u(z) < 3Nu(y) Va,y e D(xy,r)
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La disuguaglianza di Harnack implica il seguente teorema:

Teorema 1.4.2 (Teorema di Liouville).

Sia v € H(RY), inferiormente limitata. Allora u costante.
Dimostrazione. Definiamo m := infgy u e v :=u — m. Risulta
ve HRY), v>0, info=0

Sono quindi soddisfatte tutte le ipotesi del teorema (1.4.1) di Harnack. Sce-

gliendo x¢ = 0, si ha:

sup v < ¢(N) inf v Vr>0
D(0,r) D(0,r)

Passando al limite per r — oo risulta

0 <supv < ¢(N)info

RN RN
da cui
infv=supv =0
RN RN
Pertanto

v=0, cioeu=m

Teorema 1.4.3 (Disuguaglianza di Harnack sui compatti).
Sia Q un aperto connesso di RN e sia K un compatto contenuto in §2. Allora

esiste una costante C' = C(K,N) > 0 tale che

supu < C'infu Vue HQ), u>0
K K

La dimostrazione di questo teorema richiede i seguenti lemmi:

Lemma 1.4.4. Sia Q un aperto connesso di RN e sia K un compatto con-

tenuto in Q. Allora esiste un insieme compatto connesso K tale che

KCKy,CQ
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Dimostrazione. Dalla compattezza di K deriva l'esistenza di un suo ricopri-
mento finito (B}),=1, 4 con B; disco con chiusura contenuta in €. Per ogni
i,7 =1,..,q, © # j sia p;; una poligonale che congiunge i centri di B; e B;.

Per la connessione di €2 possiamo scegliere p; ; tale che

Definiamo
q
KO = (U BJ> UUp”
Jj=1 i,j
Ky ¢ un insieme connesso e compatto contenente K e contenuto in 2. O

Lemma 1.4.5. Sia Q un aperto connesso di RN e sia K un insieme compatto
e connesso contenuto in ). Allora, dato un ricoprimento di K (D(x,72))zek,

esistono 1, ...,x, € K tali che

p
K C U D(xy,ry,)
k=1

DiNDy# @, (D1UDy)N Dy # @, ....,(D1U...UD, )N D, #+ &
dove con Dj indichiamo D(xj,7,,) per j =1,...,p.

Dimostrazione. Segue dalla compattezza e connessione di K. ]

Lemma 1.4.6. Siano A, B insiemi. Siau: AUB — R, u > 0. Supponiamo

che esistano due costanti positive cy, cp tali che

supu < cyginfu e supu < cp infu
A A B B
Supponiamo infine AN B # &. Allora

supu < ¢y - cp inf u



1. Analisi del Laplaciano

Dimostrazione. Dimostrare che

supu < cy-cpinf u
AUB AUB

equivale a dimostrare che
u(z) < ca-cpu(y) Ve,ye AUB
Sia z € AN B. Dati z, y € AU B risulta:
l.sex,y € A, u(z) <cau(y)a-cpu(y);
2. se z,yB, u(x) < cgpu(y) < ca-cpul(y);

3.sex € A y € B, u(xr) < cau(z) perché x,z € A e u(z) < cpu(y)
perche y, z € A. Quindi u(z) < ¢4 - cpu(y).

]

Siamo ora in grado di dimostrare la disuguaglianza di Harnack sui com-
patti (Teorema 1.4.3):

Dimostrazione. Sia K un compatto contenuto in 2 aperto connesso. Per il
lemma (1.4.4) esiste Ky compatto e connesso tale che K C K, C ().

Per ogni x € Ky, sia 7, il numero reale positivo tale che D(x,4r,) C €.
Ovviamente (D(z,7;))zek, ¢ un ricoprimento aperto di Ky. Per il lemma

(1.4.5) esiste un sottoricoprimento finito

p
K, C | JD;
j=1
tale che
DiNDy# @, (DiUDy)N Dy #a,.....

Essendo D(x;,4r,,) C €2, per ogni j = 1, ..., p, applichiamo la disuguaglianza

di Harnack sui dischi, teorema (1.4.1):

supuchiBfu Vue HQ),u>0,7=1,..,p
D; i
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Dall’applicazione ripetuta del lemma (1.4.6) segue la disuguaglianza

sup u <cyy inf w

U§:1 D; Uj:l D;

con
p
K C K, C|JD;
j=1
Pertanto:
supu <supu < sup wu<c inf u<infu < infu
K Ko UP_, D; S D Ko K

e il teorema ¢ dimostrato. O

Teorema 1.4.7 (Principio del massimo forte).
Sia Q C RN un aperto connesso e sia u € H(Q). Supponiamo che u assuma
massimo in un punto interno di Q (i.e. esiste xq € ) tale che u(xg) > u(x)

per ogni x € Q). Allora u & costante in Q (u = u(xg) in Q).

Dimostrazione.

Sia M ={y € Q : uly) =u(xy)}

M ¢ chiuso, essendo retroimmagine di un chiuso attraverso una funzione
continua.

Dimostriamo che M é aperto. Per ogni fissato yy € M, definiamo la funzione

w = u— u(yo)

Risulta:
weH(Q), w<0

Dal teorema (1.3.2) segue:

1
p— f— d
0= () = —— /D Ll

per ogni r > 0 tale che D(yo,r) C Q.

Essendo w(z) < 0, deve necessariamente essere w(x) = 0 q.d. in D(yo,r).
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La continuita di w implica w(z) = 0 in D(yo,7), cioé u = u(yy) = u(xg) in
D(yo,r). Quindi D(yo,r) & contenuto in M, da cui segue che M ¢é aperto in
Q.

Essendo M sia aperto che chiuso nell’insieme connesso €2 allora

M=

Teorema 1.4.8 (Principio del minimo forte).
Sia Q C RY un aperto connesso e sia u € H(Q). Supponiamo che u assuma
minimo in un punto interno di Q (i.e. esiste xo € § tale che u(xy) < u(x)

per ogni x € Q). Allora u ¢ costante in  (u = u(xy) in Q).

Dimostrazione. Siapplica il principio del massimo forte alla funzione —u. [

Teorema 1.4.9 (Principio del massimo debole).
Sia Q CRY un aperto limitato e sia u € H(Q). Supponiamo

limsupu(z) <0 Vy e o

T—Y

Allora v <0 in €.
La dimostrazione di questo teorema richiede la premessa del seguente lemma:

Lemma 1.4.10. Siau: Q — R, con Q aperto limitato di RY. Allora esiste
zo € Q tale che

sup U =supu Vp>0
QND(xo,p) Q

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che 'uguaglianza sia falsa. Allora,

per ogni x € ) esiste p, > 0 tale che

sup  u <supu (1.18)
QﬂD(xo,pm) Q
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Dal ricoprimento aperto di
ac Do, p.)
z€Q
¢ possibile estrarre, per la compattezza di 2, un sottoricoprimento finito
_p
Qc U D(xj7pxj)
=1

J

per opportuni zy, ..., x, € Q. Ne segue:

supu = max sup  u
Q J=be \ @ND(w;,p1;)

in contraddizione con (1.18). O

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema:

Dimostrazione. 11 lemma precedente c¢i garantisce Iesistenza di un z, € Q
tale che

supu = sup u Vp>0 (1.19)
Q QND(zg,p)

Se xy € 01, allora da (1.19) segue che:

0 > limsup u(z) = lim sup u | =supu
z—T0 P=0 \ QND(z0,p) Q

e quindi v <0 in Q.

Se g € 2, da (1.19) e dalla continuita di u in xy segue che:

T—T0 r—xQ p—>0 QﬂD(mo,p

u(zg) = lim u(z) = limsup u(x) = lim ( sup u) =supu
) Q
Quindi zy ¢ un punto di massimo interno per la funzione u. Dal principio
del massimo forte, teorema (1.4.7) segue che u = wu(xy) nella componente
connessa {2, contenente .
Sia ora y € 0€),. Dato z € (2,

lim sup u(z) = u(zo) (1.20)

T—Y
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Data z € €2, essendo €2,, C (2,

lim sup u(z) < limsup u(z) (1.21)

Infine, dato che y € 99,, C 052, dall’ipotesi segue che

limsupu(z) <0 (1.22)

z—Y

Unendo le disuguaglianze (1.20), (1.21), (1.22), si ottiene
max u = u(zo) <0

da cui
<0 in

Teorema 1.4.11 (Principio del minimo debole).
Sia Q CRY un aperto limitato e sia u € H(Q). Supponiamo

liminfu(z) >0  Vye o

T—Y

Allora ©w>0 in Q.

Dimostrazione. Si applica il principio del massimo debole alla funzione —u.
m

1.5 Funzioni subarmoniche e superarmoniche

Definizione 1.5 (Funzione superarmonica).
Sia © un aperto di RY e sia u € C(92,R),. Si dice che u & superarmonica in

Q (ue SQ)) se:

u(x) > M, (u)(x) V D(x,r) tale che D(z,7) C Q)
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Definizione 1.6 (Funzione subarmonica).
Sia © un aperto di RY e sia u € C(Q,R). Si dice che u ¢ subarmonica in

(u e S(Q)) se:

u(z) < M, (u)(x) V D(z,r) tale che D(z,r) C )

Osservazione 6.
H(Q) = 5(2) N S(©)

Dimostrazione. [C]  Se u € H(), allora u € C?(2) e verifica la formula di

media di volume

u(x) = M, (u)(x) ¥V D(z,r) tale che D(x,r) CQ
Quindi u ¢ sia superarmonica che subarmonica.
[D] Dalle definizioni di funzione subarmonica e superarmonica segue che u

é continua in €2 e valgono le disuguaglianze:

u(z) > M, (u)(x) V D(z,r) tale che D(x,r) C Q

u(z) < M, (u)(x) V D(z,7) tale che D(z,r) C )

Di conseguenza u verifica la formula di media di volume. Per il teorema di

Koebe, che sara enunciato nella prossima sezione, la funzione u é armonica.

]

Proposizione 1.5.1. Sia Q aperto di RN e sia u € C*(Q). Au <0 se e solo

Se U € Superarmonica.

Dimostrazione. Sia u € C*(Q2) tale che Au < 0. Dalla formula di rappre-

sentazione sui dischi (1.11) segue che:

1

U(x) B \8D(x, T)‘ OD(z,r

u(y)do(y) - / (D(y — 2) — T(r) Auy)dy
) D(z,r)
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per ogni D(x,r) tale che D(z,r) C €.
Ora, dato che I' = T'(r) > 0 e Au < 0 per ipotesi, allora:

1

w(z) > ——m—
( ) \(9D(x,r)\ OD(z,r)

u(y)do(y) = my(u)(x)

da cui

u(x) = M, (u)(x)

cio€ u € superarmonica.
Viceversa, sia v € S(€2). Supponiamo per assurdo che Au(zy) > 0 per un

o € 2. Segue che
Awu > 0 in un intorno Qy di z (1.23)

che implica, argomentando come nella prima parte della dimostrazione, che
u € S(Q). Daltra parte, u € S()) dato che u € S(2). Quindi, per

l'osservazione (6) u € H(), cioé
Au = 01in €

in contraddizione con (1.23). [

Proposizione 1.5.2. Sia Q un aperto di RN e sia u € C*(Q). Au>0 se e

solo se u & subarmonica.

Dimostrazione. Analoga a quella della proposizione precedente. O

Per le funzioni superarmoniche valgono il principio del minimo debole e
il principio del minimo forte; le dimostrazioni, essendo analoghe a quelle dei
medesimi teoremi per le funzioni armoniche (1.4.11), (1.4.8), non sono ripor-
tate. Per le funzioni subarmoniche valgono invece il principio del massimo

debole e il principio del massimo forte.
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1.6 Dalle formule di media all’armonicita

Le identita (1.16) e (1.17) caratterizzano le funzioni armoniche e consen-
tono di dare una formulazione debole di soluzione dell’equazione di Laplace
Ay = 0. Il teorema di Koebe afferma che una funzione, a priori solo con-
tinua, che verifica (1.16) (o (1.17)) in ogni disco con chiusura contenuta in
Q) in realta ¢ C'°° ed & armonica in 2. E.Levi e Tonelli hanno esteso questo

risultato assumendo soltanto la locale sommabilita della funzione.

Teorema 1.6.1 (Teorema di Koebe).
Sia Q un aperto di RN e sia u € C().
Se per ogni disco D(x,7) la cui chiusura & contenuta in Q wvale u(x) =

my(u)(z), allora w € C®(Q) e u e H().

Dimostrazione. Sia ¢ € C3°(]0,1[,R), [ =1.

1 ( ) U
T T

Risulta supp (p,) C10,r[ e [ or(t)dt = 1.

Dati z € Q e r > 0 tali che D(z,r) C Q, vale per ipotesi
u(z) = My(u)(x) Vp€]0,r]

Moltiplicando per ¢, (p) entrambi i membri e integrando rispetto alla variabile

p si ottiene:

uw) = [ ety = [ o)) -

S o UL )

Se definiamo la funzione

L [ e(p
ZH‘I’*'Z')::E/ | % i
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si ha
ulw) = [ illy = zhuls)dy (1.24)

Ora: la funzione z — W, (|z|) puo essere riscritta nel modo seguente

Se definiamo la funzione

si ha
(e = v () (1.25)

Osserviamo che:

1. ¥ € C* in quanto funzione integrale di una funzione C*°, ed ha

supporto contenuto in D(0,1). Ne segue ¥ € C5°(RY).

2. Risulta:

/RN U(2)dz = 1

IR (/T%w) &z =
LA L2 e

1 o0
= — &Z-)wNUNdO' =1
U)N 0 o

Infatti:
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Da queste proprieta di ¥ e da (1.25) segue che:
ux V¥, =u, (1.26)

Quindi, unendo (1.24) e (1.26)

w) = [ ul) iy = al)dy =

= /Qu(y)llfrﬂy —z))dy =ux*xV, = u,

Sappiamo che se u & localmente sommabile allora la regolarizzata w, é di

classe C*°. Qui, essendo u continua, u ¢ localmente sommabile, e percio
u=u, € C*(Q)
E’ possibile quindi applicare la formula di rappresentazione sui dischi (1.11)

u(z) = / udo — / (' = T'(r))Audy
oD(z,r) D(x,r)

per ogni D(z,r) tale che D(x,r) C €.
Dall’ipotesi u(z) = M, (u)(x) segue

ottenendo:

u(z) = mp(u)(x) = /az)( )uda

Pertanto:

— /D( ) (I' =T'(r)Audy =0

Essendo I' — I'(r) > 0, necessariamente deve essere Au = 0 in ogni D(z, )

tale che D(x,r) C Q. Quindi u é armonica in . O

Teorema 1.6.2 (Teorema di E.Levi-Tonelli).

Sia Q un aperto di RN e sia u localmente integrabile su Q. Se per ogni D(x,r)

tale che D(x,r) C Q vale u(x) = M,(u)(z), allora u é armonica in §).
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Dimostrazione. Se mostriamo la continuita di v in Omega € possibile appli-
care il teorema di Koebe.

Fissata a € €Q, sia (a;)jen una successione in {2 convergente ad a. Sia K un
sottoinsieme compatto di €2 con a nel suo interno. Allora esiste un r > 0

tale che B(a;, r) C K per ogni j sufficientemente grande. Risulta:

1
[ dr = d
Blay )] oy " ar|/ X80y (@) 2

Essendo u integrabile su K, dal teorema della convergenza dominata si trae
che:

u(a;) =

d do =
(I T |/ XB(aJ, ) r — CL ?n ‘/ XB(IIT' ) T = U(a)

per j — oo. Quindi per ogni successione a; — a in € si ha che u(a;) —

u(a), cioé u ¢ continua in 2. O
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Ci chiediamo ora se, affinché una funzione continua sia armonica, la for-
mula di media deve valere per tutti i dischi la cui chiusura é contenuta in €2 o
é sufficiente restringersi a dei particolari insiemi di centri e di raggi. Piu pre-
cisamente, attraverso il prossimo teorema, daremo una risposta alle seguenti
domande:

Primo Problema: Sia  un aperto di RY e sia C' un sottoinsieme di €.
Supponiamo che valga la formula di media di superficie per ogni funzione f

continua e per ogni D(z,r) tale che D(z,r) C Q con x € C.

Sotto quali condizioni imposte su C' si pud concludere che h sia armonica?

Secondo Problema: Sia € un aperto di RY. Supponiamo che valga la for-
mula di media di superficie per ogni funzione f continua e per ogni D(z,r)

tale che D(z,7) C Q con raggio r € R, C (0,00).

Sotto quali condizioni imposte su R, si pud concludere che h sia armonica?

Teorema 1.6.3.
Sia Q un aperto di RN . Una funzione reale u definita su Q2 & armonica in €,

se vale una delle sequenti condizioni:

1. La funzione u é continua in ) ed esiste un sottoinsieme denso C' di )
tale che la formula di media di superficie (1.16) vale per ogni D(x,r)

tale che D(x,r) CQ con x € C.

2. La funzione u e continua su ) e per ogni x € ) esiste una successione
di numeri positivi {r,(z)} che tende a 0, tale che la formula di media

di superficie vale per ogni D(x,r,(z)) con x € Q en € N.

E’ evidente come la condizione 1. dia una risposta al primo problema, mentre

la condizione 2. dia una risposta al secondo problema.

Dimostrazione. Il punto 1. del teorema segue in modo triviale dal teorema

di convergenza di Lebesgue.
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Dimostriamo ora la seconda parte del teorema: siano a € 2 e R > 0 tali

che B(a, R) C Q.

Sia v la soluzione di:
Av =0 1in B(a, R)

v=wu indB(a, R)
Dimostriamo ora che v coincide con u su B(a, R).
Supponiamo per assurdo che v —wu sia positivo in qualche punto di m.
Sia E il sottoinsieme chiuso di B(a, R) dove v — u prende il suo massimo.
Essendo E compatto, E contiene un punto x piu lontano da a di tutti gli
altri. Chiaramente x € B(a, R), cosicché esiste una palla B(z,r) C B(a, R)

tale che
1

B |0B(z,7)| OB(z,r)

Dall’armonicita di v deriva

u(z)

u(y)do(y)

1
(v—wu)(x) = W

Z, T) | 0B(z,r)

(v —u)(y)do(y) =

1
a 0B (z,7)| dB(0,1)
Ma (v—u)(z+7r¢) < (v—u)(x) per tutti gli ¢ € 0B(0, 1), con la disuguaglianza

stretta su un sottoinsieme non vuoto di dB(0, 1) (per come z ¢ stato scelto),

(v —u)(z+r)do(C) (1.27)

contraddicendo ’equazione (1.27).
Quindi deve essere v — u < 0 su B(a, R). Allo stesso modo si dimostra che
v—u>0su B(a,R). O
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Terminiamo il capitolo con il teorema di Beckenbach-Rado-Reade che afferma
che una funzione continua in un aperto {2 é armonica se e solo se la media di
volume e quella di superficie coincidono su ogni disco con chiusura contenuta

nell’aperto.

Teorema 1.6.4 (Teorema di Beckenbach-Rado-Reade).
Sia Q un aperto di RN e sia u € C(Q). Allora per ogni D(x,r) tale che
D(z,r) C Q vale:

(1) uwe H(Q) < M.(u)(xg) = m,(u)(zo) (1.28)
(17) ue S() e M (u)(xg) < my(u)(zo) (1.29)
La dimostrazione del teorema richiede il seguente lemma.

Lemma 1.6.5. Sia Q un aperto connesso di RY e sia u una funzione conti-

nua in ). Se per ogni D(z,r) tale che D(x,r) C Q wvale
M, (u)(z) < mp(u)(z)
Allora uw soddisfa il principio del massimo forte in €.

Dimostrazione. Supponiamo che u assuma massimo in un punto interno. Sia
M = maxgq u. Definiamo A = {x € Q tale che u(z) = M}.

Dalla continuita di u deriva che A é chiuso in €.

Dimostriamo ora che A é aperto. Sia xo un punto di A tale che esiste r; > 0

tale che D(xg,71) C Q. Sono possibili due casi:
1. Esiste 7 € (0,71) tale che mz(u)(zo) < M
2. Non esiste 7 € (0,7) tale che mz(u)(zo) < M
Consideriamo il secondo caso. Vale:
my(u)(xg) > M Vre(0,m)

Essendo
1

I <
m,.(u) (o) 0D (o, 7)] /aDcroﬂ s



32

1. Analisi del Laplaciano

1
< ——— - max u- |[0D(xg,7r)| <
= 10D(zo,7)| D(xoir) 0D (o,7)] <
gmélxu:M

necessariamente deve essere
my(u)(xg) =M Vre(0,r)

Da questo deriva immediatamente che xy € un punto interno di A.
Consideriamo ora il primo caso. Siar, = inf {r € (0,7) tale che mz(u)(z¢) = m,(u)(xo)} .
La media m ¢é una funzione continua del raggio, quindi r, & positivo e

my, (u)(xo) = mz(u)(zg) < M. Dalla definizione di media di superficie

1
__ d
mp(u) (1’0) NwNpN_l /aD(xo,p) R

si ottiene

" 1
N-1
P my(u)(xg)dp = / udx
/o o(w)(0) Nwy Jpor)

/ udr = NwN/ PN tm, (w) (o) dp
D(zo,r) 0

Quindi nel nostro caso risulta:

e pertanto

wvr My ()(e0) = [ ude =

D(zo,r+)

= NwN/ N m (u) (o) dr >
0
> wyrYm,., (u)(xg)

che contraddice l'ipotesi. La seconda possibilita deve quindi essere eslcusa, e

il lemma ¢ dimostrato. [
Possiamo ora dimostrare il teorema (1.6.4).

Dimostrazione.
(1) =] Essendo u € H(Q2), per la formula di media di volume, teorema
(1.3.2), si ha

u(zg) = M(u)(xo) per ogni D(x,r) tale che D(z,r) C Q
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Dall’osservazione (5) segue:
(o) = m(u)(wo)

e percio
M, (u)(zo) = u(zo) = my(u)(zo)

[(i7) =] Supponiamo che u sia subarmonica. Quindi, per ogni h funzione
armonica, h—u € superarmonica e per essa vale il principio del minimo debole,
cioé per ogni disco D tale che D C Q e per ogni funzione harmonica tale
che h—u>0sudDsihah—u>0suD. Percid

my(h — u)(zo) > 0 implica M, (h —u)(xo) >0
0, in altre parole,
m(h)(xo) — my(u)(xg) > 0 implica M,.(h)(xo) — m,(u)(zo) >0
Dato che, per 'armonicita di h, M,(h)(xq) = m,.(h)(z) risulta che:
my(u)(zo) < 0 implica M, (u)(zo) <0

Segue che:
M, (u)(x0) < my(u)(o)

[(it) <]  Supponiamo che u soddisfi la disuguaglianza
M, (u)(zg) < my(u)(xg) per ogni D(xg,r) tale che D(zq,7) C Q

ma che per assurdo non sia subarmonica. Neghiamo quindi la validita del
principio del massimo debole: esistono un disco D tale che D C Q e una
funzione h armonica in D tale che h > u su 0D ma h(zg) < u(xg) per
un qualche xy € D.

D’altra parte, dall’armonicita di h segue m,.(h)(zo) = M,(h)(zo) e, per ipo-
tesi, M, (u)(zo) < m,(u)(zg). Quindi per ogni disco D tale che D C Q
vale

M, (u— h)(xo) < m.(u—h)(zo)
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Per il lemma (1.6.5) u—h dovrebbe soddisfare il principio del massimo. Siamo

arrivati alla contraddizione.

[(i) <] Se vale M,.(u)(xg) = m,(u)(xq) allora, applicando quanto appena
dimostrato, si ha che sia u che —u sono subarmoniche. Quindi u é armonica.

[]



Capitolo 2

Risultati di stmmetria sferica

2.1 Teorema di Kuran e Netuka

Sia P € RY esia A un disco centrato in P. Dal teorema della formula di

media di volume (1.3.2)

h(P) = \_iu /A h(z)dz (1)

per ogni funzione h integrabile e armonica in A.
In questa sezione studiamo il problema inverso: i prossimi teoremi ci dicono
infatti quali sono gli aperti A in R, di misura di Lebesgue finita, tali che

(1) vale per ogni funzione integrabile armonica in A.

Teorema 2.1.1 (Teorema di Kuran).
Sia D un dominio (insieme aperto connesso) di misura di Lebesque finita
nello spazio euclideiano RY, con N > 2. Supponiamo che esista un punto P
in D tale che per ogni funzione h armonica in D e integrabile su D, la media
di volume di h su D sia uguale ad h(P).

Allora D ¢ una palla aperta centrata in P.

Una dimostrazione semplice ed elegante di questo teorema é stata realizzata

da Kuran e puo essere trovata in [3].

35
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2. Risultati di simmetria sferica

N

Osservazione 7. L’ipotesi di connessione dell’aperto é superflua. In-
fatti, se A & un aperto contenuto in R" di misura di Lebesgue finita, per cui

vale 'ipotesi del teorema, allora A deve necessariamente essere connesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che A non sia connesso. Denotia-
mo allora con Ag la componente connessa di A contenente il punto P. La

funzione caratteristica x di A\ Ay ¢ armonica, quindi soddisfa

1 1 AN Ayl
XP:—/X:— l=——->0
Pr=m =T A

L’ultima disuguaglianza vale perché |A\ Agy| non puo essere 0, perché A non

(P€Bo)

0

& connesso mentre Ay € la componente connessa contenente P.
Siamo quindi arrivati ad una contraddizione.

]

Il teorema (2.1.1) puo essere quindi riformulato nel modo seguente. La
dimostrazione, che puo essere trovata in [4], ¢ ancora pit semplice di quella

realizzata da Kuran.

Teorema 2.1.2 (Netuka). Sia A C RN, N > 2, un aperto con |A] < oo e
P e A. Supponiamo che valga:

h(P) = ‘—;' /A h(x)dz

per ogni funzione h armonica e integrabile in A. Allora A é la palla aperta

centrata in P, con misura uguale alla misura di A.

Dimostrazione. Sia y € RN \ A il punto pit vicino a P, e sia B il disco di
centro P e raggio r = |y — P].

Osserviamo che:

/ h(z)dr =0 (2.1)
A\B
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per qualsiasi h funzione integrabile e armonica su A con h(P) = 0.

Infatti:

O:hGWpM:[ﬁ@Mx:Awh@MwﬁLM@M:

® x)dx -|B| = z)dzx
“Awh<” +h(P)- 1B = [ i)

A\B

L’uguaglianza (*) deriva dal teorema (1.3.2), che puo essere applicato essendo

h una funzione armonica su A ed essendo B contenuto in A.

Definiamo ora:

(o = P~y — PP)
|z =y

K () = r e RV\ {y}

h:=K —\K(P)

La funzione h é armonica in A (essendo proporzionale al nucleo di Poission,
(1.15)) e vale h(P)=0. Segue quindi (2.1)

lAwh@Mx:O

D’altra parte, essendo h ¢ strettamente positiva su A\ B (insieme dei punti

x tali che |z — P| > |y — P|), deve necessariamente essere
|[A\B| =0

da cui

Pertanto A = B. O]

2.2 Esempio

Vediamo ora un esempio di simmetria sferica nella fisica.

Teorema di Newton
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L’attrazione gravitazionale esercitata da una palla omogenea in ogni punto
esterno ¢ identica a quella esercitata da una massa puntiforme (di massa

uguale al volume della palla) posta nel centro della palla.

Dimostrazione. Una massa unitaria posta nel punto z attrae un punto y (#

x) con una forza la cui intensita & ﬁ e la cui direzione ¢ é:z'. Allora il

campo gravitazionale in y indotto da una massa puntiforme in z ¢ dato da

r—Y
[z —y?
Segue che il campo indotto da una palla omogenea B di densita unitaria é
dato da
7Y
Blr—yP
Assumiamo che B sia centrato nello 0. Osserviamo che per y ¢ B la funzione

_1

7y ¢ armonica su B. Quindi, dal teorema (1.3.2),

1/ dx 1
Vle—o Wl YF

dove V ¢ il volume di B. Moltiplicando per V e facendo la derivata di

entrambi 1 membri otteniamo

r—y ')
7Y ge—v (L y ¢ B
/ PR <|y|3) ¢

che & D’asserzione del teorema di Newton O]

Studiamo ora il problema inverso:

Sia P un solido, corpo omogeneo in R?, che induce al suo esterno un campo
gravitazionale identico a quello di una massa puntiforme. Allora P deve
essere una palla.

Precisiamo che I'ipotesi di solidita di P sta a significare che R\ P & connesso

e che P ¢ la chiusura del suo interno.
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Assumiamo che la massa puntiforme sia nello 0. L’ipotesi del teorema -+

AJ;:;&”=C(@%) ygr (2.2)

Integrando rispetto alla variabile y € R?\ P otteniamo

Ty —y
drdy = / c (—) dy yé¢ P
/Rs\p/p P IVANPE g

che diventa

equivalente a:

fomate=e(m) ve ver o3

Mandando y — 400 si vede che d = 0, allora

famgte=cly)  ver (24)

Dato che il membro a sinistra definisce una funzione di classe C! rispetto

alla variabile y su tutto R3, segue che 0 deve giacere nell’interno di P. Mol-
tiplicando scalarmente ogni membro di (2.2) per y e sommando il risultato

all’equazione (2.4) viene:

7> — 2 -y
dr =0 y¢ P
P lz—yl?
Dal teorema di Newton la stessa equazione deve valere anche per B, la piu

grande palla centrata in 0 contenenuta in P. Sottraendo le due equazioni

2— .
/ —m xsydx:() y¢ P
P\B |x—y|

otteniamo

Questo vale anche per y € 9P, dato che il membro a sinistra é una funzione
continua rispetto alla variabile y. Scegliendo ora y € 0P N 0B l'integran-
do diventa positivo. Quindi deve necessariamente essere |P\ B| = 0, cioé
P C B. Segue P = B.
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2.3 Teorema di Rao-Freites-Matos

Teorema 2.3.1 (Rao-Freites-Matos). Sia Q un dominio limitato di RY
con bordo 0S) sufficientemente liscio.
Allora esistono costanti 0 < ¢ < 1 < ¢y < 00 dipendenti solo da ) tali che

C1 1 Co

h(s)do(s) < — hiz)dz <
00 o S <y J M < 5er

h(s)do(s)

per tutte le funzioni h armoniche non negative definite in Q e di classe C*
fino al bordo.

Se una delle costanti ¢y e co puod essere presa uguale a 1, allora Q) é una palla.

Per la dimostrazione del teorema (2.3.1), é necesssario premettere il prin-
cipio del massimo di Hopf (valido per tutti gli operatori ellittici, ma enunciato
qui nel caso particolare del Laplaciano, di nostro interesse) e il teorema di

Serrin.

Teorema 2.3.2 (Principio del massimo di Hopf). Sia Q un aperto di

RY ¢ sia u una funzione che soddisfa la disuguaglianza
Au>0 in

Supponiamo v < M in Q e u= M in un punto P del bordo. Assumiamo

che Q0 abbia la proprieta del disco esterno in P, cioé che esista D(a, 1) tale

che D(a,7) € (RV\ QU {P}).

Seu é continua in QUP e la derivata normale interna % esiste in P, allora
ou ,
— <0 mP
v

a meno che u =M

Teorema 2.3.3 (Serrin). Sia Q un dominio di RN con bordo di classe C?.

Supponiamo che esista una funzione u € C*(Q) che soddisfa le condizioni

Au=—-1 in Q
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u =0, = costante su OS2

o

Allora Q ¢ una palla e u ha la forma ® = Jove b ¢ il raggio della palla e r

2
2N

la distanza dal suo centro.

Possiamo ora dimostrare il teorema (2.3.1)

Dimostrazione. Sia v la soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet:

Av+1=0 sexzef)
v=>0 se x € 0f)

Dalla prima equazione del sistema e dalla prima formula di rappresentazione

di Green (1.8) segue che:

1/ 1/ 1 (81})
— | hdr = —— | hAvdr = — h| ——)do 2.5
91 9] 9 S o (25)

Applichiamo ora alla funzione —v il Lemma di Hopf. Le ipotesi sono infatti
soddisfatte: 2 ha la proprieta del disco esterno essendo il bordo sufficiente-
mente liscio !, A(—v) =1 >0, —v = 0 per € 99 e deve essere (—v) < 0
in Q.

Dal lemma di Hopf segue, usando un argomento di compattezza, ’esistenza

di una costante positiva c; tale che

O<e < v
C —_——
! ov

D’altra parte, e di nuovo grazie all’ipotesi di bordo liscio e di compattezza,

abbiamo

v
——— <y <00

ov

e la disuguaglianza cercata segue dall’esistenza di queste due costanti.

1Se © é un aperto regolare con 9Q € C?, 'aperto ha la proprieta del disco esterno in

ogni punto della sua frontiera
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Assumiamo ora che la costante ¢; possa essere scelta uguale a 1. Ne segue:

1 1 1 ov
— hdag—/hdx:— h( )da
|8Q| a0 |Q| Q |Q| o0 v
da cui 5
1 1 oOv
h —+——>d0§0 2.6
L (e + o (26)
Sia ¢ un numero reale positivo tale che
hy == c+ 1 + Lo
|09 Q] ov

sia positivo. Scegliamo ora h uguale ad hq sul bordo di €.
Utilizzando I'identita (2.5) con h = 1 si ottiene

1 n 1 8vd / 1 do 4+ 1 8vd
JE— ——qao = —ao JR— JR—
aq 00 |Q| v o0 |8Q| |Q| a0 OV

= |Q\ / dx =0 (2.7)

Da (2.7) e dalla sostituzione di h in (2.6) si trae

/ C+L+i@ L_FL@ d _C/ L—F 1 81) d+
0] 19lov ) \Joal T Qlar) Y T  Jo \Jool T Qjar )

+/(1+18v>2d /(1+16v>2d<0
_ o= _ o
oo \ |09 Q] v oo \ |09 Q] Ov N
da cui segue che

1 1 ov

— )
EVREIED
Risulta quindi

)
— costante sul bordo

v
Dal teorema di Serrin, €2 deve essere una palla.
Assumiamo ora che la costante ¢y possa essere presa uguale a 1. Ne segue,
utilizzando I'identita (2.5):

1 ov 1
— h ds = — /hda: hdo
9] Jog ( 31/) 19 [09] Jaq
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Scgliendo ora h = —% , e utilizzando ancora l'identita (2.5) vale:

1 o\’ 1 v 1|9 [e]
— — | ds < — ——)do=—— [ do = —
Q[ Joo \ OV 109 Jaq ov 1092|Q] Jo (%
Il risultato segue dal seguente lemma, che é una variazione del teorema di

Serrin:

Lemma 2.3.4. Sia v la soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet iniziale.

Allora:
1 o\’ 0 \?
09 Joo \ Ov 09

con l'uguaglianza se e solo se ) é una palla
Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz abbiamo che:

o ()= ()" (1, (2]

1/2

quindi

1 ov 1 1/2 ov\ 2
_— 1. === < — . — 2.
1092 Ja < 8”) do = |8Q|1/2 (/69 da) </89 (Gu) o (28)

da cul deriva che

L (LY s (L v (1l
09 Jog av) =\l J,or™’) T\

D’altra parte I'uguaglianza vale in (2.8) se e solo se % ¢ costante sul bordo

e quindi, dal teorema di Serrin, {2 deve essere una palla. ]
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Capitolo 3

Sub-Laplaciani sui gruppi di

Carnot

3.1 Introduzione ai gruppi di Carnot

Introduciamo ora le definizioni base riguardanti i campi vettoriali in R, per
presentare poi i gruppi di Lie G su RY e le algebre di Lie dei loro campi
invarianti a sinistra. In seguito, daremo a G una struttura omogenea, attra-
verso un gruppo opportuno di dilatazioni {d»},., su G, per poi introdurre la
nozione di gruppo di Carnot omogeneo e sub-Laplaciano. Le dimostrazioni

saranno spesso omesse e rimandate direttamente alla monografia [9].

3.1.1 Campi vettoriali in RV

Sia 2 C RY un sottoinsieme aperto dato. Data un N-upla di funzioni scalari
ai, ..., anN

a;: Q — R, je{l,...,N}

I'operatore differenziale lineare del primo ordine

N
X = Z aj@j
j=1

45
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é detto campo vettoriale su ) con componenti aq, ..., ay.

Se O C Q é un sottoinsieme aperto e f : O — R una funzione differenziabile,

denotiamo con X f la funzione su O definita da

N

Xf(x) =Y a;(x)d;f(x), z€O

j=1
Usiamo la notazione X f anche quando
f:O—=R"™
¢ una funzione vettoriale. Pitl precisamente,
fi(z) X fi(z)

se f(x) = : , poniamo X f(z) =
() X fm()

Sia C*°(O, R) (per brevita C*°(0O)) I'insieme delle funzioni a valori reali liscie.
Se le componenti a; di X sono funzioni liscie, allora chiamiamo X un campo
vettoriale liscio e lo consideriamo come un operatore agente su funzioni
liscie

X :C®(0) = C®(0), f— Xf

Denotiamo con

T(R"Y)
I'insieme dei campi vettoriali lisci in RY.
Munito delle naturali operazioni, T(R™) ¢ uno spazio vettoriale su R.
Adottiamo la seguente notazione: indicata con I I'identita su RY, allora

a1

XI:

an
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sara il vettore colonna delle componenti di X. Questa notazione é consistente
con la definizione data di azione del campo vettoriale su una funzione a valori
vettoriali !.

Di conseguenza, abbiamo che:
Xf=(Vf) XI

dove V = (0y,...,0y) ¢ loperatore gradiente in RY, f ¢ una qualsiasi

funzione liscia du R" a valori reali e - denota il prodotto riga x colonna.

3.1.2 Curve integrali

Una curva 7 : D — R¥, con D intervallo di R, ¢ detta curva integrale

del campo vettoriale X se
F(t) = X1(~v(t)), per ognite D

Se X ¢& un campo vettoriale liscio, allora, per qualsiasi z € RY il problema

di Cauchy

(3.1)

{ ¥ =XI(v)
7(0) ==

ha un’unica soluzione
vx(,z): D(X,z) — RN

dove D(X,x) ¢ il piu grande intervallo di R in cui yx(-, x) esiste.

3.1.3 Parentesi di Lie di campi vettoriali in R

Dati due campi vettoriali lisci X e Y in RY, definiamo la parentesi di
Lie [X, Y] come segue:
(X,Y] =XY -YX

nfatti, dato che I = (Iy,...,Iy) con I;(x) = z;, abbiamo X (I;) = a;
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Se X = Z?f:l a;j0; e Y = Zjvzl b;0; un calcolo diretto mostra che la

parentesi di Lie [X,Y] ¢ il campo vettoriale
N

X, Y] =) (Xb; — Ya;)0,

=1

E’” abbastanza triviale controllare che (X,Y) — [X, Y] & una mappa bilineare

sullo spazio vettoriale T(RY) che soddisfa I'identita di Jacobi
(X, Y, 2+ [V, (2, X]| + [Z,[X, Y]] = 0

per ogni X,Y, Z € T(RY).

Ci riferiamo a T'(RY) (con I'operazione parentesi di Lie), come I'algebra di
Lie dei campi vettoriali su RY. Qualsiasi sottoalgebra a di T'(RY) ¢ detta
algebra di Lie di campi vettoriali. Piu esplicitamente, a ¢ un’algebra
di Lie di campi vettoriale se a ¢ un sottospazio vettoriale di T'(RY) chiuso

rispetto a [, ], i.e. [X,Y] € a per qualsiasi X,Y € a.

Definizione 3.1 (Algebra di Lie generata da un insieme).
Se U ¢ un qualsiasi sottoinsieme di T(R"), denotiamo con Lie {U} la piu

piccola sottoalgebra di T'(RY) contenente U, cio¢
Lie{U} := ﬂ h  dove h & una sottoalgebra di T(R™) con U C h
Definiamo

rank (Lie{U} (x)) := dimg {Z1(z) t.c. Z € Lie{U}}

Enunciamo ora il famoso teorema di Hormander.

Teorema 3.1.1 (Teorema di Hormander).

Siano X1, ..., X,, e Y campi vettoriali lisci. Supponiamo?

rank (Lie{X1, ... Xm, Y} (z)) =N Ve

2Questa condizione significa che per ogni punto di  si possono trovare N operatori

differenziali linearmente indipendenti tra X, ..., X,,,Y e tutti i loro commutatori.
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Allora l’operatore
_ 2
L=) X +Y
j=1
¢ ipoellittico in €0, cioé ogni soluzione distribuzionale di Lu = f é di classe

C™ ogni volta che f & di classe C'™.

3.1.4 Gruppi di Lie su RY

Definizione 3.2 (Gruppo di Lie su RY).

Sia o un’operazione di gruppo su R¥, e supponiamo che la mappa
RY xRN 5 (2,9) -y Loz € RY

sia liscia. Allora G := (R",0) ¢ detto gruppo di Lie su R

Definizione 3.3 (Campo invariante a sinistra/Algebra di Lie del
gruppo di Lie).

Fissato a € G denotiamo con
To(2) :=aox

la traslazione a sinistra di ampiezza a su G.

Un campo vettoriale liscio X su RY ¢ detto invariante a sinistra su G se
X(pota) = (Xp)oT,

per ogni a € G e per ogni funzione liscia ¢ : RY — R.
Denotiamo con g l'insieme dei campi vettoriali invarianti a sinistra su G.

E’ ovvio riconoscere che per ogni XY € g e per ogni A\, € R si ha
AMX+uYeg e [X,)Y]eg

Allora g ¢ un’algebra di Lie di campi vettoriali, sottoalgebra di T(RY). E’
detta U'algebra di Lie di G.
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Dal teorema di derivazione delle funzioni composte, otteniamo facilmente

la seguente caratterizzazione dei campi invarianti a sinistra.

Proposizione 3.1.2 (Prima caratterizzazione di g).
Sia G un gruppo di Lie su RY, e sia g l'algebra di Lie di G. Il campo

vettoriale liscio X appartiene a g se e solo se

(XI)(aoz) =2 () (XI)(z) Va,zeG (3.2)

Da questa prima caratterizzazione di g segue la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.3.
Sia G un gruppo di Lie su RY, e sia g l’algebra di Lie di G. Sia n un vettore

fissato di RN, e definiamo il campo vettoriale X come seque
XI(x):=7,(0)-n zcRY (3.3)

Allora X € g.

Attraverso le proposizioni (3.1.2) e (3.1.3) si dimostra un’ulteriore ca-
ratterizzazione dei campi invarianti a sinistra su . Vale infatti il seguente

corollario.

Corollario 3.1.4 (Seconda caratterizzazione di g).
Sia G un gruppo di Lie su RN, e sia g lalgebra di Lie di G. Il campo

vettoriale X appartiene a g se e solo se

(XI)(z) = 4, (0)- (XI)(0) VzeG

Dalla proposizione (3.1.2) e dal corollario (3.1.4) segue che g ¢ uno spazio

vettoriale di dimensione N. Infatti, vale la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.5 (Caratterizzazione di g = RY).

Sia G un gruppo di Lie su RN, e sia g l’algebra di Lie di G. La mappa ®

J:RY =g, n—J)l(x) = I, 1

3La mappa ¢ ben definita, grazie alla proposizione (3.1.3)
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¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. In particolare

dimg= N

La prossima proposizione da un’ultima caratterizzazione dell’algebra di
Lie di G.

Proposizione 3.1.6 (Terza caratterizzazione di g).

Sia G un gruppo di Lie su RN, e sia g lalgebra di Lie di G. Il campo
vettoriale X appartiene a g se e solo se esiste n € RY tale che, per ogni
o € C°(RN, R),

(Xo)(z) o(ro(tn) VaecRY

]

In questo caso n = X1(0).

Dalla proposizione (3.1.5) segue che qualsiasi base di g ¢ immagine attra-

verso J di una base di RY. Una definizione naturale ¢ la seguente.

Definizione 3.4 (Base Jacobiana).
Sia G un gruppo di Lie su R, e sia g I'algebra di Lie di G. Se {ey,...,en}
¢ la base canonica® di RY e J ¢ la mappa definita nella proposizione (3.1.5)

allora chiamiamo
{Zl,...,ZN} con Zj = J(ej)

la base Jacobiana di g.

4Cio¢, per qualsiasi j € {1,..., N}

ej=000,.., 1 ,..,007
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Osservazione 8. La nozione di base Jacobiana é strettamente legata al fatto
che qui G ¢ un gruppo di Lie su R¥, e stiamo facendo riferimento alle fissate
coordinate cartesiane su RY. Quindi, la base Jacobinana non & ben posta
sui gruppi di Lie generali. In piu, se effettuiamo un cambio di coordinate in

RY anche lineare, la base Jacobiana cambia.

Vediamo ora le seguenti caratterizzazioni equivalenti della base Jacobiana,
derivanti dalla sua definizione e dalle caratterizzazioni dei campi invarianti a

sinitra su G.

Proposizione 3.1.7 (Base Jacobiana).
Sia G un gruppo di Lie su RY | e sia g l'algebra di Lie di G. Siaj € {1,...,N}.
Allora esiste uno ed un solo campo vettoriale in g, detto Z;, caratterizzato

da una delle sequenti condizioni equivalenti:

1. il vettore colonna delle component: di Z; ¢
Zil(x) = 4,,(0) - e; = j-esima colonna di S, (0) (3.4)
2. se e; denota il j-esimo vettore della base canonica di RN, allora
Z;1(0) =e¢;
3. per ogni x € G, abbiamo

o(x o (tej)) per ogni ¢ € C®(RY R)
t=0

(Zp)w) =

4. per ogni p € C(RYN R), vale

(Z2)@) = 5| (elwou)) per ogniz

y=0

. Zle = (8/836])‘0 ctoé

(Z52)(0) = 92(0) per ogni € O (R, B)
J
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Il sistema di campi vettoriali Z = {Z1,...,Zn} & una base di g, la base
Jacobiana. Le coordinate di X € g rispetto a Z sono le componenti del
vettore colonna X1(0).

3.1.5 1l Gradiente Totale Jacobiano

Sia G = (R, o) un gruppo di Lie su RY e sia Zi, ..., Zy la base Jacobiana
dell’algebra di Lie g di G.
Data u funzione differenziabile definita su un insieme aperto Q C RY, consi-

deriamo una sorta di gradiente intrinseco di u dato da
(Zyu, ..., Zyu)
chiamato il gradiente totale jacobiano. Allora segue da (3.4) che
(Zyu(z), ..., Zyu(x)) = Vu(z) - ZI(z) = Vu(z) - £, (0) YreQ (3.5)

D’altra parte, dato che .7, & non singolare e la sua inversa ¢ data da .7, _,
possiamo scrivere il gradiente Euclideiano in termini del suo gradiente totale,

nel seguente modo
Vu(z) = (Z1u(z), ..., Zyu(r)) - F7 _,(0) Vel (3.6)

Proposizione 3.1.8. Sia G un gruppo di Lie di RN e sia Zi, ..., Zy la base
Jacobiana (o qualsiasi base per g). Sia Q C RN un insieme aperto e connesso.
Una funzione u € C1(Q,R) & costante in Q se e solo se il suo gradiente totale

(Zyu, ..., Zyu) si annulla identicamente su €.

Dimostrazione. Da (3.5) e (3.6) segue che il gradiente totale di u si annulla

in z € Q se e solo se Vu(z) = 0. O



54

3. Sub-Laplaciani sui gruppi di Carnot

3.1.6 Gruppi di Lie omogenei

Definizione 3.5 (Gruppo di Lie omogeneo su RY).
Sia G = (RY, o) un gruppo di Lie su R". Diciamo che G & un gruppo di Lie

omogeneo se vale la seguente proprieta:

Esiste una N-upla di numeri reali 0 = (01, ...,0n) con 1 < oy < ... < gy,

tale che la dilatazione
S RY S RN 6y(a, ..., zn) = (A 'ay, .., A7V ay)
¢ un automorfismo del gruppo G per ogni A > 0.

Denotiamo con G = (R¥, o,§,) il gruppo di Lie omogeneo su R" con
operazione di composizione o e gruppo di dilatazione {0y}, .

Definiamo
N
Q=20
j=1

la dimensione omogenea del gruppo G.

Osservazione 9. Una nota simile a quella data dopo la definizione di base
Jacobiana si applica alla nozione di gruppo di Lie omogeneo: la nozione di
gruppo di Lie omogeneo non ¢é libera dalle coordinate e dipende fortemente

dalla scelta del sistema di coordinate su RY.

Osservazione 10. La famiglia di dilatazioni {0)},., forma un gruppo ad un
parametro di automorfismi di G la cui identita € ; = I, la mappa identita
di RY. Infatti, abbiamo

drs(x) = 0, (05()) VeeG, rs>0

In piu (6,)"" = dy-1. In seguito, ci riferiremo a {d)},., come al gruppo di
dilatazioni di G.

Essendo 9, un automorfismo di gruppi segue che

W(woy)=(orr)o(bry) Yz,yeC
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e, se e denota l'identita di G, d)(e) = e per ogni A > 0. Questo ovviamente

implica che e =0

Funzioni ed operatori differenziali §,—omogenei

Una funzione reale a definita su RY ¢& detta §,—omogenea di grado

m € R se a non si annulla identicamente e, per ogni € RY e XA > 0, vale:
a(0r(z)) = Aa(x)

Un operatore differenziale lineare X non identicamente nullo ¢ detto
dy—omogeneo di grado m € R se, per ogni ¢ € C*°(RY), z e RV e A > 0

vale:

X(p(0xr(x))) = A™(X ) (0r(2))

Definizione 3.6 (G-lunghezza di un multi-indice/G-grado).
Sia G = (R, 0,d,) un gruppo di Lie omogeneo su RY.
Dato un multi-indice o € (N U {0})Y, a = (ay,...,ay), definiamo la

G—lunghezza di o come

N
lalg =< a,0 >= Z%Ui

i=1
Se p: G — R ¢ una funzione polinomiale (la somma sotto ¢ finita)

p(z) = anxa, co €ER

(6%
diciamo che

degg(p) := max {|a|g t.c. ¢o # 0}

¢ il G—grado o grado §y—omogeneo di G
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3.1.7 Gruppi di Carnot omogenei

Definizione 3.7 (Gruppo di Carnot omogeneo).
Diciamo che un gruppo di Lie su RV, G = (R, o) ¢ un gruppo di Carnot

(omogeneo) se valgono le seguenti proprieta:

1. RY puo essere scomposta come RY = RM x ... x RV ¢ la dilatazione
5 RN - RN

Ir(x) = Iy (x(l), ...,x(r)) = ()\x(l),)\%@), ey X”:I;(’")) . 2@ e RN

¢ un automorfismo del gruppo G per ogni A > 0.

Allora (RN, o, 5)\) & un gruppo di Lie omogeneo su RY,

2. se N; é come sopra, siano 21, .., Zn, campi vettoriali invarianti a sinistra

su G t.c. Z;(0) = 8/81,].}0. Allora
rank (Lie{Zy,...,Zn,} (x)) = N per ogni z € RY
Diciamo che G ha passo r e N; generatori. I campi vettoriali 7y, ..., Zy,

sono chiamati i generatori (Jacobiani) di G, mentre qualsiasi base per

span{Zy, ..., Zn,} ¢ chiamata un sistema di generatori di G.

Si dimostra che ’algebra di Lie g ¢ generata da 21, ..., Zn,, cioé

g:Lie{Zl,...,ZNl} (37)

Osservazione 11. D’ora in avanti usiamo la seguente notazione per denotare
i punti di G,
= (21, ....,z5) = (O, ..., z™) (3.8)

con

2@ = (21, ,atg\z,z) eRY, i=1,.r
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L’operazione di composizione di un gruppo di Carnot (e piu in generale
di un gruppo di Lie omogeneo) ha una particolare struttura, descritta dal
seguente teorema, diretta conseguenza di un generale teorema di struttura

delle funzioni C'*° e §,—omogenee.

Teorema 3.1.9 (Composizione di un gruppo di Carnot).
Sia G = (RN, o, 5,\) un gruppo di Carnot omogeneo. Allora [’operazione o ha
componenti polinomiali. In piv, sequendo le notazioni in (3.8) e denotando

zoy con (xoy)W, ... (xoy)™), abbiamo
(zoy)V =zW 4y (zoy)? =20 44D 4+ QW (z,y), 2<i<r
dove
1. QY dipende solo da W, ...,z ey 40D,
2. le funzioni componenti di Q¥ sono somme di monomi misti nelle x,y;

3. QW (6xz,8y) = AQW (2, y).

Grazie alla struttura polinomiale dell’operazione di composizione, & possi-
bile trovare facilmente una forma esplicita per la matrice Jacobiana nel punto
0 della traslazione a sinistra 7,. Attraverso la matrice Jacobiana si riesce a
trovare una forma esplicita anche per i campi vettoriali della base Jacobiana

di g. Vale la seguente proposizione.

Proposizione 3.1.10. Sia G = (RN, o, 5,\) un gruppo di Carnot omogeneo.

Allora abbiamo

In, 0 0
JV() I

g = | B I .
I () (@) Iy,

dove I,, € la matrice identita n X n, mentre J;l) ¢ una matrice N; x N; le

cui componenti sono polinomi d—omogenei di grado j —i. In particolare, se



58

3. Sub-Laplaciani sui gruppi di Carnot

SCTIvIaMmo

7:(0) = (20 () - 20 (z)

dove ZW(x) ¢ una matrice N x N;, allora, per il primo punto della proposi-
zione (3.1.7) i vettori colonna di ZW(z) definiscono i campi vettoriali della
base Jacobiana di g.

Possiamo quindi denotare, con una notazione consistente con (3.8) la base
Jacobiana Z, ..., Zn con

1 1 T T
VAR A RSN

T

(ovviamente Z](l) =Z; per 1 <j < Njp).

Si ha che ZJ@ ¢ dx—omogenea di grado 1 e prende la forma

T Nh
i i ih _
ZV =0/09 + 3" > a5 (@M, 2t D)a /oM (3.9)
h=i+1 k=1
dove ag.f}ch) sono funzioni polinomiali d,—omogenee di grado h — i. In parti-
colare, 1 generatori Jacobiani di G, cioe i campi vettoriali Z{l), e Z](\}l) 50M0

Ox—omogenei di grado 1.

Dalla forma triangolare della matrice Jacobiana della traslazione, segue

la seguente proposizione:

Proposizione 3.1.11. Sia G un gruppo di Lie omogeneo su RN . Allora la
misura di Lebesque su RN ¢ invariante rispetto alle traslazioni a sinistra e
destra su G.

Cioe, se |E| denota la misura di Lebesque di un insieme misurabile E C RY,

allora

laoE|=|E|=|FEoa| VaeG
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3.1.8 Sub-Laplaciani sui gruppi di Carnot omogenei

Definizione 3.8.
Se Z1, ..., Zn, sono generatori Jacobiani del gruppo di Carnot omogeneo G =

(RN , 0, 5>\) , loperatore differenziale del secondo ordine

Ny
Ao =22
Jj=1
e chiamato sub-Laplaciano canonico su G. Qualsiasi operatore

Ny
L= Z Y?
j=1

dove Y7, ..., Yy, € una base per span{Zi, ..., Zy,} € chiamato semplicemente

un sub-Laplaciano su G. L’operatore
VG — (Zl, ceey ZN1)

¢ detto il G—gradiente canonico (o orizzontale).
Infine, la notazione Vy, = (Y1, ..., Yy, ) sara usata per denotare L—gradiente

(o L-gradiente orizzontale).

Dalle proprieta dei campi vettoriali del sistema di generatori di G e della
base Jacobiana di g, seguono le seguenti proprieta dei sub-Laplaciani, pro-
prieta che rivesteranno un ruolo importante nel corso della tesi.

L= Zj.vll sz denotera un qualsiasi sub-Laplaciano su G.

1. L é ipoellittico, cioé ogni soluzione distribuzionale di Lu = f ¢ di

classe C'*° ogni volta che f & di classe C*°. Questo segue dal teorema

N

di ipoellitticita di Hormander e dal fatto che, se L = > i Y Y}Q, allora

vale la seguente condizione del rango
rank Lie ({Y1,..,Yn,} (2)) =0 Va2 e RN

Questa ¢ un’ovvia conseguenza della definizione di gruppo di Carnot.
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2. L é invariante rispetto alla traslazione a sinistra su G, cioé per

ogni fissato a € G
L(u(aox)) = (Lu)(cvox) per ogni z € G e ogni u € C*(RY) (3.10)

Questo vale dato che gli Y; sono invarianti per traslazione a sinistra
su G.

3. L é )y—omogeneo di grado 2, cioé, per ogni fissato A > 0
L(u(6x(x))) = A?(Lu)(6x(z)) per ogni z € G e ogni u € C*(RY)
Questo vale percheé gli Y; sono §,—omogenei di grado 1.

4. L puo essere scritto come
L = div(A(x)V7) (3.11)

dove A ¢ la matrice N simmetrica

e o(x) ¢ la matrice N x Nj le cui colonne sono YiI(x),..., Yy, I(x). In

altre parole, A(x) ¢ la matrice di Gram del sistema di vettori
{}/1[('17)7 ) YN1[('I)}
Quindi, dato che questi vettori sono linearmente indipendenti per ogni

x € G, il rango di A(z) & Ny per ogni z € G.

La relazione (3.11) ¢ una conseguenza del seguente calcolo

L= Y2=) > (Yil)i(x)o; <Z(Yk1)j(5€)3j)

k=1 i=1 j=1
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dato che (Yj!);(z) non dipende da z;. Quindi questo prova che L =
div(A(x)VT) con

Alr) = (Z(YIJ )i(a)(Yil );’(%’)) = o(z)o(z)"

k=1

La matrice A prende la seguente forma a blocchi

A A
A— 1,1 1,2
Asq Ago

dove A; ; sta per una matrice m; X m; con componenti polinomiali, con
mlleemgzN—Nl.
In pit;, A;; € costante e non singolare. Infatti, per una matrice

opportuna non singolare B = (ijk);v,i:l abbiamo

Y= bz (3.12)

D’altra parte, sappiamo dalla relazione (3.9) che

N N

i=N1+1 i=N1+1

)

dove gli agk sono funzioni polinomiali opportune indipendenti da z;.

Rimpiazzando (3.13) in (3.12) e facendo il quadrato otteniamo
N1 Nl
L= Z ng = Z an kOh i + Z O (ankOk)
j=1 hk=1 h,k<N, hvk>N;

dove

Ayy = (apg)nre<n, = B'B

¢ una matrice costante Ny x Np. In piu, quando hV k := max {h, k} >

N allora ay, € una funzione polinomiale opportuna.
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Concludiamo questa sezione con un utile risultato riguardante 1’ L-gradiente

orizzontale.

Proposizione 3.1.12.
Sia ) un sottoinsieme aperto e connesso del gruppo di Carnot omogeneo G.
Allora una funzione u € C*(Q,R) ¢ costante in Q se e solo se I'L—gradiente

orizzontale V pu si annulla identicamente su €.

Dimostrazione. Ovviamente non € restrittivo supporre L = Ag.
Supponiamo che Zju, ..., Zn,u si annullino identicamente su 2. Dall’identita
(3.7) segue che l'algebra di Lie di G ¢ data da

LiG{Zl, ---ZNl}

allora per ogni campo vettoriale Z; della base Jacobiana, abbiamo Z;u = 0.

L’asserto segue applicando la proposizione (3.1.8). ]

3.1.9 Principi di massimo

Estendiamo ora ai gruppi di Carnot i principi di massimo debole e di massimo
forte, visti per il caso del Laplaciano classico in RV,

La dimostrazione del principio del massimo debole richiede alcune premesse.

Lemma 3.1.13. Sia Q C RY un aperto limitato e sia u : Q@ — R una

funzione arbitraria. Allora esiste un punto xo € Q tale che

limsup u(x) = supu
Q

Tr—T0
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che 'uguaglianza sia falsa. Allora,

per ogni z € €, esiste un intorno aperto V, di « tale che

sup u < sup u (3.14)
N, Q
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La famiglia {Vx tale che = € ﬁ} ¢ un ricoprimento aperto di Q. Essendo Q

un compatto, possiamo estrarre un sottoricoprimento finito:
o p
Qc(JVe, peN
j=1
per opportuni 7y, ..., r, € Q. Allora

supu = max{ sup u tale che j =1, ...,p} (3.15)
Q 2NV,

D’altra parte da (3.14) la parte a destra di (3.15) & strettamente minore
dell’estremo superiore di u su €. Abbiamo quindi I'assurdo e il lemma é

provato. O]

Lemma 3.1.14. Siano A e B matrici N X N con componenti reali costanti.
Assumiamo A >0 e B < 0. Allora Traccia(A - B) <0.

Dimostrazione. Sia R := AY2. Allora Traccia(A- B) = Traccia(R-R- B) =
Traccia(R - B+ R) = Traccia(R" - B+ R) < 0, dato che B < 0. O

Lemma 3.1.15. Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo
G. Sia Q2 € G un aperto arbitrario, e sia u : 2 — R una funzione reale di

classe C?. Assumiamo che u abbia un punto di massimo in xo € Q. Allora
Lu(zy) <0

Dimostrazione. Sappiamo che Lu = div(A-V7T), dove A é una matrice N x N
simmetrica con componenti polinomiali e A(x) > 0 in ogni punto z € RY.
Allora

L = traccia(A - D*u)+ < b, Vu >

dove D?u = (axixj)i7j§ ~ € la matrice Hessiana di u, e b é la funzione a valori

vettoriale la cui j-esima componente é data da:

N
bj = Z&Ciam (316)
i=1
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Dato che v ha un massimo in zy, abbiamo Vu(zg) = 0 e D?u(zg) < 0.
Allora, dal lemma (3.1.14)

Lu(zo) = traccia( A(zo) - D*u(zg)) <0

Questo termina la dimostrazione. O

Teorema 3.1.16 (Principio del massimo debole).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot G. Sia Q un sottoinsieme

aperto limitato di G. Sia u : Q@ — R una funzione di classe C? tale che
Lu>0 mn
limsup, ., u(z) <0 per ogniy € 0N

Allora © <0 in )

Dimostrazione. Sappiamo che L = traccia(A - D*u)+ < b, Vu > e che la

matrice A ha la seguente forma a blocchi

A Aip
A — El ’
Asr Agp
dove A1 = (aiyj)ingm é una matrice simmetrica m X m costante strettamente

definita positiva. Allora a;; > 0. Consideriamo by (vedi 3.16). Definiamo

b
A= 2sup 1(I), M:= sup exp(Ary)
zeQ a11 (z1,...,zN)EN

h(z) = h(z1,....,xN) := M — exp(Azy)
Un semplice calcolo mostra che
hz) >0 e Lh(z) <0 VzeQ (3.17)

Per un arbitrario ¢ > 0 consideriamo la funzione u, := u — ¢h. Per le

disuguaglianze (3.17) e le condizioni di ipotesi abbiamo

Lu. >0 in Q e limsupu.(z) <0 per ogniy € 0N (3.18)

Tr—Y
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Dal lemma (3.1.13) esiste un punto zy € §2 tale che

lim sup u.(x) = sup u. (3.19)
T—T0o Q
Vogliamo mostrare che xqg € 0€2. Supponiamo per assurdo che zy € .
Allora, dalla continuita di u in €2
ue () = lim sup u(x)
T—x0
cosicche da (3.19), u.(xy) = maxq u.. Di conseguenza, per il lemma (3.1.15)
Lu.(z) < 0. Questo contraddice la prima disuguaglianza in (3.18). Quindi
xo € 092. Allora, da (3.19) e dalla seconda condizione in (3.18), vale
sup u. = limsup u.(z) <0
Q T—T0
Quindi u—ch = u. < 01in €2 per ogni € > 0. Facendo tendere ¢ a 0 otteniamo

u < 0 in €. Il teorema é quindi provato. ]

Corollario 3.1.17.
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot. Sia ) un sottoinsieme

aperto non vuoto di G. Sia u : Q — R una funzione di classe C? tale che

Lu>0 mn
limsup, ,, u(x) <0  per ogniy € 00
lim sup oo u(x) <0
Allora v < 0 in €.
Dimostrazione. Sia € > 0 arbitrario ma fissato. La terza condizione del
sistema implica l'esistenza di una costante reale positiva R tale che
u(x) —e <0 in Q\ Qg (3.20)

dove Qg := {x € Q tale che |z| < R}. Segue che

Lu—e)=Lu>0 inQpg

limsup, ., u(z) <0 per ogniy € Qg
Allora, dal teorema (3.1.16), u—e < 0 in Qg. Questa disuguaglianza, insieme
a (3.20), da u < e in Q per ogni € > 0. Quindi v < 0 in . ]
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Un caso particolare del corollario (3.1.18) ¢ il seguente.

Corollario 3.1.18. Se L ¢é come nel corollario (3.1.18), l'unica funzione

intera armonica che si annulla all’infinito é la funzione nulla.

Dimostrazione. Sia u : G — R una funzione intera L-armonica che si annulla
all’infinito, cio¢ u € C*(G, R) soddisfa

{Lu:O in G

limm_)oo u(x) =0

Allora, applicando il corollario (3.1.18) sia a u che a —u, otteniamou = 0. [

Estendiamo ora il principio del massimo forte. La dimostrazione di questo
teorema pud essere trovata in [9]; nel paragrafo (3.7) dimostreremo il principio

del massimo forte solo per il caso particolare di funzioni u tali che Lu = 0.

Teorema 3.1.19 (Principio del massimo forte).
Sita L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. Sia £ un

sottoinsieme aperto connesso di G. Sia u : Q — R una funzione C? tale che
u<0 e Lu>0 in

Supponiamo che esista un punto xo € € tale che u(xg) = 0. Allora u(x) =0

per ogni x € €.

3.2 Norme omogenee

Definizione 3.9 (Norma omogenea).
Chiamiamo norma omogenea sul gruppo di Carnot omogeneo G, ogni fun-

zione continua d : G — [0, 00) tale che:

1. d(0x(z)) = Ad(x), YA>0exeG
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2. d(z) >0 2 #£0

In pitu, diciamo che d ¢ simmetrica se

3. dlz7t)=d(x) Vz eG

Esempio 3.1. Definiamo

2r!

1
T 27!
2| = <Z ‘x(j)‘ I > , =Y, .2 eG (3.21)
j=1

dove |2?| denota la norma euclidea su RNi. Allora |-|g ¢ una norma omo-
genea su G liscia fuori dall’origine. E’ simmetrica se v = —x V2 € G.

1

In generale, se G ¢ un gruppo di Carnot (in cui linverso x~' non é ne-

cessariamente uguale a —x) la mappa x — |Log(x)|s € una norma omo-

genea simmetrica su G liscia fuori dall’origine. Questo seque dal fatto che
Log(8x(x)) = 6x(Log(x)) e Log(z™") = —Log(x)

Dalla seguente elementare proposizione segue che tutte le norme omogenee
su G sono equivalenti.

Proposizione 3.2.1.

Sia d una norma omogenea su G. Allora esiste una costante c tale che
c Hale < d(z) < clz|g
dove | - |g € stata definita in (3.21)

Dimostrazione. Per la dy—omogeneita di d e | - |g, la disuguaglianza vale
prendendo ¢ := max {H, 1/h}, dove

H :=sup{d(z) t.c. |z|c =1}, h:=inf{d(x) t.c. |z|c =1}
Notiamo esplicitamente che H < oo e h > 0, dato che I'insieme
{z t.c. |z|g =1}

é un sottoinsieme compatto di G non contenente l'origine e d é una funzione

continua strettamente positiva in G \ {0}. O
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Corollario 3.2.2.
Per ogni fissata (non necessariamente simmetrica) norma omogenea d su G,

esiste una costante ¢ > 0 tale che
ctd(z) <d(z™) < cd(x) VeeG (3.22)

Dimostrazione. La funzione x +— d(z~') ¢ una norma omogenea su G, per-

ché, ricordando che 4, é un automorfismo su G si ha
d((0x(z)") = d(dx(z™")) = Ad(z7")

Applichiamo quindi a  — d(z~!) la proposizione precedente: esiste una
costante k tale che
Ezle < d(z™h) < k||

Applichiamo ora a = — d(z) la proposizione precedente: esiste una costante
h tale che
htz|g < d(z) < hlzlg

quindi
lz|g < hd(z) e h7ld(z) < |zl
Pertanto
K htd(z) < e Yalg < d(@Th) < clzfg < k- h-d()
Definendo ¢ := k - h otteniamo disuguaglianza (3.22). O

Una norma omogenea soddisfa una sorta di disuguaglianza pseudo-triangolare.

Proposizione 3.2.3.

Sia d una norma omogenea su G. Allora esiste una costante ¢ > 0 tale che:
1. d(zoy) < c(d(z) — d(y))
2. d(xoy) > td(x) —d(y™")

8 d(zoy) > Ltd(zx) — cd(y)
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per ogni x, y € G.

Dimostrazione. Per la y,—omogeneita di d, la prima disuguaglianza ¢ equi-

valente alla seguente
d(zoy)<c sed(xz)+d(y) =1
Questa disuguaglianza ¢ vera prendendo
c:=max{d(zoy) t.c. d(z)+d(y) =1}
Ovviamente, 1 < ¢ < co. Dalla disuguaglianza (1) otteniamo ora
d(z) =d((zoy)oy™) <c(d(zoy)+d(y™))

da cui deriva (2). Infine, (3) segue da (2) attraverso il corollario (3.2.2) con

un opportuno cambiamento della costante c. O

Ora, data una norma omogenea dy su G, la funzione
G xG > (v,y) = d(z,y) = do(y "' o)
¢ una pseudometrica su G. Infatti, vale la seguente proposizione.

Proposizione 3.2.4.

Con la notazione sopra, esiste una costante positiva ¢ > 0 tale che:

1. d(z,y) < cd(y,z) per ogni x,y € G (qui ¢ puo essere presa = 1 se e

solo se dy é anche simmetrica);

2. d(z,y) < c(d(z,z) + d(z,y)) per ogni x,y € G (la disuguaglianza

pseudo-triangolare per d);
3. d(z,y) =0 se e solo se x =y

Dimostrazione. Segue immediatamente dal corollario (3.2.2) e dalla proposi-
zione (3.2.3) O
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3.3 Soluzione Fondamentale

Definizione 3.10 (Soluzione Fondamentale).
Sia G un gruppo di Carnot omogeneo su RV. Sia L un sub-Laplaciano su G.

Una funzione I' : RV \ {0} — R ¢ una soluzione fondamentale per L se:
1. T e C=(RN\ {0})
2. T e L} (RY)eTl(z) — 0 quando z — oo

3. LI' = —Diracy dove Diracy ¢ la misura di Dirac con supporto in {0}.

Piu esplicitamente (ricordando che L* = L):

/ [ Lods = —p(0) ¥ e C2(RY) (3.23)

Teorema 3.3.1 (Teorema di esistenza).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G (la cui dimen-

sione omogenea ) ¢ > 2). Allora esiste una soluzione fondamentale T' per
L.

Dimostrazione. La dimostrazione, che deriva dall’ipoellitticita di L, puo es-

sere trovata in [5], teorema 2.1. O

Dall’identita integrale (3.23) e dalla primma condizione della definizione
(3.10) deriviamo immediatamente I’L—armonicita di I' fuori dall’origine. In-
fatti, se sostituiamo in (3.23) una funzione test con supporto in R \ {0},
per il fatto che I" ¢é liscia fuori dall’origine possiamo integrare per parti fuori

dall’origine e ottenere:

/R (LD)pdr=0 Ve CRRY\ {0))

Questo ovviamente implica

LT =0 inRY\ {0}
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Un semplice cambiamento di variabili e I'invarianza a sinistra di L rispetto

alle traslazioni su G danno il seguente teorema.

Teorema 3.3.2 (I" inverso a sinistra di L).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. Se I' ¢ la

soluzione fondamentale per L, allora
/ L(y~ ox)Ly(a)dr=—p(y) Ve € CFRY), eVyeRY
RN
Dimostrazione. 1l cambio di variabili z = y~! oz da

/RN [(y™ ox)Lp(x)dr = /]RN ['(2)Lp(y o 2)dz (3.24)

D’altra parte, essendo L invariante a sinistra su G, allora

(Lp)(yoz) = L(p(yo2))

Sostituendo questa identita in (3.24) e usando (3.23) con (+) sostituito con

©(y o -) otteniamo la tesi. u

Osservazione 12. Notiamo che l'identita integrale del teorema (3.3.2) significa
che
L(T'(y~' o)) = —Dirac,

nel senso debole delle distribuzioni. Qui Dirac, denota la misura di Dirac

con supporto in {y}.

Teorema 3.3.3 (I" inverso a destra di L).
Sta L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogoeneo G. Se I' e la

soluzione fondamentale per L, allora, V¢ € C(RY), la funzione

RY 5y u(y) := /RN L(y~ ' ox)p(z)dr (3.25)

e liscia e soddisa l’equazione

Lu=—p
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Per dimostrare questo teorema sono necessari alcuni prerequisiti.

1

Prima di tutto, notiamo che il cambiamento di variabili z = y~ o x nell’in-

tegrale (3.25) da
uly) = [ TGletyos)d:
RN
Possiamo derivare sotto il segno di integrale e dimostrare che la funzione u é

di classe C°. Questo passaggio sotto il segno di integrale ¢ giustificato dal

teorema di Lebesgue, osservando che
IT(2) D*p(y o 2)| < cost

essendo I e D¢ continue sul compatto supp(p).
In piu, se supp(p) C {z t.c. d(z) < R} (dove d denota una fissata norma

omogenea su G) allora:

)] £ sup 0] e dlyos) < B} [ otz = ) [ et
(3.26)
D’altra parte, dal corollario (3.2.2) e dalla proposizione (3.2.3)

d(z) > %d(y) —cd(yo2)

per una opportuna costante ¢ indipendente da x, y, z. Di conseguenza

C(y) < sup {|F(Z)| t.c. d(z) > %d(y) - CR}

cosicche, dato che I'(2) si annulla quando z va all’co, la disuguaglianza (3.26)
implica

lim u(y) =0 (3.27)

Yy—oo

Definizione 3.11 (Mollificatore).

Sia G = (R",0,d,) un gruppo di Carnot omogeneo su RY. Sia O un fissato
aperto non vuoto, intorno dell’origine 0. E’ data anche una funzione J &
CP (RN, R), J > 0, tale che

supp(J) C O e / J =
RN
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Per ogni € > 0, poniamo J.(z) := E*QJ(51/E(Q7)).
Sia u € L} (RY). Poniamo, per ogni z € RY

loc

ue(z) == (uxg Jo)(x) := /]RN u(y)J (v oy H)dy = / u(z o x)J (2)dz

6¢(0)

1

dove 'ultimo passaggio deriva dal cambiamento di variabili y = 27" ox e dal

fatto che se supp(J) C 0 allora supp(J.) C 0.(0).
Chiamiamo u, mollificatore di u relativo al nucleo J. Notiamo che

questo mollificatore dipende solo da G e da J.

Esempio 3.2. Sia G = (RY,0,68,) un gruppo di Carnot omogeneo su RY.
Sia p una fissata norma omogenea simmetrica su G. Diamo la sequente
notazione che useremo da qui in avanti. Per ogni x € G e per ogni r > 0,
PONLAMO

By(z,r):={y€G tc plztoy) <r}

Diciamo che B,(x,r) é la p—palla con centro in x e raggio r.

Poi, fissato un punto x € G e un sottoinsieme A C G, poniamo
p—dist(z,A) :=inf {p(z™ 0 a) t.c. a € A}

Chiamiamo p — dist(x, A) la p—distanza di x da A.
Sia data ora una funzione J € CP(RY), J >0 tale che

supp(J) C B,(0,1) e / J=1
RN
Per qualsiasi € > 0 poniamo
J(2) =9 (6-(2))
Si ha che supp(J.) C B,(0, €). Sia u € L}, (), @ CRN. Per l'aperto
Q. :={r e te p—dist(x,00) > ¢}

definiamo

ue() = (usg Je(x)) := / u(y)Je(z oy )dy = / u(y " ox)Jody
Bp(z.e) Bp(0.e)
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per qualsiasi x € €)..
Chiamiamo u. mollificatore di u (o (¢, G)—mollificatore) relativo alla

norma omogenea p. Notiamo che questo mollificatore dipende solo da
G:(RN,O,é)\), J e pP-

Proposizione 3.3.4. Sia fissata la notazione della definizione (3.11). Sia
uwe L] (R). Allora vale:

loc

u. —u pere—0 in L} (RY)

Dimostrazione. Attraverso il cambiamento di variabili y = d;/.(2) abbiamo

U () = u(ztox)e @ 1/6(2))dz = ua_lox
@)= [ ome @ = [ o) 0w )y

Di conseguenza (ricordando che [, J = 1) abbiamo che la norma L' vale:

/RN o () — u(a)|de = /RN
_ /RN

< [{ [ 1ty o) - wlae | stopay

Dato o > 0, sappiamo che esiste £ = (0, G, O) > 0 tale che se 0 < € < g,

dr =

/O u(6.(yY) 0 1) (y)dy — u(x)

dx <

/O (u(ba(y ™) 0 ) — u(@)) T (y)dy

allora l'integrale tra parentesi graffe ¢ < o per ogni fissato y € O. Questo
prova che:

/RN|u6(x)—u(m)|da:§a/oj(y)dyza Vli<e<é

Proposizione 3.3.5 (L-armonicita del mollificatore).

Sia G = (RN, 0,6)) un gruppo di Carnot omogeneo su RY. Sia L un sub-
Laplaciano su G. Sia v € L}, (RY) soluzione debole di Lu = 0 in RV,
cioe

/ ulLody=0 VoeCPRY) (3.28)
RN
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Allora
Lu.=0 inG Ve>0 (3.29)

Dimostrazione. Prima di tutto notiamo che, essendo supp(J.) C d.(O) vale

wle) = [ w00 L)y

Allora, applicando il teorema di Fubini-Tonelli, per ogni funzione test ¢

/RN ue(z) Lp(x)dr = /RN Lo(z) (/RN u(y™' o x)Ja(y)dy) d —

— /RN Je(y) (/RN u(y™! Ox)(LSD)(a:)dx) dy =
B /RN J=(y) (/RN u(2)(Lp)(y o Z)dz) dy =

= [ ([ oz etwo ) ay

L’integrale dentro parentesi tonde & uguale a 0 per (3.28). Allora

/ us(x)Lp(x)dr =0 per ogni ¢ € C5°(RY)
RN

cosicche la tesi (3.29) segue dall’ipoellitticita di L e dal fatto che L* = L. [

Attraverso la proposizione (3.3.5) ¢ facile dimostrare ['unicita della soluzione

fondamentale.

Teorema 3.3.6 (Unicita della soluzione fondamentale).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. La soluzione

fondamentale di L (la cui esistenza € garantita nel teorema 3.3.1) & unica.

Dimostrazione. Siano I' e I'" soluzione fondamentali per L. Allora la funzione

1

u =T —T" ha le seguenti proprieta: v € L} _(RY), u(x) — 0 per z — oo e

/ ulLody=0 Y o¢eCPRY)
RN
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Di conseguenza, per la proposizione (3.3.5), Lu. = 0 in RY per ogni € > 0.
Dato che u.(z) — 0 per x — oo (argomentando come nella dimostrazione

di 3.27) il principio del massimo implica che u. = 0 in RY. D’altra parte

1
loc

ovunque in RY quindi I' = T” in RV \ {0}. O

u. — u per € — 0 in L, (RY) (per osservazione 3.3.4). Allora u = 0 quasi

Dimostriamo ora che I' ¢ G—simmetrica rispetto all’origine. Pit precisa-

mente, vale la seguente proposizione.

Proposizione 3.3.7 (Simmetria di I').
Sita L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. Sia I' la

soluzione fondamentale di L. Allora
Mz ') =T(x) VreG)\{0}

Dimostrazione. Data ¢ € C5°(RY) definiamo

wa) == [ T on)Lot)dy. € G

La funzione wu ¢ liscia e va a 0 all’infinito (vedi 3.27). In pin, per ogni

Y € C°(RY)

/RN Lu(z)y(x)dr = / w(z) Ly (z)de =

=— /RN Lu(z)¢(y) </RN L(y~'o x)Lw(x)de) dy =
_ /R Lp()b(a)d

dove I'ultimo passaggio deriva dall’invarianza a sinistra di " rispetto ad L.
Questo prova che L(u — ¢) = 0 in G. Quindi, dato che u — ¢ si annulla

all’infinito, dal principio del massimo, u = ¢ in R". In particolare:
P0)=ul0) =~ [ T onle)dy VYoeCF
R

cosicche x +— T(z7!) ¢ la soluzione fondamentale di L. L’unicita della

soluzione fondamentale implica che I'(z71) = T'(z) per ogni z € G\ {0}. O
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Ora possiamo dimostrare il teorema (3.3.3):

Dimostrazione. Sia u la funzione definita in (3.25). Allora u € C*®(RY) e,

per ogni funzione test ¢ € Cg°(RY), si ha:

[ oy = [ Loty -

RN

= [ ot ([, vt ea)etaras ) ay
_ /R () (/RN Ty o x)Lw(y)dy> dx
= [ oo ([ T entotian) s

dove, nell’'ultimo passaggio, abbiamo usato la proposizione (3.3.7) che ci as-

sicura che I'(y ' oxz) =T ((z ' oy)™!) = T'(z ! oy). Ora, dall’invarianza a

sinistra di I, I'integrale dentro le parentesi tonde ¢ uguale a —(y). Allora:

[ @iy == [ c@i@de v ecr®)

Dall’unicita di I' deriviamo facilmente la sua d,—omogeneita.

Proposizione 3.3.8. Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omo-
geneo G. Sia I la soluzione fondamentale di L. Allora I' & 0,—omogenea di

grado 2-Q), cioé
[(6x(2)) = A C°T'(z) Y2ecG\{0}, YA>0
Dimostrazione. Per ogni fissato A > 0 definiamo
I'(z) := X9 (6x(2)) Yz eG)\ {0}

E’ ovvio che TV € C*(RN \ {0}) N L. (RY) e T’'(z) — 0 per z — oo. In

loc

pitl, per ogni funzione test ¢ € C5°(RY),

/RN I'(2) Lo(v)dz = )\QZ/ I'(0x(z)) L(z)dx =

RN
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(usando il cambiamento di variabili y = d,(z)),

— )\ 2 /RN I'(y) (L) (61/x(y))dy =

(essendo L & §y—omogeneo di grado 2)

:é¥ﬂwL@®mwﬂﬂy=

(essendo I' soluzione fondamentale)

= —¢(012(0)) = —(0)

Questo prova che I & una soluzione fondamentale di L. Allora I' =1". [

Proposizione 3.3.9 (Positivita di T').
Sita L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. Sia I' la

soluzione fondamentale di L. Allora
[(x) >0 VxeG)\{0}

Dimostrazione. Sia ¢ € Cg°(RY), ¢ > 0. Definiamo

u(y) == /]RN Dyt ox)p(z)de, yeG

La funzione u ¢ liscia, si annulla all’infinito e soddisfa I’equazione Lu = —p.
Allora
Lu<0inG e limu(y)=0

Yy—oo

Dal principio del massimo (3.1.18) segue che u > 0 in G. Quindi
[t ene@iin 20 Ve CrE®Y), ¢ 20
RN

Quindi I" > 0, percio, essendo L—armonica in G\ {0}, il principio del massimo
forte implica che I' = 0 o I'(x) > 0 per qualsiasi x # 0. Il primo caso ¢ in
contraddizione con l'identita (3.23). Allora I' deve essere maggiore di 0 in
ogni punto di G \ {0} . O
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Corollario 3.3.10 (Polo di I'). Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di
Carnot omogeneo G. La soluzione fondamentale I di L ha un polo in 0, cioé

limI'(z) = o0 (3.30)

z—0

Dimostrazione. Dato che I' ¢ liscia e strettamente positiva fuori dall’origine,
abbiamo

h:=min{I'(z) t.c. d(z)=1}>0
dove d denota una fissata norma omogenea su GG. Allora, dalla §, —omogeneita
di T" deriva (scegliendo A = 1/d(x))
(&) = d() 2 Doy ) = & a) 331

dove I'ultima disuguaglianza segue dal fatto che d(01 /4 (%)) = @d(m) = 1.

Dalla disuguaglianza (3.31) segue immediatamente la tesi. ]

3.4 L-gauge e funzioni L-radiali

Su ogni gruppo di Carnot omogeneo, esistono norme omogenee simmetri-
che liscie che giocano un ruolo fondamentale per i sub-Laplaciani. Chiamiamo

queste norme gauges, in accordo con la seguente definizione.

Definizione 3.12 (L-gauge).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo . Chiamiamo
L — gauge su G una norma d-omogenea simmetrica liscia fuori dall’origine
che soddisfa

L(d*9) =0 in G\ {0} (3.32)

Definizione 3.13 (Funzione L-radiale).

Una funzione radiale su G ¢ una funzione v : G\ {0} — R tale che

u(r) = fld(z)) VueG\{0}

per una oppurtuna f : (0,00) — R ed una data L-gauge d su G.
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Le L—gauge sono profondamente in relazione con la soluzione fondamen-
tale I

Proposizione 3.4.1. Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot G.

Sia I' una soluzione fondamentale di L. Allora
(L)@ sex e G\ {0}
d(x) =
0 sex =10

é una L-gauge su G.

Dimostrazione. Dimostriamo che valgono tutte le condizioni:

1. d & una norma omogenea simmetrica. Infatti, per x = 0 é ovvio, e per

z € G\ {0} vale

1 1

o d(0\(x)) = (T(6:(2)))7@ = (\*"9T(x))>"@ = A[(z)7°@ = Ad(x)
e d(x) > 0 perche I'(z) > 0
e d(z) =d(z7 ') perche T'(z) = T(z™1).

2. Per z € G\ {0} vale L(d>*~%) = L(I') = 0, e, per v = 0, L(d*9) =
L(0) =0

3. T e di classe C°°(RY \ {0}) quindi anche d ¢ di classe C*°(R" \ {0}.

]

Se p ¢ una qualsiasi norma omogenea (sufficientemente liscia) su G, 'inte-
grazione di una funzione p—radiale su un dominio p—radialmente simmetrico

si riduce ad un’integrazione di una funzione di una singola variabile.

Proposizione 3.4.2.

Sita L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. Sia p una

qualsiasi norma omogenea su G liscia su G \ {0}. Sia f(p) una funzione
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definita su B,(0,r) ={x € G t.c. p(x)<r}.
Allora, se f(p) € L'(B,(0,r)), vale

[ st =qu, [ SO f(5)ds
Boo,r 0

dove w, denota la misura di Lebesque di B,(0,1)

Dimostrazione. La formula di Coarea da

| st = [ 5 (/{ A L CES

p=s} ‘vp|
D’altra parte, usando la d,—omogeneita di p abbiamo

" 1
—dHNl) ds = |B,(0,7)| = w,r?
A </{ps} |Vp| g g

per ogni r>0. Derivando entrambi i membri dell’identita rispetto alla varia-

p(0,7)

bile r, otteniamo

1
. N = Q-1
/{p:s} |vp| prr

Usando questa identita in (3.33) otteniamo la tesi. O

Corollario 3.4.3. Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omo-
geneo G. Sia p una qualsiasi norma omogenea su G. La funzione p® é

localmente integrabile in RN se e solo se a > —Q).

Dimostrazione. Se p & anche liscia su G\ {0} per la proposizione precedente,

prendendo f(p) = p®, abbiamo

/ p*(z)dr = pr/ s9telgs
Bo(o.r) 0

e l'asserzione segue in modo triviale.

Se p € invece solo continua non é possibile applicare la proposizione prece-
dente. Se a > 0, I'asserzione ¢ triviale (perché p® continua su un compatto,
quindi limitatata). Se o < 0, abbiamo

N

[ rwa= (@)
By (0,r) g ¢ T/28F1<p<r/2k
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R
STQZ%/ dr =

— r /2641 < p<r 2k
(usando il cambiamento di variabile z = §, jor (y))
N
()
= ,r_Oé — | — dy -
; 28 N2 S pa<pm<

0

= cprQTO‘ Z 9—ka—kQ

Se a > —(@) la serie geometrica é convergente, quindi p® é integrabile su
B,(0,7). L’asserzione inversa segue dallo stesso calcolo, prendendo la mino-

razione invece della maggiorazione. O

Esempio 3.3 (A—gauge).
L’operatore classico di Laplace in RN, N > 3,

N
Amy
j=1
¢ il sub-Laplaciano canonico sul gruppo Fuclideiano
E:= (RY, +, 4))

con 6xx = Ax. La dimensione omogenea di E ¢ N e una funzione A—gauge

¢ la norma Fuclideiana

N 1/2
T x| = (Zx?) , = (21, ..., TN)
j=1

Infatti, | - | e liscia e strettamente positiva fuori dall’origine, dy—omogenea

di grado 1 e
Az M) =0 VYa#0
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Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G, e sia d una

L—gauge.
Per ogni z € G e r > 0, ricordiamo la definizione di d-palla di centro x e
raggio r:
By(z,r):={y € G tc. dlz ' oy) <r}
Allora

By(x,r) = x 0 B4(0,7)
Usando 'invarianza per traslazione della misura di Lebesgue (proposizione
(3.1.11) e la 6,—omogeneita di d, si riconosce facilmente che
| Ba(,7)] = 79| By(0,1)] =: war® (3.34)

Infatti, usando il cambio di variabili 61 /.(z 7' oy) = z:

|By(z,7)| = / dy = / dy = TQ/ dz = r%wy
By(z,r) d(z—loy)<r d(z)<1

Infine notiamo che
OBy(z,r) :=={y € G tc. dlx ' oy)=r}

é una varieta liscia di dimensione N-1. Infatti, dal lemma di Sard, questo
vale per quasi ogni r > (. L’asserzione allora segue per ogni r > 0, dato che

O0By(x,r) ¢ diffeomorfo a 0By(x, 1), attraverso la dilatazione 9,..

Definizione 3.14 (Nuclei delle formule di media).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G, e sia d una

L—gauge. Poniamo, per z € G\ {0}

Up(z) = |Vid*(2)
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In piu, per ogni =,y € G, con x # y, definiamo le funzioni

\I/L(x,y) = \I/L(:L‘—l oy) € KL<17,y) = é?;(ﬁ—gxo);|?y))

Notiamo esplicitamente che ¥ ¢ §,—omogenea di grado zero. Inoltre, mentre

U, ¢ invariante per traslazione (V(aox,a0y) = ¥ (z,y)), la funzione K,
non necessariamente gode della stessa proprieta.

In piu, osserviamo che quando L é l'operatore di Laplace A, allora ¥; =
Kp =1

Teorema 3.5.1 (Identita di Green).
Sia Q@ C G un aperto regolare e siano u,v due funzioni di classe C*(<Q).
Allora ®

/(vLu—uLv)dHN:/ (v<A-Viuv>-u<A-Viuv>)dH"!
0 o0

dove dHY (rispettivamente dH™=1) ¢ la misura di Hausdorff in RY N-

dimensionale (rispettivamente (N-1)-dimensionale)
Dimostrazione. Usando il sub-Laplaciano nella seguente forma
L = div(A(z) - V1)

otteniamo

vLu—ulLv=divivA- V') —diviuA- V')

Integrando ora su €2 e usando poi il teorema della divergenza (1.2.2), otte-

niamo l'identita di Green. O]

5Un altro modo di scrivere I’identita di Green é il seguente:
_\m 2 :
se L =377, X7 abbiamo

/ (v Lu —u Lv) dHN =
Q

:/ (UZXju <X;Lv>-u) X< XLy >) dHN!
o0

j=1 j=1
Questo segue dal fatto che A & una matrice simmetrica N x N, A(x) = o(z)o(x)?, dove

o(z) é la N X m matrice le cui colonne sono X;1(x),..., X;nI(x)
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Osservazione 13. Scegliendo v = 1 nell’identita di Green otteniamo
/ LudH" = / < A-V'u,v>dHN? (3.35)
Q o9

cosicché
/ LudHY =0 Yue Q) (3.36)
Q

Teorema 3.5.2 (Formula di media di superficie).

Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G, e sia d un
L-gauge su G. Sia O un sottoinsieme aperto di G, e sia u una funzione di
classe C*(O,R).

Allora, per ogni x € O er > 0 tali che m C O, abbiamo

u(z) = m, (u)(z) — n,(Lu)(2) (3.37)
fove Q-2
m)e) = g [ K e
nw)(w) = s [ O o) P ()

(B = (Q—2) /8 o a0 (3.38)

In particolare, se Lu = 0, cioe u ¢ L—armonica in O, abbiamo
u(z) = m,(u)(x) (3.39)
Dimostrazione. Per 0 < e < r definiamo il d—anello
D., = By(x,7)\ Ba(z, ) = {yeRY tc. e<d(zoy)<r}

Applichiamo lidentita di Green ad u e alla funzione v = d?>?(z~'o )

sull'insieme aperto D, ,. Essendo d una L—gauge, si ha Lv = 0. Pertanto:

/ (vLu)dHN:/ (v<A-Vuv>-u<A - Viuv>)da" ! =
Ds,’r

8Ds,7-
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= Sr(u) — S-(u) + Te(u) — T (u) (3.40)

dove

Spy(u) ::/ v<A-Viuv>daN?
aBd($7p)

T,(u) ::/ u<A-Viv,v>dH"!
6Bd(x7p)

Essendo v = d?>7@(x~! o -) costante su dBy(z,r), dall’osservazione (13) si

trae:

S, [

aBd ($7p)

<A-VTu,1/>dHN1—p2Q/ LudHY

Bg (amp)

Quindi, utilizzando 'identita (3.34),

S.(u) = 52_Q/ LudHY <
Bd($,€)

< sup|Lu| - |By(z, )| - £*79 =
= sup|Lu| - wge® - €279
= S.(u) = ?O(|Lu|) — 0 per ¢ — 0 (3.41)

Per calcolare T,(u) notiamo ora che su 0By(x, p) si ha

e

<A-VI@P Qo ) v>=<A-2-Q)d" %o )-Vdz o ), v>=

oyt <AV 0 ) V(a0 )) >
e V(o))

1-Q Up(z'o)

[V(d(z='o-))|
dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo usato il fatto che |V u|* = Z;nzl | Xjul? =<
AVTu, VTu > e d=9@1o.) = pl=9).

=(2-Q)p
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Quindi:

cosicché

=0 | [ ) —ueKie [ @K -

8Bd(x,a)

=@—@5Q43(fﬁwwwmwwm>pweﬁo

Pertanto
To(u) =T.(1)(u(z) + o(1)) per € =0 (3.42)

Per calcolare T.(1), osserviamo che la formula 3.40 con u = 1 da
T.(1)=T,(1) per 0,e <r <0 (3.43)
Quindi, per ogni € > 0

T.(1)=T(1)=(2-Q) /BB . Ki(z,)dHN ! (3.44)

Infine, essendo 2—Q > —@, si ha, per il corollario (3.4.3), che v = d>~%(x, ) €
LY(By(z,r)). Pertanto

lim viudHY = / vLudHY (3.45)

e—=0 Ds,r DO,r

Quindi, per € — 0 l'identita (3.40) unita a (3.41), (3.42), (3.44), (3.45), da

/ vLudHY = S,(u) + Ty(Du(z) — T, (u) = TQ_Q/ LudHY +
By(z,r) By(w,r)

+ Ti(Du(z) — (2—Q)r'™@ /{)B ( )uKL(x, NdHN (3.46)

Osserviamo ora che 77(1) non dipende da x, cioé:

~Ti(1) = (Q — 2) / Kp(z,-)dHY ! =

8By(z,1)
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= (Q — 2)/ K (0,)dHN ! =
8B4(0,1)

= (Ba)"
Infatti:

1 ' Q-1 ! N-1
Ti(1)= = T.()r* dr=(2—-Q K (x,y)dH dr =

-0 [ wepa o) -e-o [ v

d(ovl)
dove abbiamo usato la definizione di ¥ e K, 'invarianza a sinistra di ¥, e

la formula di Coarea. Abbiamo anche provato che
G =@ [ wan
Ba(0,1)
Quindi dall’identita (3.46) otteniamo
—2
) = L2 eyt [ (@0 o)~ ) L
r OBg4(z,r) By(w,r)

O

Osservazione 14. Quando L = A & l'operatore di Laplace classico in R, N >
3sihache Uy =K;=1e@Q = N. Allora, in questo caso

(Ba) ™ = Q(Q = 2)|B(0,1)| = N(N - 2)| B(0, 1)

Percio

(N -2
N(N —2)wgrN-1

my(u(z)) =

: /| o u(2)dHN"(2)

1 2—N 2—N N __
A = F R HBO 1] Sy (J2 = a7 =) BT =

1 N
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L’identita (3.37) da quindi, in questo caso, la formula di rappresentazione
(1.11) di una funzione C? sui dischi.
Se Au = 0, I'equazione (3.39) ci da

) = e [ w7

cio¢ vale il teorema (1.3.1) della formula di media di superficie per le funzioni

armoniche classiche.

Teorema 3.5.3 (Unicita dell’L-gauge).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. Sia d una

L—gauge su G, e sia By la costante positiva definita in (3.38). Allora:
I'=3;d* 9 (3.47)
¢ la soluzione fondamentale di L.

Dimostrazione. Sia ¢ € C§°(Q2) e scegliamo r > 0 tale che supp(y) C
By(0,7). Allora, dalla formula di media di superficie (3.37) applicata a ¢,

essendo ¢ = 0 su 0By(0,7), otteniamo
PO) =~Aa [ (9) =10 Lp(e) dHY (2
By(0,r)
D’altra parte, dal’identita (3.36), moltiplicando per 729 otteniamo
/ 2 CLodHN =0
By(0,r)

Allora, se I' ¢ la funzione definita in (3.47), grazie al corollario (3.4.3), I' €
L} (RY) perche¢ 2 — Q > —Q e

loc
—¢(0) = [ TELoE)aH )

per ogni ¢ € C°(2). In piu I' ¢ liscia in G \ {0} e I'(2) — 0 per z — oo,
dato che ) — 2 > 0. Quindi, I' & la soluzione fondamentale di L. ]
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3.6 Formula di media di volume

Teorema 3.6.1 (Formula di media di volume).

Sta L un sub-Laplaciano sul gruppo di Carnot omogeneo G e sia d una L-
gauge su G. Sia O un sottoinsieme aperto di G e sia u € C*(O,R).

Allora, per ogni x € O er > 0 tali che m C O, abbiamo

u(z) = M, (u)(xz) — Ny (Lu)(z) (3.48)

dove
Vi) =g [ e oyt )

Nw)a) = [ ( / o) ) w(y)dy) dp

mg:=Q(Q—2)Ba  ng:=Q P
In particolare, se Lu = 0, cioé u ¢ L—armonica in O, abbiamo
u(z) = M, (u)(x) (3.49)
Dimostrazione. Poniamo
O, :={x €0 t.c. d—dist(z,00) > r}
dove

d — dist(z,00) := i%fo d(y~t o)
ye

Dato che le d-palle sono connesse, si riconosce facilmente che By(z, p) C O

perogni z € O e 0 < p < d— dist(x,00). Segue che
By(x,p) CO VzeO, e 0<p<r

Sia ¢ : R — R una funzione L' che si annulla fuori dall'intervallo |0, 1] e tale

che [, ¢ =1. Per r > 0 definiamo



3.6 Formula di media di volume 91

Consideriamo ora la funzione u € C?(0). Allora, se z € O, da (3.37)

otteniamo

u(x) = m,(u)(x) —n,(Lu)(xz) per 0 <p<r (3.50)

Ora moliplichiamo entrambi i membri dell’identita per ¢,(p) e integriamo

rispetto a p. Otteniamo

dove

oo AR [ Kt s ) -

- /Ooo %W)m(fl 0 z)%gp <d(9f_102))

T

Ora:
e U, ¢d)—omogenea di grado zero, quindi ¥y (27 oz) = Wy, (01/,(27" 0 2))

e d é 0y—omogenea di grado 1, quindi
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Percio
*(Q—2)8y 1 1 d(z'o2)
D, v - =
(W)(@) /0 d(x=1oz)@-1 (2)Wpf e z)rgo T

/RN (l)l_Q : (26251(23:%0 z))Q_IU(Z)\PL (5%@_1 ° Z)> %90 (d <5% (z70o Z)>>

con

r(2) =179 ¢(61/,(2)) (3.51)

6(2) = (Q — 2) B Wy () 2UE) (3.52)

Notiamo che ¢ si annulla fuori da B,;(0,1) e

p

RCUSICEUY

= /OOO p(p)dp =1

dove abbiamo usato (3.38), la definizione (3.14) e la formula di Coarea. Se
la funzione ¢ ¢é liscia e il suo supporto & contenuto in [0,1], allora ¢ €
Cs°(RY), supp(¢) € By(0,1) e [¢(z)dz = 1. Grazie a queste proprieta la
mappa x — D, (u)(x) ¢ la regolarizzata di u, e percio ¢ liscia se u € L, .(O).

Osserviamo che la funzione z — ¢, (27! o 2) si annulla fuori da By(z,r). Di

conseguenza, se x € O,, l'integrale
O, (u)(x) = / u(2)g.(x7 0 2)dz
Bg(z,r)

¢ fatto su un insieme compatto contenuto in O, dato che By(z,r) C O.

Se scegliamo

0 altrimenti

Q9! sel0<t<l
w(t)—{
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allora

: Ly QI (Gyat o))
= w(2)r 2(Q — 2)8,9; (7 oz —dz =
[ were@ =2 (o) TR
1 -1 oz)ul\z)az = u)\x
= qQ@-28 [ Wl o2pula)z = Mefu)(e)
Bw)e) = [ plomw)a)dn =
— [l [ (@O on) - ) w2y -
0 Ba(z,p)
= /0 %Q po! Tl_Qﬁd/B » (> @' oz)— p* Q) w(2)dH" (2)dp =
_ Qb [T o 2-Q(1 o) — 29) w — N () (2
SB[ (L @ e = wtay ) do = N
Sostituendo in (3.50) otteniamo (3.48). O

Osservazione 15. Quando L = A & operatore di Laplace classico in RY, N >

3, si ha W, = 1. Allora, in questo caso
1

M@ = o [

e (3.49) ci da il teorema della media di volume (1.3.2) per le funzioni armo-

niche classiche.

3.7 Conseguenze delle formule di media

I teoremi di media dati dalle identita (3.39) e (3.49) caratterizzano le funzioni

L—armoniche. Vale, infatti, il seguente teorema di Koebe.
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Teorema 3.7.1 (Koebe).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G, e sia d una
L—gauge. Sia O un sottoinsieme aperto di G, e sia u : O — R una funzione

continua. Assumiano che una delle sequenti condizioni sia soddisfatta:
1. u(x) =m,.(u)(z) perogni x € O e r>0 tali che By(z,r) C O.
2. u(z) = M,(u)(x) per ogni x € O e r >0 tali che By(x,r) C O.

Allora w € C*(0) e
Lu=0 wm O

Dimostrazione. Assumiamo che sia soddisfatta la prima condizione. Allora:
u(z) =my(u)(z) per0<p<r

Sia ¢ € C3°([0,1],R) tale che [, ¢ = 1. Moltiplicando entrambi i membri per
or(p) = @(p/r)/r € integrando poi rispetto a p otteniamo

u(z) =@, (u)(z) YVreO

dove @, (u) ¢ l'operatore integrale definito in (3.51). Otteniamo cosi:
u(z) = /u(z)qﬁT(x_l o z)dz
0

dove ¢,.(z) = r7%@(d1/,(2)) e ¢ ¢ la funzione liscia definita in (3.52). Segue
che u € C*(0) (visto nella dimostrazione precedente).

La prima condizione e l'identita (3.37) danno
n.(Lu)(x) =0  Vax €O tale che By(z,7) C O

Dato che il nucleo che appare nell’operatore n,. é strettamente positivo, questo
implica Lu = 0 in O. Allora il teorema é provato.

Ora assumiamo che valga la seconda condizione. Dato che p — m,(u)(x) €
continua su (0,7] e

M) = 75 [ % )y
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dalla seconda condizione otteniamo

Qr¥ u(z) = 5(7“@ u(z)) = —(r? M, (u)(z)) =

d T
— Q% i P2t m,(u)(z)dp =

= Qr'm, (u)()
Quindi, u(x) =m,(u)(xz) perogni z € O e r >0 tali che By(z,r) CO.

Allora u soddisfa la prima condizione, cosicché u € C*°(0) e Lu = 0. O

Dimostriamo ora le disuguaglianze di Harnack per i sub-Laplaciani. Dobbia-
mo premettere il seguente lemma, che ci permette di comparare la media su

differenti d—palle di una data funzione non negativa.

Lemma 3.7.2. Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot G e sia d
una L—gauge. Per ognir > 0 esiste un punto zy = 2o(r) € G che soddisfa le

sequenti condizioni:
1. d(z0) = Ar
2. Up(zltoy)>pu e Up(ytox)>p

per ogni & € By(z0,7) € ogni y € By(0,2¢qr). Qui A > 1 e p > 0 sono
costanti reali indipendenti da r (dipendenti solo da G, d e L), e ¢4 ¢ la

costante positiva della disuguaglianza pseudo-triangolare (3.2.4).
Dimostrazione. Dimostriamo in tre passi:

1. L’insieme
{y € G\ {0} t.c. ¥r(y)=0}
ha interno vuoto. Infatti, supponiamo per assurdo V. (y) = 0 V y
in un intorno U di un opportuno yo # 0. Allora, dato che ¥, =
|V1d|?, questo da |V d|> = 0su U, cosicché dalla proposizione (3.1.12)
d é costante in un insieme aperto contentente 3. Di conseguenza, la
funzione r — d(d,(yo)) = rd(yo) & costante vicino a r = 1. Questo

implica d(yo) = 0, che & in contraddizione con I’assunzione yy # 0.
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2. Dal primo passo e dall’omogeneita di ¥ segue l'esistenza di un punto

Yo € G, d(yo) = 1 tale che
Ur(yo) >0 e Up(y,') >0

Allora, dalla continuita di ¥, fuori dall’origine, esistono due costanti

positive p e o (con o > 1) tale che

Ur(Eoyoon) >p, Wi(oyy'on) >pu (3.53)

per ogni &, n € G che soddisfano le disuguaglianze d(&), d(n) > 2c40.

. Per ogni fissato r > 0, sia 2z := 0x-(yo) con A = 1/0. Sia x € By(zo,7),

quindi

1 1
diz ™ oz) <r= vd(:v_l 0zy) < X = d(5% (r7'oz)) <o

Sia y € B4(0, 2¢qr), quindi
1 1
d(y) < 2¢qr = Vd(y) < QCdX = d(01/0m) () < 2c40
Dalla seconda disuguaglianza in (3.53) otteniamo
Uz toy) =V ((z ' oz) oz oy)

(dalla omogeneita di V)

=W (d170m (@ 0 20) 0 yg ! 0 01yan(y) > 1
dato che d(81 /() (271 0 29)) < o e d(81/0m)(y)) < 2¢40.

Analogamente, dalla prima disuguaglianza in (3.53) otteniamo

Uy(y tox) =" (y_l 0290 (25" oac)) =

= U, (610 () oy 0 b1y (25 o)) = 1

dato che 51/(,\r)(z0_1 ox) <o eddmm(y) < 2cq40.



3.7 Conseguenze delle formule di media

Prima di enunciare il prossimo teorema, introduciamo le seguenti costanti
0o == ca(l + cq(1 +N)) 0 = cqg(A+ 6p)

Teorema 3.7.3 (Disuguaglianza di Harnack sulle palle).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G, e sia d una
L—gauge. Sia §2 un sottoinsieme aperto di G, e sia u : 2 — R una soluzione

non negativa di Lu = 0. Allora

sup u<c¢ inf wu
By(xo,r) Ba(zo,r)

per ogni xg € Q er > 0 tali che By(xo,0r) C Q. La costante ¢ dipende solo
da G, L e d e non dipende da u,r,xq e 2.

Dimostrazione. Essendo L invariante a sinistra assumiamo xo = 0. Sia zy =

2p(r) il punto di G dato dal lemma precedente. Procediamo per passi:

1. Esiste una costante assoluta ¢ > 0 tale che
M, (u)(x) < ¢ Mpy-(u)(z0) V€ By(0,r)

Infatti, per ogni x € By(0,r), abbiamo

Bd(x,r) - Bd(O,QCdT’) - Bd(o,g(ﬂ“) cQ

quindi (essendo u non negativa)

mgq

V@) =T [ e oty <

< (sup \I/L)@/ u(z)dz - r
G\{0} T JBy(x,r) H

(dalla prima disuguaglianza del secondo punto del lemma (3.7.2))
< = U2y 0 2)u(z)dz
rQ By(z,r)
dove ¢; = mg/p supg (o} Yr- Sottolineiamo che ¢; < oo perché ¥y é
liscio fuori dall’origine e §y—omogeneo di grado zero. Allora, dato che

vale anche

By(x,r) C Ba(20,001) C By(0,60r) C Q
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otteniamo (sempre dalla non negativita di u)

M, (u)(z) < L Uy (25 0 2)u(z)dz <
rQ Jp
d(x’T)

C1 _1 my

< — Ui(zg 0 2)u(z)dz - — =
9 Bg(z0,007) 0 Mmq
C1

= m—dMeor(u)(ZO)

questo ¢ quello che volevamo dimostrare con ¢ = ¢; /my.
2. Esiste una costante assoluta ¢ > 0 tale che
Mr(u)(ZO) < CM@OT(U)(Z/) v Yy e Bd(07 T)

Questa disuguaglianza puo essere provata procedendo nello stesso modo

del passo precedente, ma usando la seconda disuguaglianza del lemma

e le inclusioni

Ba(z0,7) C By(y, bor) € B4(0,0r) C Q

3. Infine, siano x,y € By(0,7). Allora, usando i primi due passi del-
la dimostrazione e il teorema della formula di media di volume (in

particolare I'equazione (3.49) essendo u L—armonica) si ha
w(x) = My (u)(z) < ¢ Myyr(u)(20) =
= cu(zy) = ¢ M, (u)(20)

< ¢ Mo, (u)(y) = cu(y)

e la dimostrazione & terminata.
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Teorema 3.7.4 (Disuguaglianza di Harnack sui compatti).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot G, e sia d una L—gauge. Sia
Q un sottoinsieme aperto connesso di G, e sia K un sottoinsieme compatto
di .
Allora esiste una costante positiva ¢ = ¢ (G, L, Q, K) tale che

81[1(p u<c i%f U

per ogni funzione non negativa u € C*(Q2,R) che soddisfa Lu = 0 in €.

Dimostrazione. Sappiamo che esiste un insieme K, compatto e connesso tale
che
KCKyCQ

, una famiglia finita di d-palle D; = By(x;,r;) tale che

ey

1. Ko C U?:l Dj;
2. 0D; := By(z;,01r;) C Ky per ogni j =1, ...,q;
3. DN Dj41 # @ perognije{l,..,qg—1}.

Un tale ricoprimento esiste perché K, € compatto e connesso, contenuto in

() connesso. Dalla disuguaglianza di Harnack sui dischi abbiamo che

supu < cinfu j=1..4q
Dj Dj

per ogni u € H(2), u > 0. La costante ¢ ¢ indipendente da u.

Allora la disuguaglianza cercata segue applicando in maniera iterata il se-

guente lemma. O

Lemma 3.7.5. Siano Ay e Ay due insiemi arbitrar: tale che Ay N Ay # @.

Sia u: A1 N Ay — R una funzione non negativa che soddisfa

supu < cinfu 1=1,2
A; A;

per opportune costanti ¢ > 1. Allora:

sup u < & inf u
A1UA2 A1UAo
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Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che
u(z) < cu(y) Vao,ye A UA,

Ora, se z,y € A; o x,y € A, la disuguaglianza segue direttamente dall’i-
potesi del lemma. Supponiamo che x € A; e y € Ay e scegliamo un punto

z € Ay N Ay, Dall’ipotesi segue

quindi

Teorema 3.7.6 (Principio del massimo forte per le funzioni armo-
niche).

Sita L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot G. Sia §2 un sottoinsieme
aperto connesso di G. Sia u € H(S2) tale che assume massimo in un punto
interno di ) (cioé esiste xy € S tale che u(xg) > u(x) per qualsiasi x € ).

Allora

u=u(xg) in Q

Dimostrazione. Poniamo v = u(xg) — u. Allora v > 0 essendo xy punto di
massimo e v € H()). Applichiamo quindi la disuguaglianza di Harnack sui
compatti:
VeeQ 0< sup v<cy, inf v=0
{wo, x} {zo,z}
Quindi supy,, ., v =0, da cui v(z) = 0. Pertanto

u() = u(xo)

per qualsiasi x € €). n
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Teorema 3.7.7 (Liouville).
Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot G e sia u € C*°(G,R) una

funzione inferiormente limitata tale che soddisfa
Lu=0in G
Allora u é costante.

Dimostrazione. Sia

m::i%fu e vi=u—m

Allorav > 0 e Lv = 0 in G. Dalla disuguaglianza di Harnack sui dischi segue

sup v <c¢ inf v con c indipendente da r
Bd(O,T’) Bd(ovr)

Da questa disuguaglianza, mandando r — oo, otteniamo
0 <supv <cinfv=0
G G

che implica v =0e u =m. O]
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Capitolo 4

Metodo di1 Perron-Wiener

Sia G = (RN, o, 5A) un gruppo di Carnot in RV e sia L uno dei suoi sub-
Laplaciani. Sia €2 C G un insieme aperto limitato e ¢ una qualsiasi funzione
€ C(09,R). Lo scopo di questo capitolo & descrivere il metodo di Perron-

Wiener per la risoluzione del Problema di Dirichlet

Lu=0 in €2
U|aQ:<P

La mancanza di una esplicita formula integrale di Poisson per i sub-Laplaciani
L sui gruppi di Carnot ci costringe a fare riferimento alla teoria degli spazi
armonici astratti, per applicarla poi ai sub-Laplaciani. Essendo una teoria
estremamente vasta, mi focalizzo su quei risultati che sono cruciali per il no-

stro scopo (rimandando le dimostrazioni a [9]).

4.1 Spazi armonici astratti

Sia (E,T) uno spazio topologico di Hausdorff, localmente connesso e local-

mente compatto. Assumiamo che la topologia T" abbia una base numerabile.

103
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4. Metodo di Perron-Wiener

4.1.1 Funzioni semicontinue

Sia ACEeu:A— [-00,00]. Se z ¢ un punto di A, definiamo

liminfw ‘= su (inf u>
y—x (y) Vellfjw VNA

limsupu(y) := inf <sup u)

Yy—T VeUz \vna

dove U, denota la famiglia di intorni di x.

La funzione u ¢ detta inferiormente semicontinua (brevemente, i.s.c)
inzeA se

u(z) = liminf u(y)

Yy—x
La funzione u ¢ detta superiormente semicontinua (brevemente, s.s.c) in
x €A se
u(z) = lim sup u(y)

y—a
Se u ¢ i.s.c. (s.s.c.) in ogni punto di A, allora u sara detta i.s.c. (s.s.c.) su

A.

4.1.2 Fasci di funzioni. Famiglie armoniche

Definizione 4.1.
Supponiamo che sia data, per ogni aperto V' € T, una famiglia F'(V) di

funzioni a valori reali u : V' — [—00, 00]. Diciamo che la mappa
F:V = F{V)
¢ un fascio di funzioni su E se valgono le seguenti proprieta:
1.se Vi, Vo €T con Vi CVyewu € F(Vy), allora uly, € F(V});

2. 5¢ (Va)aca ©T e u:lUyeq Vo — [—00,00] ¢ tale che uly, € F(Va)
per ogni a € A, allora u € F (UaeA Va)
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Un fascio di funzioni F' su E ¢é detto armonico se (V') é un sottospazio
lineare di C(V,R), lo spazio vettoriale delle funzioni reali continue definite
su V. Quando F' é un fascio armonico su £ e V' é un insieme aperto in T,

una funzione u € F(V) ¢ detta FF—armonica.

4.1.3 Insiemi aperti regolari. Misure armoniche. Fun-

zioni iperarmoniche. Fascio diretto di funzioni

Definizione 4.2 (Insieme H-—regolare).
Sia H una famiglia armonica su E. Diciamo che un aperto V € T ¢

H —regolare se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

1. V é compatto e OV # @

2. per ogni funzione continua f : 0V — R esiste un’unica funzione
H —armonica in V', denotata con H }/, tale che
limH}/:f(y) VyedV

T—Y

In altre parole, il problema

Lu=0 iV
U|8V:f

ha un’unica soluzione u := H]Y per ogni funzione continua f : 9V — R.

3. se f >0, allora H}/ >0

Definizione 4.3 (misura H—armonica).
Sia H un fascio armonico su F. Sia V' € T un insieme H—regolare. Allora

esiste una misura di Radon pY su C'(0V,R) tale che
HY (z) = ; f)du, (y) Y feCOV,R)
v

La misura p) ¢ chiamata misura H—armonica relativa a V e z.
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Definizione 4.4 (Funzione H—iperarmonica e H—ipoarmonica).
Sia H un fascio armonico di funzioni su (E,T). Sia Q € T. Una funzione

u: Q) —] — 00, 00| & detta H—iperarmonica in € se:
1. w & inferiormente semicontinua

2. per ogni aperto H—regolare V C V C , si ha
u(z) > / uy)dpy (y) eV
oV

Denotiamo con H*(2) I'insieme delle funzioni H—iperarmoniche
in Q.

Dato che

/ udp) = sup {/ eduY tc. o COV,R), ¢ < u}
oV ov

la seconda condizione puo essere reiscritta nel modo seguente:
per ogni aperto H—regolare V C V C Q e per ogni ¢ € C(dV,R) tale
che ¢ < ulgy, si ha

H;/ S U‘V

Una funzione v :  — [—00, 00| ¢ detta H—ipoarmonica se —v € H*(2).

Denotiamo con

H.(Q) := —H*(Q)

la famiglia delle funzioni H—ipoarmoniche in ().

4.1.4 Spazi armonici

Definizione 4.5 (Spazio armonico).
Sia H un fascio armonicom di funzioni su E. Diciamo che (E, H) ¢ uno

spazio armonico se sono soddisfatti i seguenti assiomi:
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1. (Positivita) Per ogni aperto relativamente compatto Q C F, esiste
ho € H*(Q) e kg € H,(2) che soddisfano:

igfho, igfk0>0 e ho(z) <oo Vel

Se le funzioni costanti sono H—armoniche in F, allora l’assioma di

positivita é soddisfatto.

2. (Convergenza) Se {u,}, .y € una successione monotona crescente di

funzioni H —armoniche su un aperto {2 € T tale che

{:1:‘ € Q t.c. supu,(zr) < oo}

neN

é denso in €2, allora

w = lim u,
n—oo

¢ H—armonica in €.

3. (Regolarita) La famiglia T, degli aperti H—regolari ¢ una base per la
topologia T'.

4. (Separazione) Per ogni x,y € E con x # y, esistono u,v € H*(FE) tale

che

u(x)v(y) # u(y)v(z)

Osservazione 16. Se Q € T, V CV C Q & H-regolare e u € H(1), segue

dalla seconda proprieta degli insiemi regolari che

uly = Hy,,

Quindi
u(z) = / udpY VeeV (4.1)
av

Ma non solo una funzione H—armonica gode di questa proprieta. Si di-
mostra, utilizzando la definizione di fascio di funzioni, I’assioma di regolarita
e la proprieta di separazione di Hausdorff, che questa proprieta caratterizza

le funzioni H— armoniche.
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Proposizione 4.1.1 (Caratterizzazione dell’H —armonicita).
Sia (E, H) uno spazio armonico. Sia Q € T e u € C(0,R), tale che

u(x):/ wdpy VeeV
oV

e per ogni aperto H—regolare V. C'V C Q. Allora u € H().

Osservazione 17. Segue immediatamente che per ogni aperto 2 C F, si ha

H.(Q) N H (Q) = H(Q)

Dalla proposizione (4.1.1) segue anche il seguente corollario:

Corollario 4.1.2. Sia (E, H) uno spazio armonico. Sia {uy,}, .y una suc-

cessione in H () tale che
Up — U per m — 0o

uniformemente su ogni sottoinsieme compatto di Q2. Allora u € H().

4.1.5 Fascio diretto di funzioni

Definizione 4.6 (Fasci diretti di funzioni).
Sia F' un fascio di funzioni da A C F a [—00, o0]. Diciamo che F ¢ diretto

in alto, e scriviamo

F

se, per ogni u,v € F esiste w € F tale che
u < w e v<w

Analogamente, se, per ogni u,v € F esiste w € F tale che u > w, v > w

diciamo che F' é diretto in basso e scriviamo F' |.
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4.1.6 Funzioni B—iperarmoniche. Principio del minimo

Definizione 4.7 (Funzioni B— iperarmoniche).
Sia (E, H) uno spazio armonico e sia € un sottoinsieme aperto di E. Assu-
miamo che, per ogni = € ), sia data una base B(z) di intorni H—regolari di

x con chiusura contenuta in 2. Una funzione i.s.c.
u:Q— (—00, 0]
é chiamata B—iperarmonica in €2 se

uw)= [ udp
ov

per ogni z € 2 e ogni V € B(x). Denotiamo con B — H*(Q2) la famiglia

delle funzioni B— iperarmoniche in ().

Osservazione 18.
H*(Q) Cc B— H*(Q)

Per le funzioni B—iperamoniche vale il principio del minimo:

Teorema 4.1.3 (Principio del minimo).

Sia Q0 un aperto relativamente compatto in uno spazio armonico (E, H) e sia
u€ B— H*(Q). Assumiamo che

liminfu(z) >0 Vye o

r—Yy

allora u(x) > 0 per ogni x € €.

Conseguenza di questo teorema & 1’equivalenza tra la B—ipoarmonicita e la

poarmonicita:

Corollario 4.1.4. Sia €2 un insieme aperto arbitrario in E, e sia uw € B —
H*(Q) per un opportuno B. Allora u € H*().
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4.1.7 Funzioni subarmoniche e superarmoniche. Fami-

glie di Perron

Definizione 4.8 (Funzioni subarmoniche e superarmoniche).

Sia (E, H) uno spazio armonico, e sia 2 C E un aperto. Una funzione
u € H*(Q) ¢ detta H—superamonica se, per ogni aperto H—regolare V C
V C Q, la funzione

Vorw udp)
v

é H—armonica in V. L’insieme delle funzioni H— superarmoniche in €2 sara

denotato con

S(Q)

Una funzione v : 2 — [—00, 00[ & detta H—subarmonica in 2 se —v € S(€).

Denotiamo con

I'insieme delle funzioni H —subarmoniche in 2.

Teorema 4.1.5 (Caratterizzazione di S(Q)).
Sia v € H*(Q). Allora u € S(Q) se solo se

D :={zxeQ tc u(x) < oo}

¢ denso in Q, cioée D D Q.

Introduciamo ora la seguente definizione cruciale.

Definizione 4.9 (Regolarizzata di Perron).
Sia 2 un sottoinsieme aperto di G. Data u € H*(2) e un aperto H —regolare
V C V 9, definiamo

u(z) r ¢V

uy : Q — (—o00,00], wuy(x):=
' | | v {favu/fr zeV

La funzione uy ¢ chiamata regolarizzata di Perron di u relativa a V.
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Utilizzando 'equivalenza tra funzioni B—iperarmoniche e iperarmoniche (4.1.4),
si dimostrano le principali proprieta della regolarizzata di Perron, date dal

seguente teorema:
Teorema 4.1.6 (Proprieta della regolarizzata di Perron).
Sia w € H*(Q) e sia V C V C Q un aperto H—regolare, allora
1. uy <u
2. uy € H*(Q)

3. uy <oy seu,v,€ H(Q) eu<w

In pit, se u € S(Q) allora

4. uy € S() euly € HYV)

Diamo ora un’altra definizione cruciale.

Definizione 4.10 (Famiglia di Perron).
Sia (F, H) uno spazio armonico, e sia {2 C F un aperto. Una famiglia di
funzioni F© C H*(f2) ¢ detta una famiglia di Perron se sono soddisfatte le

seguenti condizioni:
1. F |, cioé F' é diretta in basso

2. F ha un minorante H—subarmonico, cioé esiste vy € S(2) tale che
vo < U per ogni u € F

3. uy € F per ogni u € F e per ogni aperto H—regolare V C V C

4. F contiene almeno una funzione H —superarmonica, cioé esiste ug € F

tale che uy € S(Q).

Utilizzando la regolarizzata di Perron e il teorema (4.1.6) si dimostra il

seguente risultato, cruciale per il metodo di Perron-Wiener.
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Teorema 4.1.7 (Teorema fondamentale delle famiglie di Perron).
Sia (E, H) uno spazio armonico e sia F una famiglia di Perron su un aperto
Q C E. Allora

u:=inf F € H(Q)

4.1.8 Operatore di Perron-Wiener-Brelot

Sia 2 un aperto, con chiusura compatta e bordo non vuoto, in uno spazio

armonico (F, H). Costruiamo ora l'operatore
Q
f—H f

da un opportuno spazio lineare di funzioni reali f : 92 — [—o00, 0] allo
spazio lineare H((2) delle funzioni H—armoniche in €2, tale che quando il

problema di Dirichlet

(H— D) { ue H(Q)
lim, ., u(z) = f(y) Vye o

ha una soluzione u, verra che u = H}). Per questa ragione chiamiamo H ]9 la
soluzione generalizzata del problema di Dirichlet nel senso di Perron-Wiener.
La sua costruzione, essendo il centro del metodo che stiamo studiando, sara

analizzata in modo esauriente, senza omettere le dimostrazioni.

Definizione 4.11 (Soprafunzioni e sottofunzioni).
Sia (F, H) uno spazio armonico, e sia  C F un aperto tale che 0 & compatto

e 0 # @. Data una funzione f : 02 — [—00, 00|, poniamo

== * L. . .
Uy = {u e H*(Q) t.c. hnalénfuz f, infu > oo}

US = {v € H.(Q) t.c. limsupu < f, supv < oo}
o0

Le famiglie U? eU ? sono chiamate, rispettivamente, la famiglia delle sopra-

funzioni e sottofunzioni relative ad f e €.
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La funzione u = oo (v = —o0, rispettivamente) & una soprafunzione (sot-
tofunzione, rispettivamente). Quindi U, # @ (U ? # O, rispettivamente).

Quindi possiamo dare la seguente definizione:

Definizione 4.12 (Soprasoluzioni e sottosoluzioni).

Con le ipotesi e la notazione della definizione precedente, le funzioni

=0 . =0

H, ::mef HY ::supggc2
sono chiamate la soprasoluzione e la sottosoluzione, rispettivamente, del
problema (H-D).

Notiamo che
Q —0
o =-H,

—Q .. .
dato che U ? = —U_;. Vale anche la seguente proposizione, facile conse-

guenza del principio del minimo per le funzioni H —iperarmoniche.
Proposizione 4.1.8. Per ogni f : 0 — [—o0, 0] si ha
H} < H;
Dimostrazione. Per ogni u € U? ev e Q? sithau—ve H(Q) e
lingénf (u—v)>0
Allora dal principio del minimo (4.1.3) u — v > 0 in . Quindi
u>v VUEU?, VUEQ?
e la proposizione ¢ dimostrata. [

La prossima proposizione ¢ una conseguenza immediata delle definizioni di

sopra e sotto soluzioni:

Proposizione 4.1.9. Siano f,g: 02 — [—00,00], « € R, > 0. Allora:

L f<g=TH; <H, H}<HS;
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—0 —0 —0 Q Q Q.
Q

o7 -7 Q Q T Q.
3. Haf:O‘Hf7ﬂaf:aﬂvH7af:_O‘ﬂ7

Definizione 4.13 (Funzione risolutiva).
Sia (E, H) uno spazio armonico, e sia 2 C E un aperto con chiusura compatta

e bordo non vuoto. Una funzione f : 02 — [—00, 00| ¢ detta risolutiva se:
1. HY = HY
o)
2. Hy € H(Q?)

In questo caso poniamo
HY = H; = H} € H(Q)

e diciamo che H ]9 € la soluzione generalizzata, nel senso di Perron-
Wiener-Brelot, del problema (H-D).

L’insieme delle funzioni risolutive f : 9Q — [—00, 00| & denotato con R(0S2)

La connessione tra H ]9 e il problema di Dirichlet (H-D) ¢ mostrato dalla

seguente proposizione.
Proposizione 4.1.10. Sono date le ipotesi della definizione precedente. Sia
f:0Q — [—00,00] una funzione limitata. Allora sono equivalenti:
1. f e risolutiva e lim,_.,, HY (x) = f(y) per ogni y € 0Q
2. esiste uw € H(QY) tale che lim,_ ., u(x) = f(y) per ogni y € 052
In questo ultimo caso, u = H?.

Dimostrazione. 1) = 2) & ovvio.

. o =0
2) = 1) notiamo che u ¢ limitata da sopra e sotto, e che u € U, N Q? []

Il primo passo per risolvere un problema di Dirichlet ¢ quindi capire quando
una funzione é risolutiva. Prima di rispondere a questa domanda attraverso il

teorema di Wiener (che enunceremo nella prossima sezione), sono necessarie
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alcune premesse.

Prima di tutto, vogliamo mostrare che R(0S)) contiene le restrizioni al bordo
di © delle funzioni superarmoniche continue. A questo scopo enunciamo
una proposizione che ha un interesse indipendente, semplice conseguenza del

teorema fondamentale sulle famiglie di Perron.

Proposizione 4.1.11. Sia Q) C E un insieme aperto con chiusura compatta

e bordo non vuoto. Sia f: 0 — [—00,00]. Assumiamo che esista
w €U NS(Q) e wvelUFNSQ) (4.2)

Allora
—0
H;, HY € HQ)

Dimostrazione. Usando (4.2) riconosciamo che U ¢ una famiglia di Perron.

Quindi, usando il teorema (4.1.7)
—Q
H;, € HQ)
Da (4.2) segue anche che [T s ¢ una famiglia di Perron, quindi

HY =supU? = —infU?f € H(Q)

Teorema 4.1.12 (Risolubilita).
Sia (E, H) uno spazio armonico, e sia 2 C E un aperto con chiusura com-
patta e bordo non vuoto.
Seu € C(QLR) e
ulg € S()

allora

f= u|aQ S R(@Q)



116 4. Metodo di Perron-Wiener

Dimostrazione. Dall’assioma di positivita esiste hy € S(Q) tale che infq ho >

0. Denotiamo
max {0, —u}

A T T

Allora u > —Ahg in 2 e —Ahg € S(Q) N U?. D’altra parte
—Q

ulg € S(Q)NU;
Per la proposizione (4.1.11)

Hy H/eH (Q)
In pi, H? < u|q cosicche, dato che u é continua funo al bordo di

H; e U

Y . .
Quindi H; < H](}. Dato che I'altra disuguaglianza ¢ sempre vera, questo

implica H ? =H ? Ricapitolando
77 Q
H,=Hy €H (Q)

cioé f ¢ risolutiva. O]

4.1.9 Spazi c—armonici: teorema di risolubilita di Wie-

ner

Definizione 4.14 (Spazio c—armonico).

Uno spazio armonico (E, H) e detto o —armonico se la famiglia
SL(E):={ueS(E)yNnC(E,R) tec. u>0}
separa i punti di F, cio¢

Ve,yce E,x#y, Ju,v € ?g(E) t.c. u(z)v(y) # u(y)v(z)
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In uno spazio o—armonico, la proprieta di positivita prende una forma piu

forte:

Proposizione 4.1.13 (Assioma di positivita in uno spazio c—armonico).
Sia (E,H) uno spazio o—armonico. Per ogni compatto K C FE, esiste

w € E: tale che

infw >0
K

Dimostrazione. Dato che EJCF(E) separa i punti di F, per ogni x € K, esiste
Uy € EJCF(E) tale che u,(z) > 0. Dalla continuita dal basso di u, possia-
mo trovare un intorno aperto V, di z tale che infy u, > 0. Dato che K &

compatto, esistono xy, ..., x, € K tali che

P
xclUv,
j=1
Allora, se definiamo
p
W= Y Uy,
j=1
abbiamo w € gZ(E) e infxw > 0. O

Una proprieta cruciale degli spazi c—armonici ¢ data dalla seguente propo-

sizione.

Proposizione 4.1.14.
Sia (E, H) uno spazio o—armonico. Per ogni insieme compatto K C E, per

ogni f € C(K,R) e per ogni € > 0, esistono u,v € g:(E) tale che
sup [f — (u—v)| <¢
K

Dimostrazione. Definiamo

A= {u —v t.c. u,v € ?Z(E)}
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A ¢ un sottospazio lineare di C(E,R). In piu, dato che (E,H) ¢
o—armonico, A separa i punti di £. Infine, se p = u —v € A, allora

anche p* := max {p,0} appartiene a A, dato che

pT = u — min {u,v}

Allora, dal teorema di Stone-Weierstrass !, per ogni funzione f € C(K,R) e
e > 0, esiste p € A tale che

sup |f —p| <¢
K

Questo termina la dimostrazione. O

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema di risolubilita di Wiener.

Teorema 4.1.15 (Wiener).
Sia (E,H) uno spazio o—armonico, e sia @ C E un aperto con chiusura

compatta e bordo non vuoto. Ogni funzione continua f : 02 — R ¢é risolutiva.

Dimostrazione. Dal teorema (4.1.12), se u € g:(E), allora u|gq € risolutiva.

Di conseguenza, ogni funzione

p=(u—2)pa, u veS (E)

!Teorema di Stone-Weierstrass.
Sia (Y,T) uno spazio topologico compatto, e sia A C C(Y,R) che soddisfa le seguenti

condizioni:
1. A é uno spazio vettoriale reale
2. sep € A, allora p™ := max {0, p} € A.
3. A separa i punti di E cio¢
per ogni z,y € Y,z # y, esistono p,q € A taleche p(x)q(y) # p(y)q(x)

Allora, per ogni f € C(Y,R) e per ogni € > 0 esiste p € A tale che

sup |f —p| <e
Y
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¢ risolutiva. Dalla proposizione (4.1.14), per ogni ¢ > 0, esistono u., v. €

?:(E) tali che
|f_p| <& su 897 P = DPe = (UE_U€>|8Q

Dalla. proposizione (4.1.13), esiste z € S, (E) tale che infyow > 1. Allora

abbiamo

p—ecw< f<p+tew sudfd
cosicche, prendendo v := w|sn, abbiamo (usando le proposizioni (4.1.8) e
(4.1.9))

HY ., <H} <H; <H)., (4.3)

D’altra parte, sappiamo che p — ev, p 4+ ev € R(J52). Segue che:

H} ., =H}  =H—¢cH

=p—ev p—ev

Q Q Q Q
ﬂpfsv = prsv = Hp - gHv
Usando queste identita in (4.3) otteniamo

0<H; — H} <2:H < 2ew

dove, nell’ultima disuguaglianzam abbiamo usato il fatto che w & una sopra

funzione relativa a w|sg e . Mandando € a 0 otteniamo

Le disuguaglianze 4.3 danno anche

77 Q Q Q Q
0< Hf — prsv < HHEU — Hp%U =2eH, <2sw < 2¢ sup w
Q
Allora, per ¢ — 0,
—0 .
H;Z_av — H, uniformemente su €2

Dato che HI?_EU € H(R), da questo limite e dal corollario (4.1.2) otteniamo

—Q
H;, € HQ)

Insieme a (4.4) questo implica la risolubilita di f. O
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4.1.10 Spazi o*—armonici: teorema di Bouligand

Diamo ora una definizione che introduce una nuova proprieta che non € so-
litamente assunta nella teoria potenziale astratta. Tuttavia questa assunzione

non incide sulla possibilita di applicare la nostra teoria ai sub-Laplaciani.

Definizione 4.15 (spazio c*—armonico).

Uno spazio o—armonico (E,H) ¢ detto o*—armonico se vale la seguente
proprieta:

per ogni g € F esiste s,, € SL(E) tale che s,(z9) =0 e

inf s,, >0
E\V

per ogni intorno V' di x.

Durante tutta questa sezione, {2 denotera un aperto in uno spazio o*—armonico

(E,H).
Definizione 4.16 (Punto H—regolare).
Un punto y € 012 é detto H—regolare se

lim H(z) = f(y) Vfe€COLR)

Qdz—y

Per risolvere il problema di Dirichlet, non é sufficiente avere una funzione f
risolutiva che ci renda H 19 armonica. La funzione H? ¢ la soluzione (unica,
grazie al principio del minimo!) del problema di Dirichlet (H-D) per ogni
f € C(092,R) se e solo se tutti i punti del bordo di €2 sono H— regolari.

Il secondo passo per risolvere un problema di Dirichlet & quindi capire quando
un aperto ha tutti i punti del bordo regolari.

Diamo ora una condizione necessaria e sufficiente per I’H —regolarita.

Definizione 4.17 (Funzione H-barriera).
Sia y € 0€). Una funzione H—barriera per €2 in y é una funzione w definita

in QN V, con V opportuno intorno aperto di y t.c.
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1. wesSQnV)
2. w(z) >0perognizeQNV

3. lim, ., w(z) =0

Teorema 4.1.16 (Teorema di Bouligand).
Sia (E, H) uno spazio o*—armonico, e sia 2 C E un aperto relativamente
compatto con bordo non vuoto. Un punto xo € 02 & H—regolare per € se e

solo se esiste una funzione H—barriera per ) in xg.
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4.2 Spazi L-armonici

Sia G = (RY,0,4,) un gruppo di Carnot su RY e sia L un sub-Laplaciano.

Per ogni aperto 2 C G denotiamo
LH(Q) = {uec C®(Q,R) tc. Lu=0}
Una funzione u € YH(Q) ¢ chiamata L—armonica in 2. La mappa
LH:Q— "H(Q)

é un fascio armonico di funzioni.

Si dimostra (vedi capitolo 7 di [9]) che (R, *H(2)) é uno spazio c*—armonico.
Quindi tutta la teoria potenziale astratta presentata nei paragrafi
precedenti si applica a questo spazio. Useremo le stesse nozioni e defini-
zioni con le seguenti notazioni: aperto L—regolare, misura L-armonica, fun-
zione L—iperarmonica, funzione L—ipoarmonica, funzione L—subarmonica,

funzione L—superarmonica.

4.2.1 Proprieta di sottomedia

Definizione 4.18 (Proprieta di sottomedia).
Dato un aperto 2 C G, diciamo che una funzion e s.s.c u :  — [—o0, 00|
soddisfa la proprieta di sottomedia locale di superficie (di volume) se, per

ogni = € (), esiste r, > 0 tale che
u(z) < my(u)(x) (u(x) < M, (u)(z)) per 0 <r <r, (4.5)

Se (4.5) vale per ogni r > 0 t.c. By(z,r) C €, diciamo che u soddisfa la

proprieta di sottomedia globale di superficie (volume).

Teorema 4.2.1 (Principio del massimo).
Sia Q@ C G un aperto. Sia u: Q — [—00,00[ una funzione s.s.c. che soddisfa

la proprieta locale di sottomedia di volume. Allora:
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1. se Q & connesso ed esiste xy € Q tale che u(xy) = maxqu, allora

u = u(xo) in £

2. se Q) e limitato e limsupg, ., u(y) < 0 per ogni x € 99, allora u(y) <
0 in Q

Dimostrazione. 1. Poiché u verifica la proprieta locale di sottomedia di

volume, per ogni x € {2 esiste r,, tale che
u(z) < M, (u)(x) per 0 <r <r,

Quindi

Sia o € 2 un punto di massimo di u in . Possiamo supporre u(xq) #

—o0. Dalle proprieta di sottomedia si ottiene:

m
0= Tj/ Ur(zg " o y)uly)dy — u(zo) (4.6)
r By(zo,r)

e quindi, essendo

mq

o Vp(zy' oy)dy =1
rd /Bd(mo,r)

(4.6) puo essere riscritta nel modo seguente

0< / W o)) —u(a)dy

Q

D’altra parte, essendo ¥y, > 0 e u(y) < u(zg), abbiamo
Uy (25 oy) (u(y) —u(ze)) =0 quasi dappertutto in By(zg,r) (4.7)
Di conseguenza, per la superiore semicontinuita di u, e poiche
U, >0 in un sottoinsieme aperto denso di By(zg, ) (4.8)

(vedi prima parte nella dimostrazione del Lemma (3.7.2)), da (4.7) si
ottiene u = u(xg) in By(zo,r). L’affermazione segue da un argomento

di connessione.
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2. Sia zy € Q t.c.

sup % =supu Vr>0
By (zo,r) Q

Se g € 012, dall'ipotesi sul comportamento di u al bordo, abbiamo

0> limsupu =inf sup wu=supu
Q3y—xo r>0 Bg(zo,r)NQ Q

quindi © < 0 su 2.

Se xo € €1, dalla semicontinuita superiore di u, si ottiene

u(zg) = limsupu = inf sup w=infsupu =supu
T— r>0 Ba(zo,r)NS >0 Q

Quindi u(zg) = maxgu. Dal punto 1. della dimostrazione segue che
u = u(xp) in §2,, la componente connessa di {2 contentente xg, cosicché,

per ogni x € 9%, si ha:

0 > limsupu(y) > limsup u(z) = u(x) = u(ry) = maxu
Q3y—ax Q‘UO Sy—x Q

La tesi é provata.

Teorema 4.2.2 (Equivalenza delle proprieta di sottomedia).
Sia u : Q — [—o0, 00| una funzione s.s.c. Sono equivalenti le seguenti

affermazions:
1. u soddisfa la proprieta di sottomedia locale di volume;
2. u soddisfa la proprieta di sottomedia globale di volume;
3. w soddisfa la proprieta di sottomedia locale di superficie;
4. u soddisfa la proprieta di sottomedia globale di superficie;

Chiameremo funzione che verifica la formula di sottomedia qualsiasi

funzione che verifica una delle proprieta (1)-(4).
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Per dimostrare questo teorema é opportuno premettere una caratterizza-
zione della L—superarmonicita delle funzioni di classe C?, un teorema sulla
L— regolarita delle d—palle e un teorema che ci da una esplicita densita delle

misure L—armoniche relative ad una d—palla.

Proposizione 4.2.3. Sia u una funzione di classe C*(2,R). Allora u ¢

L—superarmonica se e solo se
Lu<0 mQ

Dimostrazione. Sia V. C V C € un insieme aperto L—regolare e sia ¢ €
C(0V,R), ¢ < u. Si ha:

Lu—HY) <0 in O

limsup, ., (u(z) — HY (z)) > u(y) —¢(y) > 0 per ogni y € OV
Allora, dal principio del massimo, u—H g > 0in V, cosicché u ¢ L—superarmonica.
Viceversa, sia u € S(Q) e supponiamo, per assurdo, che Lu(xg) > 0 in un
qualche punto zy € 2. Segue che Lu > 0 in un intorno 2y di zy. Allora,
dalla prima parte della dimostrazione, u € S(€). D’altra parte, u € S(£)
dato che u € S(Q). Dall’osservazione (17) segue che u € H(€)), cioé Lu = 0

in €2y, assurdo. O

Proposizione 4.2.4. Sia d una L-gauge. Allora, le d—palle
Bd(iﬂo,’l"), xo € G, r>0
sono insiemi L— regolari.

Dimostrazione. Definiamo la funzione

(d(zgt ox))> @ —r29 sex #0
v(x) =
00 se T = xg
Essendo d una L—gauge, v & L—superarmonica in By(zg,r) per il teorema
(??). Inpit, v > 0in By(xo, ), e v(z) — 0 per x — y per ogniy € dBy(xo,1).
Allora v ¢ una funzione L—barriera per B;(zo, ) in ogni punto del suo bordo.

Il teorema di Bouligand implica che By(xg,r) & L— regolare. O
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Proposizione 4.2.5. Sia d una L-gauge. Data xo € G e r > 0, abbiamo

—2
aufsteon () = 9D ¢, ) - ao(y)

Dimostrazione. Sia 0 < p <1 e p € C(0By(xo,7),R). Essendo la funzione
.__ 17Ba(z0,r)
h = HJ*"

L—armonica in By(xg,r), usando il teorema della media di superficie (1.3.1)

e 'identita (4.1), otteniamo

m, (h) (o) = h(zg) = /8 o )

D’altra parte, poiché h(y) — ¢(z) per y — z per ogni z € 0By(xo, 1),

. -2
iy, (1)) = ) o) = P22 ot oty =
P r dBg(z0,r)
-2
SHGED [ )R doty
r dBg(z0,r)
Allora:
-2
/ P(y)dpg o (y) = ﬁd(Q—Q) / P(y) K1 (z,y)do(y)
OBg(zo,r) r OBg(xo,r)
per ogni ¢ € C(0Bgy(xo,7),R), e il teorema ¢ dimostrato. ]

Dimostrazione del teorema (4.2.2)

(1) = (4) Sia By(z,r) C Qep € C(0By(x,r)R) tale che u < ¢ in 0By(x, ).
Dato che u — HY “®7) & una funzione che verifica la formula di sottomedia
di volume, dal principio del massimo (4.2.1), abbiamo u — Hp a@r) <0 in

By(z, 7). In particolare,

u(z) < HEA :/83( )w(y)dﬂfd(w’”(y)z
a(z,r

= (dalla proposizione (4.2.5))
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prendendo 'estremo inferiore delle funzioni continue ¢ > ulsq

Ba(Q —2)
) < PGS [ ) Katrow) - dols) = )@

(4) = (3) ovvio.
(3) = (1) Supponiamo u(x) < m,(u)(x) per 0 < p < r,. Allora

/OT PO u(x)dp < /0 PO tmy(u) (w)dp

da cuil
Q

Fu) < [ m )@

Pertanto ;
uw) < % o mw @i = 1 w) o)

(2) = (1) ovvio.

Proposizione 4.2.6. Sia ) un sottoinsieme aperto connesso di G, e sia
u: Q — [—00,00] una funzione s.s.c. che verifica la formula di sottomedia.

Supponiamo che u(xg) > —oo per qualche xy € Q. Allora u € L} (9).

loc

Dimostrazione. Proviamo prima che u > —oo in un sottoinsieme denso di €.
Dato che € ¢ connesso e esiste xy € 2 tale che u(xy) > —o0, basta mostrare
che u > —oo in un sottoinsieme denso di By(z,r) per ogni By(x,r) C Q tale

che u(z) > —oo. Questo deriva da

mq

—o0 < u(x) < My (u)(x) = " /B oy

e dal fatto che ¥, > 0 in un insieme aperto denso.
Sia ora zy € € fissato e R > 0 tale che By(zo, R) C €. Proviamo l'esistenza

di una costante A > 0 tale che

/ u(2)dz > —oo
Bd(zo,)\R)
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Da questo segue il nostro teorema.

Scegliamo tre costanti positive \g, A, £ tali che

dove ¢ ¢ la costante che appare nella disuguaglianza pseudo-triangolare per

la L—gauge d (proposizione (3.2.4)). Dato che 'insieme
{z€Q tc. Up(z"oz) >0}
¢ un sottoinsieme aperto e denso di {2 e
{z €Q tc. u(x) > —o0}
¢ denso in (, esiste xg € By(zo, Ao R) tale che
To # 20, u(z9) > —00 e Wp(wgloz) >0

Per il fatto che W, ¢ liscia fuori dall’origine, possiamo scegliere A in modo
tale che, per un opportuno mgy > 0, otteniamo \I/L(xal 0 z) > myg per ogni
z € By(z0, A R).

D’altra parte, le disuguaglianze (4.9) implicano le inclusioni
Bi(z0, AR) C Bqy(20,{R) C Ba(z0, R)
Allora, se poniamo

U:= max u (€R)

Bd(Z() ,R)

abbiamo (denotando con mis la misura di Lebesgue in G)

/ u(z)dz =
By(20,AR)

= / (u(2) — U)dz + U mis (Ba(z0, AR)) >
Bd(zo,)\R)

1
> L / Wy (25" 0 2)(u(2) — U)dz + U mis (Ba(z0, AR)) >
Bd(Zo,)\R)

mo
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= mio /Bd(zo,éR) (u(z) — U)dz + Umis (Ba(z0, \R)) =
R)?
_ ffm)l Meg(u = U)(xo) + Umis (Ba(z0, AR)) 2

> @ (u(zg) — U) 4+ Umis (By(29, AR)) > —00

mqmyo
Questo completa la dimostrazione. O

4.2.2 Caratterizzazione delle funzioni L.—subarmoniche

Teorema 4.2.7. Sia ) un sottoinsieme aperto di G e u : Q — [—00, 00| una
funzione s.s.c. Allora u ¢ L—ipoarmonica se solo se u verifica la formula di

sottomedia.

Dimostrazione. Sia u una qualsiasi funzione che verifica la formula di sot-
tomedia. Usando il principio del massimo (4.2.1) e argomentando come
nella prima parte della dimostrazione del teorema (4.2.2) si prova che u é
L-ipoarmonica.

Viceversa, supponiamo che u sia L—ipoarmonica. Sia m C 2. Dato
che, per proposizione (4.2.4), By(x,r) & un aperto L—regolare, per tutte le
@ € C(0By(z,r),R) tali che ¢ > u su dBy(z, ), abbiamo

u(w) < BP0 @) = [ gty
OBy ()

D’altra parte, dalla proposizione (4.2.5), abbiamo

By(z,r) _ w
/GBd(z,r) e(y)dp, () Q-1 /8311(%74) o(y)Kp(z,y)do(y)

Quindi

5d(%_—1 2) / () K (z,y)do(y) > u(z) V¢ € C(0By(z,r),R)
r OBg(z,r)

cosicche
R e RO L DT

Allora u verifica la proprieta di sottomedia di superficie. O
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Corollario 4.2.8. Sia Q un sottoinsieme aperto di G, e siau : Q) — [—00, 0]
una funzione s.s.c., finita in un sottoinsieme denso di Q). Allora u € S(2)

se e solo se u verifica la formula di sottomedia.

Dimostrazione. Da (4.2.7) u € S(2) se solo se u € H,(Q2), e, da (4.1.5),

u € H,(£2) ¢ subarmonica se e solo se ¢ finita in un sottoinsieme denso di §2.

Corollario 4.2.9. Sia Q un sottoinsieme aperto di G, e siau : @ — [—00, 00|
una funzione u.s.c. Allora u € S(Q) se e solo se u verifica la formula di

sottomedia e u > —oo in almeno un punto di §2.

Dimostrazione. Se v € S(2), allora u > —oo in un sottoinsieme denso di
Q (per teorema 4.1.5), e u verifica la formula di sottomedia per il teorema

4.2.7. Viceversa, se u verifica la formula di sottomedia e u > —oo in almeno

1

.- 1N particolare, u > —o0 in

un punto di €2, dalla proposizione (4.2.6) u € L
un sottoinsieme denso di 2. In pit, per il teorema 4.2.7 u € H,(2). Quindi,
per il teorema 4.1.5 u € S(Q). O

Corollario 4.2.10. Sia €2 un sottoinsieme aperto di G e sia u : 2 —

[—00, 00 una funzione u.s.c. Se u € S(Q) allora v € L}, ().

Dimostrazione. Applicare il corollario (4.2.9) e la proposizione (4.2.6) O

4.3 Metodo delle medie iterate di Lebesgue

Sia L un sub-Laplaciano su un gruppo di Carnot omogeneo G. Sia Q2 C G

un insieme aperto limitato. Per ogni x € {2 poniamo
1
Ty = §dzstd(x, o0)

dove d ¢ una funzione L—gauge. Per ogni u € L, () definiamo

T(u)(x) := My, (u)(x)
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La funzione Q2 3 z — T'(u)(x) € R ¢é continua, come si puo verificare facil-
mente utilizzando il Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata. In
particolare, T'(u) € L} .(2). La seguente definizione per ricorrenza ¢ quindi

loc

ben posta

TW (u) = Tu
T*+D) (y) = T(TW)

Il teorema seguente, nel caso del Laplaciano classico, ¢ sostanzialmente do-

vuto a Lebesgue.

Teorema 4.3.1.

Sia Q C G un aperto limitato e sia F € C(Q). Allora, posto f = F|aq risulta

lim TW(F)=HY VazeQ

k—o0

Dimostrazione. Procediamo per passi:

1. T(u) ¢ continua in €, per ogni u € L, .(Q).

loc

Dimostrazione. Dato che la funzione (t,y) — M;(u)(y) & continua,
e quindi, poiche r, dipende con continuita da z, la funzione x —

M, (u)(z) ¢ continua. O
2. Seu, v e L. (Q) eu<wvallora T(u) <T(v)

Dimostrazione. Poiché u < v e ¥y > 0, per ogni x € €2 si ha

/ U (z " oy)u(y)dy < / Up(z " oy)u(y)dy
By(z,rz) By(z,rz)

e quindi

mgy _ mq _
ma / Uy (2" o y)u(y)dy < "o / Wy (2 o y)u(y)dy
Bd(I,T‘z) Bd(xvrz)

T;,}Q Tz

Pertanto

T(u)(z) <T(v)(z) Vze
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3. Se u € S() allora T(u) < u.

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che, per il corollario (4.2.10),
u € L},.(2). Quindi T'(u) ¢ ben definita. Inoltre, per il corollario (4.2.9)

loc

u verifica la formula di sopramedia e quindi, per ogni x € €2
u(x) = M, (u)(x) = T(u)(x)

]

. Per ogni u € S(Q) e per ogni k € N risulta 7" (u) > T*+D(y) per

ogni k € N

Dimostrazione. Per il punto precedente v < T'(u) e quindi, per il punto
2., T(u) < T(T(u)) = T®(u). Questo prova 'affermazione nel caso
k = 1. Procediamo per induzione e supponiamo che essa valga per un
k € N. Allora

T® () > T*+D (4,)

e quindi, ancora per la proprieta al punto 2.,

T (W) = T(TM(w) > 7TV (w)) = T (u)

Pertanto
T(k—H) (u) > T(k+2) (u)

e l'affermazione segue dal principio di induzione O]

. Siano u € S(Q) e v € S(N) tali che v < u. Allora

v <T@ <T®(W)<u VEkeN

Dimostrazione. Poiché u € superarmonica, per i punti 3. e 4., abbiamo

T®(u) < T(u) < u
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per ogni k € N.

Analogamente, poiché v é subarmonica, abbiamo
v < T(v) < TH(v)

per ogni k € N.
Infine, dimostriamo per induzione che T® (v) < T®)(u) per ogni k € N.
Per k = 1,’affermazione segue dal secondo punto. Supponiamo che

essa sia vera per k € N :
T® (0) < T® ()
Applicando ancora il punto 2., affermiamo che
T+D () < TEFD ()
e la dimostrazione ¢ terminata. ]

6. Siano u € S(Q) e v € S(Q) tali che u > v. Allora esistono u*,v* €
L} () tali che T™) (v) T v*, T®(u) | u* e

loc

Tw*) =v* <u" =T(u")

Dimostrazione. Per il punto precedente, (T (u));>1 ¢ una successione
monotona decrescente. Esiste allora u* : 2 — [—o0, 00| tale che

u* = lim T™ (u) <: ir}if T(k)(u)>

k—o0

puntualmente in 2.
D’altra parte, ancora per il punto 5., v < T® (u) < u per ogni k € N e
quindi

v<ut <T® () <u (4.10)

Poiché¢ v € L}, in quanto subarmonica in 2, dalla prima di queste

disuguaglianze si trae

1
loc

u* €L
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Per v* la dimostrazione € analoga.
Inoltre, essendo T'(u*) | u* € L. () per il teorema di convergenza

monotona di Beppo Levi, si ha

T(u*) = T(lim T® (u)) = lim T® (4) = u*

k—o0 k—o0
Analogamente T'(v*) = v*.
Infine, essendo, sempre per il punto 5., 7" (v) < TW(v), per k ten-

dente all’infinito, otteniamo v* < u*. O]

Prima di passare al punto successivo della dimostrazione, é necessario

premettere i seguenti lemmi.

Lemma 4.3.2. Sia G un gruppo di Carnot e sia 2 C G un aperto
connesso contenuto in G. Sia u una funzione s.s.c. tale che T'(u) < u.

Se u assume minimo in un punto di (), allora u é costante in ).

Dimostrazione. Sia xy € Q tale che u(zy) = ming u. Poniamo
Qo ={ze€Q tc. ulx)=u(xy)}

Dimostriamo che €y ¢ chiuso in Q. Sia (x;);eny una successione in g
tale che

xj—>y0€Q

Proviamo che yy € 2y. Per la superiore semicontinuita di u si ha
min v = lim sup (min u) = limsup u(z;) = u(yo)
Quindi
u(yo) = min u
Pertanto

Yo € Qo

Dimostriamo ora che & € é aperto. Sia z € Q. Da T(u)(2) < u(z) =
u(xy) = ming u, si trae
m _
) e — w0
Ba(z,rz

ré
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e quindi, come nella prima parte della dimostrazione del lemma (3.7.2),
si conclude che

u=u(z) =u(xg) in D(zr1.)

Cio prova che )y é aperto.
Quindi €y un insieme non vuoto sia aperto che chiuso in Q, e Q ¢é

connesso. Pertanto €y coincide con €. H

Lemma 4.3.3. Sia G un gruppo di Carnot e sia 0 C G un aperto

limitato contenuto in G. Sia u una funzione s.s.c. in ). Supponiamo

T(u) <wu in
liminf, ., u(z) >0 VyedQ

Allora uw > 0 in 2

Dimostrazione. Si deduce dal lemma (4.3.2), procedendo come nella

dimostrazione del secondo punto del Teorema (4.2.1). O

Riprendiamo ora la dimostrazione del Teorema (4.3.1) con il seguente

punto 7.
7. Siau € S(Q)NCO(Q) esia f = u|gg. Allora

lim 7® (u) = HJS}

k—oo

Dimostrazione. Per il punto 6. la successione (T (u))g>1 ¢ monotona

decrescente. Sia u* := limy_.o, 7" (u). Dimostriamo che
v<u <w VvGQ? veGU? (4.11)
Da questa disuguaglianza, si otterranno subito le seguenti:
Q * 78
v<H; <u" <H; <w (4.12)

e quindi, essendo f risolutiva in quanto continua (Teorema (4.1.15)), si

avra
o — *—_HQ— 79
Ly =u =My =Hf
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Dimostriamo ora (4.11).
Sia v € UY. Allora

v e H,(Q), limsupv < f, supv < oo
o0 Q

Essendo v € H,(Q)), per il teorema 4.2.7 essa soddisfa la formula di
sottomedia. Essendo poi u € S(f2), anche —u verifica la formula di
sottomedia. Quindi v — u verifica la formula di sottomedia. D’altra
parte limsup,_, (v — u)(r) < 0 per ogni y € 9Q. Quindi, per il

principio del massimo 4.2.1, risulta v —u < 0 in  da cui
v<u inf)

Essendo inoltre v € S(Q) e u € S(Q), per il punto precedente della

dimostrazione abbiamo
v<ov'<u<u (4.13)
Quindi, in particolare, per ogni v € Q? si ha v < wu*.

Sia ora w € U?. Per il punto 3. risulta 7'(w) < w e per il punto 6.
T(u*) = u*. Allora

Tw—u") <w-—u" (4.14)
Inoltre, per l'ultima disuguaglianza in (4.13) e per la continuita di u

sino al bordo,

liminf(w(x) — v*(x)) > liminf(w(z) — u(z)) > liminf w(z) —u(y) >0

per ogni y € 0f).
Osservando infine che w — u* é s.s.c., possiamo applicare il lemma
(4.3.3) e concludere che

w—u">0 in Q

. . =0 .
Riassumendo, per ogni w € Uy si ha u* < w. O
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Col punto seguente concluderemo la dimostrazione del teorema.

8. Siano F' € C(Q2) e f := Flsq. Allora

T=(F) := lim TW(F) = H}

k—o00

Dimostrazione. Definiamo
A= {u —v t.c. u,vE gj((@)}
Usiamo la proposizione 4.1.14. Essendo F € C(9),

Ve>0 dpe A tec. sup|F—p|l<e
Q

In particolare, per ogni n € N esiste p, € A, p, = u, — w,, con
Un, Wy € 5, (G), tale che

1 1
—— < F—(up —wy) < — in 0
n n

In altri termini:

1 1
(un—wn)—;<F<(un—wn)+E VneN (4.15)

Di conseguenza, per la linearita e la monotonia di 7', e poiché, come

segue facilmente dalla definizione T'(1) = 1 si ha
1 1
T® (u,) = T® (w,) — = < TP(F) < TW(u,) — T (w,) + -
n n

Mandando k& — oo e, usando il punto precedente della dimostrazione,

si ottiene
H ! T(F) < H? ! v N (4.1
() log — 7 < TTF) < Hiw g+, Y €N (4.16)

dove T®(F) := limy_o, T®(F).

D’altra parte, da (4.15) otteniamo anche:

1
Q Q Q
Hio-wlon = 5 < HY < Hiamulon + 5

VneN (417
n
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Unendo (4.16) e (4.17), otteniamo:

i - ——H — — < HY —T>(F) <
n (un_wn) o0 n (Un_wn) o0 n f ( )
1 1 2
Q Q _
< H(un—wn)|8§2 + ﬁ - H(Un_wn)‘aﬂ + E V ne N = E

per ogni n € N. Per n — oo otteniamo
Q 00
0<Hy —T>(F)<0

da cui
H} =T>(F)

La dimostrazione é cosi terminata. O
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